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إهداء
بطاعتك.. إلا النهار يطيب ..ولا بشكرك إلا الليل يطيب لا إلهي
بعفوك.. إلا الآخرة تطيب بذكرك..ولا إلا اللحظات تطيب ولا

انتظار.. بدون العطاء علمني من والوقار..إلى بالهيبة اللهّٰ كلله من إلى
العزيز والدي

الوجود وسر الحياة بسمة والحنان..إلى الحب معنى الحياة..إلى في ملاكي إلى
الحبيبة أمي

والعلماء..... العلم منارة إلى
الحياة.. في رسالة أقدس حملوا الذين إلى
والمعرفة.. العلم يق طر لنا مهدوا الذين إلى

أساتذتنا
التقدير معاني كل مني الـكريم"لك عبد الشيخ "بن الدكتور الأستاذ بحثي مذكرة على بالإشراف شرفني من إلى بالشكر أتوجه كما

والعرفان
الرسالة، هذه إتمام في بعيد أو قريب من دور له ساندني،وكان من كل إلى وأخيرا

والآخرة. الدنيا في الجزاء خير الجميع يجزي أن وجل عز المولى سائلة



مقدمة
المسائل لحلول التقريبية الطرق بتقديم يهتمان التقريب ية نظر و العددى التحليل موضوع أن المعلوم من
وصفها يمكن التى الطبيعية الظواهر من العديد هناك أنه التكامليةحيث المعادلات مثل ياضياتيا ر المصاغة
تحليلية حلول إيجاد صعوبة هي المطروحة المسائل لبعض المطروحة الاشكالية إن . المعادلات هذه باستخدام
الى نلجأ لذا . الوحدانية و الوجود بمبرهنات مسبقا علمنا من بالرغم المعروفة بالطرائق المسألة لهذه صريحة
التركيب ناحية من الدوال ابسط من الحدود كثيرات لأن الحدود بكثيرات التقريب أشهرها و عددية طرق
من للعديد اساسية مادة اصبحت حيث الحاسوب على التطبيق و البرمجة على القدره تعطي عليها العمليات و
تطوير الى ادلى الحدود لـكثيرات العمليات مصفوفات بناء جهة من . وايرستراس ية نظر ظهور منذ للبحوث
من المسائل عبارات تعقيدات إزالة و للحواسيب مناسبة خوارزميات خلال من المسائل لحل جديدة تقنيات
تقديم البحث لهذه الأساسى الهدف كان لذا المستخدم. التقريب أساس على والمحافظة تفاضلات و تكاملات
خلال من تم ما هو و المعادلات لتلك دقة أكثر حلول لإيجاد ذلك و وفعالة جديدة خوارزميات تطوير و
بكثيرات التقريب باستعمال الخطية الغير متغيرين ذات التكاملية المعادلات معالجة في فعالة تقنيات تقديم
. العبارات تبسيط في فعال دورها كان التى العمليات مصفوفات انشاء يق طر عن و بمتغيرين بوبكر حدود
: وهي خطية الغير التكاملية المعادلات من نماذج لأربعة الحل لتقريب فعالة تقنية باعطاء قمنا المذكرة هذه في

2 البعد ذو التكاملية فريدهولم :معادلات الأول النموذج

u(ζ, θ) = g(ζ, θ) + y

1∫
0

1∫
0

δ(ζ, θ, τ, ξ)ψ(τ, ξ, u(τ, ξ))dτdξ; (ζ, θ) ∈ Ω, (1)

2 البعد ذو التكاملية فولتيرا الثاني:معادلات النموذج

u(ζ, θ) = g(ζ, θ) + y1

ζ∫
0

θ∫
0

δ1(ζ, θ, τ, ξ)ψ1(τ, ξ, u(τ, ξ))dτdξ

+ y2

ζ∫
0

δ2(ζ, θ, τ)ψ2(τ, ξ, u(τ, θ))dτ

+ y3

θ∫
0

δ3(ζ, θ, ξ)ψ3(τ, ξ, u(ζ, ξ))dξ; (ζ, θ) ∈ Ω,

(2)

2 البعد ذو المختلط النوع من فولتيرا-فريدهولم الثالث:معادلات النموذج
1



u(ζ, θ) = g(ζ, θ) + y

1∫
0

1∫
0

δ(ζ, θ, τ, ξ)ψ(τ, ξ, u(τ, ξ))dτdξ; (ζ, θ) ∈ Ω, (3)

التكامية فولتيرا لمعادلات 2 البعد ذو الرابع:النظام النموذج


u(ζ, θ) = g(ζ, θ) + y

θ∫
0

1∫
0

δ1(ζ, θ, τ, ξ)ψ1(τ, ξ, u1(τ, ξ), u2(τ, ξ))dτdξ,

u(ζ, θ) = g(ζ, θ) + y

θ∫
0

1∫
0

δ2(ζ, θ, τ, ξ)ψ2(τ, ξ, u1(τ, ξ), u2(τ, ξ))dτdξ;

(ζ, θ) ∈ Ω,

(4)

: مايلي تناولت فصول ثلاث إلى المذكرة هذه قسمت

..
الأول الفصل

حدود كثير يف بتعر قمنا كما بوبكر، حدود كثير عن لمحة فيه قدمنا ، مرجعية ودراسة أساسية مفاهيم بعنوان تمهيدي فصل
. خطية والغير الخطية متغيرين ذات التكاملية والمعادلات خطية الغير التكاملية المعادلات أنواع وذكر خصائصه، بوبكر .

.. الثاني الفصل
العمليات ،مصفوفة المزدوجة العمليات مصفوفة وهي بوبكر حدود لـكثير العمليات مصفوفات بعرض الفصل هذا في قمنا

للجداء. العمليات للتكامل،مصفوفة .

..
الأخير الفصل

لأمثلة عرض مع التقريبي الحل إلى للوصول بوبكر حدود كثير أساس باستخدام قمنا التطبيقي،حيث الجزء يشمل ما وهذا
. أكثر العمل لتوضيح عددية .
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الأول الفصل

مرجعية أساسيةودراسة مفاهيم

المحتويــات قائمة
4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 البعد ذو الفضاء في خصائصه وبعض بوبكر حدود كثير 1 . 1
6 . . . . . . . . . . . . . . 2 البعد ذو الفضاء في خصائصه وبعض بوبكر الحدود بكثيرات يف التعر 2 . 1
10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . التكاملية المعادلات 3 . 1
10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . التكاملية المعادلات انواع 1 . 3 . 1
11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطية التكامليةالغير المعادلات بعض 2 . 3 . 1
13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغيرين ذات التكاملية المعادلات 3 . 3 . 1
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مرجعية دراسة و أساسية مفاهيم الأول الفصل

1 البعد ذو الفضاء في خصائصه وبعض بوبكر حدود كثير 1 . 1
[61 ,1] يف تعر

التالية: بالعلاقة I المجال على n الدرجة من 1 البعد ذو الفضاء في بوبكر حدود كثير يعرف
B0(x) = 1,

Bn(x) =

[n
2
]∑

k=0

(−1)k
(
n− k

k

)
n− 4k

n− k
xn−2k;n = 1, 2, ..., N

(1 . 1)

.n
2

للعدد الصحيح الجزء n]تمثل
2
] حيث

. 1.1.1 مبرهنة
تعرف بوبكر حدود كثيرات فإن ، بوبكر حدود لـكثير الأساس هو B(x) = [B0(x);B1(x)...BN(x)]

T أن نفرض .[1]
الشكل على

B(x) = A.T (x)

يلي: كما يحسب A(i, j) العنصر ،i = j = 1, 2, ....N + 1 بحيث مثلثية مصفوفة هي A ،حيث

[A]i,j =



1; r = 0,

−(i− 5); r > 0 εr = 2,

(−1)
r
2
i− 1− 2r

r
2

Πr−1
k= r

2
+1(i− 1−K); r > 0& mod(r, 2) = 0,

0; r < 0,

1 البعد ذو تايلور حدود لـكثير هوأساس T (x) و r = i− j حيث
T (x) = [T0(x), T1(x), ..., TN(x)]

T ; Tn(x) = xn, n = 0, 1, ..., N, x ∈ I. (2 . 1)
موجود. هو A−1 و للقلب قابل A وبالتالي ،|A| = 1 أن نلاحظ كما

تكامل ،(2 . 1) B(x)والمعادلة = A.T (x) B(x)باستعمال = [B0(x), B1(x), ..., BN(x)]
T أن نفرض 2.2.1 مبرهنة

التالي: النحو على كتابته يمكن I المجال على B(x) الشعاع

1∫
0

B(x′)d(x′) = A

1∫
0

T (x′)d(x′) = A


1
1

2...
1

N + 1

 = A


1 0 · · · 0

1
1

2
· · · 0

... ... . . . ...
0 0 · · · 1

N + 1




1

1
...
1



= A


1 0 · · · 0

1
1

2
· · · 0

... ... . . . ...
0 0 · · · 1

N + 1




1 0 · · · 0

1 0 · · · 0
... ... . . . ...
1 0 · · · 0

B(x)

= AΛΞB(x) = GB(x),
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مرجعية دراسة و أساسية مفاهيم الأول الفصل

: كمايلي معطاة Ξو Λ مصفوفات (N + 1)× (N + 1) حيث

Λ =


1 0 · · · 0

1
1

2
· · · 0

... ... . . . ...
0 0 · · · 1

N + 1



Ξ =


1 0 · · · 0

1 0 · · · 0
... ... . . . ...
1 0 · · · 0

 ,

2 البعد ذو الفضاء في خصائصه وبعض بوبكر الحدود بكثيرات يف التعر 2 . 1
الدالة وتقريب يف التعر 1 . 0 . 2 . 1

يلي كما Ω المجال على mn الدرجة من 2 البعد ذو بوبكر حدود كثيرات تعرف 1.2.1 يف تعر

Bm.n(ζ, θ) = Bm(ξ)Bn(θ);m,n = 0, 1, ..., N.

السلمي بالجداء مرفق المنتج مع هيلبار هوفضاء X = L²(Ω) أن نفرض .[1] 2.1 . 1 ية نظر

⟨f(ζ, θ), g(ζ, θ)⟩ =
1∫

0

1∫
0

f(ζ, θ), g(ζ, θ)dξdθ,

والنظيم

∥f(ξ, θ)∥2 = ⟨f(ξ, θ), g(ξ, θ)⟩
1
2 = (

1∫
0

1∫
0

|f(ξ, θ)|2dξdθ)
1
2 .

ليكن
XN,N = span {B0,0(ζ, θ), B0,1(ζ, θ), ..., B0,N(ζ, θ)|...

|BN,0(ζ, θ), BN,1(ζ, θ), ..., BN,N(ζ, θ)},

مجموعة فإن منتهي. بعد ذو X من مغلق جزئي شعاعي فضاء عن عبارة XN.N بماأن .X في وصفية دالة هي f(ζ, θ) و
مثل XN.N خارج وحيد تقريب أحسن تملك f(ζ, θ) إذن .Ω المجال على تام أساس تشكل 2 البعد ذو بوبكر حدود كثيرات

حيث fN,N ∈ XN,N

∀g ∈ XN,N∥f − fN,N∥2 6 ∥f − g∥2,

حيث f b
0,0, f

b
0,1, ..., f

b
N,N وحيدة معاملات وتوجد

f(ζ, θ) ≃ fN,N(ζ, θ) =
N∑

m1=0

N∑
n1=0

b
m1,n1

Bm1,n1(ζ, θ) = BT (ζ, θ)F b, (3 . 1)
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مرجعية دراسة و أساسية مفاهيم الأول الفصل

التالية بالعلاقة وتعطى (N + 1)²×1 شعاع يمثل B(ζ, θ) و F b بحيث
F b =[f̄ b

0,0, f̄
b
0,1, ..., f̄

b
0,N | f̄ b

1,0, f̄
b
1,1, ..., f̄

b
1,N | ... |

f̄ b
N,0, f̄

b
N,1, ..., f̄

b
N,N ]

T ,

B(ζ, θ) =[B0,0(ζ, θ), B0,1(ζ, θ), ...B0,N(ζ, θ) |
B1,0(ζ, θ), B1,1(ζ, θ), ..., B1,N(ζ, θ) | ... |
BN,0(ζ, θ), BN,1(ζ, θ), ..., BN,N(ζ, θ)]

T ; (ζ, θ) ∈ Ω

(4 . 1)

B(ζ) = [B0(ζ), B1(ζ), ..., BN(ζ)]
T حيث كرونيكر إلى حيث⊗يرمز ،B(ζ, θ) = B(ζ)⊗B(θ) كتابة يمكن للتبسيط،

Ω×Ω على δ(ζ, θ, τ, ξ) مستقلة متغيرات أربع ذات كيفية دالة تقريب يمكن B(θ) = [B0(θ), B1(θ), ..., BN(θ)]
T . و

يلي: كما 2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير بالنسبة
δ(ζ, θ, τ, ξ) w

N∑
m1=0

N∑
n1=0

N∑
m2=0

N∑
n2=0

△b
m1n1m2n2

Bm1(ζ)Bn1(θ)Bm2(τ)Bn2(ξ)

= BT (ζ, θ)∆bB(τ, ξ),

(5 . 1)

(N+1)2×(N+1)2 هي ∆b و أبعاد ذو (N+1)2×1 ل 2 البعد ذو بوبكر حدود كثير ,B(τهو ξ) = B(τ)⊗B(ξ) حيث
التالية. المبرهنة نأخذ ∆b و F b لإيجاد مصفوفة. معامل

مصفوفة عن عبارة M حيث B(ζ, θ) = MT (ζ, θ) نضع ،(4 . 1) المعادلة في المعرفة B(ζ, θ) الأساس 1.1.1 مبرهنة
: يلي كما يعرف والذي (N + 1)2 × 1 ذو 2 البعد ذو تايلور حدود كثير يمثل T (ζ, θ) و (N + 1)2 × (N + 1)2 ذات

T (ζ, θ) =[T0,0(ζ, θ), T0,1(ζ, θ), ...T0,N(ζ, θ) |
T1,0(ζ, θ), T1,1(ζ, θ), ..., T1,N(ζ, θ) | ... |
TN,0(ζ, θ), TN,1(ζ, θ), ..., TN,N(ζ, θ)]

T ; (ζ, θ) ∈ Ω

(6 . 1)

حيث
Tm,n(ζ, θ) = Tm(ζ)Tn(θ);m,n, ..., N

.(2 . 1) المعادلة في والمعرفان الترتيب على n و mالدرجة من 1 البعد ذو تايلور حدود كثير يمثلان Tn(θ) و Tm(ζ) بحيث
Mm+1,n+1 = بالعلاقة تعرف Mm+1,n+1 شعاع 1× (N +1)2 ل m = n = 0, 1, ...N أجل كان إذا 2.1 . 1 البرهان
، إذن Bm,n(ζ, θ) = Mm+1,n+1T (ζ, θ). فإن A، من (m + 1) الرتبة دو هوالسطر Am+1 حيث Am+1 ⊗ An+1

بالتعريف

M =



M1,1

M1,2...
M1,N+1...
MN+1,1

MN+1,2...
MN+1,N+1



,
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مرجعية دراسة و أساسية مفاهيم الأول الفصل

و للقاب قابلة هي وبالتالي ؛ |M | = 1 و سفلية مثلثية مصفوفة هي M أن نلاحظ أن الجدير من المرغوبة. النتيجة تحقيق يتم
2 البعد ذو تاياور حدود كثير أساس في تقريبهما يمكن δ(ζ, θ, τ, ξ) و (ζ, θ) الدالتين بأن التذكير تم [1] من موجود. M−1

يلي كما

f(ζ, θ) ≃
N∑

m2=0

N∑
n2=0

f t
m2,n2

Tm2(ζ)Tn2(θ) =
N∑

m2=0

N∑
n2=0

f t
m2,n2

ζm2θn2 = T T (ζ, θ)F t, (7 . 1)
و

δ(ζ, θ, τ, ξ) ≃
N∑

m1=0

N∑
n1=0

N∑
m2=0

N∑
n2=0

∆t
m1n1m2n2

Tm1(ζ)Tn1(θ)Tm2(τ)Tn2(ξ)

=
N∑

m1=0

N∑
n1=0

N∑
m2=0

N∑
n2=0

∆t
m1n1m2n2

ζm1θn1τm2ξn2

= T T (ζ, θ)∆tT (τ, ξ),

(8 . 1)

حدود كثير مصفوفة معامل هو ∆t و مركبة (N + 1)2 البعد ذو شعاع هو F t ،(6 . 1) المعادلة في كما يعرف T (τ, ξ) حيث
كمايلي وتبرهن (N + 1)2×(N + 1)2 الرتبة ذو 2 البعد ذو تايلور

F t = [f t
0,0, f

t
0,1, ..., f

t
0,N |f t

1,0, f
t
1,1, ..., f

t
1,N |...|f t

N,0, f
t
N,1, ..., f

t
N,N ]

T ,

∆t =


∆t

00 ∆t
01 · · · ∆t

0N

∆t
10 ∆t

11 · · · ∆t
1N... ... . . . ...

∆t
N0 ∆t

N1 · · · ∆t
NN



f̄ t
m2,n2

,m2, n2 المعاملات= t∆للإيجاد
mn =


∆t

m0n0 ∆t
m0n1 · · · ∆t

m0nN

∆t
m1n0 ∆t

m1n1 · · · ∆t
m1nN... ... . . . ...

∆t
mNn0 ∆t

mNn1 · · · ∆t
mNnN


(N+1)×(N+1)

;m,n = 0, 1, ..., N, ,

،(7 . 1) المعادلة من الترتيب، على ,θ و ζ إلى بالنسبة متتالية مرات n2وm2 الجزئية المشتقات أخذ الضروري من ,0, 1, ..., N
مركبة ومعامل m2!n2! يصبح f̄ t

m2,n2
المركبة معامل فإن ∂m2+n2ζm2θn2

∂θn2∂ζm2
= m2!n2! بماأن بالتالي، ζ = θ = 0 ،وبوضع

التالية العبارة باستعمال حسابها يمكن F t من f̄ t
m2,n2

كنتيجة، الصفر. هو أخرى
f̄ t
m2,n2

=

∂m2+n2f(0,0)
∂θn2∂ζm2

m2!n2!
.

متتالية مرات m1, n1,m2n2 ،(8 . 1) للمعادلة الجزئية المشتقات أخذ نحتاج ∆t
m1n1,m2n2

, المعامل لإيجاد يقة، الطر بنفس
∂m1+n1+m2+n2ζm1θn1τm2ξn2

∂ξn2∂τm2∂θn1∂ζm1
= بماأن بالتالي، ζ = θ = τ = ξ = 0. وبضع الترتيب، على ξ و ζ, θ, τ إلى بالنسبة

m1!n1!m2!n2! يصبح ∆t
m1n1,m2n2

عنصر معامل , m1!n1!m2!n2!

التالية العبارة باستعمال حسابها يمكن ∆t من ∆t
m1n1,m2n2

العنصر الصفر.كنتيجة، هو أخرى مركبة ومعامل
∆t

m1n1m2n2
=

∂m1+n1+m2+n2δ(,0,0,0,0)

∂n2ξ∂m2τ∂n1θ∂m1ζ

m1!n1!m2!n2!
.
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مرجعية دراسة و أساسية مفاهيم الأول الفصل

∆b. و F b لحساب تستعمل التالية المعادلة ،2.2.1 والمبرهنة (8 . 1) ،(7 . 1) ،(5 . 1) ،(3 . 1) المعادلات من
F b = (MT )−1F t,

∆b = (MT )−1∆tM−1.

التكاملية المعادلات 3 . 1
التكاملية المعادلات انواع 1 . 3 . 1

خارج أيضا المجهول يضاف وقد التكامل علامة تحت المجهول فيها يكون التي المعادلة هي التكاملية المعادلات 1.3.1 يف تعر
المعادلة طرفي أحد في التكامل

a ≤ x ≤ b,a ≤ y ≤ b لدينا: 1 مثال

f(x) =

∫ b

a

K(x, y)u(y)dy

u(x) = f(x) +

∫ b

a

K(x, y)u(y)dy

K(x, y),f(x) والتوابع تحديده، يطلب مجهول تابع هو u(x) التابع تكاملية معادلات نسمي

خطية التكامليةالغير المعادلات بعض 2 . 3 . 1
أشهرها: نذكر كثيرة الخطية غير التكاملية المعادلات

التكاملية هامريشتين معادلة
الشكل: من تكتب معادلة كل لهامريشتين خطية غير تكاملية معادلة نسمي 2.3.1 يف تعر

µu(x) = f(x) + λ

∫
D

K(x, t)F (t, u(t))dt,D ∈ Rb, n ∈ N∗

الشكل: المعادلة تأخذ µ قيم على يعتمد نوعها مريشتين لها تكاملية معادلة

0 = f(x) + λ

x∫
a

K(x, t)F (t, u(t))dt

الشكل: تأخذ المعادلة µ = 1 حالة في الأول،أما النوع من خطية غير تكاملية فولتيرا هامريشتين- فتسمى µ = 0 حالة في

u(x) = f(x) + λ

x∫
a

K(x, t)F (t, u(t))dt

الثاني. النوع من الخطية غير تكاملية فولتيرا هامريشتين- تسمى فإنها
التكاملية فولتيرا فريدهولم- معادلة
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مرجعية دراسة و أساسية مفاهيم الأول الفصل

التالي الشكل على معرفة معادلة كل الخطية غير التكاملية فولتيرا فريدهولم- معادلة نسمي 3.3.1 يف تعر

µu(x̄, t) + λ

∫
Ω

K(x̄− ξ̄, ȳ − s̄)F (t, u(ξ̄, s̄))dξ̄ds̄+ λ

t∫
0

G(t, T )u(x̄, ȳ, T )dT = f(x, y, t)

,
x̄ = (x1, x2, x3, ..., xn), t = (t1, t2, ..., tn)

التكاملية يورشون-فولتيرا معادلة
4.3.1 يف تعر

µu(x) = f(x) + λ

x∫
a

K(x, t, u(t))dt, 0 ≤ x ≤ T <∞

فإن: µ = 0 قيم على يعتمد ونوعها الخطية، غير التكاملية يورشون-فولتيرا معادلة تسمى
0 = f(x) + λ

x∫
a

K(x, t, u(t))dt, 0 ≤ x ≤ T <∞

فإن: µ = 1 كان وإذا الأول، النوع من الخطية غير التكاملية يورشون-فولتيرا معادلة
النوع من الخطية غير التكاملية يورشون-فولتيرا معادلة هي u(x) = f(x) + λ

x∫
a

K(x, t, u(t))dt, 0 ≤ x ≤ T < ∞

عندما الثالث النوع من وتكون الثاني
µ = µ(x)

µ(x)u(x) = f(x) + λ

x∫
a

K(x, t, u(t))dt

الخطية غير التكاملية فريدهولم ايفار يك ار معادلة
5.3.1 يف تعر

u(x) = f(x) + λ

x∫
a

K(x, t)F (t, u(t))dt

تكون الخطية غير لفريدهولم التكاملية المعادلة فإن f = 0 كانت إذا أما الثاني النمط من فريدهولم خطية غير تكاملية معادلة هي
و متجانسة،

f(x) = λ

x∫
a

K(x, t, u(t))dt

الأول. النمط من لفريدهولم خطية غير تكاملية معادلة هي
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مرجعية دراسة و أساسية مفاهيم الأول الفصل

متغيرين ذات التكاملية المعادلات 3 . 3 . 1
التالي بالشكل متغيرين ذات التكاملية المعادلات تكتب

λu(x, y) = f(x, y) +

b∫
a

d∫
c

k(x, y, s, t)F (u(s, t))dt (9 . 1)

تعيينها المطلوب المجهولة الدالة ,u(xهي y)
حقيقية مركبةأو تكون قد معلومة دوال k(x, y, s, t) و f(x, y)

الثاني، النوع من التكاملية فريدهولم بمعادلة المعادلة ههذه نسمي ثوابت dوb
الأول. النوع من تكاملية فولتيرا معادلة المعادلة هذه فنسمي λ = 0 كانت إذا أما

فولتيرا فريدهولم أو فريدهولم فولتيرا- بمعادلة المعادلة هذه نسمي فإننا متغير والاخر ثابت احدهما كان إذا
خطية وغير خطية قسمين إلى متغيرين ذات التكاملية المعادلة تنقسم

�ملاحظة:
صحيح والعكس خطية متغيرين ذات التكاملية المعادلة عن نقول فإننا خطية f كانت إذا

الخطية متغيرين ذات التكاملية المعادلات 1 . 3 . 3 . 1
ونكتب: خطي F المؤثر كان خطيةإذا أنها (9 . 1) المعادلة عن نقول

u(x, y) = f(x, y) +

b∫
a

d∫
c

k(x, y, s, t)F (u(s, t))dsdt

الغيرالخطية متغيرين ذات التكاملية المعادلات 2 . 3 . 3 . 1
خطية. دالة من مركب u(s, t) كان الخطيةإذا بغير .(9 . 1) التكاملية المعادلة نسمي

2 مثال
u(x, y) =

b∫
a

d∫
c

k(x, y, s, t)F (u(s, t))dsdt

التكاملية: المعادلة

u(x, y) =

x∫
a

d∫
c

k(x, y, s, t)F (u(s, t))dsdt

متغيرين. ذات الخطية غير فريدهولم فولتيرا- معادلة نسمي
التكاملية والمعادلة

u(x, y) =

x∫
a

y∫
c

k(x, y, s, t)F (u(s, t))dsdt

متغيرين ذات الخطية غير فريدهولم معادلةفولتيرا- هي
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الثاني الفصل

2 البعد ذو بوبكر حدود لكثير العمليات مصفوفة

المحتويــات قائمة
16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . المزدوجة العمليات مصفوفة 1 . 2
16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . للتكامل العمليات مصفوفات 2 . 2
16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . المختلطة للمتغيرات للتكامل العمليات مصفوفة 1 . 2 . 2
17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . :ζ للمتغير للتكامل العمليات مصفوفة 2 . 2 . 2
18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . : θ للمتغير للتكامل العمليات مصفوفة 3 . 2 . 2
18 . . . . . . . . . . . . . . . . . :[0, 1]× [0, θ]المجال في للتكامل العمليات مصفوفة 4 . 2 . 2
19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الجداء عمليات مصفوفة 3 . 2
19 . . . . . . . . . . . . . . . . : 2 البعد ذو تايلور حدود لـكثير الجداء عمليات مصفوفة 1 . 3 . 2
20 . . . . . . . . . . . . . . . . : 2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير الجداء عمليات مصفوفة 2 . 3 . 2
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2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير العمليات مصفوفات الثاني الفصل

المزدوجة العمليات مصفوفة 1 . 2
2 البعد ذو بوبكر حدود كثير من لشعاعين الشعاعي الجداء ،تكامل 2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير الفصل قابلية خاصية باعتبار

كالآتي: عليه نتحصل BT (ζ, θ) و B(ζ, θ)

(1 . 2)
1∫

0

1∫
0

B(ζ
′
, θ

′
)BT (ζ

′
, θ

′
)dθ

′
dζ

′
=

1∫
0

1∫
0

[Bm1,n1(ζ
′
, θ

′
)Bm2,n2(ζ

′
, θ

′
)]dθ

′ ∫
dζ

′

=

 1∫
0

1∫
0

Bm1,n1(ζ
′
, θ

′
)Bm2,n2(ζ

′
, θ

′
)dθ

′
dζ

′


=

 1∫
0

Bm1(ζ
′
)Bm2(ζ

′
)dζ

′

⊗

 1∫
0

Bn1(θ
′
)Bn2(θ

′
)dθ

′


=

 1∫
0

B(ζ
′
)BT (ζ

′
)dζ

′

⊗

 1∫
0

B(θ
′
)BT (θ

′
)dθ

′


= Qb

1D ⊗Qb
1D = Qb

2D,

Qb
1D و (N + 1)2 × (N + 1)2 البعد ذات 2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير المزدوجة العمليات مصفوفة هي Qb

2D بحيث
معرفة هيلبرتية مصفوفة هي Qt

1D Qb
1D = Aϱt1DA

T . يلي كما .[1] في معرفة (N + 1) × (N + 1) البعد ذات مصفوفة
[Qt

1D]m,n =
1

m+ n+ 1
,m, n = 0, 1, ...N. كمايلي تحدد أعلاه المذكورة المصفوفة جيدا.مركبات

للتكامل العمليات مصفوفات 2 . 2
المختلطة للمتغيرات للتكامل العمليات مصفوفة 1 . 2 . 2

عنه التعيبر يمكن ،(4 . 1) المعادلة في المعرف B(ζ, θ) الشعاع ،تكامل 2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير الفصل قابلية خاصية نعتبر
: كمايلي

∫ ζ

0

∫ θ

0

B(ζ
′
, θ

′
)dθ

′
dζ

′
=

∫ ζ

0

∫ θ

0

(B(ζ
′
)⊗B(θ

′
))dθ

′
dζ

′
)

=

(∫ ζ

0

B(ζ
′
)dζ

′
)
⊗
(∫ θ

0

B(θ
′
)dθ

′
)

≃ (P b
1DB(ζ))⊗ (P b

1DB(θ))

= (P b
1D ⊗ P b

1DB(ζ, θ) = P b
2DB(ζ, θ),

(2 . 2)

(N +1)2 × (N + 1)2 البعد ذات 2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير للتكامل مصفوفةالعمليات هي P b
2D و (ζ, θ) ∈ Ω بحيث

يلي كما .[1] في المعرف (N + 1) × (N + 1) البعد ذات 1 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير العمليات مصفوفة P b
2D و

12



2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير العمليات مصفوفات الثاني الفصل

كمايلي .[1] في يعطى و I المجال على 1 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير للتكامل مصفوفةالعمليات هي P t
1D .P b

1D = AP t
1DA

−1

P t
1D =



0 1 0 · · · 0

0 0
1

2
· · · 0

... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · 1

N
0 0 0 · · · 0


(3 . 2)

:ζ للمتغير للتكامل العمليات مصفوفة 2 . 2 . 2
عليها الحصول يمكننا أعلاه المذكورة يقة الطر ∫بنفس ζ

0

B(ζ
′
, θ)dζ

′
=

∫ ζ

0

(B(ζ
′
)⊗B(θ))dζ

′

=

(∫ ζ

0

B(ζ
′
)
dζ

′ ⊗B(θ)

≃ (P b
1DB(ζ))⊗ (IN+1B(θ))

= (P b
1D ⊗ IN+1)B(ζ, θ) =ζ PB(ζ, θ),

(4 . 2)

(N + 1)× (N + 1). البعد ذات الوحدة مصفوفة هي IN+1 حيث

: θ للمتغير للتكامل العمليات مصفوفة 3 . 2 . 2
.
∫ θ

0

B(ζ, θ
′
)dθ

′ أجل من استنتاجها يمكن التالية ∫العلاقة θ

0

B(ζ, θ
′
)dθ

′ ≃ P θB(ζ, θ),

(5 . 2)

أو θP = IN+1 ⊗ P b
1D حيث

θP =


P b
1D 0 · · · 0

0 P b
1D · · · 0... ... . . . ...

0 0 · · · P b
1D


(N + 1)× (N + 1). البعد ذات ية صفر مصفوفة هو 0 و
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2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير العمليات مصفوفات الثاني الفصل

:[0, 1]× [0, θ]المجال في للتكامل العمليات مصفوفة 4 . 2 . 2
نجد .(2.2.1) المعادلة باستعمال ∫أخيرا، θ

0

∫ 1

0

B(ζ
′
, θ

′
)dζ

′
dθ

′
=

∫ θ

0

∫ 1

0

(B(ζ
′
)⊗B(θ

′
)dζ

′
dθ

′

= (

∫ 1

0

B(ζ
′
)dζ

′
)⊗ (

∫ θ

0

B(θ
′
)dθ

′
)

≃ (GB(ζ))⊗ (P b
1DB(θ))

= (G⊗ P b
1D)B(ζ, θ) =mix PB(ζ, θ).

(6 . 2)

الجداء عمليات مصفوفة 3 . 2
المبرهنة ثم،باستعمال :2 البعد ذو تايلور حدود لـكثير للجداء العمليات مصفوفة لحساب العامة يقة الطر نعرف الفصل، هذا في

2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير الجداء عمليات مصفوفة على نتحصل 2.2.1،

: 2 البعد ذو تايلور حدود لـكثير الجداء عمليات مصفوفة 1 . 3 . 2
البعد ذو تايلور حدود كثير عن عبارة هو n2 ,m2 و n1 ,m1 الدرجات من 2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير الجداء أن الواضح من

آخر بمعنى .m1 +m2, n1 + n2 الدرجة من 1
Tm1,m1(ζ, θ)Tm2,m2(ζ, θ) = Tm1+m2,n1+n2(ζ, θ);m1, n1,m2, n2 = 0, 1, ..., N.

سنجد إذن،

T (ζ, θ)T T (ζ, θ) =



T0,0 T0,1 · · · T0,N · · · TN,0 TN,1 · · ·TN,N

T0,1 T0,2 · · · T0,N+1 · · · TN,1 TN,2 · · ·TN,N+1... ... ... ... ... ...
T0,N T0,N+1 · · · T0,2N · · · TN,N TN,N+1 · · ·TN,2N... ... ... ... ... ...
TN,0 TN,1 · · · TN,N · · · T2N,0 T2N,1 · · ·T2N,N

TN,1 TN,2 · · · TN,N+1 · · · T2N,1 T2N,2 · · ·T2N,N+1... ... ... ... ... ...
TN,N TN,N+1 · · · TN,2N · · · T2N,N T2N,N+1 · · ·T2N,2N



(7 . 2)

التالة العلاقة على نتحصل إذن ،(7 . 2) المعادلة في T (ζ, θ) بعناصر فقط حتفظنا إذا
T (ζ, θ)T T (ζ, θ)e = ẼtT (ζ, θ), (8 . 2)

يلي كما يعرف e الشعاع حيث
e = [e0,0, e0,1, ..., e0,N |e1,0, e1,1, ..., e1,N |...|eN,0, eN,1, ..., eN,N ]

T ,
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2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير العمليات مصفوفات الثاني الفصل

ذو تايلور حدود لـكثير الجداء عمليات مصفوفة وتسمى (N + 1)2 × (N + 1)2 البعد ذات ية علو مثلثية مصفوفة هو Et و
كالآتي تعرف المصفوفة هذه . 2 البعد

Ẽt =



Ẽ0
t Ẽ1

t Ẽ2
t · · · ẼN

t

0 Ẽ0
t Ẽ1

t · · · ẼN−1
t

0 0 Ẽ0
t · · · ẼN−2

t... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · Ẽt

0


كالتالي تعطى والتي (N + 1)× (N + 1) البعد ذات ية علو مثلثية مصفوفة هي Ẽm

t = 0, 1, ..., N حيث

Ẽm
t =



em,0 em,1 em,2 · · · em,N

0 em,0 em,1 · · · em,N−1

0 0 em,0 · · · em,N−2... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · em,0


: 2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير الجداء عمليات مصفوفة 2 . 3 . 2

: يلي كما BT (ζ, θ) في B(ζ, θ) جداء تعريف نستطيع (N + 1)2. البعد ذو كيفي شعاع C ليكن
B(ζ, θ)BT (ζ, θ)C w C̃bB(ζ, θ), (9 . 2)

صريحةلحساب عبارة لإيجاد (N+1)2×(N+1)2 البعد ذات 2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير الجداء مصفوفة تسمى C̃b حيث
نجد: B(ζ, θ) =MT (ζ, θ) نستعمل C̃b

B(ζ, θ)BT (ζ, θ)C =MT (ζ, θ)T T (ζ, θ)MTC =MT (ζ, θ)T (ζ, θ)€
≃MẼtT (ζ, θ) =MẼtM

1B(ζ, θ) = C̃bB(ζ, θ).

.(8 . 2) المعادلة في معرفة Ẽt و C̃b =MẼtM
−1 تعريف يتم إذن،
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الثالث الفصل

خطية الغير متغيرين ذات التكاملية المعادلات حل
بمتغيرين بوبكر حدود كثير باستعمال

المحتويــات قائمة
22 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الحل يقة طر 1 . 3
25 . . . . . . . . . . . . . . . . P b

2D. العمليات لمصفوفة الخطأ شعاع لدالة الأعلى الحد 1 . 1 . 3
30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الخطأ وتقدير التقارب تحليل مناقشة 2 . 3
33 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددية تطبيقات 3 . 3
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بمتغيرين بوبكر حدود كثير باستعمال خطية الغير متغيرين ذات التكاملية المعادلات حل الثالث الفصل

الحل يقة طر 1 . 3
النماذج لحل العامة يقة 3.الطر الفصل في المعرفة المصفوفات على يعتمد الثاني نموذج لحل عددي مخطط الفصل،نقترج هذا في

هو والذي النماذج هذه في للمعادلة التكاملي لجزء المقابلة الحدود مع تختلف المقدمة،لـكنها يقة للطر مشابهة والثالث الأول
BT (ζ, θ)∆bQb

2DZ
b,

و
BT (ζ, θ)∆bZ̃bmixPB(ζ, θ),

لحل استعمالها يمكن الفصل هذا في المقدمة يقة فقط.الطر 1 تكاملي جزء تحوي والثالث الأول النماذج بالإضافة، الترتيب. على
على يادة ز .(5 . 3) للمعادلة مشابهة يقة بطر يقرب للنظام التكاملي الجزء النموذج، هذا التعديلات.لحل من القليل مع الرابع النموذج

النموذج. هذا في فقط واحد تكاملي جزء نجد .(4) المعادلة ،باستعمال ذلك
نضع: أولا، .،(2) المعادلة في المعطاة 2 البعد ذو خطية الغير لفولتيرا التكاملية المعادلات نعتبر

Z1(ζ, θ) = ψ1(ζ, θ, u(ζ, θ)),

Z2(ζ, θ) = ψ2(ζ, θ, u(ζ, θ)),

Z3(ζ, θ) = ψ3(ζ, θ, u(ζ, θ)).

(1 . 3)

لدينا ، ،(2) المعادلة في (1 . 3) المعادلة يض بتعو
u(ζ, θ)) = g(ζ, θ)+y1

∫ ζ

0

∫ θ

0

δ1(ζ, θ, τ, ξ)Z1(τ, ξ)dτdξ

+y2

∫ ζ

0

δ2(ζ, θ, τ)Z2(τ, θ)dτ

+y3

∫ θ

0

δ3(ζ, θ, ξ)Z3(ζ, ξ)dξ; (ζ, θ) ∈ Ω.

(2 . 3)

التالية المعادلات على ،نحصل .(1 . 3) المعادلة في .(2 . 3) المعادلة يض بتعو الآن،
Z1(ζ, θ) = ψ1(ζ, θ, g(ζ, θ) + y1

∫ ζ

0

∫ θ

0

δ1(ζ, θ, τ, ξ)Z1(τ, ξ)dτ dξ

+ y2

∫ ζ

0

δ2(ζ, θ, τ)Z2(τ, θ)dτ + y3

∫ θ

0

δ3(ζ, θ, ξ)Z3(ζ, ξ)dξ),

Z2(ζ, θ) = ψ2(ζ, θ, g(ζ, θ) + y1

∫ ζ

0

∫ θ

0

δ1(ζ, θ, τ, ξ)Z1(τ, ξ)dτ dξ

+ y2

∫ ζ

0

δ2(ζ, θ, τ)Z2(τ, θ)dτ + y3

∫ θ

0

δ3(ζ, θ, ξ)Z3(ζ, ξ)dξ),

Z3(ζ, θ) = ψ3(ζ, θ, g(ζ, θ) + y1

∫ ζ

0

∫ θ

0

δ1(ζ, θ, τ, ξ)Z1(τ, ξ)dτ dξ

+ y2

∫ ζ

0

δ2(ζ, θ, τ)Z2(τ, θ)dτ + y3

∫ θ

0

δ3(ζ, θ, ξ)Z3(ζ, ξ)dξ); $(ζ, θ) ∈ Ω.

(3 . 3)
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بمتغيرين بوبكر حدود كثير باستعمال خطية الغير متغيرين ذات التكاملية المعادلات حل الثالث الفصل

لـكثير بالنسبة يبها تقر يمكن δ1(ζ, θ, τ, ξ), δ2(ζ, θ, τ), δ3(ζ, θ, ξ) و z1(τ, ξ), z2(τ, θ), z3(ζ, ξ) هذالمستوى،الدوال في
كمايلي: 2 البعد ذو بوبكر حدود

Z1(τ, ξ) ≃ BT (τ, ξ)Zb
1,

Z2(τ, θ) ≃ BT (τ, θ)Zb
2,

Z3(ζ, ξ) ≃ BT (ζ, ξ)Zb
3,

δ1(ζ, θ, τ, ξ) ≃ BT (ζ, θ)∆b
1B(τ, ξ),

δ2(ζ, θ, τ) ≃ BT (ζ, θ)∆b
2B(τ, θ),

δ3(ζ, θ, ξ) ≃ BT (ζ, θ)∆b
3B(ζ, ξ),

(4 . 3)

(N + 1)2 × 1 البعد ذات مجهولة أشعة أعمدة Zb
3 ,Zb

2 ,Zb
1 و .(5 . 1) المعادلة في معرفة ∆b

3 و ∆b
2 ,∆b

1 المصفوفات حيث
يلي كما بالترتيب عليها نتحصل ،(2 . 3) العلاقة في (3 . 2 . 2) و (4 . 2) ،(2 . 2) ،(9 . 2) ،(4 . 3) العلاقات يض بتعو

∫ ζ

0

∫ θ

0

δ1(ζ, θ, τ, ξ)z1(τ, ξ)dτ dξ ≃ BT (ζ, θ)∆b
1

(∫ ζ

0

∫ θ

0

B(τ, ξ)BT (τ, ξ)Zb
1dτdξ

)
≃ BT (ζ, θ)∆b

1Z̃
b
1

(∫ ζ

0

∫ θ

0

B(τ, ξ)dτdξ

)
≃ BT (ζ, θ)∆b

1Z̃
b
1P2D

bB(ζ, θ),

(5 . 3)

∫و ζ

0

δ2(ζ, θ, τ)z2(τ, θ)dτ ≃ BT (ζ, θ)∆b
2

(∫ ζ

0

B(τ, θ)BT (τ, θ)Zb
2dτ

)
≃ BT (ζ, θ)∆b

2Z̃
b
2(

∫ ζ

0

B(τ, θ)dτ)

≃ BT (ζ, θ)∆b
2Z̃

b ζ
2 PB(ζ, θ),

(6 . 3)

∫و θ

0

δ3(ζ, θ, ξ)z3(ζ, ξ)dξ ≃ BT (ζ, θ)∆b
3

(∫ θ

0

B(ζ, ξ)BT (ζ, ξ)Zb
3dξ

)
≃ BT (ζ, θ)∆b

3Z̃
b
3

(∫ θ

0

B(ζ, ξ)dξ

)
≃ BT (ζ, θ)∆b

3Z̃
bθ
3 PB(ζ, θ),

(7 . 3)

على: نتحصل = ب ≃ وبتعويض (3 . 3) المعادلة في (7 . 3) -(5 . 3) التقريبية المعادلات يض بتعو
(8 . 3)

BT (ζ, θ)Zb
1 = ψ1(ζ, θ, g(ζ, θ) +BT (ζ, θ)(y1∆

b
1Z̃

b
1P2D

b + Y2∆
b
2Z̃

b ζ
2 p+ Y3∆

b
3Z̃

b θ
3 p)B(ζ, θ)),

BT (ζ, θ)Zb
2 = ψ2(ζ, θ, g(ζ, θ) +BT (ζ, θ)(y1∆

b
1Z̃

b
1P2D

b + Y2∆
b
2Z̃

bζ
2 p+ Y3∆

b
3Z̃

bθ
3 p)B(ζ, θ)),

BT (ζ, θ)Zb
3 = ψ3(ζ, θ, g(ζ, θ) +BT (ζ, θ)(y1∆

b
1Z̃

b
1P2D

b + Y2∆
b
2Z̃

bζ
2 p+ Y3∆

b
3Z̃

bθ
3 p)B(ζ, θ)).

[?] كوت نيوتن نقاط (N + 1)2 في (8 . 3) المعادلة ندمج
يلي: كما (ζα, θβ) = (

2α− 1

2(N + 1)
,

2β − 1

2(N + 1)
), α, β = 1, 2, ..., N + 1.
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BT (ζα, θβ)Z
b
1 = ψ1(ζα, θβ, g(ζα, θβ)

+BT (ζα, θβ)(y1∆
b
1Z̃

b
1P

b
2D + Y2∆

b
2Z̃

b ζ
2 p+ Y3∆

b
3Z̃

b θ
3 p)B(ζα, θβ)),

BT (ζα, θβ)Z
b
2 = ψ2(ζα, θβ, g(ζα, θβ)

+BT (ζα, θβ)(y1∆
b
1Z̃

b
1P

b
2D + Y2∆

b
2Z̃

b ζ
2 p+ Y3∆

b
3Z̃

b θ
3 p)B(ζα, θβ)),

BT (ζα, θβ)Z
b
3 = ψ3(ζα, θβ, g(ζα, θβ)

+BT (ζα, θβ)(y1∆
b
1Z̃

b
1P

b
2D + Y2∆

b
2Z̃

b ζ
2 p+ Y3∆

b
3Z̃

b θ
3 p)B(ζα, θβ));

α, β = 1, 2, ..., N + 1

(9 . 3)

للمجاهيل المتكررة التقريبات باستخدام وحيدة يقة بطر حلها يمكن التي المجاهيل من العدد نفس له خطي غير أعلاه النظام
الحسابي الحل ،(2 . 3) المعادلة في (7 . 3) -(5 . 3) المعادلات معروفة،نعوض .Zb

1, Z
b
2, Z

b
3 تكون عندما .Zb

1, Z
b
2, Z

b
التالية:3 بالعلاقة يعطى ،(2) للمعادلة

u(ζ, θ) ≃ g(ζ, θ) +BT (ζ, θ)(Y1∆
b
1Z̃

b
1P

b
2D + Y2∆

b
2Z̃

bζ
2 P + Y3∆

b
3Z̃

bθ
3 P )B(ζ, θ).

P b
2D. العمليات لمصفوفة الخطأ شعاع لدالة الأعلى الحد 1 . 1 . 3

التالية: ية والنظر المناقشة هذا،نقدم .لتوضيح الأساس شعاع بدقة تقرب للتكامل العمليات مصفوفات
vij(x) ∈ يقة الطر بهذه تعرف المصفوفة هذه .p× q الرتبة كيفية مصفوفة V (x) = [vij(x)] أن نفرض . 1.1.3 يف تعر

إذن،تعرف L2(I).

∥ V (X) ∥∞= maxT∥vij(X)∥2, Γ = {(i, j)|1 6 i 6 p, 1 6 j 6 q},

حيث
∥vij(X)∥2 =

(∫ 1

0

(vij(X))2dx

)
.
1
2

�ملاحظة:
الخطأ شعاع دالة تعرف eb1D(x) = P b

1DB(x)−
∫ X

0

B(t)dt و et1D(x) = P t
1DT (x)−

∫ X

0

T (t)dt أن نفرض .
التالية. العلاقات تعرف الحالة، هذه في الترتيب. على P t

1D, و P t
1D العمليات لمصفوفات الموافقة

eb1D(x) = Aet1D(x)(i)
∥etn(x)∥2 = ،إذن et1D(x) = [et0(x), e

t
1(x), ..., e

t
N(x)]

t يلي كما et1D (N + 1) × 1 شعاع et1D عرفنا إذا (ii)
و 0;n = 0, 1, ..., N − 1

∥etN(x)∥2 =
1

(n+ 1)
√
2N + 3

.

لدينا إذن، ,P b
1D = AP t

1DA
−1 و B(x) = AT (x) بماأن (i) . 1.1 . 3 البرهان

eb1D(X) = AP t
1DA

−1AT (x)− A

∫ x

0

T (x)dt

= A(P t
1DT (X)−

∫ X

0

T (X)dt)

= Aet1D(X).

(10 . 3)
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et1D(X) ل etn(X) مركبة كل أجل من 1.1.3 يف التعر و ،(3 . 2) ،(2 . 1) المعادلة وباستعمال et1D(X) للتعريف وفقا (ii)
لدينا ،

∥etn(X)∥2 =

∥∥∥∥∥
∫ X

0

Tn(t)dt−
N∑

m=0

[P t
1D]n,mTm(X)

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∫ X

0

tndt− xn+1

n+ 1

∥∥∥∥
2

= 0; n = 0, 1, ..., N − 1,

(11 . 3)

و

∥ etN(X) ∥2 =

∥∥∥∥∥
∫ X

0

TN(t)dt−
N∑

m=0

[P t
1D]N,mTm(X)

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∫ X

0

tNdt− 0

∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥XN+1

N + 1

∥∥∥∥
2

=
1

(n+ 1)
√
2N + 3

.

(12 . 3)

لمصفوفة المرافقة الخطأ شعاع دالة تمثل eb2D(ζ, θ) = P b
2DB(ζ, θ)−

∫ ζ

0

∫ θ

0

B(ζ
′
, θ

′
)dθ

′
dζ

′ أن نفرض 1.1 . 3 ية نظر
إذن، P b

2D. العمليات
∥eb2D(ζ, θ)∥∞ ≤ c1 + c2 + c3,

بحيث
c1 = maxΓ

{
1

(N + 1)2(2N + 3)
|[A]n+1,N+1||[A]n′

+1,N+1|
}
,

c2 = maxΓ

{
1

(N + 1)
√
2N + 3

|[A]n + 1, N + 1|∥
∫ θ

0

B
′

n(θ
′
)dθ

′∥2
}
,

(13 . 3)

و
c3 = maxΓ

{
1

(N + 1)
√
2N + 3

|[A]n+1,N+1|∥
∫ ζ

0

B
′

n(ζ
′
)dζ

′∥2
}
,

Γ = {(n, n′
)|0 ≤ n ≤ N, 0 ≤ n

′ ≤ N}. حيث
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لدينا جداءكورنيكر، ومميز B(ζ, θ) = B(ζ)⊗B(θ) و P b
2D = P b

1D ⊗ P b
1D نعتبر 1.2 . 3 البرهان

eb2D(ζ, θ) = (P b
1D ⊗ P b

1D)(B(ζ)⊗B(θ))−
(∫ ζ

0

B(ζ
′
)dζ

′ ⊗
∫ ζ

0

B(θ
′
)dθ

′
)

= (P b
1DB(ζ)⊗ P b

1DB(θ))−
(∫ ζ

0

B(ζ
′
)dζ

′ ⊗
∫ ζ

0

B(θ
′
)dθ

′
)

=

((
P b
1DB(ζ)−

∫ ζ

0

B(ζ
′
)dζ

′
)
⊗
(
P b
1DB(θ)−

∫ θ

0

B(θ
′
)dθ

′
))

+

((
P b
1DB(ζ)−

∫ ζ

0

B(ζ
′
)dζ

′
)
⊗
(∫ θ

0

B(θ
′
dθ

′
))

+

((∫ ζ

0

B(ζ
′
)dζ

′
)
⊗
(
P b
1DB(θ)−

∫ θ

0

B(θ
′
)dθ

′
))

= (eb1D(ζ)⊗ eb1D(θ))

+

(
eb1D(ζ)⊗

(∫ θ

0

B(θ
′
)dθ

′
))

+

((∫ ζ

0

dζ
′
)⊗ eb1D(θ)

)
.

إذن،
∥eb2D(X)|∞ 6 ∥eb1D(ζ)⊗ eb1D(θ)∥∞

+

∥∥∥∥eb1D(ζ)⊗ (∫ θ

0

B(θ
′
)dθ

′
)
∥∞

+

∥∥∥∥(∫ ζ

0

B(ζ
′
)dζ

′
)
⊗ eb1D(θ)

∥∥∥∥
∞
.

(14 . 3)

يلي كما يفها تعر يمكن eb1D(ζ)⊗ eb1D(θ) عناصر ،(10 . 3) المعادلة )من
N∑

m=0

[A]n+1,m+1e
t
m(ζ)

)(
N∑

m=0

[A]n′+1,m+1etm(θ)

)
;n, n

′
= 0, ..., N.

21
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النظيم،لدينا وخصائص (4 . 2) ،(11 . 3) المعادلات ∥∥∥∥∥باستعمال
(

N∑
m=0

[A]n+1,m+1e
t
m(ζ)

)
×

to(
N∑

m=0

[A]n′
+1,m+1e

t
m(θ)

)
2

≤

(
N∑

m=0

[A]n+1,m+1e
t
m(ζ)

)
2

∥∥∥∥∥
(

N∑
m=0

[A]n′
+1,m+1e

t
m(θ)

)∥∥∥∥∥
2

≤

(
N∑

m=0

|[A]n+1,m+1|∥etm(ζ)∥2

)
(

N∑
m=0

|[A]n′
+1,m+1|∥etm(ζ)∥2

)

=

(
|[A]n+1,N+1

1

(N + 1)
√
2N + 3

)(
|[A]n′+1,N+1|

1

(N + 1)
√
2N + 3

)
=

1

(N + 1)2(2N + 3)
|[A]n+1,N+1|[A]n′

+1,N+1|

التالية المعادلة على ،نتحصل 1.1.3 يف التعر ،من كنتيجة

∥eb1D(ζ)⊗ eb1D(θ)∥∞ ≤ maxΓ

{
1

(N + 1)2(2N + 3)
|[A]n+1,N+1|[A]n′+1,N+1

}
= C1. (17 . 3)

العناصر أجل من مشابهة، يقة )بطر
N∑

m=0

[A]n+1,m+1e
t
m(ζ)

)(∫ θ

0

Bn′ (θ
′
)dθ

′
)
,

و eb1D(ζ)⊗ (

∫ θ

0

B(θ
′
)dθ

′
) ل (

∫ ζ

0

Bn′ (ζ
′
)dζ

′
)(

N∑
m=0

[A]n+1,m+1e
t
m(θ)) و

(

∫ ζ

0

B(ζ
′
)dζ

′
)⊗ Eb

1D(θ),

التالية النتائج على نتحصل
(18 . 3)∥∥∥∥eb1D(ζ)⊗ (∫ θ

0

B
′

n(θ
′
)dθ

′
)∥∥∥∥

∞
= maxΓ

{∥∥∥∥∥
(

N∑
m=0

[A]n+1,m+1e
t
m(ζ)

)(∫ θ

0

B
′

n(θ
′
)dθ

′
)∥∥∥∥∥

2

}

≤ maxΓ

{∥∥∥∥∥
(

N∑
m=0

[A]n+1,m+1e
t
m(ζ)

)∥∥∥∥∥
2

∥∥∥∥∫ θ

0

B
′

n(θ
′
)dθ

′
∥∥∥∥
2

≤ maxΓ

{(
N∑

m=0

|[A]n+1,m+1|tm(ζ)∥2

)(∥∥∥∥∫ θ

0

Bn′ (θ
′
)dθ

′
∥∥∥∥
2

)}

= maxΓ

{
1

(N + 1)2N + 3
|[A]n+1,N+1|

∥∥∥∥∫ θ

0

B
′

n(θ
′
)dθ

′
∥∥∥∥
2

}
= C2

22



بمتغيرين بوبكر حدود كثير باستعمال خطية الغير متغيرين ذات التكاملية المعادلات حل الثالث الفصل

و
(19 . 3)∥∥∥∥(∫ ζ

0

B(ζ
′
)dζ

′
)⊗ eb1D(θ)

)∥∥∥∥
∞

=maxΓ

∥∥∥∥∥
(∫ ζ

0

Bn
′ (ζ

′
)dζ

′
)( N∑

m=0

[A]n+1,m+1e
t
m(θ)

)∥∥∥∥∥
2

≤maxΓ

{(∥∥∥∥∫ ζ

0

Bn′ (ζ
′
)dζ

′
∥∥∥∥
2

)( N∑
m=0

|[A]n+1,m+1|∥etm(θ)∥2

)}

=maxΓ

{
1

(N + 1)
√
2N + 3

|[A]n+1,N+1

∥∥∥∥∫ ζ

0

B(ζ
′
)dζ

′
∥∥∥∥
2

}
= C3.

البرهان. على نتحصل ،(19 . 3) –(17 . 3) المعادلات الأخير،بدمج في

الخطأ وتقدير التقارب تحليل مناقشة 2 . 3
التقاربي التحليل نعطي 2.ثم، البعد ذو تايلور حدود كثير باستعمال تقرب دالة أي لخطأ أعلى حد على نتحصل الفصل،أولا هذا في

الثاني. للنموذج التقارب

η = , ∂N+1)f(ζ, θ)

∂ζη(∂θN−η+1
الجزئية مشتقاتها والتي كفاية سلسة دالة هي f(ζ, θ) : Ω −→ R أن لنفرض 2.1 . 3 ية نظر

.Ω على ومستمرة موجودة 0, 1, ..., N + 1

: يلي بما الخطأ تقدير إذن ، XN,N خارج F تقريب هوأفضل
N∑

m1=0

N∑
n1=0

f̄ b
m1,n1

Bm1,n1(ζ, θ) = BT (ζ, θ)F b كان إذا

∥f(ζ, θ)−BT (ζ, θ)F b∥∞ ≤
N+1∑
η=0

1

η!(N − η + 1)!
Λη, N − η + 1; η = 0, 1, ..., N + 1,

بحيث: موجبة ثوابت هي Λη, N − η + 1; η = 0, 1, ..., N + 1. حيث

max(ζ∗,θ∗)∈Ω|
∂N+1f(ζ∗, θ∗)

∂ζη∂θN−η+1
| ≤ Λη, N − η + 1; η = 0, ..., N + 1. (20 . 3)

لدينا إذن ، N الدرجة من (0, 0) حوال f ل تايلور لتمديد مقطوعين متغيرين p2(ζ, θ) ليكن 2.1 . 3 البرهان
f(ζ, θ)− p2(ζ, θ) =

1

(N + 1)!
(ζ
∂

∂ζ
+ θ

∂

∂θ
)N+1f(ζ∗, θ∗)

=
N+1∑
η=0

1

η!(N − η + 1)!

∂N+1f(ζ∗, θ∗)

∂ζη∂θN−η+1
ζηθN−η+1,

وبالتالي θ∗ ∈ (0, θ). و ζ∗ ∈ (0, ζ) بحيث

|f(ζ, θ)− p2(ζ, θ)| ≤
N+1∑
η=0

1

η!(N − η + 1)!
|∂

N+1f(ζ∗, θ∗)

∂ζη∂θN−η+1
|ζηθN−η+1. (21 . 3)
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نتحصل .(21 . 3) في .(20 . 3) المعادلة يض بتعو

|f(ζ, θ)− p2(ζ, θ)| ≤
N+1∑
η=0

1

η!(N − η + 1)!
Λη, N − η + 1ζηθN−η+1; η = 0, 1, ..., N + 1.

نجد ,(ζ, θ) ∈ Ω و P2 ∈ Ω XN,N ; خارج F ل تقريب أحسن هو BT (ζ, θ)F b بماأن
∥f(ζ, θ)−BT (ζ, θ)F b∥∞ ≤ (ζ, θ)− p2(ζ, θ)∥∞

≤
N+1∑
η=0

1

η!(N − η + 1)!
Λη, N − η + 1; η = 0, 1, ..., N + 1,

limN−→+∞fN,N(ζ, θ) = f(ζ, θ). أن نستنتج ية2.1.3 النظر

النظيم ذات Ω على المستمرة الدوال لكل باناخ فضاء هو (C[Ω], ∥.∥) أن نفرض 2.2 . 3 ية نظر
∥u(ζ, θ)∥∞ = max(ζ,θ)∈Ω|u(ζ, θ)|

نفرض ، ذلك إلى 4.بالإضافة الفصل في الواردة يقة بالطر الثاني للنموذج التقريبي الحل هو û(ζ, θ) و الحقيق الحل هو u(ζ, θ)
التالية. الفرضيات نضع المعادلات هذه لتقريب 2 البعد ذو بوبكر حدود كثير بمساعدة عليه المتحصل باقي هو RNN(ζ, θ) أن

(i)|δ1(ζ, θ, τ, ξ)| ≤ δ̃1, |δ2(ζ, θ, τ)| ≤ δ̃2, |δ3(ζ, θ, ξ)| ≤ δ̃3.

(ii)
للأشكال الثالث الحد في ψi(ζ, θ, u(ζ, θ)) خطية الغير حدود أجل من المحقق لبتشيز شرط

|ψi(ζ, θ, U1(ζ, θ))− ψi(ζ, θ, u2(ζ, θ))| ≤ Li|u1(ζ, θ)− u2(ζ, θ)|; i = 1, 2, 3,

ζ, θui(ζ, θ). عن مستقلة L′

is بحيث
∥RN,N(ζ, θ)∥∞. على نتحصل الأعلى الحد ∥RN,N(ζ, θ)∥∞ إذن

∥RN,N(ζ, θ)∥∞ ≤ {1 + |Y1|δ̃1L1 + |Y2|δ̃2L2 + |Y3|δ̃3L3}∥u(ζ, θ)− û(ζ, θ)∥∞.

.(2) المعادلة يحقق والذي ،(2) للمعادلة التقريبي الحل هو u(ζ, θ) أن نعلم . 2.2 . 3 البرهان

û(ζ, θ) = g(ζ, θ) + Y1

∫ ζ

0

∫ θ

0

δ1(ζ, θ, τ, ξ)ψ1(τ, ξ, û(τ, ξ))dτdξ

+ Y2

∫ ζ

0

δ2(ζ, θ, τ)ψ2(τ, θ, û(τ, θ))dτ

+ Y3

∫ θ

0

δ3(ζ, θ, ξ)ψ3(ζ, ξ, û(ζ, ξ))dξ +RN,N(ζ, θ); ζ, θ) ∈ Ω,

(22 . 3)
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ينتج: ،(2) المعادلة من .(22 . 3) المعادلة بطرح
−RN,N(ζ, θ) = (u(ζ, θ)− û(ζ, θ))

− y1

∫ ζ

0

∫ θ

0

δ1(ζ, θ, τ, ξ)(ψ1(τ, ξ, u(τ, ξ))− ψ1(τ, ξ, û(τ, ξ)))dξ

− y2

∫ ζ

0

δ2(ζ, θ, τ)(ψ2(τ, ξ, u(τ, ξ))− ψ2(τ, ξ, û(τ, ξ)))dτ

− y3

∫ θ

0

δ3(ζ, θ, ξ)(ψ3(ζ, ξ, u(ζ, ξ))− ψ3(ζ, ξ, û(ζ, ξ)))dξ; (ζ, θ) ∈ Ω,

نجد ،(ii)و(i)والفرضيات المثلثية المتباينة باستعمال

∥RN,N(ζ, θ)∥∞ = max(ζ,θ)∈Ω|(u(ζ, θ)−u(ζ, θ))−y1
∫ ζ

0

∫ θ

0

δ1(ζ, θ, τ, ξ)(ψ1(τ, ξ, u(τ, ξ))−ψ1(τ, ξ, u(τ, ξ)))dξ

−y2
∫ ζ

0

δ2(ζ, θ, τ)(ψ2(τ, ξ, u(τ, ξ))− ψ2(τ, ξ, u(τ, ξ)))dτ

−y3
∫ θ

0

δ3(ζ, θ, ξ)(ψ3(ζ, ξ, u(ζ, ξ))− ψ3(ζ, ξ, u(ζ, ξ)))dξ| ≤ max(ζ,θ) ∈ Ω{|u(ζ, θ)− U(ζ, θ)|

+|y1|
∫ ζ

0

∫ θ

0

|δ1(ζ, θ, τ, ξ)||ψ1(τ, ξ, u(τ, ξ))− ψ1(τ, ξ, u(τ, ξ))|dτdξ

+|y2|
∫ ζ

0

|δ2(ζ, θ, τ)||ψ2(τ, ξ, u(τ, ξ))− ψ2(τ, ξ, u(τ, ξ))τ

+|y3|
∫ θ

0

|δ3(ζ, θ, ξ)|ψ3(ζ, ξ, u(ζ, ξ))− ψ3(ζ, ξ, u(ζ, ξ))|dξ}

≤ max(ζ, θ) ∈ Ω|u(ζ, θ)− u(ζ, θ)|+1 |δ1L1|u(ζ, θ)− u(ζ, θ)|
∫ ζ

0

∫ θ

0

dτdξ}

+2|δ2L2|u(ζ, θ)− u(ζ, θ)|
∫ ζ

0

dτ + |y3|δ3L3|u(ζ, θ)− u(ζ, θ)|
∫ θ

0

dξ

≤ {1 +1 |δ1L1 +2 |δ2L2 +3 |δ3L3max(ζ, θ) ∈ Ω|u(ζ, θ)− u(ζ, θ)|

= {1 +1 |δ1L1 +2 |δ2L2 +3 |δ3L3(ζ, θ)− u(ζ, θ)∥∞,

البرهان. نهاية وهذه

عددية تطبيقات 3 . 3
يقة الطر أن من وللتحقق . بالماطلاب مكتوب برنامج باستعمال أجريت الحسابات أمثلة.كل ستة في المقترحة يقة الطر هنا،نطبق

أخرى. بطرق بمقارنتها قمنا دقيقة، نتائج وتعطي للتنفيذ قابلة المقترحة
حيث المطلق اللأعظمي الخطأ أنه على MAE = max{|u(ζ, θ)− u(ζ, θ); (ζ, θ) ∈ Ω} الترميز ذلك،نعرف إلى إضافة

(ζ, θ). المحددة النقاط عند التقريبي والحل التحليلي الحل هما الترتيب على u(ζ, θ) و u(ζ, θ)
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خطية الغير 2 البعد ذو لفريدهولم التكاملية المعادلات نعتبر .[?] 1.3.3 مثال
u(ζ, θ) = g(ζ, θ) +

∫ 1

0

∫ 1

0

(τsin(ξ) + 1)u3(τ, ξ)dτdξ; (ζ, θ) ∈ Ω,

حيث
g(ζ, θ) = ζcos(θ) +

1

20
(cos4(1)− 1)− 1

12
sin(1)(cos2(1) + 2).

.u(ζ, θ) = ζcos(θ) ب يعطى التحليلي الحل
هذه مقارنة وتتم . N = 7 أجل من المطلقة الأخطاء حساب يتم المثال،و هذا لحل الرابع الفصل في المعرفة يقة الطر نستعمل
.[35] Haar يقة طر مع يقتنا طر عليها الحصول تم التي MAEs يقارن الجدول2 .[35] في الموجودة القيم 1مع الجدول في القيم

.N ل مختلفة قيم أجل من
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1 جدول
للمثال1. المطلقة الأخطاء

الحالي التقريب [35] في يقة الطر العقد
مع مع (ξ, θ) = l

N = 7 α = 4,m = 32 (
1

2l
,
1

2l
)

06 - 2.76354605566187E 03 - 7.9E (
1

2
,
1

2
) 1

06 - 2.76354605566187E 02 - 1.2E (
1

4
,
1

4
) 2

06 - 2.76354605566187E 02 - 1.3E (
1

8
,
1

8
) 3

06 - 2.76354605566881E 02 - 1.4E (
1

l6
,
1

l6
) 4

06 - 2.76354605566534E 02 - 1.4E (
1

32
,
1

32
) 5

06 - 2.76354605566534E 03 - 1.9E (
1

64
,
1

64
) 6

2 جدول
. للمثال1 [35Haar[ يقة طر مع الحالي للتقريب MAEs مقارنة

مع [35] في يقة الطر
,32 = 4,M = J ,16 = 3,M = J ,8 = 3,M = J ,4 = 2,M = J ,2 = 1,M = J ,1 = 0,M = J N

64 = 2M 32 = 2M 16 = 2M 8 = 2M 4 = 2M 2 = 2M
04 - 3.8E 03 - 1.5E 03 - 5.4E 02 - 1.7E 02 - 4.3E 02 - 9.6E MAE

مع الحالي التقريب
7 6 5 4 3 2 N

06 - 2.76E 06- 9.92E 05 - 2.39E 04 - 8.92E 03 - 1.34E 02 - 1.48E MAE

منحنيات توضح 1و2 الصورة .[35] في الموجودة يقة الطر من بكثير أفضل المقدمة يقة الطر أن ملاحظة يمكن الجداول هذه ومن
الحل مع الحقيقي الحل منحني مقارنة خلال من يقة الطر ودقة 3.تقارب البعد في المثال لهذا الترتيب، على والتقريبي الحقيقي الحل

واضح. التقريبي

خطية الغير 2 البعد ذو لفولتيرا التكاملية المعادلات نعتبر .[35] 2.3.3 مثال
u(ζ, θ) = g(ζ, θ) +

∫ ζ

0

∫ θ

0

2τsin(u(τ, ξ))dξdτ ; (ζ, θ) ∈ Ω,
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بحيث

g(ζ, θ) = ζ2 + θ + cos(ζ2 + θ)− cos(ζ2)− cos(θ) + (sin(ζ2 + θ)− sin(θ))θ,

N = 2, 4, 6. أجل من المشكل هذا لحل الرابع الفصل في الموضحة يقة الطر نستعمل u(ζ, θ) = ζ2 + θ. هو التحليلي والحل
مقارنة 4،تتم الجدول .في الخطأ ينخفض ،Nقيمة يادة بز أنه ملاحظة الجدول،يمكن هذا 3.من الجدول في موضحة العددية النتائج
نتائج تعطي N ل الصغيرة القيم من الرغم على يقتنا طر أن الواضح .من [35] من عليها الحصول تم التي النتائج مع المطلقة الأخطاء

N = 6. أجل من المطلق الخطأ دالة الصورة3 توضح .[?] القبعة دوال من دقة أكثر
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خطية الغير 2 البعد ذو لفولتيرا التكاملية المعادلات نعتبر .[35] 3.3.3 مثال
u(ζ, θ) = g(ζ, θ) +

∫ ζ

0

∫ θ

0

(ζ + θ)eu(τ,ξ)dξdτ ; (ζ, θ) ∈ Ω,

حيث

g(ζ, θ) = (ζ + θ)(eζ + eθ − eζ+θ),

الجدول5.من في N = 1, 3, 5 أجل من المطلقة الأخطاء بين مقارنة إجراء المثال،يتم هذا في u(ζ, θ) = ζ+ θ. التحليلي والحل
دوال من دقة أكثر فهي المقترحة يقة الطر مقارنة أجل من لها الموافق الخطأ ينخفض N، قيم يادة بز أنه ملاحظة الجدول،يمكن هذا

،[35] الإستقراء يقة وطر [35] القبعة

.2 للمثال المطلقة الأخطاء 3 جدول
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الحالي التقريب العقد
مع (ζ, θ) = l

N = 6 N = 4 N = 2 (
1

2l
,
1

2l
)

05 - 8.32E 04 - 1.20E 02 - 1.45E (
1

2
,
1

2
) 1

07 - 1.78E 06 - 3.77E 04 - 4.32E (
1

4
,
1

4
) 2

10 - 6.11E 08 - 9.20E 05 - 1.41E (
1

8
,
1

8
) 3

10 - 2.58E 08 - 1.13E 07 - 5.22E (
1

16
,
1

16
) 4

11 - 3.17E 09 - 1.08E 08 - 2.20E (
1

32
,
1

32
) 5

12 - 2.64E 11 - 8.28E 09 - 1.05E (
1

64
,
1

64
) 6
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4 جدول
.2 للمثال [35] في يقة الطر مع الحالي للتقريب الأخطاءالمطلقة مقارنة

الحالي التقريب [35] في يقة الطر العقد
مع مع (ζ, θ)

N = 6 m = 16

0 0 (0.0 ,0.0)
10 - 5.71E 06 - 2.29E (0.1 ,0.1)
08 - 2.11E 05 - 1.58E (0.2 ,0.2)
07 - 9.34E 05 - 5.44E (0.3 ,0.3)
05 - 1.20E 04 - 1.79E (0.4 ,0.4)
05 - 8.32E 04 - 1.27E (0.5 ,0.5)
04 - 3.85E 04 - 6.10E (0.6 ,0.6)
03 - 1.31E 04 - 7.37E (0.7 ,0.7)
03 - 3.45E 03 - 1.01E (0.8 ,0.8)
03 - 6.78E 03 - 1.54E (0.9 ,0.9)
03 - 7.54E − (1.0 ,1.0)
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5 جدول
للمثال3. الأخطاءالمطلقة

الحالي التقريب العقد
مع (ζ, θ) = l

N = 5 N = 3 N = 1 (
1

2l
,
1

2l
)

06 - 6.68E 03 - 4.18E 01 - 2.72E (
1

2
,
1

2
) 1

08 - 5.27E 05 - 6.38E 02 - 2.17E (
1

4
,
1

4
) 2

09 - 2.34E 06 - 4.14E 03 - 2.11E (
1

8
,
1

8
) 3

09 - 3.14E 07 - 9.51E 04 - 2.29E (
1

16
,
1

16
) 4

10 - 8.51E 07 - 1.73E 05 - 2.66E (
1

32
,
1

32
) 5

10 - 1.50E 08 - 2.59E 06 - 3.21E (
1

64
,
1

64
) 6
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6 جدول
.3 للمثال [35] و [35] في الطرق مع الحالي للتقريب المطلقة الأخطاء مقارنة

الحالي التقريب [35] في يقة الطر [35] في يقة الطر العقد
مع مع مع (ζ, θ)

5 = N m = n = 24 m = 16

0 − 0 (0.0 ,0.0)
09 - 3.95E 06 - 2.7E 07 - 7.63E (0.1 ,0.1)
09 - 2.13E 05 - 2.7E 06 - 5.46E (0.2 ,0.2)
07 - 2.63E 04 - 1.1E 05 - 1.53E (0.3 ,0.3)
06 - 2.20E 04 - 3.3E 05 - 2.01E (0.4 ,0.4)
06 - 6.68E 04 - 8.3E 05 - 1.16E (0.5 ,0.5)
05 - 1.21E 03 - 1.8E 05 - 9.85E (0.6 ,0.6)
04 - 2.27E 03 - 3.6E 04 - 2.03E (0.7 ,0.7)
03 - 1.33E 03 - 6.8E 04 - 3.03E (0.8 ,0.8)
03 - 5.43E 02 - 1.2E 04 - 3.75E (0.9 ,0.9)
02 - 1.79E − − (1.0 ,1.0)

من دقة أكثر نتائج تعطي Nل الصغيرة القيم من الرغم على يقتنا طر أن الواضح 6.من الجدول في الثلاثة للطرق المطلقة الأخطاء
.N = 5 أجل من المطلق الخطأ دالة تمثل الصورة4 [35] في الموجودة الطرق

خطية الغير 2 البعد ذو فولتيرا التكاملية المعادلات نعتبر .([35]) 4.3.3 مثال
u(ζ, θ) = g(ζ, θ) +

∫ ζ

0

∫ θ

0

(ζ2 + θ)u2(τ, ξ)dξdτ +

∫ ζ

0

u(τ, θ)dτ +

∫ θ

0

u3(ζ, ξ)dξ; (ζ, θ) ∈ Ω,

حيث
g(ζ, θ) = −4

3
ζ3(2+ cos(θ))sin4(

θ

2
)+ ζsin(θ)− 1

2
ζ2sin(θ)+

1

20
ζ5(−2θ+ sin(2θ))+

1

72
ζ3(−4θ3+

6θcos(2θ) + (−3 + 6θ2)sin(2θ)),

الجدول7. في N = 1, 3, 5 أجل من المطلقة الأخطاء بين مقارنة إجراء المثال،يتم هذا في u(ζ, θ) = ζsin(θ) التحليلي الحل
N � قيم يادة ز ،مع ذلك إلى بالإضافة N. الصغيرة للقيم بالنسبة عالية دقة ذات تكون بوبكر حدود كثير أن الجدول هذا يوضح
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2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير المطلقة الأخطاء بمقارنة ،قمنا الأساس دوال تساوي أجل ٺتناقص.أيضا،من لها الموافقة الأخطاء
N = 5. أجل من المطلق الخطأ دالة توضح 5 الصورة الجدول8. في [35] لها الموافقة ليجاندر حدود كثيرات قيم مع

خطية الغير 2 البعد ذو فريدهولم لفولتيرا التكاملية المعادلات نعتبر .([35]) 5.3.3 مثال
u(ζ, θ) = g(ζ, θ) +

∫ ζ

0

∫ l

0

ζ(1− ζ2)

(1 + θ)(1 + ξ2)
(1− eu(τ,ξ))dτdξ; (ζ, θ) ∈ Ω,
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4. للمثال المطلقة الاخطاء 7 جدول
الحالي التقريب العقد

مع (ζ, θ) = l

N = 5 N = 3 N = 1 (
1

2l
,
1

2l
)

06 - 1.97E 05 - 8.04E 02 - 3.91E (
1

2
,
1

2
) 1

07 - 2.96E 05 - 1.68E 03 - 2.10E (
1

4
,
1

4
) 2

08 - 5.72E 06 - 1.44E 04 - 3.69E (
1

8
,
1

8
) 3

09 - 8.91E 06 - 3.53E 04 - 1.79E (
1

16
,
1

16
) 4

12 - 1.28E 06 - 3.66E 05 - 4.27E (
1

32
,
1

32
) 5

10 - 9.41E 06 - 2.48E 06 - 3.93E (
1

64
,
1

64
) 6
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. 4 للمثال في [?] يقة طر مع الحالي لتقريب المطلقة الاخطاء مقارنة 8 جدول
الحالي التقريب [35] في يقة الطر الحالي التقريب في يقة الطر

[35]
العقد

مع مع مع (ζ, θ)

N = 4 M = 4 N = 2 M = 2

08 - 8.23E 06 - 1.1E 04 - 1.34E 05 - 3.8E (0.1 ,0.1)
07 - 5.97E 07 - 6.6E 05 - 2.57E 04 - 5.2E (0.2 ,0.2)
06 - 1.03E 06 - 2.7E 04 - 1.08E 04 - 9.5E (0.3 ,0.3)
05 - 1.54E 06 - 3.0E 04 - 9.69E 04 - 7.1E (0.4 ,0.4)
05 - 5.88E 06 - 2.5E 03 - 3.26E 04 - 2.8E (0.5 ,0.5)

حيث

g(ζ, θ) = −log(1 + ζθ

1 + θ2
) +

ζθ2

8(1 + θ)(1 + θ2)
,

N = 1, 3, 5 أجل من المطلقة الأخطاء بين مقارنة إجراء المثال،يتم هذا في u(ζ, θ) = −log(1+ ζθ

1 + θ2
التحليلي الحل يحتوي

يقة الطر الجدول،فإن في موضح هو لها.وكما الموافق الخطأ ينخفض N � قيم يادة بز أنه ملاحظة الجدول،يمكن هذا ومن الجدول9. في
N = 5. أجل من المطلق الخطأ دالة توضح 6 موثوقة.الصورة نتيجة وتعطي فعالة المقترحة

خطية الغير 2 البعد ذو لفولتيرا التكاملية المعادلات نتعبر 6.3.3 مثال
u1(ζ, θ) = g1(ζ, θ) +

∫ ζ

0

∫ θ

0

(u21(τ, ξ), u
3
2(τ, ξ))dξdτ,

u2(ζ, θ) = g2(ζ, θ) +

∫ ζ

0

∫ θ

0

(u31(τ, ξ), u
2
2(τ, ξ))dξdτ ; (ζ, θ) ∈ Ω,

5 للمثال المطلقة الاخطاء 9 جدول
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الحالي التقريب العقد
مع (ζ, θ) = l

N = 5 N = 3 N = 1 (
1

2l
,
1

2l
)

04 - 4.34E 04 - 5.31E 05 - 2.98E (
1

2
,
1

2
) 1

06 - 3.84E 05 - 2.85E 03 - 1.64E (
1

4
,
1

4
) 2

09 - 4.01E 05 - 1.12E 04 - 6.95E (
1

8
,
1

8
) 3

08 - 1.03E 06 - 5.54E 04 - 2.15E (
1

16
,
1

16
) 4

09 - 6.81E 06 - 1.82E 05 - 5.91E (
1

32
,
1

32
) 5

09 - 2.73E 07 - 5.16E 05 - 1.55E (
1

64
,
1

64
) 6
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10 جدول
6 للمثال المطلقة الاخطاء

التقريب العقد
مع الحالي (ζ, θ) = (

1

2l
,
1

2l
) l

N = 5 N = 2

u2(ζ, θ) u1(ζ, θ) u2(ζ, θ) u1(ζ, θ)

05 - 7.61E 05 - 3.50E 04 - 3.74E 03 - 1.66E (
1

2
,
1

2
) 1

07 - 1.84E 08 - 1.72E 07 - 5.28E 07 - 3.75E (
1

4
,
1

4
) 2

08 - 5.13E 08 - 6.16E 05 - 1.09E 05 - 2.60E (
1

8
,
1

8
) 3

08 - 5.13E 08 - 6.95E 06 - 5.49E 05 - 1.51E (
1

16
,
1

16
) 4

08 - 2.62E 08 - 3.58E 06 - 1.81E 06 - 5.18E (
1

32
,
1

32
) 5

09 - 9.27E 08 - 1.27E 07 - 5.11E 06 - 1.49E (
1

64
,
1

64
) 6

حيث

g1(ζ, θ) = ζ2θ − 1

15
ζ5θ3 − 1

70
ζ10θ7,

g2(ζ, θ) = ζ3θ2 − 1

35
ζ7θ5 − 1

28
ζ7θ4,

.7 والصورة الجدول10 العددية،انظر النتائج على للحصول u2(ζ, θ) = ζ3θ2. u1(ζ, θ) = ζ2θ, هو التحليلي والحل
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خاتمة
وفولتيرا،وفولتيرا- فريدهولم معادلات من فئات أربع لحل الفعالة مصفوفةالعمليات تقنية إقتراح تم الدراسة، هذه في
البعد2 ذو بوبكر حدود كثير باستخدام التكاملية فوليترا معادلات ونظام الأبعاد ثنائية الخطية غير فريدهولم
لهذه الرئيسية الفكرة الأساس.وبماأن كدوال 2 البعد ذو بوبكر حدود كثير إنشاء تم الهدف، ولهذا .
لمصفوفة واضحة صيغ إعداد هو العمل هذا بتكارات إ أحد العمليات،فإن مصفوفة استخدام على تعتمد التقنية
بوبكر حدود كثير لتكامل العمليات لمصفوفة صيغ أربع للجداء،وأيضا العمليات المزدوجة،ومصفوفة العمليات
هو كما [0, 1] × [0, θ]). ([0, ζ] × [0, θ], [0, ζ][0, θ] المجالات في مختلفة أوضاع أربعة في 2 البعد ذو
ولحساب 2 البعد ذو تايلور حدود كثير بواسطة للجداء العمليات مصفوفة استعمال ،يتم 1 الفصل في مبين

.C̃b

.2 البعد ذو تايلور حدود لـكثير للجداء العمليات مصفوفة عرض هو العمل لهذا بتكارآخر إ لذلك،فإن
إلى الدراسة قيد المشكلة لتقليل نيوتن-كوت وعقد 2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير العمليات ومصفوفات
العمليات لمصفوفة الخطأ ية.تحليل تكرار يقة بطر حلها يمكن ،والتي الخطية غير ية الجـبر المعادلات من نظام
يتم والتي 2 البعد ذو بوبكر حدود لـكثير بالإضافة الـكفاية فيه بما سلسة دالة أي عرض ،يتم P b

2D للتكامل
هي: التقنية هذه مزايا بعض متتالية. يات نظر ثلاث في المقترحة يقة للطر التقارب تحليل لأساس وفقا توسيعها
يقة تكامل،3-الطر عملية العمليات ٺتطلب للغاية،2-لا وصريحة بسيطة يقة بطر المصفوفات حساب 1-يمكن
العددية النتائج توضح التقريب. وصحة فعالية من للتحقق الإختبار مشاكل توفير للغاية.يتم وجذابة بسيطة حسابية
الأساس دوال من قليل عدد خلال من مقبولة دقة تحقيق الـكفاية،يمكن فيه بما سلسلة حل على للحصول أنه

الأساس. دوال عدد يادة ز خلال من يقة الطر دقة تحسين ذلك،تم إلى .بالإضافة
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الملخص
إعتمدنا خطية الغير متغيرين ذات االتكاملية المعادلات لبعض عددية معالجات تقديم الى البحث هذا يهدف
. العمليات مصفوفات وعرض بوبكر حدود كثيرات باستعمال الحلول تقريب على العددية التقنيات تلك في
تطبيقات خلال ومن التكرار خلال ومن وحيد بشكل الخطية غير ية الجـبر المعادلات مجموعة حل إلى أدت
تحليل و عرض مع دقيقة و تقريبية حلول ايجاد في عالية كفاءة الطرائق تلك أثبتت التقارب لتحليل عددية

سابقا. الموضوع عالجت لطرق
العمليات. بوبكر,مصفوفات حدود , تكاملية معادلة المفتاحية: الكلمات

Abstract
The objective of this work is present numerical treatments for certain nonlinear inte-
gral equations with two variables. We relied on numerical techniques that approx-
imate solutions using Boubaker polynomials and matrix operations. This led to a
unique solution of the set of nonlinear algebraic equations through iteration. Nu-
merical applications for convergence analysis demonstrated that these methods are
highly efficient in finding approximate and accurate solutions, alongside a review
and analysis of previously addressed methods on the topic.
Key words: Integral equation, Boubaker polynomials, operational matrices.

Résumé
L'objectif de ce travail est de présenter des traitements numériques pour certaines
équations intégrales non linéaires à deux variables. Nous nous sommes appuyés sur
des techniques numériques qui approximent les solutions en utilisant des polynômes
de Boubaker et des opérations matricielles. Cela a conduit à une solution unique de
l'ensemble des équations algébriques non linéaires par itération. Les applications
numériques pour l'analyse de convergence ont démontré que ces méthodes sont très
efficaces pour trouver des solutions approximatives et précises, accompagnées d'une
revue et d'une analyse des méthodes précédemment abordées sur le sujet.
Mots clés: Équation intégrale, polynômes de Boubaker, matrices opérationnelles.
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