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NOTATIONS

» Vv = grad(v) = ( gxz > : Le gradient d’'un vecteur v.
Y
2
» D*v= V¥ = < %EU 83’;” ) : La matrice Hessienne
U O
2
» D?*w:D*n =Y 82wxix]. 821)%95]. : Le produit scalaire dans R*.

1,7=1

1/2
> [0l = (SID0lo)

a=2

v v
) AU = @ + a—yz
» [v] =v-n" +ov,n".
> {'U} _ Vv_ + VU+ .
2

0*v o (v 0
> = [ Z) == n) .

on? on (an) on (Vo)

Jv
> Ha—nﬂ = (Vuy + Vo) - n.

» Oseo(f) = (ZTeTh hrllf — fTH%Q(T))%-



CHAPITRE 1

INTRODUCTION

L’analyse mathématique de la méthode des éléments finis débute en 1968 avec des esti-

mations a priori sur ’approximation pour un probléme d’élasticité plane par [13].

Dans ce chapitre nous présentons quelques exemples des équations aux dérivées partielles.

1.1 EXEMPLES DES EDP D’ORDRE QUATRE

1.1.1 Poutre de Bernoulli (encastrée)

d—2(EId—2>:f(x) a<xz<b

dx? dx?
u(a) = u'(a) = u(b) = u'(b) =0
u = le displacement vertical.
f = la densité du force verticale.
E = le module de Young.

I = le moment d’inertie (rigidité).

(1.1)

L’équation de Bernoulli modélise la flexion d’une poutre, elle nous permet de calculer le
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déplacement.
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1.1.2 Equations des plaques

On considére la déformation élastique d’une plaque plane d’épaisseur petite (négligeable
devant ses autres dimensions). si on note € la surface moyenne de la plaque, et f(z) (une
fonction de €2 dans R) la résultante normale des forces, alors la composante normale du

déplacement u(z) (un scalaire) est solution de I’équation des plaques (dites en flexion)

A(Au) = f dans Q

u=0 sur 0f) (1.2)
ou
o 0 sur 002

u o
ou on note = Vu - n avec n le vecteur normal unité extérieur a 0f). Remarquons
n
1 s e 1 ) . e . .\ )
qu’il s’agit d'une équation aux dérivées partielles du quatriéme ordre en espace (appelée
aussi bi-laplacien). C’est pourquoi il est nécessaire d’avoir deux conditions aux limites.
Ces conditions aux limites traduisent ’encastrement de la plaque (pas de déplacement ni

de rotation du bord de la plaque).

1.1.3 La régularité elliptique

Si le domaine € est régulier, la solution du probléme (1.2) appartient a H*(Q) par une
simple utilisation de la régularité des problémes elliptiques. Cependant, cela n’est pas
toujours le cas pour un domaine polygonal général. La solution faible du probléme (1.2)
appartient & H?T*(Q),a € (1/2,2] la valeur o depend de 'angle intérieur du domaine.

Pour un domaine convexe on o« > 1 et on 'estimation suivante :

u| gr2ve < O fll22(e) (1.3)

1.1.4 Ramification de la régularité

La régularité de la solution du probléme (1.2) joue un role trés important dans ’analyse
d’erreur comme nous le verrons plus tard. Il est trés naturel de penser a résoudre le

probléme du quatriéme ordre (1.2), on le transforme sous forme du systéme des équations
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d’ordre 2 suivant :

Au=v dans Av=f dans )
(1.4)

u=0 sur 9 v=0 sur 0f)

qui est au moins formellement équivalent a (1.2). Cependant, la solution obtenue en
résolvant le probléme (1.4) se coincide avec la solution du probléme (1.2) si et seulement
Q2 est convexe. En effet, généralement la solution du probléme (1.4) n’ a pas la régularité

H?(Q) si Q n’est pas convexe.

Plaque de Krichhoff (encastrée)

2Fe3
Al ——Au | = Q
(3( poy u) f dans

1 —
(1.5)
u= 8_u = 0 sur 02
on
u = le displacement vertical.
f = la densité du force verticale.
E = le module de Young.
o = le coefficient de Poisson.
e = I’épaisseur de la plaque.
Plaque de Krichhoff simplement fixée
A2E = A )=fd QO
—Au) = f dans
3(1 —o?) (1.6)

u=Au=0 sur JfN

» Les deux conditions aux limites pour le cas d’'une plaques encastrée sont essentiels,
i.e, sont imposées sur 'espace pour la formulation variationnelle (le probléme faible).

» La condition Au = 0 pour une plaque simplement encastrée est naturelle.
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1.1.5 Le problem de Stokes (2D)

—vAu+Vp=f dans
V-u=0 dans €
u=0 sur Of

(2 est un domaine simplement connexe.
u la vitesse du fluide.

p la pression.

f la densité des forces.

v = viscosité

Stream Function .

VXy=u

Aprés simplifications le probléme aux limites pour ¢ devient :

{vA%DzVXf dans €
=0 /On = 0 sur 09

ce qui présente un probléme d’ordre quatre.
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1.1.6 Probléme de I’élasticité

En physique, I’élasticité est la tendance d’un matériau solide a retrouver sa forme d’origine
aprés avoir été déformé. La déformation élastique est une déformation réversible. Un
matériau solide se déforme lorsque des forces lui sont appliquées. Un matériau élastique
retrouve sa forme et sa taille initiales quand ces forces ne s’exercent plus.

Les raisons physiques du comportement élastique peuvent étre quelque peu différentes
d’un matériau a un autre. Pour les métaux, le treillis atomique change de taille et de forme
quand des forces leurs sont appliquées (ajout d’énergie au systéme). Quand les forces sont
supprimeées, le systéme retourne a son état original ot I’énergie est la plus faible. Pour le
caoutchouc et autres polymeéres ’élasticité est due a l'extension des chaines de polymére
lorsque les forces sont appliquées.

L’¢élasticité linéaire concerne les petites déformations proportionnelles & la sollicitation.

L’équation s’écrit sous la forme suivante :

(— divo(u) = fdans Q C R? (d =2,3)

1.10
( v A)e(u) 0

(vu + V)

€ (u

e\u

(u) =

o(u) = 2pe.(u) + Atre. ()|l
(u) =
(u) =

{
» u le déplacement des points d’un matériaux élastique.

» o = tenseur des contraintes.

» f la densité du force.

» 1 et A les constantes de Lamé.

» ¢(u) = le tenseur de déformation standard.

» ¢, (u) le tenseur de déformation modifiée.

» ~ est parametre.

Sic

» ~ =0: c'est le systéme de I'élasticité standard  (e,(u) = e(u))
» ~ # 0 : on obtient un systéme d’ordre quatre.
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1.1.7 L’équation de Cahn-Hilliard

% =V B(e)V(ulc) — Ac) dans 2 x (0,T) (1.11)

plus des conditions initiales et conditions aux limites.
QCRYd=1,2,3).

¢(x,t) = concentration d’une des substances (0 < ¢ < 1)
B(c) = mobilité.

p(c) dérivée de 'energie.

% =V - B(c)V(u(c) — Ac) dans Q2 x (0,7) (1.12)

» Ecoulement de fluide & deux phases

» Traitement des images

Nous signalons que cette équation est non linéaire d’ordre quatre.
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1.1.8 Un probléme d’obstacle

Soit 2 est un domaine polygonal borné, f dans L?(£2), 1 dans C%(Q),v < 0 sur 952 (I’obs-

tacle). On considére I'ensemble suivant :
K={ve HQ) :v >y sur Q} (1.13)

HZ(Q) = {v dans L*(Q2)/0%v/0z* dans L*(Q2) pour |a| < 2 et v = Ov/On = 0 sur 9Q}.

(1.14)
le probléme consiste a :
) 1
chercher © = argmin <§a(v, v) — (f, v))
v dans K (115)
a(w,v) = / D*w : D*vdz.
Q
(o) = [ fods
Q
2
D?w : D*v = Z Weia; Vi, -
ij=1
Le probleme peut se formuler sous forme de 1’ inéquation variationnelle suivante :
a(u,v —u) > (f,v —u) Vo dans K (1.16)
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1.1.9 Un probléme de contrdle optimale

La théorie moderne du contréle optimal a commencé dans les années 50, avec la formula-
tion du principe du maximum de Pontryagin, qui généralise les équations d’Euler-Lagrange
du calcul des variations. Dés lors, la théorie a connu un essor spectaculaire, ainsi que de
nombreuses applications.
minimize 1|| —yall?2.0n + = ||ul|?
g I1Y — YallLz ) T 5 1L ()

sur (y,u) dans H}(Q) x L*()

sujet a
—Ay = u dans €
(1.17)
y < w dans (2
y € H} () est I'état ( de la distribution de la température ) y4 est I'état désiré .
» y < w est une contrainte ponctuelle de I'état u € L?(Q) est le controle.
» [ > 0 est liée au colit de la mise en oeuvre de la commande w.
chercher(y,u) € Hg () x L*()
o1 I& (1.18)
minimiser £ [y yall3a0) + 5 Nl 2o
—Ay=u dans ()
(1.19)

y<wa.e dans £
Si Q est convexe, y appartient & H%(2) par la régularité elliptique et nous pouvons réécrire
le probléme

Trouver y €K = {v € H*(Q) N Hy () : v < w in Q}

] (1.20)
= argnin 5 (1y = vlle) + 81313

Ceci présente un probléme d’obstacle d’ordre quatre avec les conditions aux limites d'une

plaque simplement fixée.
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CHAPITRE 2

CADRE ABSTRAIT DE LA METHODE DES
ELEMENTS FINIS

L’analyse mathématique de la méthode des éléments finis débute en 1968 avec des esti-
mations a priori sur 'approximation pour un probléme d’élasticité plane par [13|. Dans
ce chapitre est consacré a une description " mathématiques " de la méthode des éléments
fins. Cette partie est basée essentiellement sur le livre : Aide-mémoire Eléments finis A.

Ern [8]. Les démonstrations peuvent étre se trouver par exemple dans [9].

2.1 LA METHODE DE GALERKIN

La méthode de Galerkin permet d’approcher la solution de problémes modéles dont la
formulation abstraite est la suivante :

{ Chercher u € V' tel que

a(u,w) = f(w)7 Yw e W (2.1)

ou V et W sont des espaces fonctionnels (des espaces vectoriels dont les éléments sont des
fonctions), a est une forme bilinéaire définie sur V'€ W et f est une forme linéaire définie

sur W. On dit que V est I'espace solution et que W est ’espace test. Les éléments de W

11
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sont appelés des fonctions tests.

Les espaces fonctionnels V et W sont équipés de normes, notées ||.||y et ||.||w respecti-
vement, qui leur conférent une structure d’espace de Banach (V et W sont des espaces
vectoriels normés ot toute suite de Cauchy est convergente).

Dans de nombreuses applications, les normes |||y et ||.||w sont induites par des produits
scalaires, notés (.,.)y et (.,.)w respectivement, si bien que V et W sont en fait des espaces
de Hilbert. Pour simplifier, on conserve cette hypothése par la suite.

On suppose que la forme bilinéaire a est continue sur V'€ W, ce qu’on note a € (VxW,R).
On rappelle que cette hypothése consiste a supposer qu’il existe une constante c; telle que
pour tout (v,w) € V x W,

a(v,w) < cyf[v]lv[lwllw. (2.2)
De méme, on suppose que la forme linéaire f est continue sur W, ce qu’on note

feLW;R) = W', c’est-a-dire qu’il existe une constante ¢, telle que pour tout w € W,

f(w) < eallwllw (2.3)

On introduit les normes de a et f (dans L(V x W;R) et W' respectivement) définies par

f(w)
lallvar = sup Nfllr = sup (2.4)
O T I A T

a(v,w)

étant entendu que les arguments des suprema sont pris non-nuls. On renvoie a la section

A.1 pour des compléments.

2.1.1 Le probléme modéle est-il bien posé ?

L’objet de cette section est de rappeler briévement les deux principaux résultats qui per-
mettent d’étudier le caractére bien posé du probléme (2.1)par [8]. La notion de probléme

bien posé est entendue au sens de la définition suivante.

Définition 2.1.1 (Hadamard). On dit que le probleme (2.1) est bien posé s’il admet une

et une seule solution.

12
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Lorsque le probléme (2.1) est bien posé, son unique solution u satisfait l’estimation a

priori suivante : il existe une constante c tel que pour tout f € W'.

[ully < el fllw (2.5)

Cette estimation découle des propriétés générales des opérateurs bijectifs dans les espaces

de Banach .

2.1.2 Le lemme de Lax-Milgram

On considére d’abord le cas particulier ot I'espace solution et 'espace test dans (2.1) sont

identiques : V = W. Le probléme modéle consiste donc a

(2.6)

Chercher u € V' tel que
a(u,w) = f(w), YweW

Définition 2.1.2 (Coercivité) Soit V' un espace de Hilbert. On dit qu’une forme bilinéaire

a € L(V xV;R) est V -coercive, ou coercive sur 'V, si
Ja > 0,Yv € V,a(v,v) > a||v||} (2.7)

Lemme 2.1.3 (Laa-Milgram) Soit V un espace de Hilbert a € L(V x V,R) et f € V.

On suppose que la forme bilinéaire a est V-coercive. Alors, le probléeme (2.6) est bien posé.

Lorsque la forme bilinéaire a n’est pas coercive sur V', peut-on en déduire que le probléme
(2.6) n’est pas bien posé? La réponse est négative : le lemme de Lax-Milgram ne fournit

que des conditions suffisantes pour analyser le caractére bien posé de (2.6).

2.1.3 Le théoréme de Banach-Necas-Babuska (BNB)

Le théoreme BNB est le résultat fondamental pour analyser le caractére bien posé des
problémes (2.1) et (2.6). Contrairement au lemme de Lax-Milgram qui ne fournit que des
conditions suffisantes, le théoréme BNB fournit des conditions nécessaires et suffisantes

pour que le probléme modéle soit bien posé.

13
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Théoréme 2.1.4 (Banach-Necds-Babuska). Soit V et W deux espaces de Hilbert,a €
L(V x W,R) et f € W' Alors, le probleme (2.1) est bien posé si et seulement si
(BNB1) da >0, inf sup _alv,w) > o (2.8)
veV wew [|vllv[lwllw

(BNB2) Ywe W, (Vv,a(v,w) =0) = (w=0) (2.9)

La terminologie adoptée pour ce théoréme a été introduite par Ern et Guermond [38|.
Elle fait référence au fait que le théoréme BNB est une reformulation de deux résultats
fondamentaux dus a Banach : le théoréme de I'image fermée et le théoréme de I'application
ouverte. Le théoréme BNB a été énoncé dans sa forme ci-dessous par Nec’as en 1962 [58].
Son importance pour 'analyse des méthodes d’éléments finis a été soulignée par Babus’ka
en 1972 [9].

La condition inf-sup (BNB1) se reformule de la fagon suivante : il existe o > 0 tel que

pour tout v € V.
a(v, w)

allv]ly < sup (2.10)

wew [[wl[w
Pour prouver la condition inf-sup, on peut procéder comme suit : on considére une fonction
v € Vet on construit une fonction w, € W telle que a(v, w,) > aq||v|} et
|lwyllw < asl|v||y.Ceci permet de montrer que la condition (BNB1) est satisfaite avec
g

o= —.
(8%

2.1.4 Principe de la méthode de Galerkin

On considére le probléme modéle (2.1) et on suppose qu’il est bien posé. La méthode de
Galerkin permet d’approcher la solution u de ce probléme. L’idée consiste a remplacer
dans (2.1) les espaces fonctionnels V et W par des espaces de dimension finie, notésV}, et
Wi, ce qui conduit a

{ Chercher uj € Vi, tel que (2.11)
ap, ‘

(un, wn) = fulwy), Yw, € Wy
On dit que (2.11) est le probléme approché ou le probléme discret et que wuy, est la solu-
tion approchée. On notera que sous sa forme la plus générale, le probléme approché (2.11)

fait intervenir une forme bilinéaire a;, € L(V}, x W}, R) qui est une approximation de la

14
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forme bilinéaire a et une forme linéaire f;, € W}'L qui est une approximation de la forme
linéaire f . L’espace V},, qu'on appellera espace d’approximation, et 1'espace W}, qu'on
appellera espace test discret,sont construits & ’aide de la méthode des éléments finis selon
les techniques présentées dans le chapitre 1 pour les problémes en dimension 1 et dans
les chapitres 3 et 4 pour les problémes en dimension supérieure. L’indice h fait référence
a la finesse des maillages employés pour construire ces espaces. Les éléments de W), sont
appelés des fonctions tests discrétes.

Un choix particulier dans (2.11) consiste & utiliser le méme espace V}, comme espace d’ap-

proximation et comme espace test discret, ce qui conduit au probléme approché suivant :

{ Chercher uj € V), tel que (2.12)
ap, ‘

(un, wn) = fulwn), Yw, € Wy
Dans ce cas, on parle de méthode de Galerkin standard, alors que si les espaces discretsV},
etW), sont différents, on parle de méthode de Galerkin non-standard (dans la littérature,

on rencontre également la terminologie « méthode de Petrov-Galerkin » ).

Définition 2.1.5 (Conformité) L’approximation (2.11) est dite conforme si Vi, C V et
Wy C W ; elle est dite non-conforme si V), CV ou Wy C W. On dit que l’espace V}, est

V' -conforme lorsque V,, C V et que l’espace W), est W-conforme lorsque Wy, C W.

Définition 2.1.6 (Consistance). Soit u la solution unique de (2.1). On suppose que la
forme bilinéaire ay, peut étre étendue a (V + Vi) x Wy. L’approzimation (2.11) est dite
consistante si

Ywy, € Wy, ah(u,wh) = fh(wh) (2.13)

Si tel n’est pas le cas, approrimation est dite non-consistante.

En d’autres termes, ’approximation est consistante si la solution exacte satisfait les équa-
tions discrétes. La non-consistance de la méthode d’approximation peut, par exemple,
provenir de I'utilisation de quadratures pour évaluer les intégrales dans la forme bilinéaire
a et la forme linéaire f . Le probléme approché (2.11) est un systéme linéaire. En effet,

on pose

N =dimVy, et M = dimW), (2.14)

15



2.1. LA METHODE DE GALERKIN CHAPITRE 2. CADRE ABSTRAIT

Soit {®1, ..., on} une base de Vj, et soit {WUy,..., ¥y} une base de Wj,. On décompose la

solution approchéeu;, dans la base de V}, selon
N
i=1

et on introduit le vecteur U de R¥formé par les composantes de u;, dans et on introduit

le vecteur U de RY formé par les composantes de u; dans cette base,U = (Us)1<i<n, so0it
Aijj=an(p;, V), ie{l,.. .M}, je{l,..,N} (2.16)
et soit F € RM le vecteur de composantes
F; = fn(¥y),i € {1,..., M}
Il est clair que uy, est solution de (2.11) si et seulement si
AU = F (2.17)

2.1.5 Le probléme approché est-il bien posé ?

L’objet de cette section est d’analyser le caractére bien posé du probléme approché (2.11).

On retiendra les résultats suivants.

e Pour une approximation consistante et conforme d’un probléme dont la forme bili-
néaire est coercive, le probléme approché est automatiquement bien posé. De plus,

la matrice de rigidité est définie positive.

e Lorsque le caractére bien posé du probléme modéle repose sur les conditions inf-
sup (BNB1) et (BNB2), celles-ci ne sont pas transférées automatiquement au cadre
discret. Pour montrer que le probléme discret est bien posé, il faut (et il suffit de)
prouver une condition inf-sup discréte et vérifier que l'espace d’approximation et

I’espace test discret ont la méme dimension

16



2.1. LA METHODE DE GALERKIN CHAPITRE 2. CADRE ABSTRAIT

Approximation consistante et conforme d’un probléme coercif

Soit V un espace de Hilbert, soit a € L(V x V;R) une forme bilinéaire et V -coercive et
soit f € V'. Dans ce cadre, le probléme modéle (2.6) admet une discret suivant :

{ Chercher uy, € Vj, tel que (2.18)
ah( ‘

up, wy) = fu(wy), Yw, € Wy
et on suppose que V;, C V . On notera que le probléme discret (2.16) fait intervenir la

méme forme bilinéaire a et la méme forme linéaire f que le probléme modéle (2.6).

Proposition 2.1.7 Avec les hypothéses ci-dessus, la matrice de rigidité A est définie

positive ; par conséquent, le probléme discret (2.18) est bien posé.

Le caractére défini positif de la matrice A résulte du fait que pour tout
X = (X))i<i<y € RN ou N = dimV},, on a
Y AXiX; = a(€,€) > allélly (2.19)
1<i,j<N
avec £ = Zij\io Xipi € Vi, {1, ..., on} étant une base de V},.
Par suite, >, ; iy Ay XiX; = 0 implique £ = 0 et donc X = 0.

Remarque 2.1.8 Si la forme bilinéaire a est symétrique, la matrice de rigidité [’est éga-

lement.
Cas général

On considére maintenant le cas général, c’est-a-dire que l'on considére le probléme modéle
(2.1), que I'on suppose bien posé, et on souhaite utiliser le probléme discret (2.11) pour
obtenir une solution approchée u;. On notera ||||y, et ||||w,, les normes dont sont équipés
les espaces discrets Vj, et W), respectivement.

L’approximation pouvant étre non-conforme, il n’est pas possible d’équiper a priori les
espaces discrets V}, et W), des normes induites par V' et W, respectivement. Clairement,
en vertu du théoréme BNB, le caractére bien posé de (2.11) est équivalent aux deux

conditions suivantes :

Jap > 0, inf sup —2hl0nWh)

Vh€Vh w,eW), thth HwhHWh
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Yw,, € Wh, (\V/Uh € Vh,ah(vh,wh) = 0) — (wh = O) (221)

La condition (BN B1},) est une condition inf-sup discréte. Méme si 'approximation est
conforme et consistante, rien ne garantit a priori que la condition inf-sup (BNB1) implique
la condition inf-sup discréte (BN B1y). La méme difficulté se pose entre les conditions
(BNB2) et (BN B2},).

On constate que U'interprétation des conditions (BN B1y,) et (BN B2;,) en termes matri-

ciels est la suivante :
1. (BN B1},) équivaut au fait que la matrice A est injective;

2. (BN B2;,) équivaut au fait que la matrice A est de rang maximal. Par conséquent, les
conditions (BN B1;,) et (BN B2},) sont équivalentes a (BN B1y,) et dimV), = dimW,.

En résumé, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.1.9 Le probleme approché (2.11) est bien posé si et seulement si la condi-

tion inf-sup discréte (BN B1y,) est satisfaite et si dimVy, = dimW,,.

Remarque 2.1.10 La constante ay, intervenant dans (BN B1y,) est la plus petite valeur

propre de AT A.

2.1.6 Analyse d’erreur

On considére le probléme modéle (2.1) et son approximation (2.11) par la méthode de

Galerkin. On suppose que ces deux problémes sont bien posés, c’est-a-dire que :

1. la forme bilinéaire a est dans L(V x W;R) et elle satisfait les conditions inf-sup

(BNB1) et (BNB2).

2. la forme bilinéaire aj, est dans L(V}, x Wy;R), elle satisfait la condition inf-sup

discréte (BN B1y,) et dimVj, = dimW),.

On note u et uy, la solution unique de (2.1) et (2.11), respectivement.
L’objectif de cette section est d’estimer 'erreur u — uy. Cette quantité est appelée I'er-

reur d’approximation. En particulier, on souhaite préciser sous quelles hypothéses ’erreur
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d’approximation tend vers zéro lorsque h tend vers zéro (on rappelle que le parameétre h
fait référence a la finesse du maillage qui est utilisé pour construire les espaces V}, et W,).
On s’intéresse donc & des familles d’espaces {V},}n=0 et {W}, }1>0 obtenues en raffinant le

maillage.

Approximation consistante et conforme

On suppose dans cette section que l'approximation est consistante et conforme. On a donc
Vi, C Vet W, C Wet la relation (2.13) est satisfaite.

On considére le probléme approché suivant :

{ Chercher uj € V), tel que (2.22)
ap, .

(un, wp) = fu(wy), Yw, € W),

L’hypothése V,, C V implique en particulier que I'erreur u — uy, est dans V' .
On peut donc utiliser la norme||||y pour la mesurer. Une conséquence immédiate de (2.13)

est la suivante.

Lemme 2.1.11 (Orthogonalité de Galerkin) . Avec les hypothéses ci-dessus, on a la

relation, dite d’orthogonalité de Galerkin,
Yw, € Wy,  ap(u — up,wp) =0 (2.23)

On suppose en outre que ap = a et fr, = f . Le résultat suivant est connu sous le nom de

lemme de Céa.

Lemme 2.1.12 (Céa) . Avec les hypotheses ci-dessus, on a

M) inf |ju— ovalv. (2.24)

_ < (1
HU UhHV = ( + Qyp, VR EVY

On suppose en outre que V. =W, V, = W)y et que la forme bilinéaire a est V -coercitive.

Dans ces conditions, on montre que [’estimation d’erreur devient

lallvy .
: f — . 2.25
o Lnf |lu —vnllv (2.25)

[ = unllv <
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ol « est la constante de coercitive de a. Si la forme bilinéaire a est de plus symétrique,

cette estimation peut encore étre améliorée en

lallvy .1 .
)2 f — . 2.26
o) UithHU Onllv (2.26)

[ = unly < (

Afin d’établir la convergence de uy, vers u , on doit controler la quantité inf,, ¢y, |[u—uvy||v.11

s’agit donc d’estimer la distance de u a V3, pour la norme ||.||y.
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CHAPITRE 3

PROBLEME MODELE EN DIMENSION DEUX

3.1 UN PROBLEME MODELE

Le probléme pour le bi-Laplacien

Ayu=f €0
(3.1)
u:%zo, x € 0F)
on

(probléme biharmonique sur (3.1) un domaine polygonal avec des conditions aux limites
de Dirichlet homogenes ).

» Ce probléme peut étre résolut numériquement en utilisant des méthodes conformes
de classe C'. La méthode d’éléments finis basée sur ces éléments (par exemple 1’élément
Argyris ou I’élément Bogner - Fox - Schmit est compliquée par [2], et encore plus dans la
dimension trois .

» Il est connu aussi qu’on peut résoudre le probléme par des méthodes d’éléments finis
non conforme (par exemple les éléments de Morly ) par [2].

» La construction des méthode des éléments finis non conformes est aussi trés compliquée

et il n’est pas facile de démontrer la convergence de la méthode si elle est non conforme.
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» Elles utilisent des éléments d’ordre inférieur 1,2 mais ceci ne donne pas de trés bonnes
résultats si la solution est trés réguliére.

» On sait trés peu d’éléments 3D pour les problémes d’ordre quatre.

Une autre alternative pour résoudre le probléme est d’utiliser la formulation mixte qui

consiste a :
Chercher (o,u) € H'(Q) x H}(Q) such that

Jqondr— [, V- Vude=0 Vu € HY () (3.2)

Jo Vo -V dx = [, fv dz Yv € Hy(Q)
En Ce formulation mixte, le probléme biharmonique est divisé en deux problémes d’ordre
deux, nous avons seulement besoin d’utiliser des espaces d’éléments finis qui sont des
sous-espaces d’éléments. H'(Q),i.e.,C° éléments par [2].
» Il n’est pas facile de trouver des formulations mixtes correctif pour plus compliqués
problémes d’ordre quatre.
» Dans la formulation mixte, nous utilisons un espace d’éléments finis pour 'inconnu
w et un espace d’éléments finis pour u. la méthode mixte ne fonctionne que si la paire
d’éléments finis satisfait la Ladyzhenskaya - état Brezzi - Babuska par [2].
Il N’est pas facile de trouver de telles paires d’éléments finis!
» A la fin on a encore besoin de résoudre un probléme de point de selle, ce qui est plus
compliqué de résoudre un probléme de (Sapondzhyan paradosc) SPD par [2].
Les inconvénients des méthodes d’éléments finis classiques pour des problémes d’ordre

quatre con étre surmontés par des méthodes de pénalité intérieur.
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3.2 UNE FORMULATION PAR SIPM

La méthode que nous sommes entrain d’utiliser est la méthode " CY Symmetric Interior
Penalty Method " en englais.
Soit T, une triangulation réguliére de €.

On considére I'espace des éléments finis continus de Lagrange :
Vi, = {v e C°(Q);v/r € Pp(T), (k >2), VT € Ty,v=0sur '}, (3.3)

Py (T) polynome de degré k
Alors il est claire que V;, C H}(Q).

Si e une aréte intérieure commune de 7= (voir la figure 3.1).

FIGURE 3.1 — deux triangles adjacents et un triangle du bord

Alors on définit le saut et la moyenne sur une aréte intérieure e par :

V/U_ + VU+

[v] =v-n~ +v,n" et {v} 5

Pour les problémes d’ordre quatre on définit :

ov v 0 [Ov
ﬂ:%:ﬂ = (VU+ + VU_) N et w = 8_n (&)

Si e une aréte du bord (voir la figure 3.1) alors

[v] =vrn et {{Vv}} = Vur
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Lemme 3.2.1 (Inégalité inverse) VI' € Ty, Vv € P*(T) il existe une constante C' indé-

pendante de hr tel que

[vllir <C HUHO’T. (3.4)
hr

Preuve. Pour simplifier supposons que hr < h < 1.

On passe au triangle de référence T défini par
T .= {x = (z1,72) €R* tel que 2, > 0,25 >0, et 2, + x5 < 1}.

Nous avons pour chaque triangle 7' € T;, du maillage, il exist A7 matrice 2 x 2 et by € R?
tels que T = Fp(Ty) ou Fr est Iapplication affine définie par Fp(i) = Ap(i) + by

Soit v € P¥(T), et on pose ©(2) = (v o F)(&), on utilise le fait que en dimension finie les
normes sont équivalentes, on déduit que ||9]], + < Cs [[9]|y 7

D’autre part on a
\v\iT = / |V,v2de < / HA;lHQWD@QA}\Q]det(AT)\dfc ( puisque V,v = A;l V;0)
T 7

= [ A7 [P|det(Ar)|[0f} 5 < CllAZ"[Pldet(A7)] B[] -

_ — . _ 1%3
< CIIAL P ollor < Cha?llvligy  puisque [|A7M| < ﬁ

Lemme 3.2.2 (Inégalité de trace discréte) VI' € Ty, e € OT et Vv € PH(T) il existe une

constante C' indépendante de h tel que
ov
elll5-ll5e < C IVelor (3.5)

Preuve.
Nous passons au triangle de référence 7. On utilise le fait que les normes sont équivalente
en dimension finie donc on

|00/0n]j0e < [[Vadllo4

On a d’une part

100 /onll5. = lelllov/onl[5 .
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d’autre part on a !

| Ap|?

A2
IVaollg s = Tdet(A)]

IVavllez ~ 1Vavllor-

0
Du lemme 3.2.2 (puisque & Vv -n), on peut déduire facilement que :

on
Y lellf{volls. <€ Y lolir
ecy TeT
S lell {ov/on* Y 17,0 < C Y ol
ec&y TET,

La formulation variationnelle SIP est basée sur le résultat suivant :

Lemme 3.2.3 Soit u solution de (3.1), siu € H*(Q),v € V,, C H} (). Alors
2 2
/fvdx—Z/Vu Vvdw%—Z/{{anz}}H ﬂds
T€ETh ec&y,

ol
Viu: Vi = E 82 U 82
7,7=1
Preuve. Nous avons (par intégration par parties) :

/ w)v dx = A(Au)v dx

T

U ds — | V(Au)- Vv dx

I
S—
Q)
S—

or

Il
—
Qﬁ

Uds—/AVu -Vou dz
oT

I
\

oT orT

i,7=1

i,7=1

7,7=1

h
1§i le maillage 7, est régulier, i.e., 3oo, tel que VT € Tp, — < oy
pT

Au) A(Vu)

8n v ds — / o Vv ds + E / 82ju ijv dx
0 (Au) 9*u

/8T o Uds—/ (8n2>n Vvds—i—g /82ju83jvdx
0 (Au) O*u [ Ov Z 24 2
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Par sommation sur tous les triangles de 7;, (en utilisant le fait que [v]=0)on obtient :

/Q(AQ wv dz = /v% V%dx—i—Z/(anz) ﬂ@nﬂ ds.

TETh ecéy,
Par conséquent,

/fvdx_Z/VQu V2vdx+2/<an2>|[ ﬂds

TeT, ecéy
2u
et puisque u € H*(Q), alors — € H'(Q) sa trace est continue sur chaque e, et donc on

on?

[ {2 2]

TeTh e€ly

peut écrire :

/vadx—

et méme sous forme symetrique :

/va dm—TET/V2U v%dx+eezg/{{an2}}ﬂ "
= {5 Bl = [E 5] -

puisque les deux derniers termes sont pratiquement nuls. m

Remarque 3.2.4 Les termes de stabilisation ne s’annulent pas lorsqu’on se restreint
sur les éléments de l’espace V), car les dérivées suivant la normale de ces éléments est

discontinue.

3.3 LE PROBLEME DISCRET

D’apres le lemme précédent, si u est suffisamment réguliére elle résout le probléme varia-

tionnel suivant :

ap(u, v) :/ fvdx YveV,

an(w,v) = /va v2vdx+2/{{ o }}ﬂ ﬂds

LYl s ]
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3.3. LE PROBLEME DISCRET CHAPITRE 3. PROBLEME MODELE EN 2D

On définit les espaces de Sobolev suivants :

HYQ,Th) ={ve L*Q) :vp € H(T), VT €T, Ve€&}

Trouver uy, € Vj, tel que

(3.8)
an(up,v) = [ fode Yv eV,
Proposition 3.3.1 Les deuz quantités suivantes || - ||n et ||| - |||n définissent deux normes
sur Vy,. Ces deuz normes sont équivalentes sur H>(Q, Tp).
o
lolls = D olfee + D HH [0v/0n] 1%, )
TeT, eely
le] d
ollls = D ol + {00 /on} l2ue + > EH [00/0n] 1L, e)
TeT ecy, ecéy,
Preuve. Il est claire que
[wlln < [l Vv € HYQ,Tr).
D’autre part, on d’aprés le lemme 3.2.2
l¢] C
S {0 /on} P < & S ol
ec&y TETh
ce qui implique que :
lIollln < Cllvlln Yo € H(Q,Th) Vv € HNQ,Tr).
|
Proposition 3.3.2 La forme bilinéaire ap(.,.) est continue :
an(w,v) < 2[[Jwl|la[l[v]lln  Vo,w € H}Q,Tr). (3.9)
Pour o suffisamment grand ay(.,.) est coercive sur V,
Lo
ap(v,v) > =||v|; YveV, (3.10)

-2
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Preuve. Pour la continuité, nous avons

20y / {6700} [0v/0n] ds|

ec&p

< >y rwjon] 12, ||| [0v/0n] I2,))

e€ly
<> e+ ) —|| [0v/on] |12, )
TeT 6E<€h

(C est la constante apparait dans le lemme 3.2.2 ) et donc,
an(w,v) < C*[[Jwll[ullv]lln Vv, w € H*(Q, Ta) (3.11)

Pour la coercivité nous avons :

— Z |v[?{2( +QZ /{820/8712} [Oov/on] ds + Z ‘H [ov/on] HLQ(G

TET;, ec&y, 665;

On a d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz

22/{021)/0712} [Ov/On] ds

ee&p €

1/2 1/2
- (Z lell| {{0%v/0n* }} II%Q(@) X (Z le| || [Ow/on] ||%2(e)>

ecéy e€&y
On utilise le lemme 3.2.2 on obtient :

22/{621)/6712} [Ov/on] ds

865}1 €

1/2 1/2
> -C (Z \v[%T)) X (Z le| ™[l [Ow/on] H%Q(e)> :

TET e€e€y
Maintenant on utilise le fait que :

2
_wwzz—(”f b), Va,b > 0
btient >1 2 c ) [ov/on] |3
on obtient  a,(v,v) _§Z|U|H2(T)+ Y > lel M [0v/on] (17,

TeT, ecly

Alors si on choisit o tel que

on obtient :

1
ap(v,v) > §||v||i Yv eV, (3.12)
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3.4 ANALYSE A PRIORI

Proposition 3.4.1 Soit uy, la solution du probléeme (3.8). Supposons que la solution u

du probléeme (3.1) a la régularité H*(Q) alors :
Il = [[[n< € it [} u—v ][ (3.13)
veVy

Preuve. Soit v;, € V},

/fvh dz = /(A2 Yo da
—E:/WUVMM+Z/{%$WMW®

TeTh ecly
0
_z/wuww%z/ ”hw
8n2
TeTh ecly
0%y, vy,
d
At 3 b IR e Frl
ecéy
= ah(“? Uh)
et donc on a :
ah(uh — U,Uh) = O, Yy, € Vj,. (314)
Ensuit
w —wnllln < [[|u—onl|ln + [[lvn — wnl||n (inégalité triangulaire)
< ||lu = wvpl||ln + C ||vr, — unl|n (équivalence des normes)

ah(uh — Up, Uh)

<|||w = vp]||n + C (coercivité de ay,)

h
<|||u —vp|||n + C ah(u“— 1”)}“ o) (on utilise orthogonalité (3.14))
Up,
< |||u = vpl||n + C|lu — vpl|n (corcivité de ay)
< C inf |||lu—v|||n (équivalence des normes)
v EVR
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3.5 OPERATEUR D’ENRICHISSEMENT

Définition de 'opérateur E}

Il existe un opérateur Ej, :Vj, — HZ(2) cet opérateur est défini par : soit v € V},, est
défini w = Eyv

w(z) =v(zr) si x sommet intérieur (3.15)

pour x € Tp,

(3.16)
TeT

sur m, point centre un borne de & défini par :
ow 1 ovy
—(m,) = - —(me 3.17
me) =5 > S me) (3.17)
Lemme 3.5.1

> (o = En(o)llz0r) + he’lo = Ea(0)Fnery + [0 = En(0)liar)

T€Th

Z H[[—]]HL2 0 YVEVR

665},

Preuve. voir [12]. n

Corollaire 3.5.2

En() < Cllvlln, Yo € Vi (3.18)
Z 1[0 = En(v)/0n] 72 < Cllvllz, Vo € Vi (3.19)
ee&yp
Z| ’H[[a — En(v))/0n] |72 < Cllvllz, Vo € Vi (3.20)
ecy
Zall {0 — Bn(v))/0nc} 720 < Cllvlli Vv € Vi (3.21)
66879
Z T {0 — En(v))/0nc} 12y < Cllvlli, Vo € Vi (3.22)
8657'

30



3.6. ANALYSIS INTERMEDIAIRE CHAPITRE 3. PROBLEME MODELE EN 2D

3.6 ANALYSIS INTERMEDIAIRE

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.6.1

lu—wunlln < CCinf [lu = vl + Osea(f)) (3.23)
v h
ol
Osca(f) = (D hpllf = frlld ) (3.24)
TeTh

et fr est la projection de f dans Py_o(T) par rapport au produit scalaire de Lo(T).

Preuve.

Nous utilisons 'inégalité triangulaire et la coercivité de la forme a; nous obtenons :

ap(v — up, w)

I = wnlln < flu = vlln + € max Tl (3.25)
De la section précédente nous avons :
Ey, : Vi, — H{(Q).
Alors pour tout v,w € V}, :
ap(v — up, w) = ap(v, Eyw) + ap(v,w — Epw) — /wadx, (3.26)
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et par définition (de ay),

0*(Epw) ov
ap(v, Bpw) = /V% V2 (Epw)dx + Z /{{ on? }} ﬂaneﬂ ds

TeT, ecép
= Z/W ) : VX(Eyw) dx+/f (Epw)d
T€ETh
?(Epw) ov
> {{ e L]
e€ly,

Ce qui implique

- fio o [ (B [,

TETn ecy,
Sy L e e 1
Z et g [ ]

Donc on obtient

an(v — up, w Z/v2 . V2 (Epw) dx+Z/{{an2}}|l ﬂds

TeT, ecéy

N |/ﬂ6nH S o

_Z/H(?neatﬂ ﬂ wgfhw)ﬂds
- Z/ (5o o=~ [ {27 )

—Z/f A%0)w — Byw)dr

TeTh

Notre objectif maintenant est de majorer le second membre de 'inégalité précédente.

Nous utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

'y / V2(0 - u) : VA(Bpn)dz] < (Y =0 Pragey) o]l

TeT TET),
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3.6. ANALYSIS INTERMEDIAIRE CHAPITRE 3. PROBLEME MODELE EN 2D

D’autre part Nous rappelons que V? est la matrice Hessienne, Fpw est de classe C' et

que u € H* s > 5/2 donc :

I IR TR

e€e€y
Z| 110w = v) /O] 13,0)2 O el || {*w/on2} 13,02
ec&y, ee&p
<cZ |H[[au—v>/aneﬂuh HOMK Tk
6€€h TET
Z 70t —v)/on.] 12,02 lwlln
e€e€y

Pour le troisiéme terme on a :

Sl Fa] e

<OZ| ,Hﬂau—m/anewwéz o7l ot - Byw)/0n] |13,

ecép eEgh
Z || [0(u = v)/0n] 13, 0)) 2 w1
6€5h

On utilise I'inégalité (3.19) on obtient :

|Z/|[3neﬁt ﬂ ng—f’*w)ﬂ ds| < (Y | [6*v/0neot] 13,0)2 O~ 10w — Byw) [0t} (.))?

ees; €€y, 6651
Z |H [0v/omc] |13 4002 i
eeé’h
< C( Z || [0(u — v)/one] |1} )% 1wl
665},

L’inégalité (3.20) donne

|Z/|[0Avﬂ w— Eyw)ds| < (3 [ e [P [ [080/0n.] ) (Y 1|3||w By, )}

e€t; 665Z 6681
1
<CO e I [oAv/on] |7,0)2 lwlln
EGS}L
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et I'inégalité (3.22) donne :

P e K

<O lelll[o*v/on] 13,)2 (>

|

1 1
?‘H {0(w — Byw)/0nc}, )2

e€El et}
<" lel |l [0*0/on2] 13 )2 llwlin
6681

Ensuit (3.21) implique que :

\Z/f M) (w — Buaw)dz] < (3 BaNf = A2, (Y hbllw — Bywll2, )

TeT), TeT), TeT,
< (D Bl = A% ) 2 llwlln
TeTh

Finalement (3.22) montre que :

an(v —up,w) <CO " [u—v [ +Z| |||[[au—v)/8ne]]||L2

TeTH ec&p

+ > eI [0Av/on] 17, + D lell [0v/0ne] |17,
665;; eeg;

+ BN = A% ) 2wl (3.27)
TeTh

Pour compléter I’analyse intermédiaire, nous avons besoin de borner les trois termes dans
le second membre de (3.27) en terme de ||u — up||p et Osca.

La technique utilisée pour ceci est celle des fonctions du bulle qui est un outil utilisé dans
I’analyse a posteriori.

Oscillations des données.

Soit P;(€2,Ty,) l'espace des fonctions polynomiales par morceaux de degré < j et soit fla

projection de f dans P;(, T,) par rapport au produit scalaire de L?.

/(f—f)vdx =0 Yve Pi(Q7Th).
Q

et on définit les oscillations de f (d’ordre j) par :

Osc;(f) = (Y hlf = fll )2 (3.28)

TET

34
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Estimation de hy||f — A%H%Q(T).
Soit T' € Ty, et soit ¢ € P’(T) la fonction de bulle qui s’annule sur 9T est égale a 1 au

centre de T'. Alors les inégalités inverses donnent :

¢ |2 < Ch?|[€ | yery < Chzt

o /(f— AN?0)?Cdr < || f — A%]|7, ) < 02/(]?— A%)2Cdz.
T T
On pose z = (f — A%0)%¢

|M—NWQnSOAd—A%%m
:c[/Q fzd:v—/T(Agv)zdm—l—/T(f—f)zd:)s]
:C[/Qv2u:V22d:c—/TV2v : v2zdx+/T(f—f)zdx]
= O[/T(v2u— V) : VQde—k/T(f— f)zda)

<Clu=vlmml 2 lwa HIf = fleolllzl .
< Clhy® | u—=v |2y +If = fllram 2l 2oy

<hp? [ u— ) I = flloam) |l f — A%y

Ceci implique que :

BEIIF = A%l ary < C (1 4= v liaery +R31F = Fllzaemy)
hollf = A% Ly < C <| u—v w2y +hyllf - f||L2(T)>
We Y I = A%]lymy < ClOse; (NP + Y lu—=v |2y -

T€Th T€Th
Estimation de |el|| [0°v/OnZ] ||7, .-
Soit e € & arbitraire et n, la normale unitaire dirigée de T, vers T_. On définit sur
T, UT_ une fonction de bulle comme suit :
e Soit 3 € Py 5(R?) qui coincide avec le saut [0?v/d?] sur e.
e 3 est constante suivant les lignes normales a e.

e On définit (3 € Py (7T} UT-) qui satisfait :

IG
one

(1=0sure et

_y (3.29)
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Alors les propriétés des fonctions de bulles donnent :

_ 1
lel ™ | G noreury) H G e rourey < C e |2 || [0%v/0n2] || e (3.30)

Ensuite on définit (5 qui satisfait les conditions suivantes :
o (HePy(T, UT.).
e (, sannule sur Ty UT_ \ e et égale a 1 au milieu de e.

Alors (, satisfait :

le |7 G o ury) H Gl Lw@uryy < Ol [0%0/00Z] |11, (3.31)
<C / [0%0/0n2]? Cads. (3.32)

De (3.29) et (3.32) nous avons :
I [9%0/0n] I < € [ [0Fofon?] fGads.
=C / [07v/0n2] (8¢ /Onetads
—c [ [ePo/ont] o(¢:6e) fon.Jas.

On peut facilement étendre la fonction ¢;¢; & une fonction dans H?((2), alors on obtient :

[ 1rvonz] tac/ondas = 3 (= [ V- VGG + [ (A0)(GG)a

TeTe
— %(—/TV (u—v): V(G ()d —/QA u) : A*((1G)dw)
+ (A*0)(¢1G)da

by

= Z(—/TV2(U — ) : VX1 Go)da + Z /T(f — A%)(GiGe)dr

TeTe TeTe

36
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Alors on obtient :

I [0*v/om2] 1300y < CO_ Tu—v lmp)] GG lazry + Y 1 = A%y 16 Gl o)

TeTe TeTe
<Y b u = v w2y +f = A%l o) 16 Gl Loy
TeTe

161Gl nairury < C e |2 || [0%0/0n2] || Lo
Le |1 [6%0/0n2] 1By < C D [l w—v Bpagry +hElF — A%, ).

TeTe
le ]l [[327}/3”3]] ||%2(e) <C ZH - v |H2 (T) +h7 rllf = fHL2 T)]
TeTe
S lell [0%v/on2] 17,0 < ClOsc (A + D lu—v [
eES’ TET,

. . 3 2
Estimation de | e |° || [0(Av)/Onc] |7, -
Soit ¢, comme dans le cas précédent. On définit (5 comme suit :
e (3 € P;,_3(R?) qui coincide avec le saut [0(Av)/d,] sur e.
e (3 est constante suivant les lignes normales a e.

Un calcul direct implique que :

1Gallazomyy < C e V2 || [0(A0)/0n.] [loace (3.33)
1 10(A0)/0n] | < / [0(A0)/on.]? Cods (3.34)
e / [0(20)/0n.] (o )ds. (3.35)
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En utilisant ’équivalence des normes en dimension finie, on obtient :

/ [0(A0)/0n ] (o )ds = / V20 V(o) / (A%0) (G de)

TeTe

/ﬂ@zv/ﬁnQ]] (¢2G3)/One) + [07v/Onc0t.] (0(CCs)/0te)]ds
= V2(v —u) : VH((G)dr + | Vi V(Gls)dx

:,;-/ 2 3 / 283

/ ([0%0/0n7] (D(Gaa) fOne) + [0%0/0n.t.] (B(CaCa) /Bt ds

—Z/AU (C2Gs)d

TeTe
_Z/W g2§3d:c+2/f A%0)((aGs)d
T, TreTe

/[[8211/8712]] (¢2G3)/One) + [07v/On.0t.] (0(CCs)/0te)]ds

ce qui implique :

110(A0)/0n] 17,0 < COY Ml u = 2| GG lazery +ILf = A0l a1 GeGall o]

TeTe

+ || [[821)/8713]] ||L2(6)||a(C2C3)/8ne”L2(e)
+ 1 [0°0/0ne0te] || ae)10(¢2C3) /Otel| Lae))
<CO I u—vlma) +If = A% Ly

TeTe

+ (e 2 || [0%0/0n2] @+ | e |72 [ 180/0n] | 1a@) 1 62Cs) /Nl acry

De (3.31) et (3.33) on obtient :

16263)/llair) < C T e |2 || [0(Av) /One] || ey

donc

e [P 1 [8(A) /O] 2, < COY [l w = [agry +h7llf — A%07, )]

TeTe

1
+ el [00/one] L, + 100w — v)/OnelL, ).

el
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3.6. ANALYSIS INTERMEDIAIRE CHAPITRE 3. PROBLEME MODELE EN 2D

alors

e [ [(A0)/On] 7 ,e) SCOY M1 w = gy +07IF = flliawm)]

TeTe

1
+ ﬁH@(u - v)/anelliQ<e)),

> LeP I Ia(Aw)/on Iz, <C(Osei (NI + Y T u =0 [fee

eGS‘ TET,

+ Z ’ ’Ha /aneHLz )

GS’

an(v —up,w) < C([Ose; (NP + Y [ u—v iy + Y ‘—H@ w =) /0n|[7 )2 0]l

TeTy, 6657
et par conséquent,
|lw —uplln < C (JJlu—2v||n+ Osc;(f)) Yv e V. (3.36)
puisque v est arbitraire dans V}, alors on a l'estimation " abstraite" (3.23) |}

3.6.1 Une estimation concréte

Il est claire que la quantité |||ul|||, est définie siuw € H*(R2), s > 5/2, alors que pour ||ul|,
il suffit que w € H*(Q2), s > 2. Si une de ces conditions de régularité est vérifiée, alors
on utilise I'interpolé de Lagrange dans l'estimation (3.23) on obtient une des estimation

concretes suivantes :

1w = unllln < CR2|u

lu —upln < Ch*?|u
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3.6.2 Post traitement

La solution wu; obtenue par la méthode SIP est continue mais n’est pas de classe C1.
L’utilisation de 'opérateur Ej;, nous permet de construire une solution approchée u; =

E(up) de classe C.
Théoréme 3.6.2 Soit u la solution faible de (3.1) et uy, la solution de (3.8). Alors

u — By (up)| g2y < Ch™MERD=2, (3.39)
Preuve.

u = Unlaz(e) < Ju = Epllyulpz0) + [En(Thu = un)| 52
S C(hmin(s,kJrl)*Q —+ HHh'LL — UhHh)

< ORI 4w — gl + [lu — ual))

< Ohmin(s,k-}-l)—Q
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3.7 ANALYSE A POSTERIORI

L’objectif de cette section est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.7.1 Soit u la solution du probléme (3.1) et uy, la solution du probleme (3.8).
Alors

Cillu = unlln < mn < Co(0"?[lu — ulln + Oses(f)) (3.40)
m= (Y hellf + A%unllF, o + Y lelll [0%un/on®] |17, (3.41)
TETy, eeé’fb
0'2 9 1
+) EH [Oun/On] [|7,e))> (3.42)
eeéy

ou Cy et Cy sont deux constantes positives indépendantes de h.

On Note tout d’abord que la quantité n;, peut étre calculer localement sur chaque triangle
ce qui présente un avantage considérable par rapport a l'analyse a priori. Ce dernier
avantage présente l'outil de base pour I'adaptation automatique de maillage. Avant de
démontrer le théoréme (3.7.1), nous signalons quelques propriétés de la méthode SIP.

» L’erreur résidu

nr = hp || f— A% |2 (3.43)

indique si uy, résout I’équation biharmonique ou pas.

» La quantité
o

1 || Hauh/aneHHLQ(e) (344)

Ne1 = T
el

measure le fait que uy, appartient & HZ(Q).

Le résidu :

Ne = |e|2[|[0%un/On2] || 12(o) (3.45)

indique si uj, ¢ H3(2), alors que
3
Nes = lel? [[0(Aun)/One] L2y (3.46)

measure si u;, n’est pas dans espace H*(Q).
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3.7.1 Fiabilité de la méthode SIP

Cette sous-section nous montrons la fiabilité de la méthode SIP i.e., 'estimateur 7, est
une majoration de ||u — upl|[, modulo un terme bien contrélé et nous aide a démontrer

facilement la convergence de la méthode SIP.
Démostration du théoréme (3.7.1)

La régularité de u et de Ej(uy,) nous permet d’écrire :

1 1
o Z HH [0(u — Uh)/ane]]||2m(e) =0 Z m”[[@uh/@ne]]H%Q(e)

ecéy ece&p

< Z nﬁ,l

ee&y

Z |u — uhﬁ{z(T) S 2 Z (|u — Ehuhﬁ{z(T) + |uh — Ehuh|12gz(T))

TeT TeT,
< 2|U - EhUﬁIz(Q) +C Z nil
ecy,
et on a par dualité,
—FE
]u — Ehuh’Hz(Q) = sup a(u hUn; ¢> (347)
peH2(Q)\{0} Pl a2 (02)

a(u — Epuy, ¢) = /Q V2(u — Epuy) : Vipdr

_ 20, 2 _ 2 o2
Z/TV (up, — Epuy) : Vopdx Z/Tvuh-v<¢ I1,¢)dx

TeT TeTh

+ /Q Vi Vigdr — Y /Twuh V(I g)de

TeT,

_ 2 o . 2 o 2 . 2 o
_Z/Tv(uh Evur) : V2 Z/Twh.v«b 1,0)dx

TETh TeTh
I, 6) — 20, : V2(IT,6)d I1,,6)d
+ ap(up, I1,0) :/;T,L/Tv up » V(I1,0) $+/Qf(¢> h@)dx
V2uy, : V(¢ — y¢)dx
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"R % -

e e

ecly,

Z/[[ 0? Uh 925 Hh¢)
8neat

an(unp, 1) — Z/VQUh V() d

TeT),
—§/@$}“%+2/Wﬁﬁ&w8
(21,

8uh
+UZ |/[[8n6 ane

ecy,

(u — Ehu gb Z /V2 Up — Ehuh) V qbds + Z / f A2uh)(¢> thb)

TeT), TeT

Bl ).
S Y I

gi € € e€e€y
8uh 8thb
oY H/e[[aneM l1ds (3.48)

Le second membre de (3.48) peut étre estimer comme suit :

|Z/v (up, — Epup) - V¢dx|<(]277€1 2|| g2y

TeTh ecy
> / f =A%) (6 — Mp)da| < (D hpllf = A2 202 (> htllo — To|3air) 2
TET, TET TET,
< Z TIT)§|¢’H2(Q)
TeT,

665

15 [ [E5] 6 - muoast < (5 ef o) om0 (S el 0~ i )
665

eEE

<CO> )10l

e€t;
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|Z/|[88§2hﬂ {{ ¢an13h¢)}} ds| < (Y 1elN0%un /OniTa)* (3 lel ™1 {0(6 = 1) /0nc} | 2o

e€t; 6652 665

<" n?) el

eefi

a H 1 1
> /ﬂanjg; AL < (3 el n01 Ly (L e~ 100 — )t}

ectl ecE}

<) n?) el

eegi

|Z/{{a Hh¢}} 8uh]]d3|< (205 (Y lelll {02 /onee } |22,

eegh eEEh eEgh

1
<O MDY Mudlier)?

eEEy TETh

C(Z 773,1)%|¢’H2(Q)

e€ly

ou 8II 1 1
o3 1o [T sl < (30 A el ol = om )

ec&y eeShnq ec&y
1
<O )2l
eep

Finalement on obtient :
a(u — Epup, @) < Cnp|o] a2 (3.49)
et par conséquent,

[ = un|| < Cn.
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3.7.2 Efficacité

Une autre chose trés importante dans ’analyse a posteriori, c’est se qu’on appelle I'effi-
cacité, i.e.,

M < C (o4 u = unlln + Oscia(/))

ce qui signifie que l'indicateur d’erreur présente un minoration de I’erreur autrement dit
il définit une norme équivalente a || - ||5.

Preuve.

M < D lu— ey + 0% Y |H [0Cu = un) /Onel [T,y oy HENLF = FliEcry (3.50)
TeTh TGTh
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Au cours de ce mémoire nous avons remarqué quelques remarque importantes concernant
I’analyse pae élément continue / discontinue en particulier la méthode SIP, et nous les
résumons comme suit :

» pour les problémes d’ordre intérieurs la méthode SIP est une simple méthode non
conforme.

» si la solution exacte du probléme est suffisamment réguliere (H*(€2)). Alors la méthode
SIP donne les mémes résultats que les méthode conforme de classe C'de plus la méthode
SIP est plus simple & implémentée (programmeée).

» Contrairement au cas de la méthode probléme d’ordre supérieurs 4,6,8 etc sans diffi-
cultés.

» Puisque les espace des éléments finis utilisés sont des espace standards 'utilisiation de
la méthode SIP conduit & un systéme linéaire dont le conditionnement est d’ordre 0 (h™2
au lieu 0h~* pour d’autre méthode .

» Pour les probléme d’ordre deux la méthode des éléments finis discontinus fait intervenir
des systémes linéaire de taille relativement grands par rapport aux méthodes continus.
Alors que pour les probléme d’ordre quatre c’est I'inverse qui apparait

» LA méthode SIP peut étre programmée sur un maillage non conforme. Alors que |,

pour les méthode continue nécessite un maillage conforme.
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La convergence adaptative de maillage pour la méthode SIP est un probléme ouvert.
comme perspective de ce travail, nous pouvons citer essentiellement :
» L’application de la méthode SIP pour d’autres modéles mathématiques par exemple,

I’équation de Cahn-Hilard, Stokes,.....
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Abstract

In this work, we have studied a model problem of elliptic
partial differential equations of order four by using the finite
element method. We have estimate the error between the
exact solution and the approximation solution and we have
prouve the convergece of the methode when (h — 0).



