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Notations

E un espace de Banach.
L(E) Dlalgébre de banach des opérateurs linéaires bornés dans E.
L(E, F) l'espace des opérateurs linéaires et continus de E dans F.
A opérateur.
D(A)  lensemble de difinition de A.
D(A)  Tadherence de ’ensemble D(A).
GL(E) lensemble des éléments inversible de L(E).
ImA  Timage de A.
G(A) le graphe de A.
p(A)  Densemble résolvante de A € L(E) .
o(A) lespectrede A € L(F) .
I T'unité de L(E).
r(T(t)) le rayon spectrale de T(t).

SG(m,w) Pensemble des Cy—semi groupe T'(t),., C L(E).



Introduction

Dans ce travail on a étudié les propriétés élémentaires et spectrales des semigroupes
d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach , en particulier les propriétés
spectrals des semigroupes analytiques , Cy— semigroupes , différentiables et com-
pacts .

Notre travail a été effectué selon le plans suivants : Le premier chapitre est une
présentation des notions qui seront utilisées dans cette recherche .

Le deuxiéme chapitre présente la théorie des semigroupes d’opérateurs linéaire bor-
nés et propriétés élémentiaires du générateur infinitésimal d’un semigroupe.

Le troisiéme chapitre présente les propriétés spectrales des semigroupes.

Pour les semigroupe uniforméments continus on montre que si A est un générateur
infinitésimal du semigroupe uniformément continue 7(t) alors eV = o(T(A)) ,
¥t > 0 et on a preuvé pour les Co— semigroupe que €'Y C ¢(T(A)) , Vt > 0.
Pour les semigroupes analytique on expose le théoréme suivant :

Soit A le générateur infinitésimal d’'un Cy— semigroupe T'(¢) satisfaisant ||7°(¢)]| <
Me™*. Alors T'(t) est analytique si et seulement §’il existe deux constantes ¢ > 0 et
A > 0 tel que :

| AR\ A" ||< % pour A > nA , n € N . Et pour Cy— semigroupe compact
on a étudie en partiT(L:ulier le théoréme suivant :

Soit T'(t) un Cy— semigroupe et A son générateur infinitésimal alors T'(t) est un
semigroupe compact si et seulement si 7(¢) est continu pour la topologie uniforme
pour ¢t > 0. et R(\; A) est compact pour A € p(A).



Chapitre 1 (Théorie générale)
1.1 L’espace des opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.1
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. On désigne par L(E, F') I'espace des
opérateurs linéaires et continus de £ dans F' muni de la norme :

\T||oery = sup ||Tx||

zeE,||z||<1

On pose L(E) = L(E, E).

Théoréme 1.1.1 Banach-Steinhaus

Soient E et F' deux espaces de Banach.

soit (T});er une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et
continus de E dans F'.

On suppose que :

sup || Tiz|| < oo, Yz € E.
i€l

Alors :

sup [| T3l op,r) < oo
il
Autrement dit, il existe une constante c tel que :
|Tiz|| < c||z|| Vx € E Vi€ .

Remarque 1.1.1

Pour un opérateur linéaire A: D(A) C F — E nous noterons par :

ImA = Az | x € D(A) 'image de A nous noterons par GL(E) I'ensemble des
éléments inversibles de L(E).

Si|[I—A| <1, alors A€ GL(E) et

+0o0

AT =D (1 - A

n=0

Lemme 1.1.1
Soit E un espace de Banach, et soit f : [a,b] — F une fonction continue. Alors :

o1
lim —
t—0 ¢

/ " f(e)ds = fla).



1.2 Opérateurs fermés

Définition 1.2.1
On dit qu’un opérateur A est fermé si le graphe de A noté
G(A) = Ugepay|z, Ax] C E x F est fermé dans E x F'.

1.3 Les opérateurs compacts
Soit L(E,Y’) un espace normé d’opérateurs linéaires bornés de E dans Y.

Définition 1.3.1
On dit qu’un opérateur A € L(E,Y) est compact si I'image par A de la boule
unité de 'espace E, est relativement compacte dans I’espace Y.

Théoréme 1.3.1

Tout opérateur compact A € L(E,Y) fait correspondre & un ensemble borné dans
E un ensemble compact dans Y. On remarque que A est compact si et seulement si
I'image de toute partie bornée est relativement compacte ou, de fagon équivalente
si et seulement si 'image de tout suite bornée posséde une sous - suite convergente.

Corollaire 1.3.1
Si A =lim, . Ap. (au sens de la norme de L(F,Y")), ou les A, sont des
opérateurs compacts ou de dimension finie alors, A est un opérateur compact.

Théoréme 1.3.2
Soient A € L(E,Y) et C € L(E,Y). Si 'un quelconque (au moins) de ces deux
opérateurs est compact, leur produit C'A est un opérateur compact.

1.4 Spectre et résolvante d’un opérateur linéaire borné

Définition 1.4.1

Soit E un espace de Banach. A € L(FE). L’ensemble résolvant est :

p(A) ={\ € C; (A— X) est bijectif de E sur E}.

Le spectre o(A) est le complémentaire de 'ensemble résolvant, o(A) = C'\ p(A) .

Remarque 1.4.1 Si A € p(A) alors (A — X))~ € L(E).
Le spectre d’un opérateur compact

Proposition 1.4.1
Le spectre o(A) est un ensemble compact et o(A) C [—|| 4|, +]Al|]-

Proposition 1.4.2
Soit E/ un espace de Banach et A un opérateur compact de E dans E, de spectre
o(A)
1. Si E est de dimension infinie, 0 € o(A).
2. 0(A) est dénombrable et s’il est infini, on peut ranger ses éléments en une
suite Ay, [Ang1| < |An| avec lim A, = 0.

n——+00

Proposition 1.4.3

L’ensemble résolvante p(A) est un ouvert de C', sur lequel A — R)(A) est
analytique et vérifie I’équation résolvante :

VA€ p(A), Vi € p(A)

RA(4) = Ry(A) = (1 — N Ra(A) Ry (A).



Chapitre 2 (Semigroupes d’opérateurs linéaires bornés)

2.1 Semigroupe d’opérateurs bornés

Définition 2.1.1 soit £ un espace de Banach sur le corps C et soit L(E) I'algébre
de Banach des opérateurs linéaires bornés sur FE.

la famille {T'(t)}+=0 C L(F) est appelée semigroupe si :

i) T(0) = I ( I I'élément unité d’algébere L(E))

it) T(s+1t)=T(s)T(t) , Vs,t € R,.

Définition 2.1.2 le semigroupe {7'(t)}:~0 est appelé semigroupe fortement
continu et noté Cy semigroupe si I'application t — T'(t) est continu pour la
topologie forte d’opérateurs sur L(E) c¢’est-a-dire

tlgg) | T(t)f —T(to)f ||= 0 pour tout f € E et pour tout t € R tel que t — ¢,

Définition 2.1.3 on appelle semigroupe uniformément continu {7'(¢t)}>0 C L(E)
vérifiant la propriété suivante :

lim || T(t) =1 |=
Jim (| T(@) = I[=0

Définition 2.1.4 l'opérateur linéaire A défini par :
x

T(t)r —
D(A)={zx € E,}tin%L existe }
—
T(t)x — dr(t
et Az = lim )z ® = (t)z |t=0
t—0+ t dt
pour x € D(A) est le générateur infinitésimal du semigroupe T'(t) , D(A) est le

domaine de A.

Remarque 2.1.1 les semigroupes uniformément continus sont Cy— semigroupes
puisque :

| T()x — 2 I<[|T@) =L«

Mais il existe des Cy— semigroupes qui ne sont pas uniformément continu.

Exemple 2.1.1 considérons l'espace L]0, +00[,1 < p < 400 , avec le norme :

1/l = {J;" If(@)lPda}s .

avec cette norme , L,]0,4o00[,1 < p < 400 est un espace de Banach . Définissons :
(Tt)f)() = f(t + 04) Vt >0eta E]O +o0o][ . Nous avons :

Tl =15 Nl )|pda}
—{f |foz+t|pdoz}P
= {1 (k) Pk}
< Hor |F(R) PPk} »
Done ||T(#)]| = 1,¥¢ > 0 .
Il est évident que T'(0) =L et T'(t 4+ s) = T(t)T(s),Vt,s =0 .
De plus on a :

lim | () = f1l, = m{ ;7 (7)) (@) - fl@)Pda}
= lim{ [;" |(f(a+ 1) — f(a)Pda}

t—0

=0.
par suit {7'(t) }+>0 est un Cp— semigroupe d’opérateurs linéaires bornés sur L,)0, +00]
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soit A : D(A) C L0, +oo[— L,|0,400[ le générateur infinitésinal du Cp— semi-
groupe {T(¢)}:>0 -
Si f € D(A), alors nous avous :

T(t)f(e) = f(e)

Af(e) = lim t
e ()
t—0 t
= f(a)

uniformément par rapport a «. Par conséquent :
D(A) C {f € L]0, +oo[ | f" € L]0, +00[}.
si f € L,|0,4o00[ tel que f' € L,]0,+o0] , alors on a :

|| T(t){_f . f/ ||p: {\/0 Oo|(T(t)f)<(;) B f(&) —f/(Oé)|deé}5
Mais :
(T'(#)f)(a@) = f(@) flat+t) = fla)

— f'(a)]

t | - ()
) = G

=7 () = feldT | — 0.
Uniformément par rapport & asit — 0 . Alors :

TS —rf

| —— —f"|l,—— 0sit — 0 et on voit que :

{f € L]0, +oo f" € Ly]0, +o0[} € D(A) .
par conséquent :
D(A) ={f € L,]0,+oo[| f' € L]0, +o0[} et Af = f".

Remarque 2.1.2 le semigroupe {7'(t)};>0 C L(E) est fortement continu si et
seulement si :
VieE,onaT(t)f — fquand t — 0 .

2.1.1 Semigroupe uniformément continus
propriétés élémentaires des semigroupes uniformément continus

Définition 2.1.1.1

on appelle semigroupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés sur £
une famille {T'(¢) };>0 C L(F) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) T(0) = I;

(1)) T(t+s) =T(t)T(s),Vt,s > 0;

(i) liny || 7(6) = 1 = 0.

Définition 2.1.1.2
On appelle générateur infinitésimal du semigroupe uniformément continu {7°(¢) };>¢
I'opérateur linéaire

A:E—YZE ;
Azlim(t)—_.
t—0 t

Lemme 2.1.1.1
Soit A € L(E). Alors {e'};~¢ est un semigroupe uniformément continu
d’opérateurs linéaires bornés sur E dont le générateur infinitésimal est A.



Preuve
Soit A € L(F) et [0,400[> t — T(t) € L(E) une application définie
k Ak
par :T(t) = et =% %
La série du membre de droite de I’égalité est convergente pour la topologie de la
norme de L(E) .
De plus, il est évident que T'(0) = I et T'(t + s) = T'(t)T(s) quels que soient
t,s > 0. Compte tenu de I'inégalité :
| T(t) — I ||< el —1,v¢ >0,
il résulte : lim;_, || 7(¢t) — I ||=0
Donc la famille {T'(t)};>0 C L(E) est un semigroupe uniformément continu .
D’autre part , puisque :

T() - 1
| —=———All =l —1-tA) |
o tRAF
= 4 ( ::07 —I—tA)
1 oo TRAF
=l I+ tA+ 05— — = tA) |
1o B AR
P!
=0t Al+ S — 05— -1t Al)
= (M —1 - Al
Al - A —0
= — —
_ t] Al
si t — 0 ,nous obtenons :
limM — A
t—0 t

Le semigroupe {T'(t)}s~0 admet donc pour générateur infinitésimal Popérateur A.CJ

Lemme 2.1.1.2
Etant donné un opérateur A € L(E) , il existe un unique semigroupe
uniformément continue {7'(¢)}>0
T(t) = eVt > 0,
ayant pour générateur I'opérateur A.

preuve :
Soit A € L(FE). Alors il existe un semigroupe uniformément continu {7°(¢) };>¢ en-
gendré par A .Si {S()}i>0 est un autre semigroupe uniformément continu engendré
par A , alors nous avons :

iml® =1 SO =T
t—0 t t—0
par conséquent :
T(t) — s(t
lim || =50,
t—0 t

pour a € [0, +oo[ , nous Uintervalle I, = [0, a[. comme {T'(t)}+>¢ et {S(t)}+=0 sont
des semigroupes uniformément continue , nous voyons que les applications

t— [ T@) |
et t —|| S(¢) ||
sont continues . Il existe C, € [1,4o0[ tel que :

suprer, {1 T@) [, 1 S(@) I} < Ca



Sie >0 ,il existe tg € I,,to > 0, tel que
T(t) — S(t) e

P — Vit €]0, 1.
| =277 NS g €0t

Soit ¢ € I, arbitrairement fixé et n € N* tel que £ € [0,%o[. Alors
T(t) = St) =[T(nyg)] - [S(ny)]

= T(n$)S(08) = T((n = DHS(LE) + T((n ~ S
(25528 — - ~T(05(nt)

= Z 1[T( )S(k) = T((n—k—1)0)S((k+1)7)]

=i T((n—k=D)IT(L) = SIS ( v
quel que soit t € 1.

T(;)—S() e
PENp ité n n < — 1y 1 < ——
De linégalité : || T | e ;qnous obtenons || T'(-) — S(5) || o n
et par suite :
n—1 e t
| T(t) — S(t) ||< ;CQGCQ <eVtel,

puisque e > 0 est arbitraire , il en résulte que 7'(t) = S(t), pour tout t € I,.

Mais, comme a €]0,+o0o[ est aussi arbitraire , il s’ensuit que T'(t) = S(t),Vt €
[0, +00].présentons maintenant la condition nécessaire et suffissante pour qu’un opé-
rateur soit le générateur infinitésimal d’un semigroupe uniformément continu 0

) —T((n—=2)3)5(27)



Théoréme 2.1.1.1
un opérateur A : £ — FE est le générateur infinitésimal d'un semigroupe
uniformément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire borné .

Preuve
= Soit A : E — F le générateur infinitésimal d’'un semigroupe uniformément
continue {7T'(t)}+>0 C L(E) . Alors :lim) | T(t) — I ||=0.

H

L’application [0, +oo[> t — T'(t) € L(FE) est continue et par suite fo s)ds € L(E).
Avec le lemme 1.1.1, on voit que :

hm1 Jy T(s)ds =T(0) = 1.

Il ex1ste donc T > 0 tel que :

Hlfo (t)dt — 1 ||< 1.

compte tenu de la remarque 1.1.1, I'élément * fo t)dt est inversible, d’ot il s’ensuit
que [J T'(t)dt est inversible.

Nous avons :

T(h)—1
T Ok = T

hop
— & [T T () dp — T< )du
Avec le lemme 1 1.1, nous obtenons :
lim L0 (TP dE = = lim(; T T (wydp = £ [y T () dp)

’HO ) ) = T - .
d’ou : hm% = [T(1) = I][fy T(t)at]~

Par co}rllze)quent, le générateur infinitésimal du semigroupe uniformément continue
{T(t )}t>0 est I opérateur

A= nyJr e L(F)

= cette 1mp11cat10n est ev1dente compte tenu du lemme 2.1.1.1 et lemme 2.1.1.2. ]

Corollaire 2.1.1.1

Soient {7'(¢)}+>0 un semigroupe uniformément continu et A son générateur
infinitésimal. Alors :

(i) il existe w > 0 tel que : || T'(¢) ||< e”,Vt > 0

(ii) application [0,4+o00[> t — T'(t) € L(FE) est différentiable pour la topolgie de la
norme et dT(t) = AT(t) =T(t)A,Vt > 0.

Preuve
(i) Nous avons || T'(t) ||=]| €4 H< 4l vt > 0.Pour w =|| A ||, nous obtenons
Vinégalité : || T(t) ||< e“',Vt >
L’assertion (ii) provient des égalités suivantes :
Tt)—1 T(t)—T(0

A=lim T =L, T Z TO)

t—0 t t—0 t—0
nous en déduisons que I’application considérée est dérivable au point ¢ = 0 . Soient

t>0et h>0.Alors :

T(t+h)—T(t) T(h)—1 T(h)—1

I h —AT@) ISl ————AlITO I<l —— - 4] el

"T(t+h)—T(t

tim | LD ZTO i = o

%

par conséquent , I’application considérée dans I’énoncé est dérivable a droite et on

dtT(t

: dt( ) = AT(t),Vt > 0. Soient t > 0 et h < 0 tel que t + h > 0 .Alors :

10



[—T(~h)

P

_l’_

==
|

o

— AT() ||I<] — AT(=h), | T(t+h) |

h
I TED =Ty g etmian,
d’oﬂTiltvie;th : T
lim (t+h) - ():AT(t).
h—0 h
par conséquent ’application considérée dans 1’énoncé est dérivable a gauche et
d-T(t
nous avons : ®) = AT(t),Vt > 0.

Finalement on voit que 'application considérée dans ’énoncé est dérivable sur
[0, +00[ et nous avons :

O _ sy 50,

on vérifie que AT (t) = T(t)A,Vt > 0.

11



2.1.2 Semigroupes fortement continus
propriétés élémentaires des Cj - semigroupes

Définition 2.1.2.1

On appelle Cj - semigroupe ou semigroupe fortement continu d’opérateurs linéaires
bornés sur E une famille {T'(t)}+~0 C L(E) vérifiant les propriétés suivantes :

i) T0)=1;

ii) T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s = 0;

iii) 1i_r>%T(t).r =z, Vre k.

Définition 2.1.2.2
On appelle générateur infinitésimal d'un Cj - semigroupe {T'(¢)};>o , un opérateur
A défini sur ’ensemble :

T(t)r — T(t)x —
D(A)={z e F| limM existe } par : Ax = limM,V:v € D(A) .
t—0 t t—0 t

Remarque 2.1.2.1 1l est clair que le générateur infinitésimal d’un Cj -
semigroupe est un opérateur linéaire.

Théoréme 2.1.2.1 soit {T'(¢)};+>0 un Cy - semigroupe d’opérateurs linéaires
bornés. Alors :

(i) il existe T >0et M > 1 tel que: || T(t) [|[< M,Vt €0, T]

(ii) il existe w € Ret M > 1 tel que : || T(t) ||< Me*',Vt > 0.

Preuve

(i) supposons que pour tout T > 0 et tout M > 1 il existe ¢t € [0, 7] tel que

| T(t) ||> M pour T =2 et M =ne N*, il existe ¢, € [0, 2] tel que || T(¢,) ||> n.
Donc la suite (|| T(t,) ||)nen+ est non bornée.

Si la suite (|| T'(t,)x ||)nen+ était bornée pour tout x € E , alors compte tenu du
théoréme de 1.1.1 , il en résulterait que (|| T'(¢,) ||)nen+ serait bornée , mais cela
contredit 'affirmation précédent .

Donc il existe € E tel que (|| T'(t,)xo ||)nen+ soit non bornée .

D’autre par , compte tenu de la définition (2.1.2.1) (iii), il résulte que

nl_lgloo || T(t,)zo ||= xo et cela est contradictoire .

(ii) pour A > 0 et t > h , nous noterons m = [+] € N* compte tenu du théoréme
de division avec reste, il existe r € [0, h] tel que t = mh + r . Alors :

| () 1=l Tmh + ) [|=| T(mb)T(r) ||| T(h) || T(r) |< M™ M < Mk,
L’inégalité de I’énoncé en résulte en prenant w = %ln]\/[ . U

Corollaire 2.1.2.1 si {T'(¢)};>0 est un Cy— semigroupe , alors application :
[0,4+00[> t — T'(t)x € E est continue sur [0, +oo[ , quel que soit x € E'.

Preuve soient tg,h € [0,+00[ et © € E si tg < h , nous avons :
[T (to + )z = T(to)z| = ||T(to)T'(h)x — T (to)x||
= ||T(to)[T(h)x — ]|
< T (@) 1T (h)x — ||
IT(to + h)x — T(to)xl| < Me"™|[T'(h)x — x|

si tg > h , nous obtenons :
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|T(to — h)x — T(to)x|| = [|T(to — h)x —T(to — h + h)z||
= |T(to — h)x — T(to — h)T(h)z|
< Tt — MWINT(h)x — ||

IT(to — h)x — T(to)z| < Me oM T(h)x — x|

la continuité forte en ¢, de ’application considérée dans ’énoncé est évidente. [

Définition 2.1.2.3 on dit que le Cy— semigroupe {7'(¢)}+>0 est uniformément
borné s'il existe M > 1 tel que : [|[T(¢)|| < M, Vt>0.

Théoréme 2.1.2.2 soit {T(t)}+>0 un Cy— semigroupe pour lequel il existe w € R
et M > 1 tel que :

1T < Me*, Vit>0.

Alors la famille {S(t)}i>0 C L(E) , ou :

S(t)=e"T(t), ¥Vt =0 est un Co— semigroupe ayant la propriété :

IS <M, Vt=0.

De plus , si A est le générateur infinitésimal du Co— semigroupe {T'(¢)};>0 , alors le
Co— semigroupe {S(t)}+>0 pour générateur infinitésimal 'opérateurB = A — wl .

Preuve Dans les conditions du théoréme, il evident que {S(¢)};>0 est un Cy—
semigroupe et : [|S(¢)|| = |[e”*T(t)|| < e “'Me™" = M,Vt >0 .

Donc {S(t) }+>0 est un Cy— semigroupe uniformément borné .

Soit A le générateur infinitésimal du Cyo— semigroupe {7T'(t) }+>0 si B est générateur
infinitésimal du Cy— semigroupe {S(t)}0 , alors pour tout z € D(A) , nous
avons :

_ —wh —
lim S(h)x —z ~ i © T(h)r —x
h—30 h h—30 h
—wh __ _
i (e )T(h)x + lim T(h)x —x
h—0 h h—0 h

=—wr+ Az = (A —wl)x

d’ou il résulte que = € D(A) et Bx = (A —wl)x.
Soit « € D(A) . Alors, nous obtenons :

— wh _
hmT(h)x T hm® S(h)xr —x
h—0 h ho hl s (i
zlim(6 ) ()x—l—lim (h)z =
h—0 h h—0 h
= (wl + B)z,
d’ou il vient que x € D(B) et Az = (wl + B)x. par conséquent D(A) = D(B) et
B=A—-wl. O

Remarque 2.1.2.2 soit {7(t) };>0 un Cy— semigroupe pour lequel il existe w € R
et M > 1 tel que :

|IT()]]| < Me* , ¥Vt =0.

si w < 0, alros nous obtenons : [|T(¢)|| < Me** < M, Vt>0.

par conséquent on peut considérer que w > 0 . Nous noterons par SG(M,w)
I'ensemble des Cy— semigroupe {7'(t) }1=0 C L(E)

pour les quels il existe w > 0 et M > 1 tel que : ||T(¢)|| < Me**, V¢ > 0.
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Théoréme 2.1.2.3 L’unicité de ’engendrement

Soient deux Cy— semigroupe {7'(t)}>0 et {S(t)}i>0 ayant pour générateur
infinitésimal le méme opérateur A . Alors :

T(t)=S(t),Vt=0.

Preuve Soient ¢ > 0 et © € D(A) . Définissons 1'application
[0,t] S +—U(S)x=T(t—s)S ()xGD( ) . Alors :
%U(s)x = O%T(t —5)S(x) +T(t - s) S(s)x
=—AT(t —s)S(z) + T(t — S)AS( ) =

quel que soit x € D(A) . Par suite U(0)x = U(t)x , pour tout € D(A) , d’ou :
T(t)x = S(t)x,Vx € D(A) et t > 0. puisque D(A) = E et T(t),S(t) € L(E) , pour
tout £ > 0, il résulte que :

T(t)x = S(t)x,¥t 2 0et x € £, ou bien : T(t) = S(t),Vt > 0. O

Théoréme 2.1.2.4

Soient {T'(t)}+>0 Un Cy— semigroupe, A son générateur infinitésimal et F' € L(E) .
Alors :

Tt)F = FT(t)

pour tout ¢ > 0 si et seulement si :

FD(A) C D(A) et FAx = AFx , Yo € D(A).

Cy— semigroupes analytiques

Définition 2.1.2.4

Désignerons par A l'ensemble : {z € C| Rez > 0 et & < argz < ®y, P <0 < Py}
on appelle semigroupe analytique une famille {T'(2)},>a C L(E) vérifiant les
propriétés suivantes :

i) T0)=1;

ii) T(z1 + 22) = T(21) T'(22) , V21,20 € A}

iii) ll_r)rll) T(z)x=x,Vz€A;

iv) lapplication : z € A — T'(2) € L(E) est analytique dans le secteur A .

Théoréme 2.1.2.5 soit {7'(t)}+>0 un semigroupe fortement continue , et A son
générateur infinitésimal tel que 0 € p(A) , les propositions suivantes sont
équivalentes :

1) 30 > 0, tel que {T(t)}t>0 peut étre étendu en un semigroupe fortement continu
analytique dans le secteur : A; = {2 € C| (Re z > 0), |a7“gz| <0}

Et {T(t)}+>0 est unlformement borné dans Ay C Ag, (6 < 9) .

2) il existe un constante M , tel que :

pourVo>Oetu7é0,)\:0+z',u.ona:

I RO4) < 7
3) 30,(0 <6 <¥)et M >0 tel que :

M
p(A) DEs={N€C,largz| <5+ T1U{0} et : || R(\, A) |I< DNk YAE s, A£0.

4) {T'(t) }+=0 est un semigroupe fortement continu différentiable V¢ > 0 et 3¢ > 0
tel que : || AT(¢) |< €.
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Cy— semigroupes des contractions

Définition 2.1.2.5 on dit que {7'(¢)};>0 est un Cy— semigroupe de contractions
sur Pespace de Banach E si {T(t)}=0 € SG(1,0).

Lemme 2.1.2.1 Soit {T'(t)}+>0 € SG(M,w) . Alors , I applications :

I E— R,

|z]| = Supioe | T(t)z|| , Vz € E.

est une norme sur E équivalente avec la norme initiale ||.|| .

Preuve Soit z € F . Pour tout t > 0, on a :
e T ()| < e[| T()[[|=]] < M| -
En passant a la borne supérieure par rapport a ¢, on voit que :
][l < Mllz]| , Vo € E.
D’autre part , nous avons :
Hzll| = Supioe™"||T(t)z]]
> e || T(0)z]
=||z| , Vx € E,
d’ou il résulte que :
o]l < [l|l]] < Mlz]] , Vo € E.
Par conséquent les normes |||.||| et ||.|| son équivalentes. O

Théoréme 2.1.2.6 Soient {7'(t)}i=0 € SG(M,w).A son générateur infinitésimal
et :

S(t) =e T (t), Vt =0 . Alors

(1) {S®)}iz0 € SG(1,0);

(ii) le Cp— semigroupe {S(t)}+>o a pour générateur infinitésimal 'opérateur
B=A—-wl.

Preuve
(1) I est clair que la famille {S(¢)};>o est un Cy— semigroupe . De plus, pour tout
t>0,o0na:

IS@zlll = supszoe™*[|T(s)e™ T (t)z||
sup-oe” " ||T(7) ||
sup-=oe” " || T'(7)z]|
[ll[I], Vo € E,

Al

d’ou obtient :

HS@)ll] < (Il , Vo e Eet > 0.

Il s’ensuit que : ||S(¢)|| < 1, Vt > 0 et par conséquent, {S(t)}=0 € SG(1,0) .

(ii) Elle est analogue a celle du théoréme 2.1.2.2. Pour les C— semigroupes de
contractions. O

Théoréme 2.1.2.7

Un opérateur linéaire : A: D(A) C E — E est le générateur infinitésimal d’un
semigroupe {T'(t)}i~0 € SG(1,0) si seulement si :

(i) A est un opérateur fermé et D(A) = E,

(ii) Ao ={A € C | ReA > 0} C p(A) et pour A € Agon a:

1
RO\ A" € ——— , ¥n € N*.
1RO AP < oy - I €

Preuve
(1) = (ii) comme {T'(¢)}+>0 € SG(1,0), nous avons :
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IT(t)|| <1, Vt>0. parsuite , on peut prendre M =1 et w = 0.
Avec le théoréme Hill-Yosida voir [13] page 73 , il résulte que :

(i) A est un opérateur fermé et D(A) = E,

(ii) Ao ={A € C | ReA > 0} C p(A) et pour A € Agon a:

A< —— N*.
1RO AP < oy - I €

(ii) = (i) soit A: D(A)C F — F

Un opérateur linéaire vérifiant les propriétés (i) et (ii) de 'énoncé. Avec le
théoréeme Hill-Yosida voir [13] page 73, il résulte que :

A est le générateur infinitésimal d’un Cy— semigroupe {T'(¢)}>o pour lequel il
existe M =1 et w =0 tel que :

IT@t)]<1,Vt=0.

Donc A est le générateur infinitésimal d’un semigroupe de contractions.

2.1.3 Les semigroupes fortement continus différentiables

Définition 2.1.3.1

On dit que {T'(¢) }+>0 est un semigroupe fortement continu différentiable si
I’application :

0,403t — T(t)x .

Tel que : T'(t)xz € E ou L(FE), est différentiable quelque soit x € E.

Définition 2.1.3.2
On dit que I’ application :
t — T'(t)x est différentiable si :

T -T T -T
lim () (s)x éxiste ou lim (t+h)z ()
t—s t—s h—0 h

Théoréme 2.1.3.1

Soit {T'(t) }+>0 est un semigroupe fortement continu et A son générateur
infinitésimal, alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) {T'(t)}+=0 est un semigroupe fortement continu différentiable

(i) Im {T'(t)} € D(A) , Vt € [0, +o0.

éxiste

Proposition 2.1.3.1

Soit {T'(t) }+>0 est un semigroupe fortement continu différentiable, alors
I’application :

[0,400] 2t — T(t)x .

Tel que : T'(t)xz € (E ou L(FE)), est continu pour la topologie de la convergence
uniforme.

Théoréme 2.1.3.2

Soient {7T'(t) };+>0 est un semigroupe fortement continu différentiable et A son
générateur infinitésimal, alors :

i) pour tout n € N* et tout x € £, on a T'(t)x € D(A") et :

AT (t)x = [AT(2)]"x , Vt € [0, +o0].

ii) pour tout n € N* l'application :

[0, +oo[> t — T(t)™ € L(E) est n fois différentiable pour la topologie de la
convergence uniforme.

En plus :

16



T@NM._ggqxw._AﬂT@)esz).

Et cette application est continu pour la topologie de la convergence uniforme.

Lemme 2.1.3.1

Soit {T'(t) }+=0 un Cp— semigroupe et A son générateur infinitésimal si :
By(t)x = f(f AT (s)zds

alors (A — A)B\(t)z = eMz — T(t)x pour tout = € E .

2.1.4 C\,— semigroupes compacts

Définition 2.1.4.1
Un Cy— semigroupe est compact pour ¢ > ty si pour tout ¢ > to , 'opérateur T'(t)
est compact. T'(t) est compact s’il est compact pour ¢ > 0

Théoréme 2.1.4.1

Soit T'(t) un Cp— semigroupe dans un espace de Banach E. Si T'(t) est compact
pour certain to > 0, alors T'(t) est compact pour tout ¢ > t, , de plus T'(t) est
continu pour la topolgie uniforme pour t > .

Preuve

Soit ||T'(s)|| < M pour 0 < s < 1 et soit € > 0 sit >t alors 'ensemble :

U ={T(t)x : ||z|| < 1} est compact alors il existe x1,xs,...,zx tel que la boule
ouverte de rayon ——— — et de centre

2(M +1)
T(t)xj,1 < j < N couvrir U et car T'(t) est fortement continu, alors il existe
0 < hg <1 tel que :
|T(t+h)x; —T(t)z;]| < §pour 0 <h<hoet1<j<N.
Soit maintenant x € E avec ||z|| < 1 alors il existe j , 1 < j < N dépendant de E

| T(t)xr —T(t)z|| < m Alors pour 0 < h < hpet ||z]| <1 Ona:

[T(t + h)x = T(t)z| <
T[T @)z = T(t)sl| + T + h)a; = T(&)a;l| + [|T(E)x; — T(t)x]| <e
d’ou T'(t) est continu pour la topologie uniforme pour ¢ > ¢ . 0
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Chapitre 3 (Propriétés spectrales des semigroupes)

3.1 Les propriétés spectrales des semigoupes uniformément continus

Théoréme 3.1.1

Soit {T'(t) }+>o un semigroupe uniformément continu et A son générateur
infinitésimal.

Si A e C tel que Red >|| A,

alors I'application

Ry:E—F s

Ryx = 0+Oo e MT(t)xdt

définit un opérateur linéaire borné, A € p(A) et Ryx = R(\; A)z, pour tout x € F .

Preuve

Soit A € C avec ReX >|| A || . Avec le corllaire (2.1.1.1) (i) , on voit que :
I T(t) |< el vt > 0.

De méme , nous avons :

0o 1
| e MT () ||< e BAIADE || o || V€ B et [, e~ (Fr-llaDtgy —

Red— || A ||
L’application R, est donc bornée et il est clair que R, est linéaire .
Pour z € E/ , nous avons :

RyAz = [T e MT(t) Azdt

= [ e’\t%T(t)xdt
=~z 4+ N[, e NT(t)wdt
= —z + ARz,
d’ot z = Ry\(AM — A)x, pour toutx € E. par conséquent Ry(A — A) =1 .
De méme , nous avons :
ARz = A [ e M (t)wdt
= [ e AT (t)wdt
= [ e NT(t) Awdt

= RyAx,Vx € E .
par suite , on a AR\x = RyAx = —x + AR)x, pour tout x € E . Il en résulte que
(M —A)R\=1.
Par conséquent A € p(A) et Ry = R(\; A) . O

Définition 3.1.1

L'opérateur Ry : £ — E définit par Ryz = 0+°° e MT(t)xdt, \ € C avec

ReX >|| A ||, s’appelle les transformée de Laplace du semigroupe uniformément
continu {T'(t) };>0 ayant pour générateur infinitésimal 'opérateur A .

Théoréme 3.1.2
Soit A le générateur infintésimal d’un semigroupe uniformément continu {7°(¢) }+=o-
si I'4 est un contour de Jordon A-spectral, alors nous avons :

T(t) = i/ RN\ A)dN , VE =0
Ta

27

Théoréme 3.1.3 Spectral mapping
Soit A le générateur infintésimal du semigroupe uniformément continu {7°(¢)}+>o.
Alors : " = o(T(1)),¥t >0 .
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Preuve
Montrons que e C o(T(t)),Vt >0 .

E'U‘t _ e)\t

Soit p € o(A) . pour A € p(A) , 'application : g,(\) = T
est analytique dans un voisinage de o(A) .

Compte tenu du théoréme 3.1.2 , on voit que : e — e = (ul — A)g,(A) .Si

et € p(T(t)), alors il existe Q = [e*'] — T(t)]™' € L(F) .

par conséquent : [ = (ul — A)g,(A)Q , d’ou il résulte que p € p(A) , ce qui est
absurde .

Donc e € o(T(t)) et par suite D) C o(T'(1)) .

Montrons que o(7T'(t)) C et

Soit p € o(T'(t)) .

Supposons par absurde que p ¢ €/(). Alors pour A € p(A) , Papplication

R(A\) = (1 — )7t est définie sur un voisinage du o(A) .

Donc : A(A)(u — )~ =1 et il en résulte que pu € p(T(t)) et cela est absurde .
par suite j € e d’out o(T(t)) C et .

Finalement on voit que : /) = o(T'(t)),Vt > 0 . O

3.2 Propriétés spectrales des Cy— semigroupes

Lemme 3.2.1

Soient {T'(t)}+=0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal . Alors pour tout
A€ A, ett >0, application :

6)\(15) E— F

Br(t)r = [ X=IT(s)ads

définit un opérateur linéaire sur E vérifiant les propriétés suivantes :

(M — A)Br(t)x = Mo — T(t)z,Vo € E et

Br(t) M — A)x = Mo — T(t)x, Vo € D(A) .

De plus A(OT(t) = T(DA(1) |

Preuve
Pour tout x € E nous avons successivement ;
t _
IOz || =l [y T (s)ads ||

< o €N T(s) ]| @ | ds

< MeRe/\t || T ” fot ef(Re)\fw)st < 00.
Comme la linéairité est évidente , il en résulte que 5)(t) € L(F) , quels que soient
AeA,ett>0,Size€ Feth>0, alors nous obtenons :

19



T(h)—1 T(h)—1
()Tﬁ)‘(t)x — %fg AM=IT (s)ads
— fO ME=T(h 4 s)ads — L [ et S>T( )ads
oAt
= h,\J;;tJr AT (r)adr — fo ~IT(s)xds
- %flﬁrh Ca T)T (T)zdr — hf() M= S)T Jads
Ah
= o T =y XIT(adr] =y XOT ()ads
Ah
— 6—fg+h MEDT (1) edT — e—ft AT (1) wdT
A
G ) [T s - G T
e t+h \(t—7) + 1 A(t—s) e h A(t—r)
= ft e T(T)zdr —|— fo e T(s)xds — e fo e T(r)zdr
oA AR

-1 Ah
= = [ DT (radr + = B\(a — [ AT (P)adr
En passant a limite , on a :

limT(h)ﬁ’\<t)x e\ O =T(t)x + A\3r(t)x — Mz, d’on By(t)x € D(A) et

h—0 h
(M — A)By(t)x = eMx — T(t)z,Vx € E. Si x € D(A), alors nous avons :

Br(t)Ax = ft At=9)T(s) Axds
= ft A=) LP(5)zds
=T(t)r — eMa + AB\(t)z,
d’ou l'on tire :
Br(t) M — A)x = Mo — T(t)x, Vo € D(A).
De plus , nous obtenons que :
Br(t)D(A) C D(A) et
(M — A)Br(t)x = Ba(t) (N — A)x,Vx € D(A),
d’ot : AB\(t)x = Ba(t) Az, Vo € D(A),
compte tenu du théoréme 2.1.2.4 , on voit que : S\(¢t)T'(t) = T(t)B\(t),Vt > 0. O
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Remarque 3.2.1
Soient {T'(t)}s=0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal alors
Ay ={) € C, Rel >w} et 0(A) C {\ € C, ReA < w}.

Théoréme 3.2.1 Spectral mapping
Soient {T'(t)}>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal . Alors :
et = M\ € o(A)} C o(T(t)),Vt > 0.

Preuve

Soit A € C tel que e € p(T'(t)).

Alors on peut considérer I'opérateur Q = (eMI —T(t))"! € L(E) .

Compte tenu du lemme 3.2.1 (i) ,on a :

(M — A)Br(t)x = Mo —T(t)z,Vo € E

et : Ba(t)(A — Az = eMaT(t)x, Vo € D(A).

Par multiplication avec Q a droite dans la premiére égalité et & gauche dans la
seconde , nous obtenons :

(M —A)B\(t)Qr = z,Vr € E

et : QBA(t) (A — A)x = x,Vx € D(A)

Mais, avec le lemme 3.2.1, il en résulte que : (eMT —T'(t))Bx(t) = B (t) (M — T(t))
, en nous voyons que QB (t) = BA(t)Q . par conséquent :

(M —A)Br\t)Qx =x,Vr € E et : Br(t)QN — A)z = z,Vx € D(A) .

Il s’ensuit que A € p(A) et finalement on voit que : p(T(t)) C e?™ V¥t > 0, ou
bien : e C o(T(t)),Vt =0 . O

Exemple 3.2.1
Soit E l'espace de Banach des fonction continues sur I'intervalle [0, 1] . On définie
T(t) par :

] fla+t)siz+t <1
T(t)f(m)_{o sic+t>1 (1)
Sit > 0,T(t) est un opérateur borné de plus on a :

i)

o~ 225

‘r%ais x € [0,1] donc T(0) f(x) = f(x) par suite T'(0) = I .
e - (NS o

=TO)f(x+s) =TOT(s)f(x);Vf € co[0,1].

D())nc T(t+s)f(x) =TT (s)f(x),Vt,s > 0.

iii) et

i | 7O — 1 | eol0.1] = lim sup |7z +1) — £(a)| =0
- t— z€[0,1]

par conséquent {7'(t)};>0 est un ¢o— semigroupe d’opérateur linéaire borné sur
Co [0, 1]

Soit A : D(A) C (p[0,1] — ¢0[0, 1] le générateur infinitésimal du ¢y— semigroupe
{T'(t)}t=0 - Si fe D(A) ona:
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t—0 t

. siz+t<l1
= i, ; )

{ flz+1t) = f(z)
0 sixit>1

= f'() uniformément par rapport a .

par conséquent :

D(A)={f:feCY0,1]NE,f € E} et Af = f pour f € D(A) .pour tout \ € c
etge B0 equatlon différentielle \f — f = ¢ a pour solution unique f € E tel que
f(t) = fl At=5)g(s)ds . Par conséquent o(A) = & .

D’autre part pour tout T(t) € L(E),o(T(t)) # @,Vt >

Définition 3.2.1 On dit que le Cy— semigroupe {7'(¢)}+~o est nilpotent s’il existe
to > 0 tel que T'(t) =0, pour tout t > ¢ .

Proposition 3.2.1
Soient {T'(t)}>0 € SG(M,w) un semigroupe nilpotent et A son générateur
infintésimal .

Alors 0(A) = o .

Preuve

Comme le Cy— semigroupe {7'(t)};>o est nilpotent , il existe t5 > 0 tel que
T(t) =0,Vt > ty. Pour tout A € cet tout z € £/, on a :
| e MT(t)z || < e BAMewt || 2 ||, Vt € [0, 1] et comme :
peut définir la transformée de La place :

Ryx = [7 e MT(t)zdt = fto e MT(t)xdt pour tout A € C . Avec le théoréme

0
Hill-Yosid vior [13]| page 73 , il vient A € p(A) et Ryz = R(\; A)z, pour tout x € E

+oo  _
L e MT(t)xdt = 0, on

Donc p(A) = ¢, c’est -a - dire 0(A) = 2.

]
Proposition 3.2.2
Soit wy le type d’'un semigroupe fortement continu {7°(¢)};>o . Alors le rayon
spectrale de T'(t)

r(T(t)) = sup{|\,A € a(T(t))},t >0
vérifier r(T(t)) = et
Preuve
D’aprés la remarque 2.1.2.2 on a
o1
= lim Hog |[T(1)]
et puisque
1
H(T(0) = im T (nt)]*
et pour tout ¢ > 0, on obtient
r(T(t)) = tlim exp [t(nt) " tog||T(t)]]] = e*°’. O
—00
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3.3 Propriétés spectrales des Cy,— semigroupes compacts

Théoréme 3.3.1

Soit {T'(t) }4+>0 un Cy— semigroupe dans le générateur infinitésimal est A . T'(t) est
compact si et seulement si T'(¢) est continu pour la topolagie uniforme pour ¢ > 0
et R(\; A) est compact pour A € p(A).

Preuve
(a) Soit || T(¢) ||< Me*t, si T(t) est compact pour ¢ > 0 alors d’aprés la Théoréme
2.1.4.1, T'(t) est continu pour la topologie uniforme pour ¢ > 0 ,donc
RN\ A) = +O° e *T(s)ds pour A > w (I)
I'intégrale est existe pour la topologie uniforme des opérateurs .
Soit & > 0, ReA > w et R.(\) = [ e T (s)ds .
et puisque 7T'(s) est compact pour tout s > 0, R.(A\) est compact mais
IR(X; A) — Re(N) [I]] [y e T(s)ds ||< eMe™ — 0
quand € — 0, pour conséquent R(\; A) est compact et ¢’est une limite uniforme
d’opérateurs compact
On a
RO\ A) — R(ii A) = (1 — NR(S A)R(i A), A i € p(A)
par suite R(u, A) est compact pour certain p € p(A), R(\; A) est compact pour
tout A € p(A) .
donc les condition du Théoréme est nécessaire .
(b) Supposons maintenant que
R(\; A) est compact pour A € p(A) et T'(t) est continu pour la topologie uniforme
pour t >0 .
D’aprés (I) il en resulte que ;
AR\ A)T(1) =\ [ e M(T(t+ s) — T(t))ds
Si A est un réel , )\ > w , alors pour tout 0 >0 on a :
| AR(A; A)T(t) T || < [y e | T(t+s) = T() || ds+ [ e || T(t+5) = T(t) || ds
< supoeses || T(t+8) —T(t) || +2A(\ — w) "t MewtHd)e=A9
D’implique que;

lim JARA; A)T(8) = T(t) [|< sup || T(t+5) = T(s) |

A——+00 0<s<d

pour tout & > 0 et car 0 est arbitraire on a

Jim ARA A)T(E) = T'(2) =0

mais AR(A : A)T'(t) est compact pour tout A > w par conséquent 7'(¢) est compact.
U

Propriété 3.3.1

Soit {T'(t) }+>0 est un Cy— semigroupe et A son générateur infinitésimal .
Si R(\; A) est compact pour certains A € p(A) et T'(t) est continu pour la
topologie uniforme pour t > ¢, , alors T'(t) est compact pour ¢t > t; .

Preuve
Si R(A; A) est compact pour certains A € p(A) et T'(t) est continu pour la topologie
uniforme pour ¢ > to d’ou R()\ A) est compact pour tout A € p(A) par suite

AR(N;, A)T(t) =A f e (T (t+ s) — T(t))ds est définieé pour tout t > tg,
alors il résulte comme dans la partle (b) du preuve.
Précédent que : T'(t) est compact pour ¢ > t. O
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3.4 Propriétés spectrales des C,— semigroupes différentiables

Théoréme 3.4.1
Soit {T'(t)};+>0 est un semigroupe fortement continu différentiable et A son
générateur infintésimal . Alors pour tout n € N* on a :

(et ) = fxneM /N € g(A)} Co(T(t)™),Vt >0 .

Pour preuver ce théoréme on utilise les lemmes suivants :

Lemme 3.4.1

Soit {T'(t) }+>0 est un semigroupe fortement continu différentiable et A son
générateur infintésimal . Alors :

(i) pour tout A € C et tout t > 0, 'opérateur 8,(t) € L(FE) est indéfiniment
dérivable et

(n) _ 0N ..
BB = X (3(8) + i DO v e N

(ii) Pour tout A € c et tout ¢t > 0 on a :
BA®) T ()™ = T((£)™Br(t)™, ¥n € N*.

lemme 3.4.2
Soient {T'(t)}+=0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal . Alors pour tout
A€ Ny ett >0, ’application

At) : BE— E
:v—fo A=) (s)xds

définit un opérateur linéaire borné sur E vérifiant les propriétés suivantes :

(M — A)Br(t)x = Mz — T (t)x,Vxr € E

et :
By(t)(AT — A)z = M — T(t)a, Var € D(A).
De plus
BT (t) = T(t)Ba(1)-
Preuve

Pour A € C' et t > 0, nous considérons 'opérateur

m—fo s)zds

Avec le lemme 3.4.1 on déduit que Popérateur (8,(t) € L(E) est indéfiniment
dérivable et

Ba()™ = X (By(t) + Y TU2Y v e N,

Comme tenu du lemme 3.4.2 | il résulte que :

(M — A)B\(t)x = Mz — T (t)x,Vxr € E
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et que :
Br(t)(M — A)x = eMa — T(t)x, Vo € D(A). pour tout n € N*
il s’ensuit que :
(M — A)B(t)Mx = AneMa — T(t)™ Vo € B
et :
Ba(t) (N — Az = Ao — T(t)™Ma, Vo € D(A).
Si
A € C est tel que \"eM € p(T(t)™) .
alors on peut considérer :
Q= (\"eMI —T(t)™)~t € L(E), pour tout n € N*

par conséquent

(M — ABH)WQr =z, Vr € E
et

QB ™ (N — A)x = x,Yx € D(A) ,pour tout n € N* .
Mais , avec le lemme 3.4.1 , il résulte
Ba) T ()™ =T ()™ Br(t)™, Vn € N* .
Donc :
AN BA(H) ) — BA() T ()™ = Are By (8) ™) — T ()™ B ()™
et :
Ba(t) P (AmeMT — T(1)™) = (AmeMT — T(t)™) B\ (t)™ pour tout n € N*

Par suite :

Ar()MQ = QB(1)™, Vn € N*
et nous voyons que :

(M — A)B\H)™MQx = 2,Vr € E
et :

BB BDMQ — Ay = 2%z € D(A).

d’ot on obtient que A € p(A).
Nous en déduisons que A € o(A) implique A\"e* € o(T(t)™) pour tout n € N*.
Par conséquent :

{AreM | X € a(A)} C o(T(t)™).
ou bien :
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{(@)™ [ X e a(A)} Co(T(t)™)

et finalement :
(et c o(T(t)™), pour tout n € N* et tout £ > 0 . O

Théoréme 3.4.2
Soit {T'(t) }+=0 un co— semigroupe , et soit A son générateur infinitésimal .
Si || T(t) ||< Me™ . Les deux assertions suivantes sont, équivalentes :
(1) Il existe un to > 0 tel que {7(t) }1>0 est différentiable pour ¢ >t .
(ii) 11 existe des constantes réelles a,b et ¢ de telle sorte que b >0, ¢ >0,

p(A) D> ={A:Rex=a—blog | Im\|} (1)
et
| RO A) [[<c| ImA | pour A € >, ReA < w (2)

Pour preuver ce théoréme on utilise le corollaire et le lemme suivants :
Corollaire 3.4.1
Soit A le générateur infinitésimal d'un co— semigroupe {7(t)}:>0 satisfaisant :

1T() ||[< Me™" .
Soit v > max (0,w) . siz € D(AQ) , alors

= o [T MR(N, A)wd) (T)

— 2m

pour tout § > 0 I'intégral (I) converge uniformément de ¢ pour t € [d, %]

Lemme 3.4.3

Soit {T'(t) }+=0 un Cp— semigroupe , et soit A son générateur infintésimal .
Si {T(t)}1>0 est différentiable pour ¢ > tg et A\ € o(A),t >t

alors

AeM € o(AT(1)).

Preuve

Nous , pouvons supposer w < 0 .

Sinon , nous considérons le semigroupe .

Ty(t) = e~ W+ T(t) satisfaisant || T;(t) ||< Me.

D’aprés (i) et (ii) on peut supposen w < 0

commngons par montrer que (ii) implique (i) . Soit I' un chemin dans 3 composé
de trois parties; I'y, donnée par ReA = 2a — b log(—ImA\) pour

—oo < ImA< —-L = e

I'y est donnée par Re\ = 0 pour —L < ImA < L et I'3 est donnée par

ReX = 2a — blog(ImA) pour L < ImA < cc.

I' est orientée de sorte que I'mA augmente le long de I' . En changeant la constante
c dans (2’) on peut supposer que (2’) est vérifiée pour une A € I';, 7 =1,2,3 .

T, =TN{\:|A|<n}.

Car A — eMR(\; A) est une fonction continue de p(A) C C dans L(E)
les intégrales
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Sn(t) = 5= [LeMR(N; A)d .

27
est bien définit S, (¢) convrgent dans L(E) quand n — 400 nous définissons la
limite I'intégral

S(t) = & [ eMR(\; A)dA (37)

converge dans L(E) ,En autre , il est facile de voir que S, () sont différentiables
dans L(FE) . Et leurs dérivés S;(t) sont donnés par

SL(1) = 5 Jr, RO\ A)d (4)

27rz

Si S,(t) et S!(t) convergent dans L(E) uniformément , pour ¢ > ¢y, la limite
S'(t) = lir+n S! (t) est la dérivé de S(t) dans L(F) . montrons maintenant que (3°)
n—-+0o0o

converge dans L(E) pour ¢t > 2 et que
S'(t) = 5= [ AeMR(X; A)dA(5%) converge dans L(E) pour ¢ > 3 .

D’autre part (3’) et (5°) converge uniformément en t pour t > 2 +6 et ¢ > 2 +§
respectivement .
pour chaque 0 > 0 . Pour prouver ces allégations posons

rm_r ﬂ{)\ A |<n}j=1,23.
:—fF A R(N; A)dA (67)

et

1 At . 9
Q_MIF]' e R()\,A)d)\ (7 )

Si(t) =

On prend n > L , il est clair que I'y, = I'y et Sy, (t) = Sa(t) et donc Sy(t) est bien

défini pour ¢ > 0 pour prouver la convergence des intégrales S;,(¢),j = 1,2,3 .Nous
estimons leurs intégrales sur les parcours respectifs d’intégration et on trouve pour
A=oc+irel;,pour j=1,20u3

e RN A) [I=] e [I| R A) [[< e [ 7 [T C 7 [= Cel | 7 [17 (8)

Par conséquent , pour n > m > L nous avons ,

1
I Sin®) = Sim I = 5= | Jyrmeraran € RO AN |

< Cle2at fnz ‘ T ‘1—bt dr
2
Ou C] est une constante indépendante de t . Ainsi , pour n > 7 Sin(t), j=1,2,3

convergent dans L(F) et la convergence est uniforme en t pour ¢ > % + 0 pour tout
9 > 0 ce qui preuve la convergence de (3’) .
De meme maniére on montre la convergence de (5’).Premiérement on note que

Sy(t), 7 = 1,3 existe pour t > 0. Alors on évalue les intégrales S;n(t),j =1,3 sur
leur chemins;

| AR A) €I A | Cre |- [

27



g 02621115 | T |2—bt (107)
Ou C5 est une constante indépendante de t .

/ . 3
la convergence de Sjn(t),j = 1,3 pour t > 5 résulte de la convergence de
. 2
Sin(t),5 =1,3 pour t > 3
2 3
Ainsi S(t) existe pour ¢ > 5 et est dérivable pour t > 7
3
Pour que T'(t) soit différentiable pour ¢ > 7 nous allons maintenant montrer que

2
Soit x € D(A?).
D’aprés le corollaire 3.4.1 , il s’ensuit que

T(t)r = lim f7+ZT eMR(X\; A)zd\ pour tout v > 0. (11°).
|T—>+oo\27m

Mais pour z € D(A?) , nous avons

r Az R(\ A)A?
R(/\;A)J::X%—v—i-— (127).

2
De (3’) , il s’ensuit que , pour tout x € F et ¢ > 3

S(t)r = QL JreMR(A; A)zdA (13).
i

Prenant z € D(A?) dans (13°) , en utilisant les estimation (12’) et (2°) , nous
observons que l'on peut déplacer la voie de I'intégration dans (13°) de I" a la ligne
Y417, —00 < T < 400 .

2 2
Par conséquent , pour ¢ > 3 et x € D(A?),T(t)x = S(t)x puisque pour t > 3 les
deux T'(t) et S(t) sont des opérateur bornées et puisque D(A?) est dense dans E |
2
il s’ensuit que S(t) = T'(¢) pour t > i et par conséquent T'(t) est différentiable

3
pour ¢ > 7 Dans la topologie uniforme d’opérateur. Ainsi , (ii) implique (i) .

Ensuite , on montre que (i) implique (ii) .
Si t; > to donc AT'(t1) est un opéateur linéaire borné .

I AT(t1) [|= M(t1) -
D’apres le lemme 3.4.3 , il s’ensuit que
o(A) C {\: et € o(AT(t))}

c {\ el |< M(tl)} (14°)
donc

p(A) D {\: ReAt; HogM (t,) — t;'log | ImA |}
L’ensemble

Y = {\; ReX >t og(1 4+ §)M(ty) — t{ log | Im |} pour tout § > 0 (15°)
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Il est évident que Y C p(A) , ce qui prouve (1°) .
Pour prouver (2’) remplacant R(\; A)z par = d’apés le lemme 2.1.3.1 il resulte :

ANMR(N; Az = AT() R\ A)xr + T () + A fot AM=T (s)ads (16°)
On prend t =t; et A =0 +i7 € ) dans (16”) on trouve
I RO\ Az <] 7 |7 e (| AT (4 I RO A+ [T [ ||+ ] fyt T (s)ads |
Mais pour A € Y,
|7 [T e [ ATt fl< (1+0)7
choisir | 7|> 1 et 0 < w < 0 on trouve

1446
| R(A; A)z |

//\

—— 7 M || ||+ || fy e T (s)ads |]

149 . _
< (T)Me(“’ (LT 7 ) [ o

M(]_ —|— tl)ew“
6 || AT (ty) ||

et ce la pour A € Y, ReA < w

N

[Tz ll=clr [l

| RO A) S C | ImA . O
3.5 Propriétés spectrales des Cy— semigroupes analytiques

Théoréme 3.5.1

Soit A le générateur infinitésimal d’'un Cy— semigroupe T'(t) satisfaisant

I7(t)] < Mew.

Alors T'(t) est analytique si et seulement s’il existe des constantes ¢ > 0 et A > 0
tel que : [|[AR(X\; A)" || < T pour A >nA, ne€ N* (1)

pour preuver ce théoréme on a besoin des deux théoréme suivants

Théoréme 3.5.2

Soit {T'(t) }+>0 un Cp— semigroupe uniformément borné, et A son générateur
informément on suppose que 0 € p(A). Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) T(t) peut prolonger a un semigroupe anlytique sur un secteur

As =z :|argz| < d et ||T(z)] est uniformément bornée pour tout secteur fermé
55,5’ <0 ,de Ags.

(ii) T(t) est differentiable pour ¢ > 0 et il exist une constante c telque :
|AT ()| < - pour t>0.

Théoréme 3.5.3
Soit {T'(t) }+=0 un Cp— semigroupe sur E. Si A est le générateur infinitésimal de
T(t) alors :

T(t)r = lim (I — EA)’”Jc = lim [ER(%; A)"x pour x € E

n—>o0 n n—>o0

et la limite est uniforme pour ¢ sur tout intervalle borné .
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Preuve
D’aprés le théoréme 3.5.1 T'(t) est analytique si et seulement s’il est differentiable
pour t > 0 et il existe ¢; > 0 et wy; > 0 tel que :
IAT(t)]] < Ct—lewlt pour t >0 (2)
si A satisfaisant (1) alors pour A > nA et x € D(A) on a :
c
AR )™l = RO A) Az < =l (3)

)\n
1
En choisissant ¢ < A et A = % dans (3) on trouve
n_.mn n_.n c
JAC R Ay el = | 2R )y Az < ] pour 2 € D(A)

L’orsque n — +o00 et d’aprés le théoréme 3.5.2 , et la fermeteure de A, il en
résulte que :

1
|AT (t)x| < %Hx” pour z € D(A), 0 <t < A (4)

Puisque D(A) est dense dans E et AT(t) est fermé, 'inégalité (4) est vérifiée pour
tout x € E, par conséquent il existe ¢; > 0 et wy; > 0 tel que 'inégalité (2) est
vérifiée et T'(t) est analytique.

D’autre part dérivons la formule

+oo
R(\;z)x = / e MT(t)adt
0

n fois on trouve :

“+oo
RN AWy = (—1)"nlR(\; A" = (—1)”/ e M (t)zdt
0

Il résulte d’aprés (2) que :

C1

O\——wl)”(n_ D]

+o0
n!||AR()\;A)”+11‘|| < 61(/ t"_le_’\tT(t)a:dt)HxH =
0

Par conséquent pour A > nA

1 c
AR(N: A)n | < & ng 2
ARG 47 < ) <
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Conclusion

La théorie spectrale des semigroupes est un domaine de recherche qui suscite
depuis quelques années beaucoup d’intérét, il a connu des développement et des
applications trés intéressants, en particulier dans les équations d’évolution, 1’étude
du comportement asymptotique de certains semigroupes d’opérateur,...

Notre étude a examiné la relation entre le spectre, la résolvante d'un générateur
infinitésimal et le semigroupes engendré.
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Résumé
Ce travail a pour but d’étudier d’une part la théorie des semigroupes d’opérateurs linéaires
bornés dans un espace de Banach (Propriétés élémentaires).
D’autre part d’étudier les propriétés spectrales pour les semigroupes uniformément
continus, semigroupes analytiques et les Co-semigroupes, en particulier les semigroupes
différentiables et compacts.

Mots clés : semigroupe, semigroupe fortement continu, résolvante, spectre.

Abstract
In this work we present a study concerning in part the theory of semigroups of bounded
linear operators on a Banach space(Elementary properties).
Another part the spectral properties of uniformly continuous semigroups, analytic
semigroups and strongly continuous semigroups, in particular Co-semigroups differentiable
and compact.

Key words : semigroups, strongly continuous semigroups, resolvant, spectrum.



