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Notations

� E un espace de Banach.

� L(E) l'algèbre de banach des opérateurs linéaires bornés dans E.

� L(E,F ) l'espace des opérateurs linéaires et continus de E dans F.

� A opérateur.

� D(A) l'ensemble de di�nition de A.

� D(A) l'adherence de l'ensemble D(A).

� GL(E) l'ensemble des éléments inversible de L(E).

� ImA l'image de A.

� G(A) le graphe de A.

� ρ(A) l'ensemble résolvante de A ∈ L(E) .

� σ(A) le spectre de A ∈ L(E) .

� I l'unité de L(E).

� r(T (t)) le rayon spectrale de T(t).

� SG(m,ω) l'ensemble des C0−semi groupe T (t)t≥0 ⊂ L(E).
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Introduction

Dans ce travail on a étudié les propriétés élémentaires et spectrales des semigroupes
d'opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach , en particulier les propriétés
spectrals des semigroupes analytiques , C0− semigroupes , di�érentiables et com-
pacts .
Notre travail a été e�ectué selon le plans suivants : Le premier chapitre est une
présentation des notions qui seront utilisées dans cette recherche .
Le deuxième chapitre présente la théorie des semigroupes d'opérateurs linéaire bor-
nés et propriétés élémentiaires du générateur in�nitésimal d'un semigroupe.
Le troisième chapitre présente les propriétés spectrales des semigroupes.
Pour les semigroupe uniforméments continus on montre que si A est un générateur
in�nitésimal du semigroupe uniformément continue T (t) alors etσ(A) = σ(T (A)) ,
∀t > 0 et on a preuvé pour les C0− semigroupe que etσ(A) ⊆ σ(T (A)) , ∀t > 0.
Pour les semigroupes analytique on expose le théorème suivant :
Soit A le générateur in�nitésimal d'un C0− semigroupe T (t) satisfaisant ‖T (t)‖ 6
Mewt. Alors T (t) est analytique si et seulement s'il existe deux constantes c > 0 et
Λ > 0 tel que :

‖ AR(λ;A)n+1 ‖6 c

nλn
pour λ > nΛ , n ∈ N . Et pour C0− semigroupe compact

on a étudie en particulier le théoréme suivant :
Soit T (t) un C0− semigroupe et A son générateur in�nitésimal alors T (t) est un
semigroupe compact si et seulement si T (t) est continu pour la topologie uniforme
pour t > 0. et R(λ;A) est compact pour λ ∈ ρ(A).
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Chapitre 1 (Théorie générale)

1.1 L'espace des opérateurs linéaires bornés

Dé�nition 1.1.1
Soient E et F deux espaces vectoriels normés. On désigne par L(E,F ) l'espace des
opérateurs linéaires et continus de E dans F muni de la norme :

‖T‖L(E,F ) = sup
x∈E,‖x‖61

‖Tx‖

On pose L(E) = L(E,E).

Théorème 1.1.1 Banach-Steinhaus
Soient E et F deux espaces de Banach.
soit (Ti)i∈I une famille (non nécessairement dénombrable) d'opérateurs linéaires et
continus de E dans F .
On suppose que :

sup
i∈I
‖Tix‖ <∞, ∀x ∈ E.

.
Alors :

sup
i∈I
‖Ti‖L(E,F ) <∞.

Autrement dit, il existe une constante c tel que :
‖Tix‖ 6 c‖x‖ ∀x ∈ E ∀i ∈ I.

Remarque 1.1.1
Pour un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ E −→ E nous noterons par :
ImA = Ax | x ∈ D(A) l'image de A nous noterons par GL(E) l'ensemble des
éléments inversibles de L(E).
Si ‖I − A‖ < 1, alors A ∈ GL(E) et

A−1 =
+∞∑
n=0

(I − A)n.

.

Lemme 1.1.1
Soit E un espace de Banach, et soit f : [a, b] −→ E une fonction continue. Alors :

lim
t−→0

1

t

∫ a+t

a

f(s)ds = f(a).
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1.2 Opérateurs fermés

Dé�nition 1.2.1
On dit qu'un opérateur A est fermé si le graphe de A noté
G(A) = Ux∈D(A)[x,Ax] ⊂ E × F est fermé dans E × F .

1.3 Les opérateurs compacts

Soit L(E, Y ) un espace normé d'opérateurs linéaires bornés de E dans Y.

Dé�nition 1.3.1
On dit qu'un opérateur A ∈ L(E, Y ) est compact si l'image par A de la boule
unité de l'espace E, est relativement compacte dans l'espace Y .

Théorème 1.3.1
Tout opérateur compact A ∈ L(E, Y ) fait correspondre à un ensemble borné dans
E un ensemble compact dans Y. On remarque que A est compact si et seulement si
l'image de toute partie bornée est relativement compacte ou, de façon équivalente
si et seulement si l'image de tout suite bornée possède une sous - suite convergente.

Corollaire 1.3.1
Si A = limn−→+∞An. (au sens de la norme de L(E, Y )), où les An sont des
opérateurs compacts ou de dimension �nie alors, A est un opérateur compact.

Théorème 1.3.2
Soient A ∈ L(E, Y ) et C ∈ L(E, Y ). Si l'un quelconque (au moins) de ces deux
opérateurs est compact, leur produit CA est un opérateur compact.

1.4 Spectre et résolvante d'un opérateur linéaire borné

Dé�nition 1.4.1
Soit E un espace de Banach. A ∈ L(E). L'ensemble résolvant est :
ρ(A) = {λ ∈ C; (A− λI) est bijectif de E sur E}.
Le spectre σ(A) est le complémentaire de l'ensemble résolvant, σ(A) = C \ ρ(A) .

Remarque 1.4.1 Si λ ∈ ρ(A) alors (A− λI)−1 ∈ L(E).

Le spectre d'un opérateur compact

Proposition 1.4.1
Le spectre σ(A) est un ensemble compact et σ(A) ⊂ [−‖A‖, +‖A‖].

Proposition 1.4.2
Soit E un espace de Banach et A un opérateur compact de E dans E, de spectre
σ(A)
1. Si E est de dimension in�nie, 0 ∈ σ(A).
2. σ(A) est dénombrable et s'il est in�ni, on peut ranger ses éléments en une
suite λn, |λn+1| 6 |λn| avec lim

n→+∞
λn = 0.

Proposition 1.4.3
L'ensemble résolvante ρ(A) est un ouvert de C , sur lequel λ −→ Rλ(A) est
analytique et véri�e l'équation résolvante :
∀ λ ∈ ρ(A), ∀µ ∈ ρ(A)
Rλ(A)−Rµ(A) = (µ− λ)Rλ(A)Rµ(A).
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Chapitre 2 (Semigroupes d'opérateurs linéaires bornés)

2.1 Semigroupe d'opérateurs bornés

Dé�nition 2.1.1 soit E un espace de Banach sur le corps C et soit L(E) l'algèbre
de Banach des opérateurs linéaires bornés sur E.
la famille {T (t)}t>0 ⊂ L(E) est appelée semigroupe si :
i) T (0) = I ( I l'élément unité d'algèbere L(E))
ii) T (s+ t) = T (s)T (t) , ∀s, t ∈ R+.

Dé�nition 2.1.2 le semigroupe {T (t)}t>0 est appelé semigroupe fortement
continu et noté C0 semigroupe si l'application t −→ T (t) est continu pour la
topologie forte d'opérateurs sur L(E) c'est-à-dire
lim
t→t0
‖ T (t)f − T (t0)f ‖= 0 pour tout f ∈ E et pour tout t ∈ R+ tel que t −→ t0

Dé�nition 2.1.3 on appelle semigroupe uniformément continu {T (t)}t>0 ⊂ L(E)
véri�ant la propriété suivante :

lim
t−→0+

‖ T (t)− I ‖= 0

Dé�nition 2.1.4 l'opérateur linéaire A dé�ni par :

D(A) = {x ∈ E, lim
t→0

T (t)x− x
t

existe }

et Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

=
dT (t)x

dt
|t=0

pour x ∈ D(A) est le générateur in�nitésimal du semigroupe T (t) , D(A) est le
domaine de A.

Remarque 2.1.1 les semigroupes uniformément continus sont C0− semigroupes
puisque :
‖ T (t)x− x ‖6‖ T (t)− I ‖‖ x ‖ .
Mais il existe des C0− semigroupes qui ne sont pas uniformément continu.

Exemple 2.1.1 considérons l'espace Lp]0,+∞[, 1 6 p < +∞ , avec le norme :

‖f‖p = {
∫ +∞

0
|f(α)|pdα}

1
p .

avec cette norme , Lp]0,+∞[, 1 6 p < +∞ est un espace de Banach . Dé�nissons :
(T (t)f)(α) = f(t+ α),∀t > 0 et α ∈]0,+∞[ . Nous avons :

‖T (t)f‖p = {
∫ +∞

0
|(T (t)f)(α)|pdα}

1
p

= {
∫ +∞

0
|f(α + t)|pdα}

1
p

= {
∫ +∞
t
|f(k)|pdk}

1
p

6 {
∫ +∞

0
|f(k)|pdk}

1
p

= ‖f‖p .
Donc ‖T (t)‖ = 1,∀t > 0 .
Il est évident que T (0) = I et T (t+ s) = T (t)T (s),∀t, s > 0 .
De plus on a :

lim
t→0
‖ T (t)f − f ‖p = lim

t→0
{
∫ +∞

0
|(T (t)f)(α)− f(α)|pdα}

1
p

= lim
t→0
{
∫ +∞

0
|(f(α + t)− f(α)|pdα}

1
p

= 0 .
par suit {T (t)}t>0 est un C0− semigroupe d'opérateurs linéaires bornés sur Lp]0,+∞[
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.
soit A : D(A) ⊂ Lp]0,+∞[−→ Lp]0,+∞[ le générateur in�nitésinal du C0− semi-
groupe {T (t)}t>0 .
Si f ∈ D(A), alors nous avous :

Af(α) = lim
t→0

T (t)f(α)− f(α)

t

= lim
t→0

f(α + t)− f(α)

t
= f

′
(α)

uniformément par rapport à α. Par conséquent :
D(A) ⊂ {f ∈ Lp]0,+∞[ | f ′ ∈ Lp]0,+∞[}.
si f ∈ Lp]0,+∞[ tel que f ′ ∈ Lp]0,+∞[ , alors on a :

‖ T (t)f − f
t

− f ′ ‖p= {
∫ +∞

0

|(T (t)f)(α)− f(α)

t
− f ′(α)|pdα}

1
p

.
Mais :

|(T (t)f)(α)− f(α)

t
− f ′(α)| = |f(α + t)− f(α)

t
− f ′(α)|

= |[1
t
f(ᵀ)]|α+t

α − [1
t
f ′(α)ᵀ]|α+t

α |
= |1

t

∫ α+t

α
[f ′(ᵀ)− f ′(α)]d ᵀ | −→ 0.

Uniformément par rapport à α si t −→ 0 . Alors :

‖ T (t)f − f
t

− f ′ ‖p−→ 0 si t −→ 0 et on voit que :

{f ∈ Lp]0,+∞[| f ′ ∈ Lp]0,+∞[} ⊂ D(A) .
par conséquent :
D(A) = {f ∈ Lp]0,+∞[| f ′ ∈ Lp]0,+∞[} et Af = f ′ .

Remarque 2.1.2 le semigroupe {T (t)}t>0 ⊂ L(E) est fortement continu si et
seulement si :
∀f ∈ E , on a T (t)f −→ f quand t −→ 0 .

2.1.1 Semigroupe uniformément continus
propriétés élémentaires des semigroupes uniformément continus

Dé�nition 2.1.1.1
on appelle semigroupe uniformément continu d'opérateurs linéaires bornés sur E
une famille {T (t)}t>O ⊂ L(E) véri�ant les propriétés suivantes :
(i) T (0) = I ;
(ii) T (t+ s) = T (t)T (s),∀t, s > 0 ;
(iii) lim

t→0
‖ T (t)− I ‖= 0.

Dé�nition 2.1.1.2
On appelle générateur in�nitésimal du semigroupe uniformément continu {T (t)}t≥0

l'opérateur linéaire
A : E −→ E

A = lim
t→0

T (t)− I
t

.

Lemme 2.1.1.1
Soit A ∈ L(E). Alors {etA}t>0 est un semigroupe uniformément continu
d'opérateurs linéaires bornés sur E dont le générateur in�nitésimal est A.
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Preuve
Soit A ∈ L(E) et [0,+∞[3 t 7→ T (t) ∈ L(E) une application dé�nie

par :T (t) = etA =
∑+∞

k=0

tkAk

k!
.

La série du membre de droite de l'égalité est convergente pour la topologie de la
norme de L(E) .
De plus, il est évident que T (0) = I et T (t+ s) = T (t)T (s) quels que soient
t, s > 0. Compte tenu de l'inégalité :
‖ T (t)− I ‖6 et‖A‖ − 1,∀t > 0,
il résulte : limt−→0 ‖ T (t)− I ‖= 0
Donc la famille {T (t)}t>0 ⊂ L(E) est un semigroupe uniformément continu .
D'autre part , puisque :

‖ T (t)− I
t

− A ‖ =‖ 1
t
(etA − I − tA) ‖

=‖ 1
t
(
∑+∞

k=0

tkAk

k!
− I − tA) ‖

=‖ 1

t
(I + tA+

∑+∞
k=2

tkAk

k!
− I − tA) ‖

6 1
t

∑+∞
k=2

tk ‖ A ‖k

k!

= 1
t
(1 + t ‖ A ‖ +

∑+∞
k=2

tk ‖ A ‖k

k!
− 1− t ‖ A ‖)

= 1
t
(et‖A‖ − 1− t ‖ A ‖)

=
et‖A‖ − 1

t ‖ A ‖
‖ A ‖ − ‖ A ‖−→ 0

si t −→ 0 ,nous obtenons :

lim
t→0

T (t)− I
t

= A

Le semigroupe {T (t)}t>0 admet donc pour générateur in�nitésimal l'opérateur A.�

Lemme 2.1.1.2
Etant donné un opérateur A ∈ L(E) , il existe un unique semigroupe

uniformément continue {T (t)}t>0

T (t) = etA,∀t > 0,
ayant pour générateur l'opérateur A.

preuve :
Soit A ∈ L(E). Alors il existe un semigroupe uniformément continu {T (t)}t>0 en-
gendré par A .Si {S(t)}t>0 est un autre semigroupe uniformément continu engendré
par A , alors nous avons :

lim
t→0

T (t)− I
t

= A et : lim
t→0

S(t)− I
t

= A.

par conséquent :

lim
t→0
‖ T (t)− s(t)

t
‖= 0.

pour a ∈ [0,+∞[ , nous l'intervalle Ia = [0, a[. comme {T (t)}t>0 et {S(t)}t>0 sont
des semigroupes uniformément continue , nous voyons que les applications

t −→‖ T (t) ‖
et t −→‖ S(t) ‖
sont continues . Il existe Ca ∈ [1,+∞[ tel que :
supt∈Ia{‖ T (t) ‖, ‖ S(t) ‖} 6 Ca.
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Si e > 0 ,il existe t0 ∈ Ia, t0 > 0 , tel que

‖ T (t)− S(t)

t
‖6 e

ac2
a

, ∀t ∈]0, t0[.

Soit t ∈ Ia arbitrairement �xé et n ∈ N∗ tel que t
n
∈ [0, t0[. Alors :

T (t)− S(t) = [T (n t
n
)]− [S(n t

n
)]

= T (n t
n
)S(0 t

n
)− T ((n− 1) t

n
)S(1 t

n
) + T ((n− 1) t

n
)S(1 t

n
)− T ((n− 2) t

n
)S(2 t

n
)

+T ((n− 2) t
n
)S(2 t

n
)− · · · − T (0 t

n
S(n t

n
)

=
∑n−1

k=0 [T ((n− k) t
n
)S(k t

n
)− T ((n− k − 1) t

n
)S((k + 1) t

n
)]

=
∑n−1

k=0 T ((n− k − 1) t
n
)[T ( t

n
)− S( t

n
)]S(k t

n
)

quel que soit t ∈ Ia.

De l'inégalité : ‖
T ( t

n
)− S( t

n
)

t
n

‖6 e

ac2
a

,nous obtenons ‖ T ( t
n
)− S( t

n
) ‖6 e

ac2
a

t

n
et par suite :

‖ T (t)− S(t) ‖6
n−1∑
k=0

ca
e

ac2
a

t

n
ca < e,∀t ∈ Ia

puisque e > 0 est arbitraire , il en résulte que T (t) = S(t), pour tout t ∈ Ia.
Mais, comme a ∈]0,+∞[ est aussi arbitraire , il s'ensuit que T (t) = S(t), ∀t ∈
[0,+∞[.présentons maintenant la condition nécessaire et su�ssante pour qu'un opé-
rateur soit le générateur in�nitésimal d'un semigroupe uniformément continu . �

9



Théorème 2.1.1.1
un opérateur A : E −→ E est le générateur in�nitésimal d'un semigroupe
uniformément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire borné .

Preuve
⇒ Soit A : E −→ E le générateur in�nitésimal d'un semigroupe uniformément
continue {T (t)}t>0 ⊂ L(E) . Alors :lim

t→0
‖ T (t)− I ‖= 0.

L'application [0,+∞[3 t 7→ T (t) ∈ L(E) est continue et par suite
∫ t

0
T (s)ds ∈ L(E).

Avec le lemme 1.1.1, on voit que :
lim
t→0

1
t

∫ ᵀ
0
T (s)ds = T (0) = I.

Il existe donc ᵀ > 0 tel que :
‖ 1

t

∫ ᵀ
0
T (t)dt− I ‖< 1.

compte tenu de la remarque 1.1.1, l'élément 1
ᵀ

∫ ᵀ
0
T (t)dt est inversible, d'où il s'ensuit

que
∫ ᵀ

0
T (t)dt est inversible.

Nous avons :
T (h)− I

h

∫ ᵀ
0
T (t)dt = 1

h
[
∫ ᵀ

0
T (t+ h)dt−

∫ ᵀ
0
T (t)dt]

= 1
h

∫ ᵀ+h
ᵀ T (µ)dµ− 1

h

∫ h
0
T (µ)dµ.

Avec le lemme 1.1.1, nous obtenons :

lim
h→0

T (h)−I
h

∫ ᵀ
0
T (t)dt = lim

h→0
[ 1
h

∫ ᵀ+h
ᵀ T (µ)dµ− 1

h

∫ 0+h

0
T (µ)dµ]

= T (ᵀ)− T (0) = T (ᵀ)− I,

d'où : lim
h→0

T (h)− I
h

= [T (ᵀ)− I][
∫ ᵀ

0
T (t)dt]−1.

Par consèquent, le générateur in�nitésimal du semigroupe uniformément continue
{T (t)}t>0 est l'opérateur :
A = [T (ᵀ)− I][

∫ ᵀ
0
T (t)dt]−1 ∈ L(E)

⇐ cette implication est évidente compte tenu du lemme 2.1.1.1 et lemme 2.1.1.2.�

Corollaire 2.1.1.1
Soient {T (t)}t>0 un semigroupe uniformément continu et A son générateur
in�nitésimal. Alors :
(i) il existe w > 0 tel que : ‖ T (t) ‖6 ewt,∀t > 0 ;
(ii) l'application [0,+∞[3 t 7→ T (t) ∈ L(E) est di�érentiable pour la topolgie de la

norme et dT (t)
dt

= AT (t) = T (t)A,∀t > 0.

Preuve
(i) Nous avons ‖ T (t) ‖=‖ etA ‖6 et‖A‖,∀t > 0.Pour w =‖ A ‖, nous obtenons
l'inégalité : ‖ T (t) ‖6 ewt,∀t > 0.
L'assertion (ii) provient des égalités suivantes :

A = lim
t→0

T (t)− I
t

= lim
t→0

T (t)− T (0)

t− 0
,

nous en déduisons que l'application considérée est dérivable au point t = 0 . Soient
t > 0 et h > 0 . Alors :

‖ T (t+ h)− T (t)

h
− AT (t) ‖6‖ T (h)− I

h
− A ‖‖ T (t) ‖6‖ T (h)− I

h
− A ‖ et‖A‖,

d'où :

lim
h→0
‖ T (t+ h)− T (t)

h
− AT (t) ‖= 0 .

par conséquent , l'application considérée dans l'énoncé est dérivable à droite et on

a :
d+T (t)

dt
= AT (t),∀t > 0. Soient t > 0 et h < 0 tel que t+ h > 0 .Alors :
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‖ T (t+ h)− T (t)

h
− AT (t) ‖6‖ I − T (−h)

h
− AT (−h), ‖ T (t+ h) ‖

6‖ T (−h)− I
−h

− AT (−h) ‖ e(t+h)‖A‖,

d'où il vient :

lim
h→0

T (t+ h)− T (t)

h
= AT (t) .

par conséquent l'application considérée dans l'énoncé est dérivable à gauche et

nous avons :
d−T (t)

dt
= AT (t), ∀t > 0.

Finalement on voit que l'application considérée dans l'énoncé est dérivable sur
[0,+∞[ et nous avons :
dT (t)

dt
= AT (t),∀t > 0 .

on véri�e que AT (t) = T (t)A,∀t > 0. �
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2.1.2 Semigroupes fortement continus
propriétés élémentaires des C0 - semigroupes

Dé�nition 2.1.2.1
On appelle C0 - semigroupe ou semigroupe fortement continu d'opérateurs linéaires
bornés sur E une famille {T (t)}t>0 ⊂ L(E) véri�ant les propriétés suivantes :
i) T (0) = I ;
ii) T (t+ s) = T (t)T (s) , ∀t, s > 0 ;
iii) lim

t→0
T (t)x = x , ∀x ∈ E.

Dé�nition 2.1.2.2
On appelle générateur in�nitésimal d'un C0 - semigroupe {T (t)}t>0 , un opérateur
A dé�ni sur l'ensemble :

D(A) = {x ∈ E | lim
t→0

T (t)x− x
t

existe } par : Ax = lim
t→0

T (t)x− x
t

,∀ x ∈ D(A) .

Remarque 2.1.2.1 Il est clair que le générateur in�nitésimal d'un C0 -
semigroupe est un opérateur linéaire.

Théorème 2.1.2.1 soit {T (t)}t>0 un C0 - semigroupe d'opérateurs linéaires
bornés. Alors :
(i) il existe ᵀ > 0 et M > 1 tel que : ‖ T (t) ‖6M, ∀ t ∈ [0,ᵀ].
(ii) il existe w ∈ R et M > 1 tel que : ‖ T (t) ‖6Mewt,∀ t > 0.

Preuve
(i) supposons que pour tout ᵀ > 0 et tout M > 1 , il existe t ∈ [0,ᵀ] tel que
‖ T (t) ‖> M pour ᵀ = 1

n
et M = n ∈ N∗ , il existe tn ∈ [0, 1

n
] tel que ‖ T (tn) ‖> n.

Donc la suite (‖ T (tn) ‖)n∈N∗ est non bornée.
Si la suite (‖ T (tn)x ‖)n∈N∗ était bornée pour tout x ∈ E , alors compte tenu du
théoréme de 1.1.1 , il en résulterait que (‖ T (tn) ‖)n∈N∗ serait bornée , mais cela
contredit l'a�rmation précédent .
Donc il existe x ∈ E tel que (‖ T (tn)x0 ‖)n∈N∗ soit non bornée .
D'autre par , compte tenu de la dé�nition (2.1.2.1) (iii), il résulte que
lim

n→+∞
‖ T (tn)x0 ‖= x0 et cela est contradictoire .

(ii) pour h > 0 et t > h , nous noterons m = [ t
h
] ∈ N∗ compte tenu du théorème

de division avec reste, il existe r ∈ [0, h] tel que t = mh+ r . Alors :
‖ T (t) ‖=‖ T (mh+ r) ‖=‖ T (mh)T (r) ‖6‖ T (h) ‖m‖ T (r) ‖6MmM 6Me

t
h

lnM .
L'inégalité de l'énoncé en résulte en prenant w = 1

h
lnM . �

Corollaire 2.1.2.1 si {T (t)}t>0 est un C0− semigroupe , alors l'application :
[0,+∞[ 3 t 7−→ T (t)x ∈ E est continue sur [0,+∞[ , quel que soit x ∈ E .

Preuve soient t0, h ∈ [0,+∞[ et x ∈ E si t0 < h , nous avons :
‖T (t0 + h)x− T (t0)x‖ = ‖T (t0)T (h)x− T (t0)x‖

= ‖T (t0)[T (h)x− x]‖
6 ‖T (t0)‖‖T (h)x− x‖

‖T (t0 + h)x− T (t0)x‖ 6Mewt0‖T (h)x− x‖

si t0 > h , nous obtenons :
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‖T (t0 − h)x− T (t0)x‖ = ‖T (t0 − h)x− T (t0 − h+ h)x‖
= ‖T (t0 − h)x− T (t0 − h)T (h)x‖
6 ‖T (t0 − h)‖‖T (h)x− x‖

‖T (t0 − h)x− T (t0)x‖ 6Mew(t0−h)‖T (h)x− x‖

la continuité forte en t0 de l'application considérée dans l'énoncé est évidente. �

Dé�nition 2.1.2.3 on dit que le C0− semigroupe {T (t)}t>0 est uniformément
borné s'il existe M > 1 tel que : ‖T (t)‖ 6M , ∀ t > 0.

Théorème 2.1.2.2 soit {T (t)}t>0 un C0− semigroupe pour lequel il existe w ∈ R
et M > 1 tel que :
‖T (t)‖ 6Mewt , ∀ t > 0.
Alors la famille {S(t)}t>0 ⊂ L(E) , où :
S(t) = e−wtT (t) , ∀ t > 0 est un C0− semigroupe ayant la propriété :
‖S(t)‖ 6M , ∀ t > 0.
De plus , si A est le générateur in�nitésimal du C0− semigroupe {T (t)}t>0 , alors le
C0− semigroupe {S(t)}t>0 pour générateur in�nitésimal l'opérateurB = A− wI .

Preuve Dans les conditions du théorème, il evident que {S(t)}t>0 est un C0−
semigroupe et : ‖S(t)‖ = ‖ewtT (t)‖ 6 e−wtMewt = M,∀t > 0 .
Donc {S(t)}t>0 est un C0− semigroupe uniformément borné .
Soit A le générateur in�nitésimal du C0− semigroupe {T (t)}t>0 si B est générateur
in�nitésimal du C0− semigroupe {S(t)}t>0 , alors pour tout x ∈ D(A) , nous
avons :

lim
h−→0

S(h)x− x
h

= lim
h−→0

e−whT (h)x− x
h

= lim
h−→0

(e−wh − 1)T (h)x

h
+ lim

h−→0

T (h)x− x
h

= −wx+ Ax = (A− wI)x

d'où il résulte que x ∈ D(A) et Bx = (A− wI)x.
Soit x ∈ D(A) . Alors, nous obtenons :

lim
h→0

T (h)x− x
h

= lim
h→0

ewhS(h)x− x
h

= lim
h→0

(ewh − 1)S(h)x

h
+ lim

h→0

S(h)x− x
h

= (wI +B)x,
d'où il vient que x ∈ D(B) et Ax = (wI +B)x. par conséquent D(A) = D(B) et
B = A− wI . �

Remarque 2.1.2.2 soit {T (t)}t>0 un C0− semigroupe pour lequel il existe w ∈ R
et M > 1 tel que :
‖T (t)‖ 6Mewt , ∀ t > 0.
si w < 0 , alros nous obtenons : ‖T (t)‖ 6Mewt 6M , ∀ t > 0.
par conséquent on peut considérer que w > 0 . Nous noterons par SG(M,w)
l'ensemble des C0− semigroupe {T (t)}t>0 ⊂ L(E)
pour les quels il existe w > 0 et M > 1 tel que : ‖T (t)‖ 6Mewt , ∀ t > 0.
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Théorème 2.1.2.3 L'unicité de l'engendrement
Soient deux C0− semigroupe {T (t)}t>0 et {S(t)}t>0 ayant pour générateur
in�nitésimal le même opérateur A . Alors :
T (t) = S(t) , ∀ t > 0.

Preuve Soient t > 0 et x ∈ D(A) . Dé�nissons l'application
[0, t] 3 S 7−→ U(S)x = T (t− s)S(s)x ∈ D(A) . Alors :
d

ds
U(s)x =

d

ds
T (t− s)S(x) + T (t− s) d

ds
S(s)x

= −AT (t− s)S(x) + T (t− s)AS(s)x = 0

quel que soit x ∈ D(A) . Par suite U(0)x = U(t)x , pour tout x ∈ D(A) , d'où :
T (t)x = S(t)x,∀x ∈ D(A) et t > 0. puisque D(A) = E et T (t), S(t) ∈ L(E) , pour
tout t > 0 , il résulte que :
T (t)x = S(t)x,∀t > 0 et x ∈ E , ou bien : T (t) = S(t),∀t > 0. �

Théorème 2.1.2.4
Soient {T (t)}t>0 Un C0− semigroupe, A son générateur in�nitésimal et F ∈ L(E) .
Alors :
T (t)F = FT (t)
pour tout t > 0 si et seulement si :
FD(A) ⊆ D(A) et FAx = AFx , ∀x ∈ D(A).

C0− semigroupes analytiques

Dé�nition 2.1.2.4
Désignerons par ∆ l'ensemble : {z ∈ C|Re z > 0 et Φ1 < arg z < Φ2,Φ1 < 0 < Φ2}
on appelle semigroupe analytique une famille {T (z)}z>∆ ⊂ L(E) véri�ant les
propriétés suivantes :
i) T (0) = I ;
ii) T (z1 + z2) = T (z1)T (z2) , ∀z1, z2 ∈ ∆ ;
iii) lim

z→0
T (z)x = x , ∀z ∈ ∆ ;

iv) l'application : z ∈ ∆ 7−→ T (z) ∈ L(E) est analytique dans le secteur ∆ .

Théorème 2.1.2.5 soit {T (t)}t>0 un semigroupe fortement continue , et A son
générateur in�nitésimal tel que 0 ∈ ρ(A) , les propositions suivantes sont
équivalentes :
1) ∃δ > 0 , tel que {T (t)}t>0 peut être étendu en un semigroupe fortement continu
analytique dans le secteur : ∆δ = {z ∈ C| (Re z > 0), |argz| < δ} .
Et {T (t)}t>0 est uniformément borné dans ∆̄δ′ ⊂ ∆δ, (δ

′
< δ) .

2) il existe un constante M , tel que :
pour ∀σ > 0 et µ 6= 0, λ = σ + iµ . on a :

‖ R(λ,A) ‖6 M

|µ|
.

3) ∃δ, (0 < δ < Π
2
) et M > 0 tel que :

ρ(A) ⊃ Σδ = {λ ∈ C, |arg z| < δ + Π
2
} ∪ {0} et : ‖ R(λ,A) ‖6 M

|λ|
, ∀λ ∈ Σδ, λ 6= 0 .

4) {T (t)}t>0 est un semigroupe fortement continu di�érentiable ∀ t > 0 et ∃ c > 0
tel que : ‖ AT (t) ‖6 c

t
.
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C0− semigroupes des contractions

Dé�nition 2.1.2.5 on dit que {T (t)}t>0 est un C0− semigroupe de contractions
sur l'espace de Banach E si {T (t)}t>0 ∈ SG(1, 0).
Lemme 2.1.2.1 Soit {T (t)}t>0 ∈ SG(M,w) . Alors , l' applications :
‖.‖ : E −→ R+

‖x‖ = Supt>0e
−wt‖T (t)x‖ , ∀x ∈ E.

est une norme sur E équivalente avec la norme initiale ‖.‖ .

Preuve Soit x ∈ E . Pour tout t > 0, on a :
e−wt‖T (t)x‖ 6 e−wt‖T (t)‖‖x‖ 6M‖x‖ .
En passant à la borne supérieure par rapport à t, on voit que :
|||x||| 6M‖x‖ , ∀x ∈ E.
D'autre part , nous avons :
|||x||| = Supt>0e

−wt‖T (t)x‖
> e−w0‖T (0)x‖
= ‖x‖ , ∀x ∈ E,

d'où il résulte que :
‖x‖ 6 |||x||| 6M‖x‖ , ∀x ∈ E.
Par conséquent les normes |||.||| et ‖.‖ son équivalentes. �

Théorème 2.1.2.6 Soient {T (t)}t>0 ∈ SG(M,w).A son générateur in�nitésimal
et :
S(t) = e−wtT (t) , ∀t > 0 . Alors
(i) {S(t)}t>0 ∈ SG(1, 0) ;
(ii) le C0− semigroupe {S(t)}t>0 a pour générateur in�nitésimal l'opérateur
B = A− wI.

Preuve
(i) Il est clair que la famille {S(t)}t>0 est un C0− semigroupe . De plus, pour tout
t > 0 , on a :
|||S(t)x||| = sups>0e

−ws‖T (s)e−wtT (t)x‖
= supτ>0e

−wτ‖T (τ)x‖
6 supτ>0e

−wτ‖T (τ)x‖
= |||x|||,∀x ∈ E,

d'où obtient :
|||S(t)x||| 6 |||x||| , ∀x ∈ E et t > 0.
Il s'ensuit que : ‖S(t)‖ 6 1 , ∀t > 0 et par conséquent, {S(t)}t>0 ∈ SG(1, 0) .
(ii) Elle est analogue à celle du théorème 2.1.2.2. Pour les C0− semigroupes de
contractions. �

Théorème 2.1.2.7
Un opérateur linéaire : A : D(A) ⊂ E −→ E est le générateur in�nitésimal d'un
semigroupe {T (t)}t>0 ∈ SG(1, 0) si seulement si :
(i) A est un opérateur fermé et D(A) = E,
(ii) Λ0 = {λ ∈ C | Reλ > 0} ⊂ ρ(A) et pour λ ∈ Λ0 on a :

‖R(λ,A)n‖ 6 1

(Reλ)n
, ∀n ∈ N∗.

Preuve
(i) ⇒ (ii) comme {T (t)}t>0 ∈ SG(1, 0), nous avons :
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‖T (t)‖ 6 1 , ∀t > 0 . par suite , on peut prendre M = 1 et w = 0.
Avec le théorème Hill-Yosida voir [13] page 73 , il résulte que :
(i) A est un opérateur fermé et D(A) = E,
(ii) Λ0 = {λ ∈ C | Reλ > 0} ⊂ ρ(A) et pour λ ∈ Λ0 on a :

‖R(λ,A)n‖ 6 1

(Reλ)n
, ∀n ∈ N∗.

(ii) ⇒ (i) soit A : D(A) ⊂ E −→ E
Un opérateur linéaire véri�ant les propriétés (i) et (ii) de l'énoncé. Avec le
théorème Hill-Yosida voir [13] page 73, il résulte que :
A est le générateur in�nitésimal d'un C0− semigroupe {T (t)}t>0 pour lequel il
existe M = 1 et w = 0 tel que :
‖T (t)‖ 6 1 , ∀t > 0 .
Donc A est le générateur in�nitésimal d'un semigroupe de contractions.

�

2.1.3 Les semigroupes fortement continus di�érentiables

Dé�nition 2.1.3.1
On dit que {T (t)}t>0 est un semigroupe fortement continu di�érentiable si
l'application :
[0,+∞[3 t −→ T (t)x .
Tel que : T (t)x ∈ E où L(E), est di�érentiable quelque soit x ∈ E.

Dé�nition 2.1.3.2
On dit que l' application :
t −→ T (t)x est di�érentiable si :

lim
t→s

T (t)x− T (s)x

t− s
éxiste où lim

h→0

T (t+ h)x− T (t)x

h
éxiste

Théorème 2.1.3.1
Soit {T (t)}t>0 est un semigroupe fortement continu et A son générateur
in�nitésimal, alors les a�rmations suivantes sont équivalentes :
(i) {T (t)}t>0 est un semigroupe fortement continu di�érentiable
(ii) Im {T (t)} ⊂ D(A) , ∀t ∈ [0,+∞[.

Proposition 2.1.3.1
Soit {T (t)}t>0 est un semigroupe fortement continu di�érentiable, alors
l'application :
[0,+∞] 3 t −→ T (t)x .
Tel que : T (t)x ∈ (E où L(E)), est continu pour la topologie de la convergence
uniforme.

Théorème 2.1.3.2
Soient {T (t)}t>0 est un semigroupe fortement continu di�érentiable et A son
générateur in�nitésimal, alors :
i) pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ E , on a T (t)x ∈ D(An) et :
AnT (t)x = [AT ( t

n
)]nx , ∀t ∈ [0,+∞[.

ii) pour tout n ∈ N∗ l'application :
[0,+∞[3 t −→ T (t)(n) ∈ L(E) est n fois di�érentiable pour la topologie de la
convergence uniforme.
En plus :
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T (t)(n) =
dn

dtn
T (t) = AnT (t) ∈ L(E) .

Et cette application est continu pour la topologie de la convergence uniforme.

Lemme 2.1.3.1
Soit {T (t)}t>0 un C0− semigroupe et A son générateur in�nitésimal si :
Bλ(t)x =

∫ t
0
eλ(t−s)T (s)xds

alors (λI − A)Bλ(t)x = eλtx− T (t)x pour tout x ∈ E .

2.1.4 C0− semigroupes compacts

Dé�nition 2.1.4.1
Un C0− semigroupe est compact pour t > t0 si pour tout t > t0 , l'opérateur T (t)
est compact. T (t) est compact s'il est compact pour t > 0

Théorème 2.1.4.1
Soit T (t) un C0− semigroupe dans un espace de Banach E. Si T (t) est compact
pour certain t0 > 0 , alors T (t) est compact pour tout t > t0 , de plus T (t) est
continu pour la topolgie uniforme pour t > t0.

Preuve
Soit ‖T (s)‖ 6M pour 0 6 s 6 1 et soit ε > 0 si t > t0 alors l'ensemble :
Ut = {T (t)x : ‖x‖ 6 1} est compact alors il existe x1, x2, ..., xN tel que la boule

ouverte de rayon
ε

2(M + 1)
et de centre

T (t)xj, 1 < j 6 N couvrir Ut et car T (t) est fortement continu, alors il existe
0 < h0 6 1 tel que :
‖T (t+ h)xj − T (t)xj‖ < ε

2
pour 0 6 h 6 h0 et 1 6 j < N .

Soit maintenant x ∈ E avec ‖x‖ 6 1 alors il existe j , 1 6 j 6 N dépendant de E

‖T (t)x− T (t)xj‖ <
ε

2(M + 1)
. Alors pour 0 6 h 6 h0 et ‖x‖ 6 1 On a :

‖T (t+ h)x− T (t)x‖ 6
‖T (h)‖‖T (t)x− T (t)xj‖+ ‖T (t+ h)xj − T (t)xj‖+ ‖T (t)xj − T (t)x‖ < ε
d'où T (t) est continu pour la topologie uniforme pour t > t0 . �
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Chapitre 3 (Propriétés spectrales des semigroupes)

3.1 Les propriétés spectrales des semigoupes uniformément continus

Théorème 3.1.1
Soit {T (t)}t>0 un semigroupe uniformément continu et A son générateur
in�nitésimal.
Si λ ∈ C tel que Reλ >‖ A ‖ ,
alors l'application
Rλ : E → E ,
Rλx =

∫ +∞
0

e−λtT (t)xdt
dé�nit un opérateur linéaire borné, λ ∈ ρ(A) et Rλx = R(λ;A)x, pour tout x ∈ E .

Preuve
Soit λ ∈ C avec Reλ >‖ A ‖ . Avec le corllaire (2.1.1.1) (i) , on voit que :
‖ T (t) ‖6 e‖A‖t, ∀t > 0.
De même , nous avons :

‖ e−λtT (t)x ‖6 e−(Reλ−‖A‖)t ‖ x ‖, ∀x ∈ E et
∫ +∞

0
e−(Reλ−‖A‖)tdt =

1

Reλ− ‖ A ‖
.

L'application Rλ est donc bornée et il est clair que Rλ est linéaire .
Pour x ∈ E , nous avons :
RλAx =

∫ +∞
0

e−λtT (t)Axdt

=
∫ +∞

0
e−λt

d

dt
T (t)xdt

= −x+ λ
∫ +∞

0
e−λtT (t)xdt

= −x+ λRλx,
d'où x = Rλ(λI − A)x, pour toutx ∈ E. par conséquent Rλ(λI − A) = I .
De même , nous avons :
ARλx = A

∫ +∞
0

e−λtT (t)xdt

=
∫ +∞

0
e−λtAT (t)xdt

=
∫ +∞

0
e−λtT (t)Axdt

= RλAx,∀x ∈ E .
par suite , on a ARλx = RλAx = −x+ λRλx, pour tout x ∈ E . Il en résulte que
(λI − A)Rλ = I .
Par conséquent λ ∈ ρ(A) et Rλ = R(λ;A) . �

Dé�nition 3.1.1
L'opérateur Rλ : E → E dé�nit par Rλx =

∫ +∞
0

e−λtT (t)xdt, λ ∈ C avec
Reλ >‖ A ‖, s'appelle les transformée de Laplace du semigroupe uniformément
continu {T (t)}t>0 ayant pour générateur in�nitésimal l'opérateur A .

Théorème 3.1.2
Soit A le générateur in�ntésimal d'un semigroupe uniformément continu {T (t)}t>0.
si ΓA est un contour de Jordon A-spectral, alors nous avons :

T (t) =
1

2πi

∫
ΓA

eλtR(λ;A)dλ , ∀t > 0

Théorème 3.1.3 Spectral mapping
Soit A le générateur in�ntésimal du semigroupe uniformément continu {T (t)}t>0.
Alors : etσ(A) = σ(T (t)),∀t > 0 .
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Preuve
Montrons que etσ(A) ⊂ σ(T (t)),∀t > 0 .

Soit µ ∈ σ(A) . pour λ ∈ ρ(A) , l'application : gµ(λ) =
eµt − eλt

µ− λ
est analytique dans un voisinage de σ(A) .
Compte tenu du théorème 3.1.2 , on voit que : eµtI − eAt = (µI − A)gµ(A) .Si
eµt ∈ ρ(T (t)), alors il existe Q = [eµtI − T (t)]−1 ∈ L(E) .
par conséquent : I = (µI − A)gµ(A)Q , d'où il résulte que µ ∈ ρ(A) , ce qui est
absurde .
Donc eµt ∈ σ(T (t)) et par suite etσ(A) ⊂ σ(T (t)) .
Montrons que σ(T (t)) ⊂ etσ(A) .
Soit µ ∈ σ(T (t)) .
Supposons par absurde que µ /∈ etσ(A). Alors pour λ ∈ ρ(A) , l'application
~(λ) = (µ− eλt)−1 est dé�nie sur un voisinage du σ(A) .
Donc : ~(A)(µ− etA)−1 = 1 et il en résulte que µ ∈ ρ(T (t)) et cela est absurde .
par suite µ ∈ etσ(A), d'où σ(T (t)) ⊂ etσ(A) .
Finalement on voit que : etσ(A) = σ(T (t)), ∀t > 0 . �

3.2 Propriétés spectrales des C0− semigroupes

Lemme 3.2.1
Soient {T (t)}t>0 ∈ SG(M,w) et A son générateur in�nitésimal . Alors pour tout
λ ∈ Λw et t > 0 , l'application :
βλ(t) : E → E
βλ(t)x =

∫ t
0
eλ(t−s)T (s)xds

dé�nit un opérateur linéaire sur E véri�ant les propriétés suivantes :
(λI − A)βλ(t)x = eλtx− T (t)x,∀x ∈ E et
βλ(t)(λI − A)x = eλtx− T (t)x,∀x ∈ D(A) .
De plus βλ(t)T (t) = T (t)βλ(t) .

Preuve
Pour tout x ∈ E nous avons successivement ;
‖ βλ(t)x ‖ =‖

∫ t
0
eλ(t−s)T (s)xds ‖

6
∫ t

0
eReλ(t−s) ‖ T (s) ‖‖ x ‖ ds

6MeReλt ‖ x ‖
∫ t

0
e−(Reλ−w)sds <∞.

Comme la linéairité est évidente , il en résulte que βλ(t) ∈ L(E) , quels que soient
λ ∈ Λw et t > 0 , Si x ∈ E et ~ > 0 , alors nous obtenons :
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T (h)− I
h

βλ(t)x =
T (h)− I

h

∫ t
0
eλ(t−s)T (s)xds

=
1

h

∫ t
0
eλ(t−s)T (h+ s)xds− 1

h

∫ t
0
eλ(t−s)T (s)xds

= 1
h

∫ t+h
h

eλ(t−τ+h)T (τ)xdτ − 1
h

∫ t
0
eλ(t−s)T (s)xds

=
eλh

h

∫ t+h
h

eλ(t−τ)T (τ)xdτ − 1
h

∫ t
0
eλ(t−s)T (s)xds

=
eλh

h
[
∫ t+h

0
eλ(t−τ)T (τ)xdτ −

∫ h
0
eλ(t−τ)T (τ)xdτ ]− 1

h

∫ t
0
eλ(t−s)T (s)xds

=
eλh

h

∫ t+h
0

eλ(t−τ)T (τ)xdτ − eλh

h

∫ t
0
eλ(t−τ)T (τ)xdτ

+
eλh

h

∫ +∞
0

eλ(t−τ)T (τ)xdτ − 1
h

∫ t
0
eλ(t−s)T (s)xds− eλh

h

∫ h
0
eλ(t−τ)T (τ)xdτ

=
eλh

h

∫ t+h
t

eλ(t−τ)T (τ)xdτ +
eλh + 1

h

∫ t
0
eλ(t−s)T (s)xds− eλh

h

∫ h
0
eλ(t−τ)T (τ)xdτ

=
eλh

h

∫ t+h
t

eλ(t−τ)T (τ)xdτ +
eλh − 1

h
βλ(t)x−

eλh

h

∫ h
0
eλ(t−τ)T (τ)xdτ .

En passant à limite , on a :

lim
h→0

T (h)βλ(t)x− βλ(t)x
h

= T (t)x+ λβλ(t)x− eλtx, d'où βλ(t)x ∈ D(A) et

(λI − A)βλ(t)x = eλtx− T (t)x, ∀x ∈ E. Si x ∈ D(A), alors nous avons :

βλ(t)Ax =
∫ t

0
eλ(t−s)T (s)Axds

=
∫ t

0
eλ(t−s) d

ds
T (s)xds

= T (t)x− eλtx+ λβλ(t)x,
d'où l'on tire :
βλ(t)(λI − A)x = eλtx− T (t)x, ∀x ∈ D(A).
De plus , nous obtenons que :
βλ(t)D(A) ⊆ D(A) et :
(λI − A)βλ(t)x = βλ(t)(λI − A)x,∀x ∈ D(A),
d'où : Aβλ(t)x = βλ(t)Ax, ∀x ∈ D(A),
compte tenu du théorème 2.1.2.4 , on voit que : βλ(t)T (t) = T (t)βλ(t),∀t > 0. �
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Remarque 3.2.1
Soient {T (t)}t>0 ∈ SG(M,w) et A son générateur in�nitésimal alors
Λw = {λ ∈ C, Reλ > w} et σ(A) ⊂ {λ ∈ C, Reλ 6 w}.

Théorème 3.2.1 Spectral mapping
Soient {T (t)}>0 ∈ SG(M,w) et A son générateur in�nitésimal . Alors :
etσ(A) = {eλt|λ ∈ σ(A)} ⊆ σ(T (t)),∀t > 0.

Preuve
Soit λ ∈ C tel que eλt ∈ ρ(T (t)).
Alors on peut considérer l'opérateur Q = (eλtI − T (t))−1 ∈ L(E) .
Compte tenu du lemme 3.2.1 (i) ,on a :
(λI − A)βλ(t)x = eλtx− T (t)x, ∀x ∈ E
et : βλ(t)(λI − A)x = eλtxT (t)x, ∀x ∈ D(A).
Par multiplication avec Q à droite dans la premiére égalité et à gauche dans la
seconde , nous obtenons :
(λI − A)βλ(t)Qx = x,∀x ∈ E
et : Qβλ(t)(λI − A)x = x, ∀x ∈ D(A)
Mais, avec le lemme 3.2.1, il en résulte que : (eλtI − T (t))βλ(t) = βλ(t)(e

λtI − T (t))
, en nous voyons que Qβλ(t) = βλ(t)Q . par conséquent :
(λI − A)βλ(t)Qx = x,∀x ∈ E et : βλ(t)Q(λI − A)x = x,∀x ∈ D(A) .
Il s'ensuit que λ ∈ ρ(A) et �nalement on voit que : ρ(T (t)) ⊂ etρ(A),∀t > 0, ou
bien : etρ(A) ⊆ σ(T (t)),∀t > 0 . �

Exemple 3.2.1
Soit E l'espace de Banach des fonction continues sur l'intervalle [0, 1] . On dé�nie
T (t) par :

T (t)f(x) =

{
f(x+ t) si x+ t 6 1
0 si x+ t > 1

(1)

Si t > 0, T (t) est un opérateur borné de plus on a :
i)

T (0)f(x) =

{
f(x) si x 6 1
0 si x > 1

(2)

mais x ∈ [0, 1] donc T (0)f(x) = f(x) par suite T (0) = I .
ii)

T (t+ s)f(x) =

{
f(x+ s+ t) si x+ s+ t 6 1
0 si x+ s+ t > 1

(3)

= T (t)f(x+ s) = T (t)T (s)f(x);∀f ∈ c0[0, 1].
Donc T (t+ s)f(x) = T (t)T (s)f(x),∀t, s > 0 .
iii) et

lim
t−→0

‖ T (t)f − f ‖ c0[0, 1] = lim
t−→0

sup
x∈[0,1]

|f(x+ t)− f(x)| = 0

par conséquent {T (t)}t>0 est un c0− semigroupe d'opérateur linéaire borné sur
c0[0, 1].
Soit A : D(A) ⊂ C0[0, 1]→ c0[0, 1] le générateur in�nitésimal du c0− semigroupe
{T (t)}t>0 . Si f ∈ D(A) on a :
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Af(x) = lim
t→0

T (t)f(x)− f(x)

t

= lim
t−→0

{
f(x+ t)− f(x)

t
si x+ t 6 1

0 si x+ t > 1
(4)

= f
′
(x) uniformément par rapport à x .

par conséquent :
D(A) = {f : f ∈ C1[0, 1] ∩ E, f ′ ∈ E} et Af = f

′
pour f ∈ D(A) .pour tout λ ∈ c

et g ∈ E l'équation di�érentielle λf − f ′ = g a pour solution unique f ∈ E tel que
f(t) =

∫ 1

t
eλ(t−s)g(s)ds . Par conséquent σ(A) = ∅ .

D'autre part pour tout T (t) ∈ L(E), σ(T (t)) 6= ∅,∀t > 0 .

Dé�nition 3.2.1 On dit que le C0− semigroupe {T (t)}t>0 est nilpotent s'il existe
t0 > 0 tel que T (t) = 0 , pour tout t > t0 .

Proposition 3.2.1
Soient {T (t)}t>0 ∈ SG(M,w) un semigroupe nilpotent et A son générateur
in�ntésimal .
Alors σ(A) = ∅ .

Preuve
Comme le C0− semigroupe {T (t)}t>0 est nilpotent , il existe t0 > 0 tel que
T (t) = 0,∀t > t0. Pour tout λ ∈ c et tout x ∈ E, on a :
‖ e−λtT (t)x ‖6 e−ReλtMewt ‖ x ‖,∀t ∈ [0, t0] et comme :

∫ +∞
t

e−λtT (t)xdt = 0, on
peut dé�nir la transformée de La place :
Rλx =

∫ +∞
0

e−λtT (t)xdt =
∫ t0

0
e−λtT (t)xdt pour tout λ ∈ C . Avec le théorème

Hill-Yosid vior [13] page 73 , il vient λ ∈ ρ(A) et Rλx = R(λ;A)x, pour tout x ∈ E
.
Donc ρ(A) = c, c'est -à - dire σ(A) = ∅.

�

Proposition 3.2.2
Soit ω0 le type d'un semigroupe fortement continu {T (t)}t>0 . Alors le rayon
spectrale de T (t)

r(T (t)) = sup {|λ|, λ ∈ σ(T (t))} , t > 0

véri�er r(T (t)) = eω0t

Preuve
D'après la remarque 2.1.2.2 on a

ω0 = lim
t→∞

1
t
log‖T (t)‖

et puisque

r(T (t)) = lim
t→∞

1
t
‖T (nt)‖ 1

n

et pour tout t > 0, on obtient

r(T (t)) = lim
t→∞

exp [t(nt)−1log‖T (t)‖] = eω0t. �
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3.3 Propriétés spectrales des C0− semigroupes compacts

Théorème 3.3.1
Soit {T (t)}t>0 un C0− semigroupe dans le générateur in�nitésimal est A . T (t) est
compact si et seulement si T (t) est continu pour la topolagie uniforme pour t > 0
et R(λ;A) est compact pour λ ∈ ρ(A).

Preuve
(a) Soit ‖ T (t) ‖6Mewt, si T (t) est compact pour t > 0 alors d'aprés la Théorème
2.1.4.1, T (t) est continu pour la topologie uniforme pour t > 0 ,donc
R(λ;A) =

∫ +∞
0

e−λsT (s)ds pour λ > w (I)
l'intégrale est existe pour la topologie uniforme des opérateurs .
Soit ε > 0, Reλ > w et Rε(λ) =

∫ +∞
ε

e−λsT (s)ds .
et puisque T (s) est compact pour tout s > 0, Rε(λ) est compact mais
‖R(λ;A)−Rε(λ) ‖6‖

∫ ε
0
e−λsT (s)ds ‖6 εMewε → 0

quand ε→ 0 , pour conséquent R(λ;A) est compact et c'est une limite uniforme
d'opérateurs compact
On a
R(λ;A)−R(µ;A) = (µ− λ)R(λ;A)R(µ;A), λ, µ ∈ ρ(A)
par suite R(µ,A) est compact pour certain µ ∈ ρ(A), R(λ;A) est compact pour
tout λ ∈ ρ(A) .
donc les condition du Théorème est nécessaire .
(b) Supposons maintenant que
R(λ;A) est compact pour λ ∈ ρ(A) et T (t) est continu pour la topologie uniforme
pour t > 0 .
D'aprés (I) il en résulte que :
λR(λ;A)T (t)− T (t) = λ

∫ +∞
0

e−λs(T (t+ s)− T (t))ds
Si λ est un réel , λ > w , alors pour tout δ > 0 on a :

‖ λR(λ;A)T (t)− T (t) ‖ 6
∫ δ

0
λe−λs ‖ T (t+ s)− T (t) ‖ ds+

∫ +∞
δ

λe−λs ‖ T (t+ s)− T (t) ‖ ds
6 sup0<s<δ ‖ T (t+ s)− T (t) ‖ +2λ(λ− w)−1Mew(t+δ)e−λδ

D'implique que ;

lim
λ→+∞

‖λR(λ;A)T (t)− T (t) ‖6 sup
06s6δ

‖ T (t+ s)− T (s) ‖

pour tout δ > 0 et car δ est arbitraire on a

lim
λ→+∞

‖λR(λ;A)T (t)− T (t) ‖= 0

mais λR(λ : A)T (t) est compact pour tout λ > w par conséquent T (t) est compact.
�

Propriété 3.3.1
Soit {T (t)}t>0 est un C0− semigroupe et A son générateur in�nitésimal .
Si R(λ;A) est compact pour certains λ ∈ ρ(A) et T (t) est continu pour la
topologie uniforme pour t > t0 , alors T (t) est compact pour t > t0 .

Preuve
Si R(λ;A) est compact pour certains λ ∈ ρ(A) et T (t) est continu pour la topologie
uniforme pour t > t0 d'où R(λ;A) est compact pour tout λ ∈ ρ(A) par suite
λR(λ;A)T (t)− T (t) = λ

∫ +∞
0

e−λs(T (t+ s)− T (t))ds est dé�nieé pour tout t > t0,
alors il résulte comme dans la partie (b) du preuve.
Précédent que : T (t) est compact pour t > t0. �
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3.4 Propriétés spectrales des C0− semigroupes di�érentiables

Théorème 3.4.1
Soit {T (t)}t>0 est un semigroupe fortement continu di�érentiable et A son
générateur in�ntésimal . Alors pour tout n ∈ N∗ on a :

(etσ(A))(n) = {λneλt�λ ∈ σ(A)} ⊆ σ(T (t)(n)),∀t > 0 .

Pour preuver ce théorème on utilise les lemmes suivants :

Lemme 3.4.1
Soit {T (t)}t>0 est un semigroupe fortement continu di�érentiable et A son
générateur in�ntésimal . Alors :
(i) pour tout λ ∈ C et tout t > 0 , l'opérateur βλ(t) ∈ L(E) est indé�niment
dérivable et

βλ(t)
(n) = λn(βλ(t) +

∑n−1
i=0

T (t)(i)

λi+1
),∀n ∈ N∗;

(ii) Pour tout λ ∈ c et tout t > 0 on a :

βλ(t)
(n)T (t)(n) = T ((t)(n)βλ(t)

(n), ∀n ∈ N∗.

lemme 3.4.2
Soient {T (t)}t>0 ∈ SG(M,w) et A son générateur in�nitésimal . Alors pour tout
λ ∈ ∧w et t > 0 , l'application

βλ(t) : E −→ E
βλ(t)x =

∫ t
0
eλ(t−s)T (s)xds

dé�nit un opérateur linéaire borné sur E véri�ant les propriétés suivantes :

(λI − A)βλ(t)x = eλtx− T (t)x,∀x ∈ E

et :

βλ(t)(λI − A)x = eλtx− T (t)x,∀x ∈ D(A).

De plus

βλ(t)T (t) = T (t)βλ(t).

Preuve
Pour λ ∈ C et t > 0 , nous considérons l'opérateur

βλ(t) : E −→ E
βλ(t)x =

∫ t
0
eλ(t−s)T (s)xds

Avec le lemme 3.4.1 on déduit que l'opérateur βλ(t) ∈ L(E) est indé�niment
dérivable et

βλ(t)
(n) = λn(βλ(t) +

∑n−1
i=0

T (t)(i)

λi+1 ),∀n ∈ lN∗;

Comme tenu du lemme 3.4.2 , il résulte que :

(λI − A)βλ(t)x = eλtx− T (t)x,∀x ∈ E
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et que :

βλ(t)(λI − A)x = eλtx− T (t)x, ∀x ∈ D(A). pour tout n ∈ N∗

il s'ensuit que :

(λI − A)βλ(t)
(n)x = λneλtx− T (t)(n),∀x ∈ E

et :

βλ(t)
(n)(λI − A)x = λneλtx− T (t)(n)x, ∀x ∈ D(A).

Si

λ ∈ C est tel que λneλt ∈ ρ(T (t)(n)) .

alors on peut considérer :

Q = (λneλtI − T (t)(n))−1 ∈ L(E), pour tout n ∈ N∗

par conséquent

(λI − A)βλ(t)
(n)Qx = x, ∀x ∈ E

et

Qβλ(t)
(n)(λI − A)x = x,∀x ∈ D(A) ,pour tout n ∈ N∗ .

Mais , avec le lemme 3.4.1 , il résulte

βλ(t)
(n)T (t)(n) = T (t)(n)βλ(t)

(n),∀n ∈ N∗ .

Donc :

λneλtβλ(t)
(n) − βλ(t)(n)T (t)(n) = λneλtβλ(t)

(n) − T (t)(n)βλ(t)
(n)

et :

βλ(t)
(n)(λneλtI − T (t)(n)) = (λneλtI − T (t)(n))βλ(t)

(n) pour tout n ∈ N∗

Par suite :

βλ(t)
(n)Q = Qβλ(t)

(n),∀n ∈ N∗

et nous voyons que :

(λI − A)βλ(t)
(n)Qx = x, ∀x ∈ E

et :

βλ(t)
(n)βλ(t)

(n)Q(λI − A)x = x, ∀x ∈ D(A).

d'où on obtient que λ ∈ ρ(A).
Nous en déduisons que λ ∈ σ(A) implique λneλt ∈ σ(T (t)(n)) pour tout n ∈ N∗.
Par conséquent :

{λneλt | λ ∈ σ(A)} ⊂ σ(T (t)(n)).

ou bien :
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{(eλt)(n) | λ ∈ σ(A)} ⊂ σ(T (t)(n))

et �nalement :

(etσ(A))(n) ⊂ σ(T (t)(n)), pour tout n ∈ N∗ et tout t > 0 . �

Théorème 3.4.2
Soit {T (t)}t>0 un c0− semigroupe , et soit A son générateur in�nitésimal .
Si ‖ T (t) ‖6Mewt . Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe un t0 > 0 tel que {T (t)}t>0 est di�érentiable pour t > t0 .
(ii) Il existe des constantes réelles a, b et c de telle sorte que b > 0 , c > 0 ,

ρ(A) ⊃
∑

= {λ : Reλ > a− b log | Imλ |} (1')

et

‖ R(λ;A) ‖6 c | Imλ | pour λ ∈
∑
, Reλ 6 w (2')

Pour preuver ce théorème on utilise le corollaire et le lemme suivants :
Corollaire 3.4.1
Soit A le générateur in�nitésimal d'un c0− semigroupe {T (t)}t>0 satisfaisant :

‖ T (t) ‖6Mewt .

Soit γ > max (0, w) . si x ∈ D(A2) , alors

T (t)x = 1
2πi

∫ γ+i∞
γ−i∞ eλtR(λ,A)xdλ (I)

pour tout δ > 0 l'intégral (I) converge uniformément de t pour t ∈ [δ, 1
δ
].

Lemme 3.4.3
Soit {T (t)}t>0 un C0− semigroupe , et soit A son générateur in�ntésimal .
Si {T (t)}t>0 est di�érentiable pour t > t0 et λ ∈ σ(A), t > t0
alors

λeλt ∈ σ(AT (t)).

Preuve
Nous , pouvons supposer w < 0 .
Sinon , nous considérons le semigroupe .
Tl(t) = e−(w+ε)T (t) satisfaisant ‖ Tl(t) ‖6Meεt.
D'aprés (i) et (ii) on peut supposen w < 0
commnçons par montrer que (ii) implique (i) . Soit Γ un chemin dans Σ composé
de trois parties ; Γ1, donnée par Reλ = 2a− b log(−Imλ) pour

−∞ < Imλ 6 −L = −e 2a
b

Γ2 est donnée par Reλ = 0 pour −L 6 Imλ 6 L et Γ3 est donnée par
Reλ = 2a− blog(Imλ) pour L 6 Imλ <∞.
Γ est orientée de sorte que Imλ augmente le long de Γ . En changeant la constante
c dans (2') on peut supposer que (2') est véri�ée pour une λ ∈ Γj, j = 1, 2, 3 .

Γn = Γ ∩ {λ :| λ |< n} .

Car λ→ eλtR(λ;A) est une fonction continue de ρ(A) ⊂ C dans L(E)
les intégrales
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Sn(t) = 1
2πi

∫
Γ
eλtR(λ;A)dλ .

est bien dé�nit Sn(t) convrgent dans L(E) quand n→ +∞ nous dé�nissons la
limite l'intégral

S(t) = 1
2πi

∫
Γ
eλtR(λ;A)dλ (3')

converge dans L(E) ,En autre , il est facile de voir que Sn(t) sont di�érentiables
dans L(E) . Et leurs dérivés S ′n(t) sont donnés par

S ′n(t) =
1

2πi

∫
Γn
eλtR(λ;A)dλ (4')

Si Sn(t) et S ′n(t) convergent dans L(E) uniformément , pour t > t1, la limite
S ′(t) = lim

n→+∞
S
′
n(t) est la dérivé de S(t) dans L(E) . montrons maintenant que (3')

converge dans L(E) pour t > 2
b
et que

S ′(t) = 1
2πi

∫
Γ
λeλtR(λ;A)dλ(5') converge dans L(E) pour t > 3

b
.

D'autre part (3') et (5') converge uniformément en t pour t > 2
b

+ δ et t > 3
b

+ δ
respectivement .
pour chaque δ > 0 . Pour prouver ces allégations posons

Γjn = Γj ∩ {λ :| λ |< n}j = 1, 2, 3 .

Sjn(t) =
1

2πi

∫
Γjn

eλtR(λ;A)dλ .(6')

et

Sj(t) =
1

2πi

∫
Γj
eλtR(λ;A)dλ (7')

On prend n > L , il est clair que Γ2n = Γ2 et S2n(t) = S2(t) et donc S2(t) est bien
dé�ni pour t > 0 pour prouver la convergence des intégrales Sjn(t), j = 1, 2, 3 .Nous
estimons leurs intégrales sur les parcours respectifs d'intégration et on trouve pour
λ = σ + iτ ∈ Γj , pour j = 1, 2 ou 3

‖ eλtR(λ;A) ‖=| eλt |‖ R(λ;A) ‖6 eλt | τ |−bt C | τ |= Ceλt | τ |1−bt (8')

Par conséquent , pour n > m > L nous avons ,

‖ Sjn(t)− Sjm(t)‖ =
1

2π
‖
∫

Γ
⋂
{λ:m6|λ|6n} e

λtR(λ;A)dλ ‖

6 C1e
2at
∫ n
m
| τ |1−bt dτ

Où C1 est une constante indépendante de t . Ainsi , pour n >
2

b
, Sjn(t) , j = 1, 2, 3

convergent dans L(E) et la convergence est uniforme en t pour t > 2
b

+ δ pour tout
δ > 0 ce qui preuve la convergence de (3') .
De meme manière on montre la convergence de (5').Premièrement on note que
S
′
2(t), j = 1, 3 existe pour t > 0. Alors on évalue les intégrales S

′
jn(t), j = 1, 3 sur

leur chemins ;

‖ λeλtR(λ;A) ‖6| λ | C1e
2at | τ |1−bt
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6 C2e
2at | τ |2−bt (10').

Où C2 est une constante indépendante de t .

la convergence de S
′
jn(t), j = 1, 3 pour t >

3

b
résulte de la convergence de

Sjn(t), j = 1, 3 pour t >
2

b
.

Ainsi S(t) existe pour t >
2

b
et est dérivable pour t >

3

b
.

Pour que T (t) soit di�érentiable pour t >
3

b
, nous allons maintenant montrer que

t >
2

b
, S(t) = T (t) .

Soit x ∈ D(A2).
D'aprés le corollaire 3.4.1 , il s'ensuit que

T (t)x = lim
|τ→+∞|

1

2πi

∫ γ+iτ

γ−iτ e
λtR(λ;A)xdλ pour tout γ > 0. (11').

Mais pour x ∈ D(A2) , nous avons

R(λ;A)x =
x

λ
+
Ax

λ2
+
R(λ;A)A2x

λ2
(12').

De (3') , il s'ensuit que , pour tout x ∈ E et t >
2

b

S(t)x =
1

2πi

∫
Γ
eλtR(λ;A)xdλ (13').

Prenant x ∈ D(A2) dans (13') , en utilisant les estimation (12') et (2') , nous
observons que l'on peut déplacer la voie de l'intégration dans (13') de Γ à la ligne
γ + iτ,−∞ < τ < +∞ .

Par conséquent , pour t >
2

b
et x ∈ D(A2), T (t)x = S(t)x puisque pour t >

2

b
les

deux T (t) et S(t) sont des opérateur bornées et puisque D(A2) est dense dans E ,

il s'ensuit que S(t) = T (t) pour t >
2

b
et par conséquent T (t) est di�érentiable

pour t >
3

b
, Dans la topologie uniforme d'opérateur. Ainsi , (ii) implique (i) .

Ensuite , on montre que (i) implique (ii) .
Si t1 > t0 donc AT (t1) est un opéateur linéaire borné .

‖ AT (t1) ‖= M(t1) .

D'apres le lemme 3.4.3 , il s'ensuit que

σ(A) ⊂ {λ : λeλt1 ∈ σ(AT (t1))}

⊂ {λ :| λeλt1 |6M(t1)} (14')
donc

ρ(A) ⊃ {λ : Reλt−1
1 logM(t1)− t−1

1 log | Imλ |}

L'ensemble

Σ = {λ;Reλ > t−1
1 log(1 + δ)M(t1)− t−1

1 log | Imλ |} pour tout δ > 0 (15')
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Il est évident que
∑
⊂ ρ(A) , ce qui prouve (1') .

Pour prouver (2') remplaçant R(λ;A)x par x d'apés le lemme 2.1.3.1 il resulte :

λeλtR(λ;A)x = AT (t)R(λ;A)x+ T (t)x+ λ
∫ t

0
eλ(t−S)T (s)xds (16')

On prend t = t1 et λ = σ + iτ ∈
∑

dans (16') on trouve

‖ R(λ,A)x ‖6| τ |−1 e−σt1(‖ AT (t1 ‖‖ R(λ;A)+ ‖ T (t1) ‖ x ‖ + ‖
∫ t1

0
eλsT (s)xds ‖

Mais pour λ ∈
∑

,

| τ |−1 e−σt1 ‖ AT (t1 ‖6 (1 + δ)−1

choisir | τ |> 1 et σ 6 w < 0 on trouve

‖ R(λ;A)x ‖ 6
1 + δ

δ
[|τ |−1e(w−σ)t1M ‖ x ‖ + ‖

∫ t1
0
e−λsT (s)xds ‖]

6 (
1 + δ

δ
)Me(w−σ)t1(| τ |−1 +t1) ‖ x ‖

6
M(1 + t1)ewt1

δ ‖ AT (t1) ‖
| τ |‖ x ‖= c | τ |‖ x ‖

et ce la pour λ ∈
∑
, Reλ 6 w,

‖ R(λ;A) ‖6 C | Imλ |. �

3.5 Propriétés spectrales des C0− semigroupes analytiques

Théorème 3.5.1
Soit A le générateur in�nitésimal d'un C0− semigroupe T (t) satisfaisant
‖T (t)‖ 6Mewt.
Alors T (t) est analytique si et seulement s'il existe des constantes c > 0 et Λ > 0

tel que : ‖AR(λ;A)n+1‖ 6 c

nλn
pour λ > nΛ , n ∈ N∗ (1)

pour preuver ce théorème on a besoin des deux théorème suivants

Théorème 3.5.2
Soit {T (t)}t>0 un C0− semigroupe uniformément borné, et A son générateur
informément on suppose que 0 ∈ ρ(A). Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) T (t) peut prolonger à un semigroupe anlytique sur un secteur
∆δ = z : |argz| < δ et ‖T (z)‖ est uniformément bornée pour tout secteur fermé
∆̄δ, δ

′ < δ , de ∆δ.
(ii) T(t) est di�erentiable pour t > 0 et il exist une constante c telque :

‖AT (t)‖ 6 c

t
pour t > 0.

Théorème 3.5.3
Soit {T (t)}t>0 un C0− semigroupe sur E. Si A est le générateur in�nitésimal de
T (t) alors :

T (t)x = lim
n−→∞

(I − t

n
A)−nx = lim

n−→∞
[
n

t
R(
n

t
;A)]nx pour x ∈ E

et la limite est uniforme pour t sur tout intervalle borné .
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Preuve
D'aprés le théorème 3.5.1 T (t) est analytique si et seulement s'il est di�erentiable
pour t > 0 et il existe c1 > 0 et w1 > 0 tel que :

‖AT (t)‖ 6 c1

t
ew1t pour t > 0 (2)

si A satisfaisant (1) alors pour λ > nΛ et x ∈ D(A) on a :

‖AR(λ;A)n+1x‖ = ‖R(λ;A)n+1Ax‖ 6 c

nλn
‖x‖ (3)

En choisissant t <
1

Λ
et λ =

n

t
dans (3) on trouve

‖A(
n

t
R(
n

t
;A))n+1x‖ = ‖n

t
R(
n

t
;A))n+1Ax‖ 6 c

t
‖x‖ pour x ∈ D(A)

L'orsque n −→ +∞ et d'aprés le théorème 3.5.2 , et la fermeteure de A, il en
résulte que :

‖AT (t)x‖ 6 c

t
‖x‖ pour x ∈ D(A), 0 < t <

1

Λ
(4)

Puisque D(A) est dense dans E et AT (t) est fermé, l'inégalité (4) est véri�ée pour
tout x ∈ E, par conséquent il existe c1 > 0 et w1 > 0 tel que l'inégalité (2) est
véri�ée et T (t) est analytique.
D'autre part dérivons la formule

R(λ;x)x =

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt

n fois on trouve :

R(λ;A)(n)x = (−1)nn!R(λ;A)n+1x = (−1)n
∫ +∞

0

tne−λtT (t)xdt

Il résulte d'après (2) que :

n!‖AR(λ;A)n+1x‖ 6 c1(

∫ +∞

0

tn−1e−λtT (t)xdt)‖x‖ =
c1

(λ− w1)n
(n− 1)!‖x‖

Par conséquent pour λ > nΛ

‖AR(λ;A)n+1‖ 6 c1

nλn
(

1

1− w1

Λn

)n 6
c2

nλn
. �
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Conclusion

La théorie spectrale des semigroupes est un domaine de recherche qui suscite
depuis quelques années beaucoup d'intérêt, il a connu des développement et des
applications très intéressants, en particulier dans les équations d'évolution, l'étude
du comportement asymptotique de certains semigroupes d'opérateur,...
Notre étude à examiné la relation entre le spectre, la résolvante d'un générateur
in�nitésimal et le semigroupes engendré.
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 الملــــــــخـص

 .(الخواص اساسيـــــة)فــــي هــــذا العمل   قمنـــا مـــن جهة بدراســـة نظرية نصـــف زمر المؤثرات على فضاء بنـــاخ 

 ومــن جهـــة أخــرى درسنــــــا الخـــواص الطــيــفيــــة لنصـــف الزمــــر المستمـــــــرة بانتظـــــام ونصــــف الزمـــــر 

 .وبخــاصـــــــة القابلــــــة للاشتقــــــاق و المتراصــــــــــة, التحـــليليــــــة ونصـــــف الزمــــــر المستمـــــــرة بقــــــــوة

 .طيــــــــــــف, حــــــــــال, نصـــــف زمــــــرة مستمـــــــرة بقــــــوة, نصـــــــــــــف زمــــــرة :الكلمات المفتاحيــة

 

Résumé 

Ce travail a pour but d’étudier d’une part la théorie des semigroupes d’opérateurs linéaires  

bornés dans un espace de Banach (Propriétés élémentaires). 

D’autre part d’étudier les propriétés spectrales pour les semigroupes uniformément  

continus,  semigroupes analytiques et les C0-semigroupes, en particulier les semigroupes  

différentiables et compacts. 

Mots clés : semigroupe, semigroupe  fortement continu, résolvante, spectre.   

 

Abstract 

In this work we present a study concerning in part the theory of semigroups of bounded  

linear operators on a Banach space(Elementary properties). 

Another part the spectral properties of uniformly continuous semigroups, analytic  

semigroups and strongly continuous semigroups, in particular C0-semigroups differentiable  

and compact. 

Key words : semigroups, strongly continuous semigroups, resolvant, spectrum.   


