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Notations

||.|| définit un normé.

< .,. > définit un produit scalaire.

LP(02, 1) = {f : 2 — Y mesurable tel que || f||,< oo}

X+ ={z € X, X espace de Riesz : z > 0}.

L(X,Y) = {I'espace des opérateurs de X dans Y}.

X* est le dual (topologique) de X.

T est appelle 'adjoint d’opérateur T.

Bx La boule d’unité fermée de X.

II,(X,Y) L’ensemble des opérateurs p-sommable de X dans Y.
L(X,Y) = { application linéaires u : X — Y'}.

SL(X,Y) = {application sous-linéaires 7 : X — Y'}.

VI ={ue L(X,Y):u<T(ie,Vr € X,u(x) <T(z))}.
SB(X,Y)={T: X — Y sous-linéaire bornés }.

B(X,Y)={T: X — Y linéaire bornés }.

T (X,Y) ={T : X — Y sous-linéaire positivement p-sommants }.
D,(X,Y) T'ensemble de tous les operateurs sous-linéaires qui sont fortement p-sommables

de X dans Y.



Introduction

Les application sous-linéaires ont été uneobjet mathématique trés étudiées au cours ces
derniéires années et surtout dans le domaine de I'interpolation et des factorisations sous
toutes les formes. Tres récemment Grafakos, Defant, Garcia Cureva et Cie ont donné un
dévelopement importent a cette notion. Dans ce mémoire, on va s’intéresser aux opéra-
teurs sous-linéaires T et les opérateurs linéaire < T'. On essayera d’introduire, de comparer
et de généraliser des résultats classiques ou universels du linéaires au sous-linéaires.

Le plan de ce mémoire est comme suivant : Dans le premier chapitre introducation sur
les espaces nécessaire a définition les opérateurs p-sommants. on donnera dans un pre-
miere temps un apercu général sur les espaces normés, quasi-normés et les applications
linéaires continues (les opérateur) et ces types, espace Banach et quasi-Banach. Puis on
étudiera les espaces de Banach réticulés et complétement réticulés sur quel on introdiut
les espaces ordonné (ou espace Riesz ) et quelques propriétés qui s’y raménent, telle que
I'ensemble positif ( X = {z € X, X espace de Riesz :z > 0} ).

Dans le second chapitre,on donnera généralement la définition des opérateurs p-sommants.
Aprés que on prend les notations relativement la normé sur [,(resp. Iy ) et I} “(vesp. [¥),
et encore on définition les opérateurs p-sommants avec le Théoréme Factorisation de
pietsch. Puis, on étudier les opérateurs sous linéaires et quelques propriétés qui s’yra-
ménent, et on introduit un peu les définitions nécessaires comme l'opérateur différentiel
(VI = {u € L(X,Y) : u < T(ie,Ve € X u(x) < T(x))} ). telle que I'extention du
théoréeme Hahn-Banach aux opérateurs sous-linéaires. On donnera aussi quelques résul-
tats relatifs a cette classe d’opérateurs.

Dans le chapitre troisiéme on donnera le grand théoréme pour les opérateurs sous-

lindaires positivement p-sommants( 7 (X;Y) = {T' : X — Y opérateur positivements



p-sommants } ) comme théoréme d’inclusion et théoréme de pietsch aus opérateurs posi-
tifs. Puis on cadre du développement de théoréme de factorisation dans ce cas sous-linéaire
par L,. On dit que généralement un opérateur 7' € L(X;Y") se factorise par un espace de
Banach Z s'il existe un opérateur U € L(X;Z) et V € L(Z;Y) telque T=UoV .

Lorsque on parle des théorémes de factorisation d’aprés les études déja faites, & maintes
reprises un schéma apparut, nous pouvons donner une simple caratérisation de ce schéma

par ce diagramme, pour X,Y et Z.

X

ol S est un opérateur linéaire continu de X dans Z, et T, désigne 'opérateur linéaire borné
de multiplication par une fonction g € Y, g > 0, (Y réticulé).

On teminer ce chapitre avec étudie la relaion entre les opérateurs linéaires sommants et
les opérateurs sous-linéaires de X un espace de Banach réticulé dans un espace de Banach
complétement réticulé.

Enfin en donnant des quelques remarques et question ouvertes.



Chapitre 1

Apparcu les epaces

On commence par les théorémes et les définitions des types quelques espaces qui sont

notre source d’inpiration.

1.1 Espace quasi-normé

Définition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel sur R , une application || . | :X — R est
une norme Ssi :

1.VYre X VYAXeR | Az||=| M| ||z]]. (homogenéité)

2.Vr,ye Xz +y|I< ||z +]|y]]- (inégalité triangulaire)
3. Vre X |z[=0. (positivété)
4. VreX |z)|=0<=z=0. (defini)

-Une espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel norme (en abrége <
E.V.N>).

-Pour tout a,b € R avec a < b l’espace vectoriel X = C*®[a,b] muni de la norme :

ITlloo=sup | T(2) | - | Tlla= /[, T(x)?da .

on encore de la norme :
b
ITl= [, I T(x) | dx .
est une espace vectoriel

-Pour tout x € R" on definition la norme sur l'espace (1 < p < o0) :

. 1
sip <00 zlly= (2imy |2 )7



sip=00:|z]e=sup{| x; | i € N*} .

Définition 1.1.2 Soit E un e.v. muni de normes ||.||1 et |.||2 -

-On dit que ||.||2 est plus fort que ||.||1 s’il existe une constante ¢ > 0 telle que Yz € X .
[l < ell]l2 -
-On dit que ||.||1 et ||.||2 sont equivalants s’il existe ¢ > 0 telle que Vo € X .
cHallo< el el -
Définition 1.1.3 Une quasi-norme sur X, est une application
[ X — Ry

z— ||
telle que :
i) ||z]|> 0, pour tout x # 0
i) ||ax||= |a||z||, pour tout « € R et x € X
iit) ||z +yl|< Cllzll+llyl), pour tout z,y € X.

ot (C' > 1) une cnstante indépendante de x et y appelée le module de concavité de ||.||.

Définition 1.1.4 Soit 0 < p < 1, une quasi norme ||.|| sur X est dit une p-norme si pour

toue suite finie x1,...,x, € X l'inégalité suivant est vérifiée

n
2@
i=1

Dans ce cas on dit que l'espace X est "p-normé" pour tout p €0, 1].

<O llwlP)r.
=1

Remarque 1.1.5 .

1
5 : 1
e Tout p-normé est un quasi-norme avec C = 2»~ " (notons que la 1-norme est la norme

usuelle).
e Le téoreme de Aoski-Rolewicz assure que pour toute quasi norme ||| il eziste 0 < p <1
tel que ||.|| est une p-norme équivalente (i.e., si ||.||1 une quasi-norme dans X, alors il

5



eriste 0 << 1 qui satisfait C = 25 Vet une p-norme ||.||2) dans X tel que C~1||z||;<

|z||2< [|z]|1,z € X ).La p-norme est définie par

waﬂﬁ{éjmﬁﬁ:n>&x:§}m@0CX}.
=1

i=1
Rappelons qu 'une norme ||.|| sur un espace de vectoriel X est une norme réticulée si
Vr,y € X, |z| < |y| = ||z]|< ||ly]|-Un espace de vectoriel muni d’une norme réticulée est

appelé espace de vectoriel normé .

1.2 Espace Hilbert

soit X un espace vectoriel sur R.

Définition 1.2.1 Une produit scalaire sur X est une application bilinéaire sur X. notée
< .,.>x: X x X — R et verifier les trois propriéte suivantes :

1/ Symetric : Yu,v € X < u,v >x=<v,u >x .

2/ positivité : Yu € X = < wu,u >x= 0.

3/ defini : < u,u >x=0<= u=0.

St < ... > definit un produit scalaire sur X.

(X, < .,.>) est appelé espace préhilbertien.

X =R" <z,y>= ", xy; definit produit scalaire sur X.

X = C(la,b],R). avec —00 < a < b < +00

< fog>= [T F(t)g(t)dt.

defini un produit scalaire.
Soit H espace préhilbertien on a la définition suivant :

a) on dit que x et y orthogonauz si :
rye X, <x,y>=0.
b) on dit que M et N orthogonaux tel que M C X, N C H si

Vee M,Vy e N, < xz,y >=0.



c)on dit que M C X orthogonal st

ye X;Vee M, < x,y >=0.
d) on dit que U C X est unensemble orthogonal si

Ve,ye Uyx £y, < x,y >=0.

Pour tout x dans U(orthogonal) et ||x||= 1. alors U est un ensemble orthonormal( ou

orthonormé).

Définition 1.2.2 Un espace préhilbertienne complet sur produit scalaire est appelle espace

de Hilbert.

Proposition 1.2.3 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel norme complet (X, ||.||)

dont la norme ||.|| est induite par un produit scalaire.

Proposition 1.2.4 Soit < .,. >x produit scalaire sur X.

L’application x € X — ||z||= /< x,x > est un norme.

Preuve.

Soit X un espace Hilbert Alors.

Yo,y € X2 | <y > < ]yl

1) |lzll=0= V<755 =0
=<z, z>=10
— =0
2) [Azll= V< Az, Az >
/N <zz>
=\y<zas
= [Alll]l.
3) |z +yl*= <z Fygaty>

=<zr+yrt+y>



=<z, x>+ <z,y>+<y,x>+<yy>
= [lzl*+2 < 2,y > +]ly[*.
ona<zy><|<zy>|< |yl
lz + yl*< Nz lP+2fz |yl +yl?
< (lzll+ly[h*

Définition 1.2.5 On pose, pour p > 1

LP(02, 1) ={f : 2 — Y mesurable tel que || f]|,< oo}.

1= (/Qlflpdu)p.

L>(2, ) ={f : 2 — Y mesurable tel que || f]|o< 00},

On pose également

[flloo=nf{M <0:[f(z)| <M pp}.

Théoréme 1.2.6 (inégalité de Hdélder)Soient p,q €]1,00] tels que i + é =1;s f €
L,(2,p) et g € Ly(§2, 1), la fonction produit fg est intégrable et

\ / fgdu‘ < 11l
2

1.3 Application linéaire continue

Soit X et Y deux espaces vectoriels normes.

On note L(X,Y) ensemble des applications linéares de X dans Y.

Théoréme 1.3.1 Soit T € L(X,Y) les propriétes suivants sont équivalants .
1. T est continue sur X .
2. T est continue en 0 .

3. dM > 0 tel que

Ve e B |T(x)lly< Mlz|x -



Preuve.
Il est claire que ()= (ii).
(i) == (i)

Si T est continu en 0,
3 >0VueX ||u|x<d=|T(u)|y< 1.

Etant donné un vecteur V(z # 0) € X, u = d||z||x'z vérifie ||ul|x< 6, done ||T(u)||y < 1,
ce qui revient & dire que || T(z)||y< 67| z||x-

On a ainsi montré que (iii) est vraie,avec M = § 1.

(iil)=(i)

on pose une suite (z,) de X tend vers un z € X, on aura
1T (2n) = T()ly= 1T (20 — 2)ly < M||zn — 2[[x— 0,
ce qui montre que T est continue au point x, et ceci pour tout r € X. m

Définition 1.3.2 Soit L(X,Y") l’ensemble des applications linéaires continue de X dans
Y. Pour T € L(X,Y). on note ||T||z(x,y) le plus petit constante M telle que.

Vee X |[|T(2)|ly< Mlz|x -
On a doncVz € X .
1T(@)ly < [T ezl x -
et

T(x
H ( )HY = SUpzex ||T(93)||Y

T = sup
17| 2(x.y)= sup 2]l x loli=1

On a aussi I’ensemble des formes linéaires continus sur X est appellé dual topologique de
X et note X~*
X" = L(X,K)

17

x+ d’un element de X* est donc défini par

T
7@
o Jal

17
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Soit X un espace de Banach et soit que X* est aussi un espace de Banach. On note X**

I’ensemble des formes linéaire continue sur X*.C’est encore un espace de Banach appelé

bidual de X.
Proposition 1.3.3 L’espace ( L(X,Y), ||.||lzx,y)) est un espece vectoriel normé.
Si X est un espace normé non nul, on a toujours || Idx|= 1.

Proposition 1.3.4 Soient X,Y et Z trois espaces v.n. si T € L(X,Y) et S € LY, Z).
Alors SoT € L(X, Z) et l'inegalité suivante.

150 T\l cx,2)< | Tl cx o)1 S 2v,2)-

Preuve.

Soit x € X ; on peut écrire
1S o T)(@)llz= [IS(T(@)I)z < ISHIT ()< ISTIT ] x
ce qui entraine I'inégalité voulue. m

Définition 1.3.5 Soit X, ..., X, et Y des espace vectoriel minu de la normes ||.||x,, ---, ||| x.,
et ||.||ly. soit T une application de Xy X ... x X,, dans Y .on dit que T est n-linéaire si :

1. Vz,y € X;
T(T1y ey Ty T+ Yy Tty oo Ty) = T(x1, ey @y oy ) + T, ooy Yy oy )
2.Vre X, VAeR.
T(X1y ey iy AT, Ty 1y ey T) = AT (X1, oy Ty o, Ty).

Proposition 1.3.6 Soit X;(i = 1,...,n) et Y des espaces vectoriel muni de la norme

Alors les propriétes suivants sont équivalents.

x,(i=1,...,n) et ||.|ly. soit T une appmication n-linéaires de X; X .... x X,, dans Y.

1. T est continue.
2. T est continue en (01,02, ....,0,).

3. 3AM €R* V(x1,....,xn) € X1 X o X X

1T (1, s ) [[ < M|l x5 X lnlx,

10



1.4 Espace de Banach

Définition 1.4.1 Soit (z,)nen une suite dans un espace vectoriel norme X.

1. On dit que la suite (x,)nen converge vers un point a de X si :
Ve>0 3IN=21 n>N=|z,—al<e.
2. On dit que la suit (T,)nen est une suit cauchy si :

Ve>0 dN>=21 mn>N= |z, —x,|<e.

Proposition 1.4.2 Soit X un espace vectoriel norme, alors tout suit convergente est un

suit de cauchy.

Preuve.

Soit (x,,) suit converge vers point a de X on a
Ve>0 3IN>1 n>N= |z, —al<e.

ou

Ve>0 dAN>1 m>N = |z, —a|<e.

Donc, pour tout m,n > N, on
[0 = Zml|< [lzn — all+]la — zm|[< e+ & = 2e,
et donc z, — x,, — 0 pour n,m — 00. W

Définition 1.4.3 L’espace vectoriel norme X est dit que complet. si tout suit de cauchy

d’element de X converge dans X.

Proposition 1.4.4 Soit X espace vectoriel norme et A C X.
1) Si A complet. Alors A est finie dans X.

2) Si X complet,Alors A est complet si seulement si A fermé.

11



Preuve.

1) Supposons que A est complet dans X et montrons que 'ensemple A est finie.soit
() C A convergente vers un point z € X. Alors (z,,) est une suite de cauchy. Comme A
est complet (z,,) dont convergent vers point de A : z € A. alors (A =A).

2) Supposons que A est complet, et soit a € A. 1l existe donc (x,) suite de A telle que
x, — a pour n — oo. Comme la suite (z,,) est convergente dans X, c’est une suite de
Cauchy ;comme A est complet, (z,) converge dans A : ainsi a € A,d’ou A est fermé.
Réciproquement, supposons A fermé dans X et soit (x,,) suite de Cauchy dans A ; comme
c’est une suite de Cauchy dans X complet, elle converge vers une limite a € X. Comme
T, € Aet A est fermé, a € A,

C.QFD. m

On aussi A une partie d'un espace de Banach X. A est convexe si et seulment si
vVt € [0,1],V(z,y) € (A x A) la fonction f: (z,y) — to + (1 —t)y
est continue de X? dans X ou f(A x A) C A.

Définition 1.4.5 (Espace quasi-Banach)Soit X un espace vectoriel norme et complet.
alors X est un espace Banach . Dans cas X est un espace quasi norme, on dit que espace

quasi-Banach

Proposition 1.4.6 Soient X et Y deux espaces normés.si Y est un espace de Banach,l’espace

L(X,Y) est un espace de Banach.

Preuve.
supposons que Y soit un espace de Banach. Soit > u; une série normalement convergente

dans L(X,Y), c’est a dire que > _||ug||< oo
Vo € X [lug(2)[|< [Julll]]],

donc la série Y ug(x) est normalement convergente dans Y. Puisque Y est complet, cette

série converge dans Y et on peut poser pour tout x € X
+oo

Uz) = uk(z) €Y.
k=0

12



Il est facile de vérifier que application U : X — Y est linéaire,et de plus pour tout x € X

IU@)I< Y llu(@)lI< QO lurlDlll,

ce qui montre que U est continue et

+oo
ITl< > el (1.1)
k=i

Il reste a voir que U est la limite dans £(X,Y) de la suit (U,,) des sommes partielles.

On a
(U= Un)(@) =D uj(z) = vi(x)

i>n
oll on a posé vy = Uygr1 pour tout k& > 0 en appliquant U'inégalité (1.1) a la série D vy

on obtient

+o00
IO = Uall< D llwxll= sl
k=0

k>n

et quantité tend vers 0 lorsque n — +o00. =
Corollaire 1.4.7 Tout espace vectoriel norme de deminsion finie est un espace Banach.

Preuve.
Soit X un espace vectoriel norme et avec utiliser les proposition 1.4.4, Alors X est com-

plet.ce que implique X un espace de Banach. m

1.5 Espace de Banach réticulés et complétement réti-
culés

Définition 1.5.1 Un espace vectoriel réel X, partiellement ordonné par un ordre partiel

noté <, est un espace vectoriel ordonné (ou espace de Riesz )si
r<y<—=zxr+z<y+z VzelX,
r>0<=ar>0 VaelR

On note

13



Xt ={z € X, X espace de Riesz : = > 0}.
Un élément x de X est positif si z € X+, L’ensemple X est appelé positif de X.

Proposition 1.5.2 Soit X un espace de Riesz.
a)re Xt ye XT<—z+ye X™.
b) € Xt < ax € X pour tout réel a > 0.

c)re Xt —ze Xt < z=0.

La borne supérirure d’un ensemble & deux élements est notée = V y ou sup{z,y} et la
borne inférieure d'un ensemble & deux éléments est notée x A y ou inf{z,y}.Pour tout
z € X on peut écrire 2t =2V 0;27 = —x V0, donc |z| =2" V (—z) et z =T — 2.
On a aussi les propriétés suivantes :

a) 0<at <|X|et0<z <|X|dou—z" <z~ <zt.

b) x <y si seulement si xt <yt et x” >y~

) [z Ayl =0 <=z +yl = |z -yl

Q) o] V |yl = Hlw +yl + [ — yl} et [z Alyl = Sz + 9l — |o — g1},

Définition 1.5.3 .

a) Un sous ensemble A de X dit borné pour l'ordre (ou simplement borné) s’il existe un
élément y dans X tel qua x <y pour tout x € A et y est alors appelé majorant de A.

b) Si A est borné, alors z est appelé la borne supérieure de A ou supremume de A si z est
une borne supérieure de A et z < y pour tout majorant y de A.

c) Un espace vectoriel partiellement ordonné X dans lequel toute paire d’élements a une
borne supérieure est appelé espace vectoriel réticulé ou de Riesz.

d) On dira qu’un espace vectoriel est complétement réticulé si toute partie non vide et

majorée pour l’ordre, admet un supremum.

Remarque 1.5.4 Rappelons qu’une norme ||.|| sur un espace de Riesz X est une norme
réticulée si

Va,y € X, [z] < |yl = [lz[|< ||yl
(ce qui implique que pour tout x € X [’élément x et |z| ont la méme norme).

Un espace de Riesz équipé d’un morme réticulée est appelé espace de Riesz normé. Si la

14



norme est compléte, on dira que X est un espace de Bancach réticulé(1l est complétement
réticulé s’il est complétement réticulé en tant qu’espace vectoriel).Les deuz inégalités sui-

vantes sont vérifiées
lz* =y~ 1< llz =yl et llz] = |yll< llz =yl

Exemple 1.5.5 .
(1) L’espace C'(K) est un espace se Banach réticulé.

(2) L’espace L,(p)(1 < p < 00) est un espace de Banach complétement réticulé.

Théoréme 1.5.6 (/Zaa97])

Le dual d’un espace de Riesz normé est un espace de Banach réticulé.

Proposition 1.5.7 ([LT96])
Le dual X* d’un espace de Banach réticulé X est un espace de Banach complétement

réticulé minu de 'ordre naturel

o) < xh <= (2], x) < (x5 x), VreXT (1.2)

Preuve.

Nous allons esquisser la démonstration. Nous définitions le cone positif dans X* par
x* >0 <= z*(x) > 0 pour tout z > 0 dans X.
Dans ce cas, il est facile de vérifier que pour tout x*,y* dans X* et pour tout x > 0, on a
(" Vy)(x) = sup{z"(u) + y"(z —u) : 0 Su < x}
et
(x* Ay*)(z) = inf{z*(v) + y*(z —v) : 0 < v < x}.

Pour plus de détails voir [LT96| m
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Chapitre 2

Les opérateurs sous-linéaires

2.1 Généralités sur les opérateurs

Définition 2.1.1 Tout application linéaire continue T : X — Y . s’appelle un opérateur.
L’espace vectoriel L(X,Y') des application linéaire continues de X dans Y est ’espace des

opérateurs de X dans Y.

Définition 2.1.2 On dit que T € L(X,Y) est inversible. si T est une bijection de X dans

Y et si T~ est continue et on ecrire :

ToT ! =1Iy.
T_loTI[)(.

Théoréme 2.1.3 St H un espace Hilbert et dim H < +o00, les propriétés suivant sont
equivalents :

1/ T est inversible.

2/ T est injectif.

3/ T est surjectif.

4/ T admet un inverse a adroite.

5/ T admet un inverse a gauche.

Définition 2.1.4 Soit T € L(X,Y).l’unique application linéaire T* € L(X,Y) telle que :
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Vee X VYyeY <Txy>=<uzTy>.

L’opérateur T™ s’appelle l'adjoint de T.
Exemple 2.1.5 .
Soit H = L*([0,1],C) muni du produit scalaire usuel, et K : [0,1] x [0,1] — C une
fonction continue. Pour x € [0, 1], on pose

1

1fa) = [ Kw.p)fw)ds

0

Calculer ladjoint T.

Pour calculer de ’adjoint, comme & I’accoutumée, on fixe g € L2, et pour tout f € L?, on
a:
1yl
<1hg>= [ [ K.
o Jo
Par le théoréme de Fubini (pourquoi peut-on 'appliquer 7), cela donne

<Tf,g>= [y f(y) [} K(z,y)9(z)dx

= fol f(y)fol K(z,y)g(z)dx.
On en déduit que :

1
1°(9) = [ Klovlow)dy
0
Définition 2.1.6 Si T € L(X,Y) est tel que T =T*. on dit que l'opérateur autoadjoint.

Par définition de la norme opérateur,

IT"]|= sup [T (y)]I

Ivli<1
Corollaire d’Hahn-Banach, [|T*(y)||= sup,<i [{(z,T"(y))|- De plus, comme (z,T*(y)) =
(T'(z),y), on obtient
IT= s [(T(@), )l

lyll<1,]lzll<1

En appliquant de nouveau un corollaire d’Hahn-Banach et la définition de la norme opé-

rateur de T on obtient :
sup  [(T'(z),y)| = sup [|T(x)|= T
lylI<1,llzl<1 llzll<1

ce qui prouve que T™ est aussi continue.
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Proposition 2.1.7 .
1) Pour tout T € L(X,Y) on a

(T*) =T et |T°T|=|T]*
2)8iT e LX,Y) et SeL(Y,X). Alors
(TS)* = S*T™.

Preuve.

1) Montrons que (T*)x = T. Pour cela on montre que pour tous x € X ety € Y, on a

(T(2),y) = ((T*) * (), y). On a

(T(z),y) = (x,T(y))
= (T"(y), )
= (y, (T*)*(x))
= (1) (x), )
Montrons que |[T*T||= ||T||>. Tout d’abord on rapelle que la norme opérateur est une

norme d’algebre et donc, en particulier, ||T*T||< | TIIT*|= || T

D’autre part, en utilisant encore une fois de plus un corollaire d’Hahn-Banach et la défi-
nition de la norme opérateur, on obtient :
| 7T ||= sup <1 [|[ 77T ()]
- ||x||ssﬁﬁ;||31‘<T*T<x>’y>l

> sup [(T"T(a),z

[lzf|<1

)
= ”81”1£>1|<T($), T(x))|

=T|?

On a donc Uégalité | T*T||= || T|?.
2) Pour vérifier que (ST)* = S*T*, il suffit de montrer que pour tous x € X ety € Y on
a ((T'S)*(x),y) = (S*T*(x),y). On a, par définition de l’adjoint,

(TS)* (), y) = (x, (TS)(y))
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= (T"(x),5(y))
= (57T (x),y)-

Comme ceci est vrai pour tpus vecteurs x,y, on a l’égalité (T'S)* = S*T*. =

2.2 Les opérateurs p-sommants

Commencons cette section par quelques préliminaires nécessaire des définition les opé-
rateurs p-sommants. Soit X un espace de Banach réticulé et 1 < p < co. On note par
X(I7)(n € N) I'espace des suites ¥ = (71, ..., ,) des éléments de X telles que

n

1 .
2 llxap =11 lzalP)? || si 1<p<oo (2.1)
=1
et
2]l x )= |l sup |all] si p=oo. (2.2)
1<i<o0

L’espace X(I7) muni de I'ordre naturel

est un espace de Banach réticulé.
Soit X un espace de Banach. Soit 1 < p < oo, On note [,(X) (resp.[]}(X)) Uespace de

Banach des suits (x;) dans X muni de la norme

u 1
Mipeo= O llill?)?
=1

(s

1
(resp.[ (@)l x ZH%H” )”)

Si p est fini, et on prend le sup si p est infini.

Et [(X) (resp. 17¥(X)) 'espace de Banach des suites (7;)1<i<, dans X muni de la norme

%\»—‘

@)y )= sup Z\ i, §

§€Bx~

(resp.|| (za) o= sup (O (@i, €)7)7).

€Bx+ i
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ou X* est le dual (topologique) de X. La boule d'unité fermée de X est notée By (si p est
infini on prend de sup).

1 1
On a aussi si 1 < p < oo (ou p* est le conjugué de p (i.e.,—+—=1)) et v:l» — X un
p p

o0

opérateur linéaire tel que v(e;) = z; (i.e., v = ijl

l,). Alors,

e; ® xj, (e;) est la base canonique de

[oll= 1l (n) i) (2:3)

Définition 2.2.1 Une opérateur T € L(X,Y) est p-sommant p €]1, +o0[, s’il existe une

constante C' > 0 tel que Va1, ..., x, dans X on a

(ZHTu»HP)p <C sup <Z|<x*7@>|ﬁ?)p. (2.4)

r*EBx*

L’ensemble des opérateurs p-sommants de X dans Y est noté II,(X,Y) et muni de la

norme m,(T) = {inf C. verifier l'inégalité (2.4) } telle que pour tout T € II,(X,Y) on a :
TN ey < mp(T).-

Théoréme 2.2.2 (Domination de pietsch) Soientp € [0,00] et T : X — Y un opérateur
linéaire p-sommant et. Alors, il existe une probabilité de radon A sur (B, 0(X*, X)) telle

que

P

vee X (@l ([ e @rae) (25)

X*
Inversement, s’il existe une probabilité de radon A sur (Bx«,c0(X*, X)) et C > 0 telle que
cette formule est verifieé, alors T est p-sommant et w(t) < C.

La Factorisation proprement dite de pietsch est
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ot T un opérateur linéaire borné, k, restriction de j,, K = Bx- et S la fermeture de

ky 0ix(X) dans l,(p). Dans ce cas m,(T) = || T]|.

Théoréme 2.2.3 (théoreme d’inclusion). Si 1 < p < q < oo, alors
II,(X;Y) C IL,(X;Y).

De plus, on a m,(T) < m,(T) pour tout T' € I1I,,(X;Y)

Théoréme 2.2.4 (Les théoréme de GrothendieK). si tout opérateur borné de X dans Y

est 1-sommant 1.e.
B(X,Y)=IL(X,Y).
avec m1(T) < K¢g||T||.

K est la constant inversible de GrothendieK.

2.3 Les opérateurs sous-linéaires

On introduit dans cette section par introduire quelques terminologies et propriétés
notations par donner definition les opérateurs sous-linéaire.Pour plus de détails en voir

[MTO4] et [AMO4].
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Définition 2.3.1 Soit T" une application d’un espace vectoriel X dans un espace réticulé
Y. On dira que T est sous-linéaire si,

)VAeER, Ve e X T(A\x) = \T'(x),

2)Vr e X,Vy e X Tx+y) <T(x)+T(y).

La somme de deux opérateurs sous-linéaires est un opérateur sous-linéaire et la multiplli-

cation par un nombre positif donne aussi un opérateur sous-linéaire.

Exemple 2.3.2 .

Dans cas Y réticulé tout opérateur linéaire est un opérateur sous-linéaire.
Soit X un espace vectoriel et Y un espace réticulé. On note par

L(X,Y) = { application linéaires u : X — Y’}
et on dira si X est réticulé, que u est positive si u(z) > 0,Vx >0

SL(X,Y) = {application sous-linéaires 7": X — Y’}
et on le munit de l'ordre induit par Y
Ty <Ty<=T(x) <Th(z), VerelX (2.6)

Comme conséquence immédiate

u<T <+ —T(—z)<u(zr) <T(x), VrelX (2.7)

car

<~ u(—x) <T(-x), Vre X,
— —u(x) <T(-x), VrelX,
— u(zr) > -T(—x), VrelX,

On définie le différentiel par

VI ={ue L(X,Y):u<T(ie,Vr € X,u(z) <T(z))}.
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Définition 2.3.3 Soit T' € SL(X,Y). On dira que

- T est symétrique si pour tout x dans X,

- T est croissant st pour tout x,y dans X
r<y=T(x) <T(y).
-T est positif si pour tout x dans X,
T(x)>0.

Remarque 2.3.4 .
1) Soit T un opérateur sous-linéaire symétrique entre espace réticulé X et Y. Alors, T > 0
au sens l'inegalité (2.3). En effet, soit v dans X
0=T(z—x)

<T(x)+T(-x)

<T(z)+T(x)

< 27 (z)
La réciproque est fausse meéme si T est croissant.

2) On sait aussi que la symétrie n’entraine pas la croissance.

Proposition 2.3.5 Soient X, Y deuz espaces vectoriels dont Y réticulé et T dans SL(X,Y).
Alors,
VAER, Ve e X, \T'(z) <T(\x). (2.8)

Preuve.
Soit A e R, et x € X.

SiA>0o0na

siA<0,ona



et
TAx —Az) =0<T(=Az)+T(\x) = —T(—zx) <T(\x)

donc, en combienant les deux quantités précédentes on aura
AT (z) < T(A\x).
Ce qui termine la démonstration. m

Proposition 2.3.6 Soient X,Y et Z, trois espaces vectoriels dont Y et Z réticulés.
(a)VT € SL(X,Y) et Vu € L(Y, Z) (positif) = uoT € SL(X, Z).
(b)Vu e L(X,Y) etVT € SL(Y,Z) = Tou e SL(X, Z).
(c)VT € SL(X,Y) et VS € L(Y, Z) (croissant) = S oT € SL(X, Z).

Preuve.
Si u est un opérateur linéaire positif, alors u est croissant. (et réciproquement). En effet,

soit u un opérateur linéaire positif; x,y dans X tel que x > y. On a
r—y>0=u(x—y) >0

puisque
w(@ —y) = u(z) —uly) =2 0 = u(z) = u(y).
Donc u est croissant.
(a) Soient x,y dans X. Alors,
woT(x,y) = u(T(x+y)),
< u(T(x)+T(y)) (car u est positif),
<wuoT(x)+uoT(y).
Soit A dans R et z dans X

uoT(Az) = w(T(Az)) = u(A\T'(z)),

= MuoT)(x).
Donc

uoTl € SL(X, Z).
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(b) Soient z,y dans X
Tou(r+y)=T(ux+y))

= T(u(z) + u(y))
=Tou(r)+Tou(y)
Soit A € RT et z € X
Tou(Az) = T(Mu(z)) = AT ou(x)

Donc

Toue SLX,Y).

(c) Pareil que (b).

Ainsi s’achéve la démonstration. =

Proposition 2.3.7 Soit T un opérateur sous-linéaire d’un espace de Banach réticulé Y.
Alors, les propriétés suivant sont équivalentes :

(1) T continu,

(2) T continu en 0,

(3) 1l existe C > 0 telle que Vo € X, || T(2)||< C||z]|.
Dans ce cas, T est borné et on pose

1T = ”SIHJg{HHT(fC)Ili ]l 5y = 1} (2.9)

Preuve.
(1) = (2).Evidente.

(2) = (3).Soit T un opérateur sous-linéaire continu en 0, donc

Ty > 0: Va(#0) € X, e < n = IT(@) < L

Posant y = Z-n. Alors

[l

IT(y)ll<1

donc

1
1T ()< |l
y
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d’on (3).
(3) = (1) Supposons qu’il existe C' > 0 telle que
Ve e X, |[[T(x)]|< O]
Soit g dans X. On a
T(x)=T(x+x0—x0) <T(x—20) +T(20) = T(x) — T(x0) < T( — 20).

et
T(xo) =T(xg—x+2) <T(xg—2)+T(r) = T(x9) — T(x) < T(x9 — x).

Donc pour tout x dans X on a
T (x) = T(wo)| < sup{T'(x — x0), T (w0 — )}

< |T(x = xo)| + [T (0 — )|
d’ou
IT(x) = T (o) ||= [ T(x) = T (o)l
< |IT(z = o) [+ |7 (20 — 2)|
< 20|z — zol|-
Donc T est continu. m

On note par
SB(X,Y)={T : X — Y sous-linéaire bornés }
et
B(X,Y)={T: X — Y linéaire bornés }.

Proposition 2.3.8 Soit T un opérateur sous-linéaire borné entre X un espace de Banach
et Y un espace de Banach réticulé.

(1) Pour tout x dans X, on pose

p(x) = sup{T(x),T(—=)}.
Alors, ¢ est un opérateur sous-linéaire symétrique. De plus,
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T < ¢ et [p(@)[|< T (@)[[+T(—2)]|.

(2) Pour tout (a;)!~y C R, on a

T ) <Y laile(w).
i=1 i=1
De plus

T(Y o) | < 3 lailllel)

Preuve.
(1) 11 est claire que ¢ est un opérateur sous-linéaire symétrique, donc d’aprés la re-
marque 2.3.4 ¢ est positif.
Soit x dans X. On a,
T(x)| = sup{T'(z), =T (x)},
< sup{T'(z), T(=z)} = o(x).

Concernant 1’égalité des normes on a,

1T (@)[[< llp(@)[= lsup{T (), T(=2)},

<[ T@)+IT(=2)].

+

(2) Pour tout ¢ € {1,...,n}, en écrit a; = «; ¥

— o tels que o ,a; € R, dans ce cas,

T cim) = T2 (af — o )zy),
T o m) + T, g (=),
< i of T(a) + 320 o T(=w),
< Yl +a7)sup{T(x), T(—=)},
= D lailo(@).

| /\

D’autre part, on a

—T(Z ;) < T(Z (=) < Z |ailp(x
donc

T(Z ;)| < Z |l op().
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En prenant la norme des deux cotés, on obtient

||T(Z i) [|< Y Jeulllip(z) .

1=
D’ou la proposition. m  Le théoréme suivant établit un lien direct entre les opérateurs

linéaires et les opérateurs sous-linéaires.

Théoréme 2.3.9 [MT04] Soient X,Y deux espace de Banach dont Y complétement réti-
culé et T : X — Y un opérateur sous-linéaire continu. Alors,

(a) Vo € X, [T(2)|< supyevr|ul@) | < [T(@) | +T (=)

(0) ITI[< supyevrllull< 2T

Preuve.

(a) Soit x dans X. On a d’'une part,

1T () |= lua(2)[[< sup [ulz)]]
ueVT

Et d’autre part,
|u(z)] < sup{|T(x)], [T (=)},
< |[T(2)| + T (=2)|.
Ce qui implique
[u(@)[[< [T ()] + T (=)l
< T @)+IT (=)
D’ou
sup [Ju(z) || < [|T(2) ||+ T(==)[-

uevVT

(b) Se déduit immeédiatement de (a). =

2.4 Théoréme de Hahn-Banach pour les opérateur sous-
linéaires

Nous donnons le théoréme de Hahn-Banach généraliseé aux opérateurs sous-linéaires.Nous

aurons bien besoin. Pour faire le démonstration on trouvera une dans|Zaa97].
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Théoréme 2.4.1 (théoréme de Hahn-Banach)
Soient X, Y deux espaces vectoriels dont Y complétement réticulé, T € SL(X,Y) et E un
sous-espace vectoeiel de X. soit u dans L(E,Y") tel que uw < T. Alors, u se prolonge en un

opérateur linéaire © € L(X,Y) tel que u < T.

Corollaire 2.4.2 Soient X,Y deux espaces vectoriels dont Y complétement réticulé. Soit
T : X — Y un opérateur sous-linéaire. Alors,
pour tout x dans X il existe u, € VT tel que

T(x) = u.(z) (ie.,T(x) = sup u(x)). (2.10)

uevVT

Preuve.
Soit x dans X. On pose
Uy : Re — Y
Az — u,(Az) = A\T'(x)
l'opérateur u, est linéaire sur Xy = Rz et u,(A\x) = AT (x) < T'(Az) (proposition 2.3.5)
donc d’apres le théoreme de Hahn-Banach, il se prolonge en un opérateur noté encore

uy € VT et T(x) = ugy(z). m

Corollaire 2.4.3 Comme conséquence immédiate on a :
1) T est un continu <= Yu € VT, u est continu.
2) Si T est symétrique, on aura

1) T (@)= sup,epr|ul@)]], Ve € X.

i) |Tl= supyevrllull-
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Chapitre 3

La relation entre les opérateurs
linéaires et sous-linéaires

3.1 Factorisation des opérateurs sous-linéaires par L,

On donnera dans cette section la fatorisation des opérateurs sous-linéaires T de X un

espace de Banach dans L,({2,1),0 < p < oo par L,({2, 1) avec % = % + % Nous vous
référons sur ce résultat & [MT04] et [LT96].
D’abord on donner la notation d’opérateur p-convexe et q concaves aux opérateurs sous-
linéaires.
1) Soit E un espace de Banach, X un espace de Banach réticulé et 1 < p < co. Un opé-
rateur sous-linéaire T : £ — X est dit que p-convexe s’il existe une constante positive
C telle que, pour tout n dans N les opérateurs

T,: I3(E) — X(I)

(1, ey x2) — (T'(21), ...T(24))

sont uniformément bornés par C.

C’est a dire que

<C(X |ll?) si 1<p < oo,

[ EEARE

Hsul)lgign |T(xz)]H < CSUP1§i§nH$z‘|| St p = o0.
La plus petite constante C vérifiant ces inégalités sera notée par CP(T).

2) Soient XY deux espaces de Banach dont X réticulé et 1 < p < oo. Un opérateur
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sous-linéaire T : X — Y, est dit que p-concave s’il existe une constante C telle que, pour
tout n dans N les opérateurs
T, X(I}) — I(Y)
(‘Tla ...,$2) — (T(Il)ﬂ T(xn))
sont uniformément bornés par C.

C’est a dire que
1T (i)l iy < Cl@)llxgy i 1<p<oo,

SUP1<i<n |T(zi)|| < C HSUplgign |mZ|H s p = 0.

La plus petite constante C vérifiant ces inégalités sera notée par CP(T).

Tout opérateur sous-linéaire g-convexe(resp. qconcave) est borné et | T||< C4(T) (resp.||T||<
Cy(T)).

On utilise le théoréeme suivant pour le démonstration théoréme de factorisation.

Théoréme 3.1.1 [Mau7/] Soient p,q et r trois nombres réel ot 0 < p < q < +oo tels

que i = % + %, (2, 1) un espace mesuré, I un ensemple d’indices et { f;}ic; une famille

d’éléments de L,(§2, ). Les condition suivantes sont équivalentes.

a) \f((li) e RO

P

/Q [Z |aifi<w>|q] Cduw) | <c (Z |ai|q> .

el iel

b) Il existe une fonction g telle que [, |g|"du(w) < 1 et que

Viel, / Ji
0

q

du(w) < C.

9

(avec la convention 3 = 0).

Théoréme 3.1.2 Soient X un espace de Banach, (2, 11) un espace mesuré, T un opéra-
teur sous-linéaire continu de X dans L,(£2,p1) et 0 < p < g < oo tels que }D = ; + %.AZOTS,
les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) Il existe une constante positive finie C telle que pour toute suite finie (x;)1<i<n dans
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X, on a

P
q

1 1
du| <C (ZH%H%)
i=1

/ Z Tz

(i.e., T est p-convexe et Cy, < C' ).

2) Il eziste une fonction g dans BZ(Q ) telle que pour tout x dans X, on a

(

3) 1l eziste une fonction g dans BZT(Q ) € S un opérateur sous-linéaire continu de X dans

L,(2,p), tel que ||S||<KC etT =T,0S8.

T(x)

.\l
du) < Cllallx.
g

Preuve.
1) = 2) Il suffit de prendre dans le (théoreme 3.1.1 ) I'ensemble {o; = ||2;||x }ier € RY
T ). En effet

ou I ={1,...,n} et pour les {fi}1<i<, dans L,(£2, ) telles que f; =T

T
||a:z-||XT( )
Tl

< C (X imlll)

L) - /Q[Z

=1

Q=

donc il existe g dans BZFT (X Y)telle que

ce qui implique




Et par conséquent pour tout z dans X, on aura

(

2) = 3) Il suffit de définir S par S(x) = T(x)
g

N
dmw)) < Cllelx.

I(=)
g

L’opérateur S est sous- linéaire. En effet, soit x,y dans X

S(z+y) = T(:r:g+y)

T(@) | T

g g

() +5(y)-

IN

IN
N

SOlt A & R+

T
et on bien que T'=T, 0 S5 et ||S||= H—H < C (car T est continu).
g

3) = 1) On utilisera l'inégalité de Holder, avec ]lg = % + %. On obtient

/ (iﬂxi)q)};dﬂ / [gw

T'(z;)
g

< (fx,
T(x)

< <Z?=1 Jo g
< O (i llzill%) e

D
q

] ()

T(w:)
g

q 2 p

)" (follal?Voaute)’
du(w)) " (gl du())

q

S8

Qs

Ce qui prouve 3) = 1). =

Proposition 3.1.3 Soient 11, T deux opérateurs sous linéaires de X un espace de Banach

dans Y un quasi-Banach réticulé. Si Ty < Ty (au sens de l'inégalité(2.6)). Alors, il existe
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une constante Cy ne dépendant que de Y telle que

o) [Th(z)| < sup{[Ta(2)], |To(=2)l},
b) ITa (@)l < Cy (I T2 () [+ To(=2))-

Preuve.
a) on a

Ti(z) < Th(z) <= —Ti(x) < Ti(—z) < Tp(—x), VreX.

Ce qui entraine que

Ty(2)] < sup{[Ta(2)], [To(=2)|}-

b) De a) on a
Ty(2)| < |To(2)] + [To(=2)].

Donc

1T (2)[[< T2 ()] + [[[To(=2)]]

< Cy (| Ta(@) [+ Ta(==)]]).

(La constante C'y apparait si Y est un quasi-Banach réticulé) d’ou le résultat annoncé. m

Proposition 3.1.4 Soient X un espace de Banach,({2, ) un espace mesuré, Ty et Ty deux
opérateurs sous-linéaires continues de X dans L,(2,p), et 0 < p < ¢ < oo tels que
}D = ; + L. Si Ty se factorise par Ly($2, 1), et Ty(x) < To(x) pour tout z dans X, alors Ty

se factorise par Lq(£2, ).

Preuve.

Supposons que T5 se factorise par L,({2, ). D’aprés le Théoréme 3.1.2 il existe une

constante positive finie C telle que pour tout n € N et toute suite finie (z;)1<;<, dans X,
on a
ya

/ Z|Tz<zi>|q]qdu<w> < G (anin.&)q-

D’autre part et d’aprés la proposition 3.1.3, on a

Ty(x)] < sup{|Ta(2)], [To(—2)]}-

34



Ce qui entraine que pour tout x dans X, on a
Ty(o)] < |Ta(@)| + [ To(~2)], Vo€ X,

Alors on a clairement que

(zmw) <o, [ |Simmr] + Z\m—xmq]

=1 =1 =1

D’ou
me)\q] <ol mer| | - 2|T2<—xz>|q]
=1 lp =1 lp =1 lp

Finalement et par conséquent pour tout n € N et toute suite finie (z;)1<;<, dans X, on a

J

1
b s D

Z|T1(l’z‘)|q] du | <20,C, /QZ|T2(ZL"¢)|'1] dp

=1 =1

< G (Sl
ot €y = 2C,,(T2)C,C, est une constante absolue dépendant que de p et q (C, = C, =
251 et Cy =Cr, = 27T g p,q < 1). D’aprés le théoréme 3.1.2,on déduit que T} se
factorise par L, ({2, ut).

Ce qui terminer la démonstration. m

Corollaire 3.1.5 Soient X un espace de Banach, ({2, ) un espace mesuré, T un opéra-
teur sous-linéaire continu de X dans L,(£2, 1) et 0 < p < q < o0, tels que % = é + % Si

T se factorise par L,(£2, 1), alors u se factorise par Ly(§2, 1) pour tout u dans VT

Preuve.
On a pour tous u € VT alors u < T. d’aprés utiliser la proposition 3.1.4. on obtient la
Démonstration de cette coorollaire. m

Dans ce dernier théoréme et avec la supposition que {g, }uevr est latticiellement borné

on donne une réponse positive. C’est le principal résulta de ce section.
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Théoréme 3.1.6 Soit T un opérateur sous linéaire continu de X dans LP(£2, ) qui est
un quasi-Banach réticulé complet. Supposons qu’il existe une constante positive finie C
telle que pour tout u dans VT, Cpy(u) < C et {gu}tuevr est latticiellement borné dans
L, (2,u) (i.e.,3g0 € LI (2,p) : Yu € VT, g, < go). Done, T se factorise par L,(£2, 1)
(Comme dans le théoréme 3.1.2 )

Preuve.
~ T
11 suffit de prendre T(z) = ﬁ ol g = Hg—OH. Donc gg est dans L ({2, i) et par proposi-
g 9o
tion 2.4.2, on a
< T(x)
I - |
g
' (z)
Ug(
< lgoll
9o
< llgol
Gu,
< Cllgoll

Ce qui terminer la démonstration. m

Remarque 3.1.7 Sans la condition additionnelle, ce théoréeme n’est pas vrai en général.

3.2 Les opérateurs sous-linéaires positivement p-sommants

Dans cette section on va généraliser la notion d’opérateurs positivement p-sommants
défini au cas linéaires par Blasco|Bla86| aus opérateurs sous-linéaires( on peut consulter
aussi [DJT95]). Pour plus de détails sur les opérateurs sous-linéaires p-sommants, nous
suggérons au lecteur de voir [Sch74| et [AMO4].

Nous désingnons par un sous-lattice d'un espace de Banach réticulé X le sous espace
linéaire E de X tel que pour tout z,y € E, le sup{x,y} appartient & E. L’injection
isométrique i : X — X telle que (i(z),2*) = (2%, x) envoie X dans un sous lattice

de X**. On poura consulter [LT96] pour plus d’information. Si on considér X comme un
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sous-lattice de X** on a pour z1,z9 € X.
11 < Xy = (x1,27) < (20,27), Vo' e X7, (3.1)

Nous continuons, en donnant une définition 'opérateur adjoint de T par 7% : Y* — X*

tel que T*(y*) : X — K,

Ty ) (@) = y*(T(2)) = (T"(y"), ) = (v, T(x)). (3:2)

Définition 3.2.1 Soient X,Y deuz Banach réticulés et T € SB(X,Y).On dira que T est
positivement p-sommant pour 1 < p < oo s1il existe un constante positive C' telle que

pour que, {x1,....,x,} C Xt ona

(ZHT(m)IIp) <0 swp <Z|<x,,g>|p> 33)

ou bien

1T (zi) o< Cll (i)l ) (3.4)
On note par
T (X,Y) ={T: X — Y sous- lincaire positivement p-sommant }
et
1 (T) = inf{C,vérifiant l'inégalité (3.4)}.

Proposition 3.2.2 Soient 0 < p < oo et X un espace de Banach réticulé. Soit 'Y un
espace complement réticulé. Alors, les propriétés suivantes de la constante C et de [’opé-
rateur sous linéaire T': X — Y sont équivalentes.

(1) L'opérateur T € 7/ (X,Y) et m} (T) < C.

(2) Pour tout n dans N et tout v : I}. — X, tel que v(e;) € X* on a
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(ZHTU(%)HP> <Cfoll et m, (Tw) < Clofl. (3:5)
=1

Preuve.
(1) = (2). Supposons 7" € 7, (X,Y) et 77 < C. Soit n € Net v : [}, — X, d’aprés la

propriérté d’idéale on a
Tveny(I,Y) et 70 (Tv) < C|lvl|.

(2) = (1). On définit v par v(e;) = z;,4 € {1,...,n} et X ou (e;) est la base canonique
de [;;. On a

B =

[voll= supeep,. Ooimy | < @i, &> )7

Alors,
(S T @) P)7 = (ST (w(en) [7)7
o
< Csupeep,. (X1, | <206 > )7

D’ott T est positivement p-sommant et 75 (7) < C. =

N

Théoréme 3.2.3 (Téoréeme d’inclusion)
Soit T € SL(X,)Y), et 1<p<qg< o0, ona
1)-
W;(X, Y) C W;(X, Y)
et
VT e (X,Y), 7 (T) < =) (T).

2)-
(X, Y) C W;(X, Y)

et
VT € 70 (X,Y), 7 (T) < mp(T).
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Preuve.

1)- Soit n € Net {z1,...,2,} C X".Sion a
A= | T(:)]| 7Y,

on aura

1T () [[7= T (i) 1P

Si T p-sommant, on a

QoITEl)? = QIT ) 7).

n 1
Sy (T) supeep, . (2oimy XYl < i, &> [P)?.

1

Puisque p < q et d’apreés I'inégalité de Holder (@ +7 = 1), on obtient que

q/q9—p)
(znmnq) <t (1) (z A;P) . (z| cnE> |q) |
7,21 =1 EGBX* i=1

11 1
<7y Qi I T @)~ supeep,. (3o | < @i, &> (7).

Ce qui entraine que

(ZHT(@)W) <y (T) sup <Z| <zi,§ > |q)
i=1 §€Bx= \j=1

et par conséquent T est positivement ¢-sommant et 77 (T") < 7,7 (7).

Q|

S
S

2)- Evident. m

Théoréme 3.2.4 [AMS09] Soient X,Y deux espaces Banach réticulés et T : X — Y un

opérateur sous-linéaire positivement p-sommant et 1 < p < oo. Il existe une probabilité A

de Borel sur (B%.,o(X*, X)) (B%. = Bx- N X%) telle que

Ve e X, ||T(x)||< 7 (T) (/B+ | <z,&> ‘pd)\(g))p.

X*

S’il existe C > 0 vérifiant linégalité (8.6), alors T est positivement p-sommant et w} (T') <

C.
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Proposition 3.2.5 Soient X,Y deux espaces de Banach réticulés et T : X — Y un

opérateur sous-linéaire continu. St
T e 7r;r (X,Y)

alors

Vue VT, uenf(X,Y)

Preuve.
Puisque T est positivement p-sommant donc d’aprés le théoréme 3.2.4 il existe une pro-

babilité de Borel \ sur (B%.,o0(X*, X)) telle que

Vi e X, |T(x)|< m} (T) (/B+ | <a,6> ‘Pd)\(@) a

X*
D’aprés le théoréme 2.3.9, on a pour tout x dans X et tout v dans VT
Ju() < [T (@) |+ T(==)l], 1
<2m (1) (fye, | < 2.6 > PAAE) )

D’oti u est positevement p-sommant et 7} (u) < 277 (7). =

3.3 Les opérateurs sous-linéaires fortement p-sommants

Définition 3.3.1 [Coh73] Soient X un espace de Banach, Y un Banach réticulé. Un
opérateur sous-linéaire T : X — Y est fortement p-sommant (1 < p < 00), s’il existe

une constante positive C telle que pour tout n € Nz, ...z, € X et yj,...,y: € Y*, ona

(T (), 7))

i< Ol @)l oo ll () iz (3.7)

On note par D,(X,Y) l’ensemble de tous les operateurs sous-linéaires qui sont fortement
p-sommants de X dans Y et on note par d,(T) la plus petite constante C vérifiant l'inté-

galité (3.7).

Proposition 3.3.2 Soient T € SB(X,Y) et v : [; — Y™ un opérateur lincaire borné.

L opérateur suos-linéaire T est fortement p-sommant si et seulement si
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DT (). ve)] < O llail)? ol (38)
Pour p=1, on a D1(X,Y) = SB(X,Y).

Proposition 3.3.3 Soient X un espace de Banach, Y et Z sont deux espaces de Banach

réticulés. Soient T € SB(X,Y), R opérateur positif dans B(Y,Z) et S € B(E, X).

1. Si T est un opérateur sous-linéaire fortament p-sommant, alors, Ro T est un opé-

rateur sous linéaire fortement p-sommant et d,(RoT) < ||R| zd,(T).

2. Si T estun opérateur sous-linéaire fortement p-sommant, alors, ToS' est un opérateur

sous linéaire fortement p-sommant et d,(T o S) < ||S||xd,(T).

Preuve.

1. Soit n € Nyxq,...,x, € X et 2% ..., 2" € Z*. 1l suffit d’utiliser (3.8) pour démontre

que

i [(RoT(xi), z)| < OO llwilli)» vl

ot v: Z — 17 tel que v(z) = Y 1, 2/ (2)e;. On a

S (R o T(ai), 20| = Yoy (T (@), R* D] < iy ill)» [l
w(y) = X (B (=), y)er = i (= Ry)) = IRWIZL L e

Ce qui implique que

o,
[wl|< [ Rllsup.ep, [I(z (2) ) i<icn

< [I&[lfl]l-
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2. Siot n € Njey,../e, € Eety],...,ys € Y*. On a
2 it (T o S(es), )
= 2im1 KT (S(ea)), i)
< dp(T) (S (S olle(y) = Sy v (w)er)
< dp(DISIET llesl) o]
Ce qui entraine que d,(T' o S) < ||5]|d,(T)

Corollaire 3.3.4 Considérons 1 < py,ps < oo tel que p1 < po. Si T € D,,(X,Y) alors,
T e D, (X,Y) et

dp, (T) < dy, (T).
Pour la preuve de théoréme suivant, le lecteur pourra consulter [AMTO7].

Théoréme 3.3.5 (théoreme de domenition)[AMTO7] Soient X un espace de Banach et Y
un espace de Banach réticulé. Soit T € SB(X,Y') un opérateur sous-linéaire continu. On
dit que T est fortement p-sommant (1 < p < 00)0 si seulement si, il existe une constante

C > 0 et une mesure de probabilité de Radon u dans By« tel que pour tout x € X, on a

p*du<y**>) g (3.9)

(@), < Clle] ( [

Y oR*

On note, dans ce cas
d,(T) = inf{C > 0 : tout C vérifiant l'inegalité (3.9)}
Preuve. voir [AMT07| =

Corollaire 3.3.6 Soient X un espace de Banach, Y un espace Banach réticulé. et un
opérateur sous-linéaire Ty € D,(X,Y)(1 < p < 00), si l'opérateur sous linéaire Ty < Tj.

Alors Ty € D (X,Y).

Preuve.

De T'inégalité (3.9), on a pour tout = dans X et y* dans Y7
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<T2<x>’y*> < <T1(l’),y*>
et par conséquent
—(Ia(x),y7) < (Ti(x), y").

Ce qui implique que
[(Ta(x), y™)| < sup{(T1(x), y"), (Ta(=2), y")}

< sup{[(Th(x), y")|, (Ti(=2), y")[}

< (Ti(x),y7), (Ti(=2), y7)

et d’apres (3.9) on aura

1
pT

”*du(y**)) : (3.10)

(Tu(@),y)] < 24,(T) ] ( I

Y**
On obtient que I'opérateur T5 est positivement fortement p-sommant et df (73) < 2d,(T1).

3.4 Comparaison avec le cas linéaire

Dans cette section on étudie la relation entre les opérateurs sous-linéaires T et les
opérateurs linéaires v € VT'. En utilisant les résultats précédents.

Nous désingnons par un sous-lattice d’'un espace de Banach réticulé X le sous espace
linéaire E de X tel que pour tout z,y € E, le sup{x,y} appartient & E. L’injection
isométrique i : X — X telle que (i(z),2*) = (2%, x) envoie X dans un sous lattice
de X**. On poura consulter [LT96] pour plus d’information. Si on considér X comme un

sous-lattice de X** on a pour z1,29 € X.
r1 < Xy = (x1,27) < (20,27), Vo' e X}, (3.11)

Nous continuons, en donnant une définition I'opérateur adjoint de T par 7% : Y* — X*

tel que T*(y*) : X — K,

T"(y*)(x) = y"(T(x)) = (T"(y"), ) = (y", T(x)). (3.12)



Proposition 3.4.1 Soient X un espace de Banach réticulé et Y un espace de Banach
complétement réticulé.Soit T € SB(X;Y). Supposons que T' € Dy(X;Y) , (1 <p < 00).
Alors , pour tout uw € VT, u est fortement positivement p-sommant, et u* est positivement

p*-sommant.

Preuve.

D’aprés (3.11) on a pour tout z dans X et y* dans Y}

et par conséquent

Ce qui implique
[(u(@), y")| < sup{(T'(2),y"), (T(—=x),y")}

< sup{[(T'(x),y")|, (T(=x), y")[}
< [(T(2), y) [ + KT (=), y7)]

et d’aprés (3.9) on aura

),y < 24,z ( [ e p*du<y**>) i (3.13)

Ce qui entraine

et () 1< 24, (T ( [ e P*du<y**>)"* . (3.14)

YRk

Ainsi Iopérateur u* est positiviment p*-sommant et m (u*) < 2d,(7). m

Remarque 3.4.2 Si y* est négatif on a aussi l'inégalité (3.14). On ignore si u est forte-

ment p-sommant.

Théoréme 3.4.3 Soient X un espace de Banach réticulé et Y un espace de Banach com-
plétement réticulé. soit T € SB(X;Y) Supposons qu’il existe une constante positive finie

C > 0. un ensemble I, un ultrafiltre U sur I et {u;};c; C VT tels que pour tout = dans X.
), y)| > [T ), 57) (3.15)
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et dy(u;) < C uniformément. Alors,
TeD)(X,Y) et d(T)<C.

Preuve.

Pour tout ¢ € I prenons u; fortement p-sommant, d’aprés le théoréeme 3.3.5 il existe p;

une mesure de probabilité Radon sur By« telle que tout z € X, on a

1
p*

[(u(2), y™)| < dp(ws)|] (/B v (y™)

Yok

4 dm(y**))
Comme on a pour tout x dans X et y* € Y*,

(), y™) | —> [(T(@), )

on obtient que pour tout x dans X et y* € Y*,

1
*

(1)) < g llel ([ dto))

YRk

(3.16)

La boul d'unité By« est faiblement compacte, d’ou p; converge faiblement vers une pro-

babilité p sur By«. Par conséquent

1
pT

IﬁwwWSCWMAww%ﬁVM@W)

pour tout z dans X et y* € Y*. Ce qui implique que d,(7) < C. =
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a essaye de généraliser quelques travaux déja faits sur le théoréeme
de factorisation pour les opérateurs sous-linéaires de X un espace de Banach dans L, ({2, 1)
par L,({2, ) avec ]lj = % + % Puis, on a fourni un humble effort pour obtenir relation
entre les opérateurs linéaires et sous-linéaires p-sommants conserne le notion de fortement
p-sommant.

On terminer cette mémoire, par poser quelques question a ce travaile.

Question 1 .

Soient p,q et r tels que 0 < p < q < 00 et ]lj = % + % Sotent X un espace Banach,
(2, 1) un espace arbitraire de mesure et T : X — L, (82, 1) un opérateur sous-linéaire
continu. Supposons que u se factorise par L,(§2, ) pour tout u dans VT'. Est ce que T

factorise par L, (2, 1) ¢

Question 2 .

Sotent X un espace de Banach réticulé et 'Y un espace de Banach complétement réti-
culé.Soit T € SB(X;Y). Supposons que T € D,(X;Y) , (1 <p < 00). Alors , pour tout
u € VT,.FEst ce que

u est fortement positivement p-sommant <= u* est positivement p*-sommant.

Question 3 .
Soient X un espace de Banach réticulé et Y un espace de banach complétement réticulé.
soit T € SB(X;Y) Supposons qu’il existe une constante positive finie C' > 0. un ensemble

I, un ultrafiltre Usur I et {u;};c; C VT tels que pour tout z dans X.

[{ui(@), y)| —» KT(2), 57)]
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et dy(u;) < C uniformément. Alors,
TeD)(X,Y) et d(T)<C.

FEst ce que cette propriété est vérifier dans les cas général (sans la condition |{u;(z), y*)| —

(T(x),y)] ) ?
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Résumé

Le travail principal de ce mémoire est étudier la factorisation des
opérateurs sous-linéaire, en particulier dans sens déterminer les
conditions nécessaires et suffisantes d’opérateurs sous-linéaires.
Puis, on essayera de comparer entre les opérateurs linéaires et
sous-linéaires.

Mots clés : Espace Banach réticulé, espace complétement réticulé,
les opérateurs sous-linéaires, théoréme de Hahn-Banach, opérateurs
sous-linéaires positivement p-sommant, sous-linéaire fortement p-
sommant et théoreme de domination de pietsch.

Ly alls yasile
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Abstract

This desertation is part of the problem of factorisation the
sublinears operators, especially in determining the meaning of the
conditions necessary and sufficient for a the sublinears operators.
Then, we wille try to compare between the linears operators and
sublinears.

Key words: Banach lattice, completely lattice, the sublinears
operators, theorem the Hahn-Banach, sublinears positively p-
sommingoperators, sublinear strongly p-summing operator and
pietsch’s domination theorem.



