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Notations

‖.‖ définit un normé.

< ., . > définit un produit scalaire.

Lp(Ω, µ) = {f : Ω −→ Y mesurable tel que ‖f‖p<∞}.

X+ = {x ∈ X,X espace de Riesz : x ≥ 0}.

L(X, Y ) = {l’espace des opérateurs de X dans Y}.

X∗ est le dual (topologique) de X.

T ∗ est appelle l’adjoint d’opérateur T.

BX La boule d’unité fermée de X.

Πp(X, Y ) L’ensemble des opérateurs p-sommable de X dans Y.

L(X, Y ) = { application linéaires u : X −→ Y }.

SL(X, Y ) = {application sous-linéaires T : X −→ Y }.

∇T = {u ∈ L(X, Y ) : u ≤ T (i.e., ∀x ∈ X, u(x) ≤ T (x))}.

SB(X, Y ) = {T : X −→ Y sous-linéaire bornés }.

B(X, Y ) = {T : X −→ Y linéaire bornés }.

π+
p (X, Y ) = {T : X −→ Y sous-linéaire positivement p-sommants }.

Dp(X, Y ) l’ensemble de tous les operateurs sous-linéaires qui sont fortement p-sommables

de X dans Y.
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Introduction

Les application sous-linéaires ont été uneobjet mathématique très étudiées au cours ces

dernièires années et surtout dans le domaine de l’interpolation et des factorisations sous

toutes les formes. Très récemment Grafakos, Defant, Garcia Cureva et Cie ont donné un

dévelopement importent à cette notion. Dans ce mémoire, on va s’intéresser aux opéra-

teurs sous-linéaires T et les opérateurs linéaire ≤ T . On essayera d’introduire, de comparer

et de généraliser des résultats classiques ou universels du linéaires au sous-linéaires.

Le plan de ce mémoire est comme suivant : Dans le premier chapitre introducation sur

les espaces nécessaire à définition les opérateurs p-sommants. on donnera dans un pre-

miere temps un aperçu général sur les espaces normés, quasi-normés et les applications

linéaires continues (les opérateur) et ces types, espace Banach et quasi-Banach. Puis on

étudiera les espaces de Banach réticulés et complètement réticulés sur quel on introdiut

les espaces ordonné (ou espace Riesz ) et quelques propriétés qui s’y raménent, telle que

l’ensemble positif ( X+ = {x ∈ X,X espace de Riesz :x ≥ 0} ).

Dans le second chapitre,on donnera généralement la définition des opérateurs p-sommants.

Aprés que on prend les notations relativement la normé sur lp(resp. lnp ) et ln ωp (resp. lωp ),

et encore on définition les opérateurs p-sommants avec le Théorème Factorisation de

pietsch. Puis, on étudier les opérateurs sous linéaires et quelques propriétés qui s’yra-

ménent, et on introduit un peu les définitions nécessaires comme l’opérateur différentiel

(∇T = {u ∈ L(X, Y ) : u ≤ T (i.e.,∀x ∈ X, u(x) ≤ T (x))} ). telle que l’extention du

théorème Hahn-Banach aux opérateurs sous-linéaires. On donnera aussi quelques résul-

tats relatifs à cette classe d’opérateurs.

Dans le chapitre troisiéme on donnera le grand théorème pour les opérateurs sous-

linéaires positivement p-sommants( π+
p (X;Y ) = {T : X −→ Y opérateur positivements
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p-sommants } ) comme théorème d’inclusion et théorème de pietsch aus opérateurs posi-

tifs. Puis on cadre du développement de théorème de factorisation dans ce cas sous-linéaire

par Lq. On dit que généralement un opérateur T ∈ L(X;Y ) se factorise par un espace de

Banach Z s’il existe un opérateur U ∈ L(X;Z) et V ∈ L(Z;Y ) tel que T = U ◦ V .

Lorsque on parle des théorèmes de factorisation d’après les études déjà faîtes, à maintes

reprises un schéma apparut, nous pouvons donner une simple caratérisation de ce schéma

par ce diagramme, pour X,Y et Z.

X

S

T

Z

Y

Tg

où S est un opérateur linéaire continu de X dans Z, et Tg désigne l’opérateur linéaire borné

de multiplication par une fonction g ∈ Y, g > 0, (Y réticulé).

On teminer ce chapitre avec étudie la relaion entre les opérateurs linéaires sommants et

les opérateurs sous-linéaires de X un espace de Banach réticulé dans un espace de Banach

complétement réticulé.

Enfin en donnant des quelques remarques et question ouvertes.
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Chapitre 1

Apparçu les epaces

On commence par les théorèmes et les définitions des types quelques espaces qui sont

notre source d’inpiration.

1.1 Espace quasi-normé

Définition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel sur R , une application ‖ . ‖ :X −→ R est

une norme ssi :

1. ∀x ∈ X ∀λ ∈ R ‖λx‖=| λ | ‖x‖. (homogenéité)

2. ∀x, y ∈ X ‖x+ y‖6 ‖x‖+‖y‖. (inégalité triangulaire)

3. ∀x ∈ X ‖x‖> 0 . (positivété)

4. ∀x ∈ X ‖x‖= 0⇐⇒ x = 0. (defini)

-Une espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel norme (en abrége �

E.V.N �).

-Pour tout a, b ∈ R avec a < b l’espace vectoriel X = C∞[a, b] muni de la norme :

‖T‖∞= sup | T (x) | . ‖T‖2=
√∫ b

a
T (x)2dx .

on encore de la norme :

‖T‖1=
∫ b
a
| T (x) | dx .

est une espace vectoriel

-Pour tout x ∈ Rn on definition la norme sur l’espace lp(1 ≤ p ≤ ∞) :

si p <∞ : ‖x‖p= (
∑n

i=1 | xi |p)
1
p .
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si p =∞ : ‖x‖∞= sup{| xi | .i ∈ N∗} .

Définition 1.1.2 Soit E un e.v. muni de normes ‖.‖1 et ‖.‖2 .

-On dit que ‖.‖2 est plus fort que ‖.‖1 s’il existe une constante c > 0 telle que ∀x ∈ X .

‖x‖16 c‖x‖2 .

-On dit que ‖.‖1 et ‖.‖2 sont equivalants s’il existe c > 0 telle que ∀x ∈ X .

c−1‖x‖26 ‖x‖16 c‖x‖2 .

Définition 1.1.3 Une quasi-norme sur X, est une application

‖.‖: X −→ R+

x 7−→ ‖x‖

telle que :

i) ‖x‖> 0, pour tout x 6= 0

ii) ‖αx‖= |α|‖x‖, pour tout α ∈ R et x ∈ X

iii) ‖x+ y‖≤ C(‖x‖+‖y‖), pour tout x, y ∈ X.

où (C ≥ 1) une cnstante indépendante de x et y appelée le module de concavité de ‖.‖.

Définition 1.1.4 Soit 0 < p ≤ 1, une quasi norme ‖.‖ sur X est dit une p-norme si pour

toue suite finie x1, ..., xn ∈ X l’inégalité suivant est vérifiée∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥ ≤ C(
n∑
i=1

‖xi‖p)
1
p .

Dans ce cas on dit que l’espace X est "p-normé" pour tout p ∈]0, 1].

Remarque 1.1.5 .

• Tout p-normé est un quasi-norme avec C = 2
1
p
−1 (notons que la 1-norme est la norme

usuelle).

• Le téorème de Aoski-Rolewicz assure que pour toute quasi norme ‖.‖ il existe 0 < p ≤ 1

tel que ‖.‖ est une p-norme équivalente (i.e., si ‖.‖1 une quasi-norme dans X, alors il

5



existe 0 <≤ 1 qui satisfait C = 2
1
p
−1et une p-norme ‖.‖2) dans X tel que C−1‖x‖1≤

‖x‖2≤ ‖x‖1, x ∈ X).La p-norme est définie par

‖x‖2= inf

{
(
n∑
i=1

‖xi‖p1)
1
p : n > 0, x =

n∑
i=1

xi, (xi) ⊂ X

}
.

Rappelons qu ’une norme ‖.‖ sur un espace de vectoriel X est une norme réticulée si

∀x, y ∈ X, |x| ≤ |y| ⇒ ‖x‖≤ ‖y‖.Un espace de vectoriel muni d’une norme réticulée est

appelé espace de vectoriel normé .

1.2 Espace Hilbert

soit X un espace vectoriel sur R.

Définition 1.2.1 Une produit scalaire sur X est une application bilinéaire sur X. notée

< ., . >X : X ×X −→ R et verifier les trois propriéte suivantes :

1/ Symetric : ∀u, v ∈ X < u, v >X=< v, u >X .

2/ positivité : ∀u ∈ X < u, u >X> 0.

3/ defini : < u, u >X= 0⇐⇒ u = 0.

Si < ., . > definit un produit scalaire sur X.

(X,< ., . >) est appelé espace préhilbertien.

X = Rn. < x, y >=
∑n

i=1 xiyi definit produit scalaire sur X.

X = C([a, b],R). avec −∞ < a < b < +∞

< f, g >=
∫ b
a
f(t)g(t)dt.

defini un produit scalaire.

Soit H espace préhilbertien on a la définition suivant :

a) on dit que x et y orthogonaux si :

x, y ∈ X,< x, y >= 0.

b) on dit que M et N orthogonaux tel que M ⊂ X,N ⊂ H si

∀x ∈M,∀y ∈ N,< x, y >= 0.
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c)on dit que M ⊂ X orthogonal si

y ∈ X; ∀x ∈M,< x, y >= 0.

d) on dit que U ⊆ X est unensemble orthogonal si

∀x, y ∈ U, x 6= y,< x, y >= 0.

Pour tout x dans U(orthogonal) et ‖x‖= 1. alors U est un ensemble orthonormal( ou

orthonormé).

Définition 1.2.2 Un espace préhilbertienne complet sur produit scalaire est appelle espace

de Hilbert.

Proposition 1.2.3 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel norme complet (X, ‖.‖)

dont la norme ‖.‖ est induite par un produit scalaire.

Proposition 1.2.4 Soit < ., . >X produit scalaire sur X.

L’application x ∈ X 7−→ ‖x‖= √< x, x > est un norme.

Preuve.

Soit X un espace Hilbert Alors.

∀x, y ∈ X2 | < x, y > | ≤ ‖x‖‖y‖.

1) ‖x‖= 0 =⇒ √< x, x > = 0

=⇒< x, x >= 0

=⇒ x = 0

2) ‖λx‖=
√
< λx, λx >

=
√
λ2 < x, x >

= |λ|√< x, x >

= |λ|‖x‖.

3) ‖x+ y‖2=
√
< x+ y, x+ y >

2

=< x+ y, x+ y >

7



=< x, x > + < x, y > + < y, x > + < y, y >

= ‖x‖2+2 < x, y > +‖y‖2.

on a < x, y >≤ | < x, y > | ≤ ‖x‖‖y‖.

‖x+ y‖2≤ ‖x‖2+2‖x‖‖y‖+‖y‖2

≤ (‖x‖+‖y‖)2

Définition 1.2.5 On pose, pour p ≥ 1

Lp(Ω, µ) = {f : Ω −→ Y mesurable tel que ‖f‖p<∞}.

‖f‖p=
(∫

Ω

|f |pdµ
) 1

p

.

On pose également

L∞(Ω, µ) = {f : Ω −→ Y mesurable tel que ‖f‖∞<∞},

‖f‖∞= inf{M ≤ 0 : |f(x)| ≤M p.p }.

Théorème 1.2.6 (inégalité de Hölder)Soient p, q ∈]1,∞[ tels que 1
p
+ 1

q
= 1 ; si f ∈

Lp(Ω, µ) et g ∈ Lq(Ω, µ), la fonction produit fg est intégrable et∣∣∣∣∫
Ω

fgdµ

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖p‖g‖q.
1.3 Application linéaire continue

Soit X et Y deux espaces vectoriels normes.

On note L(X,Y) l’ensemble des applications linéares de X dans Y.

Théorème 1.3.1 Soit T ∈ L(X, Y ) les propriétes suivants sont équivalants .

1. T est continue sur X .

2. T est continue en 0 .

3. ∃M > 0 tel que

∀x ∈ E ‖T (x)‖Y6M‖x‖X .
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Preuve.

Il est claire que (i)=⇒ (ii).

(ii)=⇒(iii)

Si T est continu en 0,

∃δ > 0 ∀u ∈ X ‖u‖X≤ δ =⇒ ‖T (u)‖Y≤ 1.

Etant donné un vecteur ∀(x 6= 0) ∈ X, u = δ‖x‖−1X x vérifie ‖u‖X≤ δ, donc ‖T (u)‖Y≤ 1,

ce qui revient à dire que ‖T (x)‖Y≤ δ−1‖x‖X .

On a ainsi montré que (iii) est vraie,avec M = δ−1.

(iii)=⇒(i)

on pose une suite (xn) de X tend vers un x ∈ X, on aura

‖T (xn)− T (x)‖Y= ‖T (xn − x)‖Y≤M‖xn − x‖X−→ 0,

ce qui montre que T est continue au point x, et ceci pour tout x ∈ X.

Définition 1.3.2 Soit L(X, Y ) l’ensemble des applications linéaires continue de X dans

Y. Pour T ∈ L(X, Y ). on note ‖T‖L(X,Y ) le plus petit constante M telle que.

∀x ∈ X ‖T (x)‖Y6M‖x‖X .

On a donc ∀x ∈ X .

‖T (x)‖Y6 ‖T‖L(X,Y )‖x‖X .

et

‖T‖L(X,Y )= sup
‖T (x)‖Y
‖x‖X

= supx∈X
‖x‖=1
‖T (x)‖Y .

On a aussi l’ensemble des formes linéaires continus sur X est appellé dual topologique de

X et note X∗

X∗ = L(X,K)

‖T‖X∗ d’un element de X∗ est donc défini par

‖T‖X∗= sup
x 6=0

|T (x)|
‖x‖

9



Soit X un espace de Banach et soit que X∗ est aussi un espace de Banach. On note X∗∗

l’ensemble des formes linéaire continue sur X∗.C’est encore un espace de Banach appelé

bidual de X.

Proposition 1.3.3 L’espace ( L(X, Y ), ‖.‖L(X,Y )) est un espece vectoriel normé.

Si X est un espace normé non nul, on a toujours ‖IdX‖= 1.

Proposition 1.3.4 Soient X,Y et Z trois espaces v.n. si T ∈ L(X, Y ) et S ∈ L(Y, Z).

Alors S ◦ T ∈ L(X,Z) et l’inegalité suivante.

‖S ◦ T‖L(X,Z)6 ‖T‖L(X,Y )‖S‖L(Y,Z).

Preuve.

Soit x ∈ X ; on peut écrire

‖(S ◦ T )(x)‖Z= ‖S(T (x))‖)Z ≤ ‖S‖‖T (x)‖≤ ‖S‖‖T‖‖x‖X ,

ce qui entraîne l’inégalité voulue.

Définition 1.3.5 Soit X1, ..., Xn et Y des espace vectoriel minu de la normes ‖.‖X1 , ..., ‖.‖Xn

et ‖.‖Y . soit T une application de X1 × ...×Xn dans Y .on dit que T est n-linéaire si :

1. ∀x, y ∈ Xi

T (x1, ..., xi, x+ y, xi+1, ....., xn) = T (x1, ..., x, ..., xn) + T (x1, ..., y, ..., xn).

2. ∀x ∈ Xi ∀λ ∈ R.

T (x1, ..., xi, λx, xi+1, ....., xn) = λT (x1, ..., x, ..., xn).

Proposition 1.3.6 Soit Xi(i = 1, ..., n) et Y des espaces vectoriel muni de la norme

‖.‖Xi
(i = 1, ..., n) et ‖.‖Y . soit T une appmication n-linéaires de X1 × .... ×Xn dans Y.

Alors les propriétes suivants sont équivalents.

1. T est continue.

2. T est continue en (01, 02, ...., 0n).

3. ∃M ∈ R∗ ∀(x1, ...., xn) ∈ X1 × ....×Xn.

‖T (x1, ...., xn)‖6M‖x1‖X1×...× ‖xn‖Xn

10



1.4 Espace de Banach

Définition 1.4.1 Soit (xn)n∈N une suite dans un espace vectoriel norme X.

1. On dit que la suite (xn)n∈N converge vers un point a de X si :

∀ε > 0 ∃N > 1 n > N =⇒ ‖xn − a‖< ε.

2. On dit que la suit (xn)n∈N est une suit cauchy si :

∀ε > 0 ∃N > 1 m,n > N =⇒ ‖xn − xm‖< ε.

Proposition 1.4.2 Soit X un espace vectoriel norme, alors tout suit convergente est un

suit de cauchy.

Preuve.

Soit (xn) suit converge vers point a de X on a

∀ε > 0 ∃N ≥ 1 n ≥ N =⇒ ‖xn − a‖< ε.

où

∀ε > 0 ∃N ≥ 1 m ≥ N =⇒ ‖xm − a‖< ε.

Donc, pour tout m,n ≥ N , on

‖xn − xm‖≤ ‖xn − a‖+‖a− xm‖< ε+ ε = 2ε,

et donc xn − xm −→ 0 pour n,m −→∞.

Définition 1.4.3 L’espace vectoriel norme X est dit que complet. si tout suit de cauchy

d’element de X converge dans X.

Proposition 1.4.4 Soit X espace vectoriel norme et A ⊂ X.

1) Si A complet. Alors A est finie dans X.

2) Si X complet,Alors A est complet si seulement si A fermé.

11



Preuve.

1) Supposons que A est complet dans X et montrons que l’ensemple A est finie.soit

(xn) ⊂ A convergente vers un point x ∈ X. Alors (xn) est une suite de cauchy. Comme A

est complet (xn) dont convergent vers point de A : x ∈ A. alors (A =Ā).

2) Supposons que A est complet, et soit a ∈ Ā. Il existe donc (xn) suite de A telle que

xn −→ a pour n −→∞. Comme la suite (xn) est convergente dans X, c’est une suite de

Cauchy ;comme A est complet, (xn) converge dans A : ainsi a ∈ A,d’où A est fermé.

Réciproquement, supposons A fermé dans X et soit (xn) suite de Cauchy dans A ; comme

c’est une suite de Cauchy dans X complet, elle converge vers une limite a ∈ X. Comme

xn ∈ A et A est fermé, a ∈ A,

C.Q.F.D.

On aussi A une partie d’un espace de Banach X. A est convexe si et seulment si

∀t ∈ [0, 1],∀(x, y) ∈ (A× A) la fonction f : (x, y) −→ tx+ (1− t)y

est continue de X2 dans X ou f(A× A) ⊂ A.

Définition 1.4.5 (Espace quasi-Banach)Soit X un espace vectoriel norme et complet.

alors X est un espace Banach . Dans cas X est un espace quasi norme, on dit que espace

quasi-Banach

Proposition 1.4.6 Soient X et Y deux espaces normés.si Y est un espace de Banach,l’espace

L(X, Y ) est un espace de Banach.

Preuve.

supposons que Y soit un espace de Banach. Soit
∑
uk une série normalement convergente

dans L(X, Y ), c’est à dire que
∑
‖uk‖<∞

∀x ∈ X ‖uk(x)‖≤ ‖uk‖‖x‖,

donc la série
∑
uk(x) est normalement convergente dans Y. Puisque Y est complet, cette

série converge dans Y et on peut poser pour tout x ∈ X

U(x) =
+∞∑
k=0

uk(x) ∈ Y.

12



Il est facile de vérifier que application U : X −→ Y est linéaire,et de plus pour tout x ∈ X

on a

‖U(x)‖≤
+∞∑
k=0

‖uk(x)‖≤ (
+∞∑
k=0

‖uk‖)‖x‖,

ce qui montre que U est continue et

‖U‖≤
+∞∑
k=i

‖uk‖. (1.1)

Il reste à voir que U est la limite dans L(X, Y ) de la suit (Un) des sommes partielles.

On a

(U − Un)(x) =
∑
j>n

uj(x) =
+∞∑
k=0

vk(x)

où on a posé vk = un+k+1 pour tout k ≥ 0 en appliquant l’inégalité (1.1) à la série
∑
vk

on obtient

‖U − Un‖≤
+∞∑
k=0

‖vk‖=
∑
k>n

‖uk‖,

et quantité tend vers 0 lorsque n −→ +∞.

Corollaire 1.4.7 Tout espace vectoriel norme de deminsion finie est un espace Banach.

Preuve.

Soit X un espace vectoriel norme et avec utiliser les proposition 1.4.4, Alors X est com-

plet.ce que implique X un espace de Banach.

1.5 Espace de Banach réticulés et complétement réti-
culés

Définition 1.5.1 Un espace vectoriel réel X, partiellement ordonné par un ordre partiel

noté ≤, est un espace vectoriel ordonné (ou espace de Riesz )si

x ≤ y ⇐⇒ x+ z ≤ y + z, ∀z ∈ X,

x ≥ 0⇐⇒ αx ≥ 0 ∀α ∈ R

On note
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X+ = {x ∈ X,X espace de Riesz : x ≥ 0}.

Un élément x de X est positif si x ∈ X+. L’ensemple X+ est appelé positif de X.

Proposition 1.5.2 Soit X un espace de Riesz.

a) x ∈ X+, y ∈ X+ ⇐⇒ x+ y ∈ X+.

b) x ∈ X+ ⇐⇒ αx ∈ X+ pour tout réel α ≥ 0.

c) x ∈ X+,−x ∈ X+ ⇐⇒ x = 0.

La borne supérirure d’un ensemble à deux élements est notée x ∨ y ou sup{x, y} et la

borne inférieure d’un ensemble à deux éléments est notée x ∧ y ou inf{x, y}.Pour tout

x ∈ X on peut écrire x+ = x ∨ 0;x− = −x ∨ 0, donc |x| = x+ ∨ (−x) et x = x+ − x−.

On a aussi les propriétés suivantes :

a) 0 ≤ x+ ≤ |X| et 0 ≤ x− ≤ |X| d’où −x− ≤ x− ≤ x+.

b) x ≤ y si seulement si x+ ≤ y+ et x− ≥ y−.

c) |x| ∧ |y| = 0⇐⇒ |x+ y| = |x− y|.

d) |x| ∨ |y| = 1
2
{|x+ y|+ |x− y|} et |x| ∧ |y| = 1

2
{|x+ y| − |x− y|}.

Définition 1.5.3 .

a) Un sous ensemble A de X dit borné pour l’ordre (ou simplement borné) s’il existe un

élément y dans X tel qua x ≤ y pour tout x ∈ A et y est alors appelé majorant de A.

b) Si A est borné, alors z est appelé la borne supérieure de A ou supremume de A si z est

une borne supérieure de A et z ≤ y pour tout majorant y de A.

c) Un espace vectoriel partiellement ordonné X dans lequel toute paire d’élements a une

borne supérieure est appelé espace vectoriel réticulé ou de Riesz.

d) On dira qu’un espace vectoriel est complétement réticulé si toute partie non vide et

majorée pour l’ordre, admet un supremum.

Remarque 1.5.4 Rappelons qu’une norme ‖.‖ sur un espace de Riesz X est une norme

réticulée si

∀x, y ∈ X, |x| ≤ |y| ⇒ ‖x‖≤ ‖y‖

(ce qui implique que pour tout x ∈ X l’élément x et |x| ont la même norme).

Un espace de Riesz équipé d’un norme réticulée est appelé espace de Riesz normé. Si la
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norme est compléte, on dira que X est un espace de Bancach réticulé(Il est complétement

réticulé s’il est complétement réticulé en tant qu’espace vectoriel).Les deux inégalités sui-

vantes sont vérifiées

‖x+ − y−‖≤ ‖x− y‖ et ‖|x| − |y|‖≤ ‖x− y‖.

Exemple 1.5.5 .

(1) L’espace C(K) est un espace se Banach réticulé.

(2) L’espace Lp(µ)(1 ≤ p ≤ ∞) est un espace de Banach complétement réticulé.

Théorème 1.5.6 ([Zaa97])

Le dual d’un espace de Riesz normé est un espace de Banach réticulé.

Proposition 1.5.7 ([LT96])

Le dual X∗ d’un espace de Banach réticulé X est un espace de Banach complétement

réticulé minu de l’ordre naturel

x∗1 ≤ x∗2 ⇐⇒ 〈x∗1, x〉 ≤ 〈x∗2, x〉, ∀x ∈ X+ (1.2)

Preuve.

Nous allons esquisser la démonstration. Nous définitions le cône positif dans X∗ par

x∗ ≥ 0⇐⇒ x∗(x) ≥ 0 pour tout x ≥ 0 dans X.

Dans ce cas, il est facile de vérifier que pour tout x∗, y∗ dans X∗ et pour tout x ≥ 0, on a

(x∗ ∨ y∗)(x) = sup{x∗(u) + y∗(x− u) : 0 ≤ u ≤ x}

et

(x∗ ∧ y∗)(x) = inf{x∗(v) + y∗(x− v) : 0 ≤ v ≤ x}.

Pour plus de détails voir [LT96]
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Chapitre 2

Les opérateurs sous-linéaires

2.1 Généralités sur les opérateurs

Définition 2.1.1 Tout application linéaire continue T : X −→ Y . s’appelle un opérateur.

L’espace vectoriel L(X, Y ) des application linéaire continues de X dans Y est l’espace des

opérateurs de X dans Y.

Définition 2.1.2 On dit que T ∈ L(X, Y ) est inversible. si T est une bijection de X dans

Y et si T−1 est continue et on ecrire :

T ◦ T−1 = IY .

T−1 ◦ T = IX .

Théorème 2.1.3 Si H un espace Hilbert et dimH < +∞, les propriétés suivant sont

equivalents :

1/ T est inversible.

2/ T est injectif.

3/ T est surjectif.

4/ T admet un inverse à adroite.

5/ T admet un inverse à gauche.

Définition 2.1.4 Soit T ∈ L(X, Y ).l’unique application linéaire T ∗ ∈ L(X, Y ) telle que :
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∀x ∈ X ∀y ∈ Y < Tx, y >=< x, T ∗y > .

L’opérateur T ∗ s’appelle l’adjoint de T.

Exemple 2.1.5 .

Soit H = L2([0, 1],C) muni du produit scalaire usuel, et K : [0, 1] × [0, 1] −→ C une

fonction continue. Pour x ∈ [0, 1], on pose

Tf(x) =

∫ 1

0

K(x, y)f(y)dy.

Calculer l’adjoint T.

Pour calculer de l’adjoint, comme à l’accoutumée, on fixe g ∈ L2, et pour tout f ∈ L2, on

a :

< Tf, g >=

∫ 1

0

∫ 1

0

K(x, y)f(y)g(x)dx.

Par le théorème de Fubini (pourquoi peut-on l’appliquer ?), cela donne

< Tf, g >=
∫ 1

0
f(y)

∫ 1

0
K(x, y)g(x)dx

=
∫ 1

0
f(y)

∫ 1

0
K(x, y)g(x)dx.

On en déduit que :

T ∗(g) =

∫ 1

0

K(x, y)g(y)dy.

Définition 2.1.6 Si T ∈ L(X, Y ) est tel que T = T ∗. on dit que l’opérateur autoadjoint.

Par définition de la norme opérateur,

‖T ∗‖= sup
‖y‖≤1
‖T ∗(y)‖.

Corollaire d’Hahn-Banach, ‖T ∗(y)‖= sup‖x‖≤1 |〈x, T ∗(y)〉|. De plus, comme 〈x, T ∗(y)〉 =

〈T (x), y〉, on obtient

‖T ∗‖= sup
‖y‖≤1,‖x‖≤1

|〈T (x), y〉|.

En appliquant de nouveau un corollaire d’Hahn-Banach et la définition de la norme opé-

rateur de T on obtient :

sup
‖y‖≤1,‖x‖≤1

|〈T (x), y〉| = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖= ‖T‖.

ce qui prouve que T ∗ est aussi continue.
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Proposition 2.1.7 .

1) Pour tout T ∈ L(X, Y ) on a

(T ∗)∗ = T et ‖T ∗T‖= ‖T‖2.

2) Si T ∈ L(X, Y ) et S ∈ L(Y,X). Alors

(TS)∗ = S∗T ∗.

Preuve.

1) Montrons que (T ∗)∗ = T . Pour cela on montre que pour tous x ∈ X et y ∈ Y , on a

〈T (x), y〉 = 〈(T ∗) ∗ (x), y〉. On a

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉

= 〈T ∗(y), x〉

= 〈y, (T ∗)∗(x)〉

= 〈(T ∗)∗(x), y〉.

Montrons que ‖T ∗T‖= ‖T‖2. Tout d’abord on rapelle que la norme opérateur est une

norme d’algèbre et donc, en particulier, ‖T ∗T‖≤ ‖T‖‖T ∗‖= ‖T‖2.

D’autre part, en utilisant encore une fois de plus un corollaire d’Hahn-Banach et la défi-

nition de la norme opérateur, on obtient :

‖T ∗T‖= sup‖x‖≤1‖T ∗T (x)‖

= sup
‖x‖≤1,‖y‖≤1

|〈T ∗T (x), y〉|

≥ sup
‖x‖≤1

|〈T ∗T (x), x〉|

= sup
‖x‖≤1

|〈T (x), T (x)〉|

= ‖T‖2

On a donc l’égalité ‖T ∗T‖= ‖T‖2.

2) Pour vérifier que (ST )∗ = S∗T ∗, il suffit de montrer que pour tous x ∈ X et y ∈ Y on

a 〈(TS)∗(x), y〉 = 〈S∗T ∗(x), y〉. On a, par définition de l’adjoint,

〈(TS)∗(x), y〉 = 〈x, (TS)(y)〉
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= 〈T ∗(x), S(y)〉

= 〈S∗T ∗(x), y〉.

Comme ceci est vrai pour tpus vecteurs x, y, on a l’égalité (TS)∗ = S∗T ∗.

2.2 Les opérateurs p-sommants

Commençons cette section par quelques préliminaires nécessaire des définition les opé-

rateurs p-sommants. Soit X un espace de Banach réticulé et 1 ≤ p ≤ ∞. On note par

X(lnp )(n ∈ N) l’espace des suites x = (x1, ..., xn) des éléments de X telles que

‖x‖X(lnp )= ‖(
n∑
i=1

|xi|p)
1
p‖ si 1 ≤ p <∞ (2.1)

et

‖x‖X(ln∞)= ‖ sup
1≤i≤∞

|xi|‖ si p =∞. (2.2)

L’espace X(lnp ) muni de l’ordre naturel

x ≤ y ⇐⇒ xi ≤ yi, ∀i,

est un espace de Banach réticulé.

Soit X un espace de Banach. Soit 1 ≤ p ≤ ∞, On note lp(X) (resp.lnp (X)) l’espace de

Banach des suits (xi) dans X muni de la norme

‖(xi)‖lnp (X)= (
n∑
i=1

‖xi‖p)
1
p

(resp.‖(xi)‖lnp (X)= (
n∑
i=1

‖xi‖p)
1
p )

Si p est fini, et on prend le sup si p est infini.

Et lωp (X) (resp. lnωp (X)) l’espace de Banach des suites (xi)1≤i≤n dans X muni de la norme

‖(xn)‖lωp (X)= sup
ξ∈BX∗

(
n∑
i=1

|〈xi, ξ〉|p)
1
p .

(resp.‖(xn)‖lnω
p (X)= sup

ξ∈BX∗
(
n∑
i=1

|〈xi, ξ〉|p)
1
p ).
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où X∗ est le dual (topologique) de X. La boule d’unité fermée de X est notée BX (si p est

infini on prend de sup).

On a aussi si 1 < p ≤ ∞ (où p∗ est le conjugué de p (i.e.,
1

p
+

1

p∗
= 1)) et v : lp∗ −→ X un

opérateur linéaire tel que v(ei) = xi (i.e., v =
∑∞

j=1 ej ⊗ xj, (ej) est la base canonique de

lp). Alors,

‖v‖= ‖(xn)‖lωp (x) (2.3)

Définition 2.2.1 Une opérateur T ∈ L(X, Y ) est p-sommant p ∈]1,+∞[, s’il existe une

constante C > 0 tel que ∀x1, ..., xn dans X on a

(
n∑
i=1

‖T (xi)‖p
) 1

p

≤ C sup
x∗∈BX∗

(
n∑
i=1

| < x∗, xi > |p
) 1

p

. (2.4)

L’ensemble des opérateurs p-sommants de X dans Y est noté Πp(X, Y ) et muni de la

norme πp(T ) = {inf C. verifier l’inégalité (2.4) } telle que pour tout T ∈ Πp(X, Y ) on a :

‖T‖L(X;Y )6 πp(T ).

Théorème 2.2.2 (Domination de pietsch) Soient p ∈ [0,∞[ et T : X −→ Y un opérateur

linéaire p-sommant et. Alors, il existe une probabilité de radon λ sur (Bx∗ , σ(X
∗, X)) telle

que

∀x ∈ X : ‖T (x)‖6 π(T )

(∫
BX∗

|x∗(x)|pdλ(x∗)
) 1

p

(2.5)

Inversement, s’il existe une probabilité de radon λ sur (BX∗ , σ(X
∗, X)) et C > 0 telle que

cette formule est verifieé, alors T est p-sommant et π(t) 6 C.

La Factorisation proprement dite de pietsch est
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X

iX

iX(X)

∩

C(K)

T

kp

jp

Y

T̃

S

∩

Lp(µ)

où T̃ un opérateur linéaire borné, kp restriction de jp, K = BX∗ et S la fermeture de

kp ◦ iX(X) dans lp(µ). Dans ce cas πp(T ) = ‖T̃‖.

Théorème 2.2.3 (théorème d’inclusion). Si 1 ≤ p < q <∞, alors

Πp(X;Y ) ⊆ Πq(X;Y ).

De plus, on a πq(T ) ≤ πp(T ) pour tout T ∈ Πp(X;Y )

Théorème 2.2.4 (Les théorème de GrothendieK). si tout opérateur borné de X dans Y

est 1-sommant i.e.

B(X, Y ) = Π1(X, Y ).

avec π1(T ) 6 KG‖T‖.

KG est la constant inversible de GrothendieK.

2.3 Les opérateurs sous-linéaires

On introduit dans cette section par introduire quelques terminologies et propriétés

notations par donner definition les opérateurs sous-linéaire.Pour plus de détails en voir

[MT04] et [AM04].
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Définition 2.3.1 Soit T une application d’un espace vectoriel X dans un espace réticulé

Y. On dira que T est sous-linéaire si,

1) ∀λ ∈ R+,∀x ∈ X T (λx) = λT (x),

2) ∀x ∈ X, ∀y ∈ X T (x+ y) 6 T (x) + T (y).

La somme de deux opérateurs sous-linéaires est un opérateur sous-linéaire et la multiplli-

cation par un nombre positif donne aussi un opérateur sous-linéaire.

Exemple 2.3.2 .

Dans cas Y réticulé tout opérateur linéaire est un opérateur sous-linéaire.

Soit X un espace vectoriel et Y un espace réticulé. On note par

L(X, Y ) = { application linéaires u : X −→ Y }

et on dira si X est réticulé, que u est positive si u(x) ≥ 0,∀x ≥ 0

SL(X, Y ) = {application sous-linéaires T : X −→ Y }

et on le munit de l’ordre induit par Y

T1 ≤ T2 ⇐⇒ T1(x) ≤ T2(x), ∀x ∈ X (2.6)

Comme conséquence immédiate

u ≤ T ⇐⇒ −T (−x) ≤ u(x) ≤ T (x), ∀x ∈ X (2.7)

car

u ≤ T ⇐⇒ u(x) ≤ T (x), ∀x ∈ X,

⇐⇒ u(−x) ≤ T (−x), ∀x ∈ X,

⇐⇒ −u(x) ≤ T (−x), ∀x ∈ X,

⇐⇒ u(x) ≥ −T (−x), ∀x ∈ X,

On définie le différentiel par

∇T = {u ∈ L(X, Y ) : u ≤ T (i.e.,∀x ∈ X, u(x) ≤ T (x))}.
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Définition 2.3.3 Soit T ∈ SL(X, Y ). On dira que

- T est symétrique si pour tout x dans X,

T (x) = T (−x)

- T est croissant si pour tout x, y dans X

x ≤ y =⇒ T (x) ≤ T (y).

-T est positif si pour tout x dans X,

T (x) ≥ 0.

Remarque 2.3.4 .

1) Soit T un opérateur sous-linéaire symétrique entre espace réticulé X et Y. Alors, T ≥ 0

au sens l’inegalité (2.3). En effet, soit x dans X

0 = T (x− x)

≤ T (x) + T (−x)

≤ T (x) + T (x)

≤ 2T (x)

La réciproque est fausse mème si T est croissant.

2) On sait aussi que la symétrie n’entraîne pas la croissance.

Proposition 2.3.5 Soient X,Y deux espaces vectoriels dont Y réticulé et T dans SL(X, Y ).

Alors,

∀λ ∈ R, ∀x ∈ X, λT (x) ≤ T (λx). (2.8)

Preuve.

Soit λ ∈ R, et x ∈ X.

Si λ > 0 on a

λT (x) = T (λx) ≤ T (λx),

si λ < 0, on a

λT (x) = −(−λT (x)) = −T (−λx)
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et

T (λx− λx) = 0 ≤ T (−λx) + T (λx) =⇒ −T (−λx) ≤ T (λx)

donc, en combienant les deux quantités précédentes on aura

λT (x) ≤ T (λx).

Ce qui termine la démonstration.

Proposition 2.3.6 Soient X,Y et Z, trois espaces vectoriels dont Y et Z réticulés.

(a) ∀T ∈ SL(X, Y ) et ∀u ∈ L(Y, Z) (positif) =⇒ u ◦ T ∈ SL(X,Z).

(b) ∀u ∈ L(X, Y ) et ∀T ∈ SL(Y, Z) =⇒ T ◦ u ∈ SL(X,Z).

(c) ∀T ∈ SL(X, Y ) et ∀S ∈ L(Y, Z) (croissant) =⇒ S ◦ T ∈ SL(X,Z).

Preuve.

Si u est un opérateur linéaire positif, alors u est croissant. (et réciproquement). En effet,

soit u un opérateur linéaire positif ; x, y dans X tel que x ≥ y. On a

x− y ≥ 0 =⇒ u(x− y) ≥ 0

puisque

u(x− y) = u(x)− u(y) ≥ 0 =⇒ u(x) ≥ u(y).

Donc u est croissant.

(a) Soient x, y dans X. Alors,

u ◦ T (x, y) = u(T (x+ y)),

≤ u(T (x) + T (y)) (car u est positif),

≤ u ◦ T (x) + u ◦ T (y).

Soit λ dans R+ et x dans X

u ◦ T (λx) = u(T (λx)) = u(λT (x)),

= λ(u ◦ T )(x).

Donc

u ◦ T ∈ SL(X,Z).
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(b) Soient x, y dans X

T ◦ u(x+ y) = T (u(x+ y))

= T (u(x) + u(y))

= T ◦ u(x) + T ◦ u(y)

Soit λ ∈ R+ et x ∈ X

T ◦ u(λx) = T (λu(x)) = λT ◦ u(x)

Donc

T ◦ u ∈ SL(X, Y ).

(c) Pareil que (b).

Ainsi s’achève la démonstration.

Proposition 2.3.7 Soit T un opérateur sous-linéaire d’un espace de Banach réticulé Y.

Alors, les propriétés suivant sont équivalentes :

(1) T continu,

(2) T continu en 0,

(3) Il existe C > 0 telle que ∀x ∈ X, ‖T (x)‖≤ C‖x‖.

Dans ce cas, T est borné et on pose

‖T‖= sup
‖x‖=1

{‖‖T (x)‖: ‖x‖BX
= 1}. (2.9)

Preuve.

(1) =⇒ (2).Evidente.

(2) =⇒ (3).Soit T un opérateur sous-linéaire continu en 0, donc

∃η > 0 : ∀x(6= 0) ∈ X, ‖x‖6 η =⇒ ‖T (x)‖6 1.

Posant y = x
‖x‖η. Alors

‖T (y)‖≤ 1

donc

‖T (x)‖≤ 1

η
‖x‖
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d’où (3).

(3) =⇒ (1) Supposons qu’il existe C > 0 telle que

∀x ∈ X, ‖T (x)‖≤ C‖x‖.

Soit x0 dans X. On a

T (x) = T (x+ x0 − x0) ≤ T (x− x0) + T (x0) =⇒ T (x)− T (x0) ≤ T (x− x0).

et

T (x0) = T (x0 − x+ x) ≤ T (x0 − x) + T (x) =⇒ T (x0)− T (x) ≤ T (x0 − x).

Donc pour tout x dans X on a

|T (x)− T (x0)| ≤ sup{T (x− x0), T (x0 − x)}

≤ |T (x− x0)|+ |T (x0 − x)|

d’où

‖T (x)− T (x0)‖= ‖T (x)− T (x0)‖

≤ ‖T (x− x0)‖+‖T (x0 − x)‖

≤ 2C‖x− x0‖.

Donc T est continu.

On note par

SB(X, Y ) = {T : X −→ Y sous-linéaire bornés }

et

B(X, Y ) = {T : X −→ Y linéaire bornés }.

Proposition 2.3.8 Soit T un opérateur sous-linéaire borné entre X un espace de Banach

et Y un espace de Banach réticulé.

(1) Pour tout x dans X, on pose

ϕ(x) = sup{T (x), T (−x)}.

Alors, ϕ est un opérateur sous-linéaire symétrique. De plus,
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|T | ≤ ϕ et ‖ϕ(x)‖≤ ‖T (x)‖+‖T (−x)‖.

(2) Pour tout (αi)ni=1 ⊂ R, on a

T (
n∑
i=1

αixi) ≤
n∑
i=1

|αi|ϕ(xi).

De plus ∥∥∥∥∥T (
n∑
i=1

αixi)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=1

|αi|‖ϕ(x)‖.

Preuve.

(1) Il est claire que ϕ est un opérateur sous-linéaire symétrique, donc d’après la re-

marque 2.3.4 ϕ est positif.

Soit x dans X. On a,

|T (x)| = sup{T (x),−T (x)},

≤ sup{T (x), T (−x)} = ϕ(x).

Concernant l’égalité des normes on a,

‖T (x)‖≤ ‖ϕ(x)‖= ‖sup{T (x), T (−x)}‖,

≤ ‖T (x)‖+‖T (−x)‖.

(2) Pour tout i ∈ {1, ..., n}, en écrit αi = α+
i − α−i tels que α+

i , α
−
i ∈ R+, dans ce cas,

on a

T (
∑n

i=1 αixi) = T (
∑n

i=1(α
+
i − α−i )xi),

≤ T (
∑n

i=1 α
+
i xi) + T (

∑n
i=1 α

−
i (−xi)),

≤
∑n

i=1 α
+
i T (xi) +

∑n
i=1 α

−
i T (−xi),

≤
∑n

i=1(α
+
i + α−i ) sup{T (x), T (−x)},

=
∑n

i=1 |αi|ϕ(xi).

D’autre part, on a

−T (
n∑
i=1

αixi) ≤ T (
n∑
i=1

αi(−xi)) ≤
n∑
i=1

|αi|ϕ(xi),

donc

|T (
n∑
i=1

αixi)| ≤
n∑
i=1

|αi|ϕ(xi).
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En prenant la norme des deux côtés, on obtient

‖T (
n∑
i=1

αixi)‖≤
n∑
i=1

|αi|‖ϕ(xi)‖.

D’où la proposition. Le théorème suivant établit un lien direct entre les opérateurs

linéaires et les opérateurs sous-linéaires.

Théorème 2.3.9 [MT04] Soient X,Y deux espace de Banach dont Y complétement réti-

culé et T : X −→ Y un opérateur sous-linéaire continu. Alors,

(a) ∀x ∈ X, ‖T (x)‖≤ supu∈∇T‖u(x)‖≤ ‖T (x)‖+‖T (−x)‖.

(b) ‖T‖≤ supu∈∇T‖u‖≤ 2‖T‖.

Preuve.

(a) Soit x dans X. On a d’une part,

‖T (x)‖= ‖ux(x)‖≤ sup
u∈∇T
‖u(x)‖.

Et d’autre part,

|u(x)| ≤ sup{|T (x)|, |T (−x)|},

≤ |T (x)|+ |T (−x)|.

Ce qui implique

‖u(x)‖≤ ‖|T (x)|+ |T (−x)|‖,

≤ ‖T (x)‖+‖T (−x)‖.

D’où

sup
u∈∇T
‖u(x)‖≤ ‖T (x)‖+‖T (−x)‖.

(b) Se déduit immédiatement de (a).

2.4 Théorème de Hahn-Banach pour les opérateur sous-
linéaires

Nous donnons le théorème de Hahn-Banach généraliseé aux opérateurs sous-linéaires.Nous

aurons bien besoin. Pour faire le démonstration on trouvera une dans[Zaa97].
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Théorème 2.4.1 (théorème de Hahn-Banach)

Soient X,Y deux espaces vectoriels dont Y complétement réticulé, T ∈ SL(X, Y ) et E un

sous-espace vectoeiel de X. soit u dans L(E, Y ) tel que u ≤ T . Alors, u se prolonge en un

opérateur linéaire ũ ∈ L(X, Y ) tel que ũ ≤ T .

Corollaire 2.4.2 Soient X,Y deux espaces vectoriels dont Y complétement réticulé. Soit

T : X −→ Y un opérateur sous-linéaire. Alors,

pour tout x dans X il existe ux ∈ ∇T tel que

T (x) = ux(x) (ie., T (x) = sup
u∈∇T

u(x)). (2.10)

Preuve.

Soit x dans X. On pose

ux : Rx −→ Y

λx 7−→ ux(λx) = λT (x)

l’opérateur ux est linéaire sur X0 = Rx et ux(λx) = λT (x) ≤ T (λx) (proposition 2.3.5)

donc d’après le théorème de Hahn-Banach, il se prolonge en un opérateur noté encore

ux ∈ ∇T et T (x) = ux(x).

Corollaire 2.4.3 Comme conséquence immédiate on a :

1) T est un continu ⇐⇒ ∀u ∈ ∇T, u est continu.

2) Si T est symétrique, on aura

i) ‖T (x)‖= supu∈∇T‖u(x)‖,∀x ∈ X.

ii) ‖T‖= supu∈∇T‖u‖.
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Chapitre 3

La relation entre les opérateurs
linéaires et sous-linéaires

3.1 Factorisation des opérateurs sous-linéaires par Lq

On donnera dans cette section la fatorisation des opérateurs sous-linéaires T de X un

espace de Banach dans Lp(Ω, µ), 0 < p < ∞ par Lq(Ω, µ) avec 1
p
= 1

q
+ 1

r
. Nous vous

référons sur ce résultat à [MT04] et [LT96].

D’abord on donner la notation d’opérateur p-convexe et q concaves aux opérateurs sous-

linéaires.

1) Soit E un espace de Banach, X un espace de Banach réticulé et 1 ≤ p ≤ ∞. Un opé-

rateur sous-linéaire T : E −→ X est dit que p-convexe s’il existe une constante positive

C telle que, pour tout n dans N les opérateurs

Tn : lnp (E) −→ X(lnp )

(x1, ..., x2) 7−→ (T (x1), ...T (xn))

sont uniformément bornés par C.

C’est à dire que

∥∥∥(∑n
i=1 |T (xi)|p)

1
p

∥∥∥ ≤ C (
∑n

i=1‖xi‖p)
1
p si 1 ≤ p <∞,∥∥sup1≤i≤n |T (xi)|

∥∥ ≤ C sup1≤i≤n‖xi‖ si p =∞.

La plus petite constante C vérifiant ces inégalités sera notée par Cp(T ).

2) Soient X, Y deux espaces de Banach dont X réticulé et 1 ≤ p ≤ ∞. Un opérateur
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sous-linéaire T : X −→ Y , est dit que p-concave s’il existe une constante C telle que, pour

tout n dans N les opérateurs

Tn : X(lnp ) −→ lnp (Y )

(x1, ..., x2) 7−→ (T (x1), ...T (xn))

sont uniformément bornés par C.

C’est à dire que

‖T (xi)‖lnp (Y ) ≤ C ‖(xi)‖X(lnp )
si 1 ≤ p <∞,

sup1≤i≤n ‖T (xi)‖ ≤ C
∥∥sup1≤i≤n |xi|

∥∥ si p =∞.

La plus petite constante C vérifiant ces inégalités sera notée par Cp(T ).

Tout opérateur sous-linéaire q-convexe(resp. qconcave) est borné et ‖T‖≤ Cq(T ) (resp.‖T‖≤

Cq(T )).

On utilise le théorème suivant pour le démonstration théorème de factorisation.

Théorème 3.1.1 [Mau74] Soient p,q et r trois nombres réel où 0 < p ≤ q ≤ +∞ tels

que 1
p
= 1

q
+ 1

r
, (Ω, µ) un espace mesuré, I un ensemple d’indices et {fi}i∈I une famille

d’éléments de Lp(Ω, µ). Les condition suivantes sont équivalentes.

a) ∀(αi) ∈ R(I)

∫
Ω

[∑
i∈I

|αifi(ω)|q
] p

q

dµ(ω)

 1
p

≤ C

(∑
i∈I

|αi|q
)
.

b) Il existe une fonction g telle que
∫
Ω
|g|rdµ(ω) ≤ 1 et que

∀i ∈ I,
∫
Ω

∣∣∣∣fig
∣∣∣∣q dµ(ω) ≤ C.

(avec la convention 0
0
= 0).

Théorème 3.1.2 Soient X un espace de Banach, (Ω, µ) un espace mesuré, T un opéra-

teur sous-linéaire continu de X dans Lp(Ω, µ) et 0 < p ≤ q ≤ ∞ tels que 1
p
= 1

q
+ 1

r
.Alors,

les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) Il existe une constante positive finie C telle que pour toute suite finie (xi)1≤i≤n dans
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X, on a ∫
Ω

[
n∑
i=1

|T (xi)|q
] p

q

dµ

 1
p

≤ C

(
n∑
i=1

‖xi‖qX

) 1
q

(i.e., T est p-convexe et Cqp ≤ C ).

2) Il existe une fonction g dans B+
Lr(Ω,µ)

, telle que pour tout x dans X, on a

(∫
Ω

∣∣∣∣T (x)g
∣∣∣∣q dµ) 1

q

≤ C‖x‖X .

3) Il existe une fonction g dans B+
Lr(Ω,µ)

et S un opérateur sous-linéaire continu de X dans

Lq(Ω, µ), tel que ‖S‖≤ C et T = Tg ◦ S.

X

S

T

Lq(Ω, µ)

Lp(Ω, µ)

Tg

Preuve.

1) ⇒ 2) Il suffit de prendre dans le (théoreme 3.1.1 ) l’ensemble {αi = ‖xi‖X}i∈I ∈ R(I)

où I = {1, ..., n} et pour les {fi}1≤i≤n dans Lp(Ω, µ) telles que fi = T

(
xi
‖xi‖X

)
. En effet

∫
Ω

[
n∑
i=1

|T (xi)|q
] p

q

dµ(ω)

 1
p

=

∫
Ω

[
n∑
i=1

∣∣∣∣‖xi‖XT ( xi
‖xi‖X

)∣∣∣∣q
] p

q

dµ(ω)

 1
p

≤ C (
∑n

i=1‖xi‖
q
X)

1
q

donc il existe g dans B+
Lr(X,Y )telle que

∀i ∈ I

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣
T
(

xi
‖xi‖X

)
g

∣∣∣∣∣∣
q

dµ(ω)


1
q

≤ C

ce qui implique

∀i ∈ I
(∫

Ω

∣∣∣∣T (xig

∣∣∣∣q dµ(ω)) 1
q

≤ C‖xi‖X .
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Et par conséquent pour tout x dans X, on aura(∫
Ω

∣∣∣∣T (x)g
∣∣∣∣q dµ(ω)) 1

q

≤ C‖x‖X .

2)⇒ 3) Il suffit de définir S par S(x) =
T (x)

g
.

L’opérateur S est sous- !inéaire. En effet, soit x, y dans X

S(x+ y) = T (x+y)
g

≤ T (x)
g

+ T (y)
g

≤ S(x) + S(y).

Soit λ ∈ R+

S(λx) =
T (λx)

g

= λ
T (x)

g
= λS(x)

et on bien que T = Tg ◦ S et ‖S‖=
∥∥∥∥Tg
∥∥∥∥ ≤ C (car T est continu).

3)⇒ 1) On utilisera l’inégalité de Hölder, avec 1
p
= 1

q
+ 1

r
. On obtient

∫
Ω

(
n∑
i=1

|T (xi)|q
) p

q

dµ =

∫
Ω

[
n∑
i=1

|g|q
∣∣∣∣T (xi)g

∣∣∣∣q
] p

q

dµ(ω)


≤
(∫

Ω

∑n
i=1

∣∣∣∣T (xi)g

∣∣∣∣q dµ(ω))
p
q (∫

Ω
(|g|p)

r
pdµ(ω)

) p
r

≤
(∑n

i=1

∫
Ω

∣∣∣∣T (xi)g

∣∣∣∣q dµ(ω))
p
q (∫

Ω
|g|rdµ(ω)

) p
r

≤ Cp (
∑n

i=1‖xi‖
q
X)

p
q .

Ce qui prouve 3)⇒ 1).

Proposition 3.1.3 Soient T1, T2 deux opérateurs sous linéaires de X un espace de Banach

dans Y un quasi-Banach réticulé. Si T1 ≤ T2 (au sens de l’inégalité(2.6)). Alors, il existe
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une constante CY ne dépendant que de Y telle que

a) |T1(x)| ≤ sup{|T2(x)|, |T2(−x)|},

b) ‖T1(x)‖≤ CY (‖T2(x)‖+‖T2(−x)‖).

Preuve.

a) on a

T1(x) ≤ T2(x)⇐⇒ −T1(x) ≤ T1(−x) ≤ T2(−x), ∀x ∈ X.

Ce qui entraîne que

|T1(x)| ≤ sup{|T2(x)|, |T2(−x)|}.

b) De a) on a

|T1(x)| ≤ |T2(x)|+ |T2(−x)|.

Donc

‖T1(x)‖≤ ‖|T2(x)|+ |‖T2(−x)|‖

≤ CY (‖T2(x)‖+‖T2(−x)‖).

(La constante CY apparaît si Y est un quasi-Banach réticulé) d’où le résultat annoncé.

Proposition 3.1.4 Soient X un espace de Banach,(Ω, µ) un espace mesuré,T1 et T2 deux

opérateurs sous-linéaires continues de X dans Lp(Ω, µ), et 0 < p ≤ q ≤ ∞ tels que
1
p
= 1

q
+ 1

r
. Si T2 se factorise par Lq(Ω, µ), et T1(x) ≤ T2(x) pour tout x dans X, alors T1

se factorise par Lq(Ω, µ).

Preuve.

Supposons que T2 se factorise par Lq(Ω, µ). D’aprés le Théorème 3.1.2 il existe une

constante positive finie C telle que pour tout n ∈ N et toute suite finie (xi)1≤i≤n dans X,

on a ∫
Ω

[
n∑
i=1

|T2(xi)|q
] p

q

dµ(ω)

 1
p

≤ Cpq

(
n∑
i=1

‖xi‖qX

) 1
q

.

D’autre part et d’aprés la proposition 3.1.3, on a

|T1(x)| ≤ sup{|T2(x)|, |T2(−x)|}.
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Ce qui entraîne que pour tout x dans X, on a

|T1(x)| ≤ |T2(x)|+ |T2(−x)|, ∀x ∈ X.

Alors on a clairement que(
n∑
i=1

|T1(xi)|q
) 1

q

≤ Cq

[ n∑
i=1

(|T2(xi)|q
] 1

q

+

[
n∑
i=1

|T2(−xi)|q
] 1

q


D’où∥∥∥∥∥∥

[
n∑
i=1

|T1(xi)|q
] 1

q

∥∥∥∥∥∥
lp

≤ C
′

qCp


∥∥∥∥∥∥
[

n∑
i=1

|T2(xi)|p
] 1

q

∥∥∥∥∥∥
lp

+

∥∥∥∥∥∥
[

n∑
i=1

|T2(−xi)|q
] 1

q

∥∥∥∥∥∥
lp

 .

Finalement et par conséquent pour tout n ∈ N et toute suite finie (xi)1≤i≤n dans X, on a∫
Ω

[
n∑
i=1

|T1(xi)|q
] p

q

dµ

 1
p

≤ 2C
′

qCp

∫
Ω

[
n∑
i=1

|T2(xi)|q
] p

q

dµ

 1
p

≤ C1 (
∑n

i=1‖xi‖
q
X)

1
q ,

où C1 = 2Cpq(T2)C
′
qCp est une constante absolue dépendant que de p et q (Cp = CLp =

2
1
p
−1 et Cq = CLq = 2

1
q−1 si p, q < 1). D’aprés le théorème 3.1.2,on déduit que T1 se

factorise par Lq(Ω, µ).

Ce qui terminer la démonstration.

Corollaire 3.1.5 Soient X un espace de Banach, (Ω, µ) un espace mesuré, T un opéra-

teur sous-linéaire continu de X dans Lp(Ω, µ) et 0 < p ≤ q ≤ ∞, tels que 1
p
= 1

q
+ 1

r
. Si

T se factorise par Lq(Ω, µ), alors u se factorise par Lq(Ω, µ) pour tout u dans ∇T .

Preuve.

On a pour tous u ∈ ∇T alors u ≤ T . d’aprés utiliser la proposition 3.1.4. on obtient la

Démonstration de cette coorollaire.

Dans ce dernier théorème et avec la supposition que {gu}u∈∇T est latticiellement borné

on donne une réponse positive. C’est le principal résulta de ce section.
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Théorème 3.1.6 Soit T un opérateur sous linéaire continu de X dans Lp(Ω, µ) qui est

un quasi-Banach réticulé complet. Supposons qu’il existe une constante positive finie C

telle que pour tout u dans ∇T , Cpq(u) ≤ C et {gu}u∈∇T est latticiellement borné dans

Lr(Ω, µ) (i.e.,∃g0 ∈ L+
r (Ω, µ) : ∀u ∈ ∇T, gu ≤ g0). Donc, T se factorise par Lq(Ω, µ)

(Comme dans le théorème 3.1.2 )

Preuve.

Il suffit de prendre T̃(x) =
T (x)

g
où g =

g0
‖g0‖

. Donc g0 est dans L+
r (Ω, µ) et par proposi-

tion 2.4.2, on a

‖T̃(x)‖ =
∥∥∥∥T (x)g

∥∥∥∥
=
∥∥∥∥ux(x)g

∥∥∥∥
≤ ‖g0‖

∥∥∥∥ux(x)g0

∥∥∥∥
≤ ‖g0‖

∥∥∥∥ux(x)gux

∥∥∥∥
≤ C‖g0‖

Ce qui terminer la démonstration.

Remarque 3.1.7 Sans la condition additionnelle, ce théorème n’est pas vrai en général.

3.2 Les opérateurs sous-linéaires positivement p-sommants

Dans cette section on va généraliser la notion d’opérateurs positivement p-sommants

défini au cas linéaires par Blasco[Bla86] aus opérateurs sous-linéaires( on peut consulter

aussi [DJT95]). Pour plus de détails sur les opérateurs sous-linéaires p-sommants, nous

suggérons au lecteur de voir [Sch74] et [AM04].

Nous désingnons par un sous-lattice d’un espace de Banach réticulé X le sous espace

linéaire E de X tel que pour tout x, y ∈ E, le sup{x, y} appartient à E. L’injection

isométrique i : X −→ X∗∗ telle que 〈i(x), x∗〉 = 〈x∗, x〉 envoie X dans un sous lattice

de X∗∗. On poura consulter [LT96] pour plus d’information. Si on considér X comme un
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sous-lattice de X∗∗ on a pour x1, x2 ∈ X.

x1 ≤ x2 ⇐⇒ 〈x1, x∗〉 ≤ 〈x2, x∗〉, ∀x∗ ∈ X∗+. (3.1)

Nous continuons, en donnant une définition l’opérateur adjoint de T par T ∗ : Y ∗ −→ X∗

tel que T ∗(y∗) : X −→ K,

T ∗(y∗)(x) = y∗(T (x)) = 〈T ∗(y∗), x〉 = 〈y∗, T (x)〉. (3.2)

Définition 3.2.1 Soient X,Y deux Banach réticulés et T ∈ SB(X, Y ).On dira que T est

positivement p-sommant pour 1 6 p 6 ∞ si’il existe un constante positive C telle que

pour que, {x1, ..., xn} ⊂ X+, on a(
n∑
i=1

‖T (xi)‖p
) 1

p

≤ C sup
ξ∈BX∗

(
n∑
i=1

| < xi, ξ > |p
) 1

p

(3.3)

ou bien

‖T (xi)‖lnp (Y )6 C‖(xi)‖lnw
p (X). (3.4)

On note par

π+
p (X, Y ) = {T : X −→ Y sous- linéaire positivement p-sommant }

et

π+
p (T ) = inf{C,vérifiant l’inégalité (3.4)}.

Proposition 3.2.2 Soient 0 6 p 6 ∞ et X un espace de Banach réticulé. Soit Y un

espace complement réticulé. Alors, les propriétés suivantes de la constante C et de l’opé-

rateur sous linéaire T : X −→ Y sont équivalentes.

(1) L’opérateur T ∈ π+
p (X, Y ) et π+

p (T ) 6 C.

(2) Pour tout n dans N et tout v : lnp∗ −→ X, tel que v(ei) ∈ X+ on a
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(
n∑
i=1

‖Tv(ei)‖p
) 1

p

6 C‖v‖ et π+
p (Tv) 6 C‖v‖. (3.5)

Preuve.

(1) ⇒ (2). Supposons T ∈ π+
p (X, Y ) et π+

p 6 C. Soit n ∈ N et v : lnp∗ −→ X, d’aprés la

propriérté d’idéale on a

Tv ∈ π+
p (l

n
p∗ , Y ) et π+

p (Tv) 6 C‖v‖.

(2) ⇒ (1). On définit v par v(ei) = xi, i ∈ {1, ..., n} et X+ où (ei) est la base canonique

de lnp . On a

‖v‖= supξ∈BX∗
(
∑n

i=1 | < xi, ξ > |p)
1
p .

Alors,

(
∑n

i=1‖T (xi)‖p)
1
p = (

∑n
i=1‖T (v(ei))‖p)

1
p .

6 C‖v‖

6 C supξ∈BX∗
(
∑n

i=1 | < xi, ξ > |p)
1
p .

D’où T est positivement p-sommant et π+
p (T ) 6 C.

Théorème 3.2.3 (Téorème d’inclusion)

Soit T ∈ SL(X, Y ), et 1 6 p < q 6∞, on a

1)-

π+
p (X, Y ) ⊂ π+

q (X, Y )

et

∀T ∈ π+
p (X, Y ), π+

q (T ) 6 π+
p (T ).

2)-

πp(X, Y ) ⊂ π+
p (X, Y )

et

∀T ∈ π+
p (X, Y ), π+

p (T ) 6 πp(T ).
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Preuve.

1)- Soit n ∈ N et {x1, ..., xn} ⊂ X+.Si on a

λi = ‖T (xi)‖(
q
p
−1),

on aura

‖T (xi)‖q= ‖T (λixi)‖p.

Si T p-sommant, on a

(
n∑
i=1

‖T (xi)‖q)
1
p = (

n∑
i=1

‖T (λixi)‖p)
1
p ,

6 π+
p (T ) supξ∈BX∗

(
∑n

i=1 λ
p
i | < xi, ξ > |p)

1
p .

Puisque p < q et d’après l’inégalité de Hölder ( 1
(p/q)

+ 1
(q/q−p) = 1), on obtient que

(
n∑
i=1

‖T (xi)‖q
) 1

p

6 π+
p (T )

(
n∑
i=1

λ
pq
q−p

i

) q−p
pq

sup
ξ∈BX∗

(
n∑
i=1

| < xi, ξ > |q
) 1

q

,

6 π+
p (
∑n

i=1‖T (xi)‖q)
1
p
− 1

q supξ∈BX∗
(
∑n

i=1 | < xi, ξ > |q)
1
q .

Ce qui entraîne que(
n∑
i=1

‖T (xi)‖q
) 1

p

6 π+
p (T ) sup

ξ∈BX∗

(
n∑
i=1

| < xi, ξ > |q
) 1

q

.

et par conséquent T est positivement q-sommant et π+
q (T ) 6 π+

p (T ).

2)- Evident.

Théorème 3.2.4 [AMS09] Soient X,Y deux espaces Banach réticulés et T : X −→ Y un

opérateur sous-linéaire positivement p-sommant et 1 ≤ p <∞. Il existe une probabilité λ

de Borel sur (B+
X∗ , σ(X

∗, X)) (B+
X∗ = BX∗ ∩X∗+) telle que

∀x ∈ X, ‖T (x)‖≤ π+
p (T )

(∫
B+

X∗

| < x, ξ > |pdλ(ξ)

) 1
p

. (3.6)

S’il existe C > 0 vérifiant l’inégalité (3.6), alors T est positivement p-sommant et π+
p (T ) ≤

C.
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Proposition 3.2.5 Soient X,Y deux espaces de Banach réticulés et T : X −→ Y un

opérateur sous-linéaire continu. Si

T ∈ π+
p (X, Y )

alors

∀u ∈ ∇T, u ∈ π+
p (X, Y )

Preuve.

Puisque T est positivement p-sommant donc d’aprés le théorème 3.2.4 il existe une pro-

babilité de Borel λ sur (B+
X∗ , σ(X

∗, X)) telle que

∀x ∈ X, ‖T (x)‖≤ π+
p (T )

(∫
B+

X∗

| < x, ξ > |pdλ(ξ)

) 1
p

.

D’aprés le théorème 2.3.9, on a pour tout x dans X et tout u dans ∇T

‖u(x)‖≤ ‖T (x)‖+‖T (−x)‖,

≤ 2π+
p (T )

(∫
B+

X∗
| < x, ξ > |pdλ(ξ)

) 1
p

D’où u est positevement p-sommant et π+
p (u) ≤ 2π+

p (T ).

3.3 Les opérateurs sous-linéaires fortement p-sommants

Définition 3.3.1 [Coh73] Soient X un espace de Banach, Y un Banach réticulé. Un

opérateur sous-linéaire T : X −→ Y est fortement p-sommant (1 < p < ∞), s’il existe

une constante positive C telle que pour tout n ∈ N, x1, ..., xn ∈ X et y∗1, ..., y∗n ∈ Y ∗, on a

‖(〈T (xi), y∗i 〉)‖ln16 C‖(xi)‖lnp (X)‖(y∗i )‖lnw
p∗

(3.7)

On note par Dp(X, Y ) l’ensemble de tous les operateurs sous-linéaires qui sont fortement

p-sommants de X dans Y et on note par dp(T ) la plus petite constante C vérifiant l’inté-

galité (3.7).

Proposition 3.3.2 Soient T ∈ SB(X, Y ) et v : lnp −→ Y ∗ un opérateur linéaire borné.

L’opérateur suos-linéaire T est fortement p-sommant si et seulement si
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n∑
i=1

|〈T (xi), v(ei)〉| 6 C(
n∑
i=1

‖xi‖p)
1
p‖v‖ (3.8)

Pour p=1, on a D1(X, Y ) = SB(X, Y ).

Proposition 3.3.3 Soient X un espace de Banach, Y et Z sont deux espaces de Banach

réticulés. Soient T ∈ SB(X, Y ), R opérateur positif dans B(Y,Z) et S ∈ B(E,X).

1. Si T est un opérateur sous-linéaire fortament p-sommant, alors, R ◦ T est un opé-

rateur sous linéaire fortement p-sommant et dp(R ◦ T ) 6 ‖R‖Zdp(T ).

2. Si T estun opérateur sous-linéaire fortement p-sommant, alors, T◦S est un opérateur

sous linéaire fortement p-sommant et dp(T ◦ S) 6 ‖S‖Xdp(T ).

Preuve.

1. Soit n ∈ N, x1, ..., xn ∈ X et z∗, ..., zn ∈ Z∗. Il suffit d’utiliser (3.8) pour démontre

que

∑n
i=1 |〈R ◦ T (xi), z∗i 〉| 6 C(

∑n
i=1‖xi‖

p
X)

1
p‖v‖

où v : Z −→ lnp∗ tel que v(z) =
∑n

i=1 z
∗
i (z)ei. On a

∑n
i=1 |〈R ◦ T (xi), z∗i 〉| =

∑n
i=1 |〈T (xi), R∗(z∗i )〉| 6

∑n
i=1‖xi‖

p
X)

1
p‖w‖

où

w(y) =
∑n

i=1〈R∗(z∗i ), y〉ei =
∑n

i=1〈z∗i , R(y)〉 = ‖R(y)‖
∑n

i=1〈z∗i ,
R(y)
‖R(y)‖〉ei

Ce qui implique que

‖w‖6 ‖R‖supz∈BZ
‖(z∗i (z)‖)

ln
p∗
16i6n

6 ‖R‖‖v‖.
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2. Siot n ∈ N, e1, ...′en ∈ E et y∗1, ..., y∗n ∈ Y ∗. On a∑n
i=1 |〈T ◦ S(ei), y∗i 〉|

=
∑n

i=1 |〈T (S(ei)), y∗i 〉|

6 dp(T ) (
∑n

i=1‖(S(ei))‖
p
X)

1
p ‖v‖(v(y) =

∑n
i=1 y

∗
i (y)ei)

6 dp(T )‖S‖(
∑n

i=1‖ei‖
p
E)

1
p ‖v‖

Ce qui entraine que dp(T ◦ S) 6 ‖S‖dp(T )

Corollaire 3.3.4 Considérons 1 < p1, p2 < ∞ tel que p1 6 p2. Si T ∈ Dp2(X, Y ) alors,

T ∈ Dp1(X, Y ) et

dp1(T ) 6 dp2(T ).

Pour la preuve de théorème suivant, le lecteur pourra consulter [AMT07].

Théorème 3.3.5 (théorème de domenition)[AMT07] Soient X un espace de Banach et Y

un espace de Banach réticulé. Soit T ∈ SB(X, Y ) un opérateur sous-linéaire continu. On

dit que T est fortement p-sommant (1 < p <∞)0 si seulement si, il existe une constante

C > 0 et une mesure de probabilité de Radon µ dans BY ∗∗ tel que pour tout x ∈ X, on a

|〈T (x), y∗〉| 6 C‖x‖
(∫

BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)
) 1

p

. (3.9)

On note, dans ce cas

dp(T ) = inf{C > 0 : tout C vérifiant l’inègalité (3.9)}

Preuve. voir [AMT07]

Corollaire 3.3.6 Soient X un espace de Banach, Y un espace Banach réticulé. et un

opérateur sous-linéaire T1 ∈ Dp(X, Y )(1 < p < ∞), si l’opérateur sous linéaire T2 6 T1.

Alors T2 ∈ D+
p (X, Y ).

Preuve.

De l’inégalité (3.9), on a pour tout x dans X et y∗ dans Y ∗+
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〈T2(x), y∗〉 6 〈T1(x), y∗〉.

et par conséquent

−〈T2(x), y∗〉 6 〈T1(x), y∗〉.

Ce qui implique que

|〈T2(x), y∗〉| 6 sup{〈T1(x), y∗〉, 〈T1(−x), y∗〉}

6 sup{|〈T1(x), y∗〉|, |〈T1(−x), y∗〉|}

6 〈T1(x), y∗〉, 〈T1(−x), y∗〉

et d’après (3.9) on aura

|〈T1(x), y∗〉| 6 2dp(T1)‖x‖
(∫

BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)
) 1

p∗

. (3.10)

On obtient que l’opérateur T2 est positivement fortement p-sommant et d+p (T2) 6 2dp(T1).

3.4 Comparaison avec le cas linéaire

Dans cette section on étudie la relation entre les opérateurs sous-linéaires T et les

opérateurs linéaires u ∈ ∇T . En utilisant les résultats précédents.

Nous désingnons par un sous-lattice d’un espace de Banach réticulé X le sous espace

linéaire E de X tel que pour tout x, y ∈ E, le sup{x, y} appartient à E. L’injection

isométrique i : X −→ X∗∗ telle que 〈i(x), x∗〉 = 〈x∗, x〉 envoie X dans un sous lattice

de X∗∗. On poura consulter [LT96] pour plus d’information. Si on considér X comme un

sous-lattice de X∗∗ on a pour x1, x2 ∈ X.

x1 ≤ x2 ⇐⇒ 〈x1, x∗〉 ≤ 〈x2, x∗〉, ∀x∗ ∈ X∗+. (3.11)

Nous continuons, en donnant une définition l’opérateur adjoint de T par T ∗ : Y ∗ −→ X∗

tel que T ∗(y∗) : X −→ K,

T ∗(y∗)(x) = y∗(T (x)) = 〈T ∗(y∗), x〉 = 〈y∗, T (x)〉. (3.12)
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Proposition 3.4.1 Soient X un espace de Banach réticulé et Y un espace de Banach

complétement réticulé.Soit T ∈ SB(X;Y ). Supposons que T ∈ Dp(X;Y ) , (1 < p <∞).

Alors , pour tout u ∈ ∇T , u est fortement positivement p-sommant, et u∗ est positivement

p∗-sommant.

Preuve.

D’aprés (3.11) on a pour tout x dans X et y∗ dans Y ∗+

〈u(x), y∗〉 ≤ 〈T (x), y∗〉

et par conséquent

−〈u(x), y∗〉 ≤ 〈T (−x), y∗〉

Ce qui implique

|〈u(x), y∗〉| ≤ sup{〈T (x), y∗〉, 〈T (−x), y∗〉}

≤ sup{|〈T (x), y∗〉|, |〈T (−x), y∗〉|}

≤ |〈T (x), y∗〉|+ |〈T (−x), y∗〉|

et d’aprés (3.9) on aura

|〈u(x), y∗〉| ≤ 2dp(T )‖x‖
(∫

BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)
) 1

p∗

. (3.13)

Ce qui entraîne

‖u∗(y∗)‖≤ 2dp(T )‖x‖
(∫

BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)
) 1

p∗

. (3.14)

Ainsi l’opérateur u∗ est positiviment p∗-sommant et π+(u∗) ≤ 2dp(T ).

Remarque 3.4.2 Si y∗ est négatif on a aussi l’inégalité (3.14). On ignore si u est forte-

ment p-sommant.

Théorème 3.4.3 Soient X un espace de Banach réticulé et Y un espace de Banach com-

plétement réticulé. soit T ∈ SB(X;Y ) Supposons qu’il existe une constante positive finie

C > 0. un ensemble I, un ultrafiltre U sur I et {ui}i∈I ⊂ ∇T tels que pour tout x dans X.

|〈ui(x), y∗〉| −→
U
|〈T (x), y∗〉| (3.15)
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et dp(ui) ≤ C uniformément. Alors,

T ∈ Dp(X, Y ) et dp(T ) ≤ C.

Preuve.

Pour tout i ∈ I prenons ui fortement p-sommant, d’aprés le théorème 3.3.5 il existe µi

une mesure de probabilité Radon sur BY ∗∗ telle que tout x ∈ X, on a

|〈u(x), y∗〉| ≤ dp(ui)‖x‖
(∫

BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p∗dµi(y∗∗)
) 1

p∗

. (3.16)

Comme on a pour tout x dans X et y∗ ∈ Y ∗,

|〈ui(x), y∗〉| −→
U
|〈T (x), y∗〉|

on obtient que pour tout x dans X et y∗ ∈ Y ∗,

|〈T (x), y∗〉| ≤ lim
U
dp(ui)‖x‖

(∫
BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p∗dµi(y∗∗)
) 1

p∗

.

La boul d’unité BY ∗∗ est faiblement compacte, d’où µi converge faiblement vers une pro-

babilité µ sur BY ∗∗ . Par conséquent

|〈T (x), y∗〉| ≤ C‖x‖
(∫

BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)
) 1

p∗

.

pour tout x dans X et y∗ ∈ Y ∗. Ce qui implique que dp(T ) ≤ C.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a essaye de gènèraliser quelques travaux déjà faits sur le théorème

de factorisation pour les opérateurs sous-linéaires de X un espace de Banach dans Lp(Ω, µ)

par Lq(Ω, µ) avec 1
p
= 1

q
+ 1

r
. Puis, on a fourni un humble effort pour obtenir relation

entre les opérateurs linéaires et sous-linéaires p-sommants conserne le notion de fortement

p-sommant.

On terminer cette mémoire, par poser quelques question à ce travaile.

Question 1 .

Soient p,q et r tels que 0 < p ≤ q ≤ ∞ et 1
p
= 1

q
+ 1

r
. Soient X un espace Banach,

(Ω, µ) un espace arbitraire de mesure et T : X −→ Lp(Ω, µ) un opérateur sous-linéaire

continu. Supposons que u se factorise par Lq(Ω, µ) pour tout u dans ∇T . Est ce que T

factorise par Lq(Ω, µ) ?

Question 2 .

Soient X un espace de Banach réticulé et Y un espace de Banach complétement réti-

culé.Soit T ∈ SB(X;Y ). Supposons que T ∈ Dp(X;Y ) , (1 < p < ∞). Alors , pour tout

u ∈ ∇T ,.Est ce que

u est fortement positivement p-sommant ⇐⇒ u∗ est positivement p∗-sommant.

Question 3 .

Soient X un espace de Banach réticulé et Y un espace de banach complétement réticulé.

soit T ∈ SB(X;Y ) Supposons qu’il existe une constante positive finie C > 0. un ensemble

I, un ultrafiltre Usur I et {ui}i∈I ⊂ ∇T tels que pour tout x dans X.

|〈ui(x), y∗〉| −→
U
|〈T (x), y∗〉|
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et dp(ui) ≤ C uniformément. Alors,

T ∈ Dp(X, Y ) et dp(T ) ≤ C.

Est ce que cette propriété est vérifier dans les cas général (sans la condition |〈ui(x), y∗〉| −→
U

|〈T (x), y∗〉| ) ?
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Résumé 

Le travail principal de ce mémoire est étudier la factorisation des 

opérateurs sous-linéaire, en particulier dans sens déterminer les 

conditions nécessaires et suffisantes d’opérateurs sous-linéaires. 

Puis, on essayera de comparer entre les opérateurs linéaires et 

sous-linéaires. 

Mots clés : Espace Banach réticulé, espace complètement réticulé, 

les opérateurs sous-linéaires, théorème de Hahn-Banach, opérateurs 

sous-linéaires positivement p-sommant, sous-linéaire fortement p-

sommant et théorème de domination de pietsch. 

  ملخص بالعربية

مبدأ هذه المذكرة هو الدراسة التحليلية للمؤثرات التحت خطية و تحديد 

الشروط الضرورية و الكافية لذلك ثم نقارن بين المؤثرات الخطية و 

 .التحت خطية

Abstract 

This desertation is part of the problem of factorisation the 

sublinears operators, especially in determining the meaning of the 

conditions necessary and sufficient for a the sublinears operators. 

Then, we wille try to compare between the linears operators and 

sublinears. 

Key words: Banach lattice, completely lattice, the sublinears 

operators, theorem the Hahn-Banach, sublinears positively p-

sommingoperators, sublinear strongly p-summing operator and 

pietsch’s domination theorem. 

 


