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Notation

Dans toute la suite nous utiliserons les notations suivantes :

N : corps des naturels

R : corps des réels

[0,77]: Pintervalle fermeé 0 <t < T.

Q : un ouvert de R2.

I' : la frontiére topologique de ).

¥ : la frontiere laterele de © x |0, 7.

Dy :domaine de définition de f.

F(f) = f : tronsformation de fourier de la fonction f.
F~1: transformation de fourier inverse.

(f * g) : produit convolution de f par g .
llz|| : la norme de z.

il = sup. fu (2)

|.| :la norme associée aux produits scalaires.

A : opérateur de Laplace A = Z;—;.
=11

Vu(x) = (ﬂ (), -~ Lu (:C)) , le gradient de la fonction u en = € R™.

ox1 7 Ozq
(les dérivées sont prises au sens des distributions).
D(€2): désigne I'espace des fonctions de classe C'™ & support compact dans €2
L>(Q) :=<u:Q — R mesurable ; sup|u(t)] < +oo

teQ
LY ([0 ,T7) :est I'espace des ( classes des ) fonctions essentiellement bornées

T
1 llago. 7y = ( I 'd”">



Introduction générale

Introduction générale

Les équations de réaction-diffusion du type:

Ont été introduites a la fin des années 30 dans des travaux de Fisher (1937) [5] et
Kolmogorov , Petrovsky et Piskunov (1938) [6] , pour des modéles de génétique des
populations . Les non-linéarités f considérées étaient du type:

f(u) = Au(l —u) VA € R (loi logistique) .

Si le cas de I’équation homogene (1) , ot les coeffcients de diffusion et de réaction
sont constants en espace , a donné lieu & de nombreuses études , la question de la
propagation de fronts dans le cas des extensions hétérogenes de (1) n’a été envisagée
que récemment.

Ici les coeffcients de diffusion et de réaction varient avec les hétérogénéités du milieu.
Dans ce cas , I'un des modeles les plus simples est le patch model , dans lequel
I’environnement est supposé homogéne par morceaux , induisant une équation a
coeffcients constants par morceaux . Ce type de modeéle a été introduit par Shigesada ,
Kawasaki et Teramoto [11] pour étudier des phénomeénes d’invasion biologique dans
des environnements périodiques , comme il est décrit dans ouvrage [7].

Nous allons donner dans ce mémoire un apergu sur quelques méthodes
de résolution des problémes aux limites de réaction-diffusion non linéaire qui jouent
actuellement un grand role en analyse numérique.
L’idée commune & ces méthodes "des approximations successives"
il s’agit , d’utiliser le théoréme des approximations successives pour la résolution
d’un probléme donné a la résolution d’un certain nombre de problémes beaucoup

plus simples . Les étapes de base dans la résolution du probleme non linéaire suivant :

((Ou  Ou
% 9 =f dans ¥ =Q x |0, 7]
u(z,0) = ug (x) reNQCR (condition initialle) @
u(x,t) =0 on I'=00 (condition aux limite)
0
a—:; =0 on I'=00Q (condition aux limite)
\
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Soit:
( 4) transformation de Fourier.
(77) théoréme des approximations successives .

pour certaines conditions sur f et on a les cas particuliers suivants :

1) f=0
ou  Pu 0
ot 0z (3)
u(z,0) = ug ()

On obtient dans ce cas un équation de la chaleur homogene avec donnée initiale .

2) f:f(l‘vt)

ou 0%*u
Frie i (v ,t)

u(x ,0) =ug(x)

(4)

On obtient dans ce cas un équation de la chaleur non homogene avec donnée initiale .

3) f=f(u(z,t)): (f dépend de u )

((Ou  O%u
a—@:f(u) dans £ =Qx]0,T]|
u(x,0) = ug () reQCR (condition initialle) %)
u(x,t) =0 on I'=00 (condition aux limite)
Z—Z =0 on I' =00 (condition aux limite)

On considere le cas ou:

fu)=M(l—u) et A>0

Dans notre travail , nous allons étudier ’existence et 'unicité de la solution du
probléme de réaction diffusion (5) , et ceci par la méthode des approximations
successives , cee méthode étudiée par J.Lions [2] .

Cette méthode est basée sur la théoréme des approximations successives
qui donne les étapes suivantes :

(1) Texistence et I'unicité d’un point fixe .
(4) la convergence de la suite (uy),~ -
(¢44) la vitesse de convergence de la suite (uy),,5q -

Ce théoreme est d’'une importance capitale; Ce qui permet d’étudier entre autres
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les équations matricielles , les équation différentielles , . . .

Ce mémoire contient une introduction et quatre chapitres.
nous donnons dans le premier chapitre quelques notations , définitions , propositions ,
propriétés de I’analyse fonctionnelle et transformation de Fourier et on va étudier
la méthode des approximations successives , qui nous permet de mieux
comprendre le contenu de ce travail.

Dans le deuxiéme chapitre nous utilisons la transformation de Fourier pour
transformer le probléme non linéaire en équation intégrale.

Dans le toisiéme chapitre nous propose d’étudier ’existence et 'unicité de la solution.
Nous allons d’abord démontrer 1'unicité par la méthode classique (Lemme de Gronwall).
pour démontrer I'existence en utilisant un résultat , du probléme (5) transformé en
équation intégrale par la méthode des approximations successives.

Enfin pour valider notre travail, nous allons faire une application numérique qui sera

le sujet du dernier chapitre .



Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle et de

la transformation de Fourier

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces L?

Définition 1.1.1
Soit 1 < p < +oo . on dit qu'une suite des fonctions (f,) de LP est p-équi-intégrable
si elle est vérifiée les deux propriétés suivantes:

(i) Ve > 0, il existe k C Q2 de mesure finie tel que ¥n > 1;0n a:

/ ful? do < <
Ok
(1)) Ye>0,36>0,telque ,Yn>1etVACQ tel que |Al <6,

On a:
/ |fol” dz < e
A

full = ( | ruwpdx)’l) (1)

si : p =00 on définit l'espace L™ () par:

LP () est muni de la norme :

L™ (Q) = {u mesurable , et sup |u (z)| < oo}

e
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L*>®(Q) est muni de la norme :

[l e () = sup |u (z)] (1.2)
€

Lemme 1.1.1 :(Lemme de Gronwall)
Soit f € L* ([0 ,T]) wune fonction positive ,
Ve € R et g ,h sont deuz fonction continées et positives sur l'intervalle [0 , T
si h  satisfait: .
h(t) < g(t) +/0 f(s)h(s)ds Vte[0,T]
alors:

o < attyens ( [ tf(s)ds) (13)

Remarque 1.1.1 : Si pour tout t €]0 ,T], et si:

R*(t) < &+ /Otf(s)h(s)ds

alors:

h(t) < c+ %/0 f(s)ds (1.4)

1.1.2 Meéthode des approximations successives

Introduction:
Il s’agit d’un procédé plus général pour trouver les racines d’une équation non
linéaire , Dans cette partie f désigne une fonction définie sur une partie non vide de R
a valeurs dans R et [ désigne un intervalle non vide inclus dans Dy o

Dy est le domaine de définition de f .

Définition 1.1.2 : Soient I un intervalle fermé de Q@ C R et (u,),~, une suite récurrente

est tout suite définie par:

ug € 1

(1.5)
Upt1 = f(u,) , VneN

Ou f est une application réelle continue sur I .
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Définition 1.1.3 : On dit que [ est une application contractante ou une contraction
sur I si:
(1) I est stable par f , i.e: f(I) C 1
(i) il existe k € [0 , 1] tel que:

[f () = f ()l < klz -yl , Vizy)elxI (1.6)

Le réel k est appelé rapport de la contraction.

Remarque 1.1.2 :

Si f est contractante sur l'intervalle I alors f est continue sur I.

Définition 1.1.4 : Soit [ une fonction continue sur l'intervalle [a ,b] .

On dit que f est lipschitzienne sur lintervalle [a ,b] ,de constante de lipschitz L si :

[f @)= fWl<Lle—yl , Yy e la,b

Définition 1.1.5 : Un point fixe d’une fonction f sur l'intervalle I est une valeur x € I

telle que:
fle)==

Théoréme 1.1.1 (théoréme des approximations successives)

Soit f une fonction définie sur une partie non vide de R a valeurs réelles et soit I un
intervalle non vide fermé inclus dans Dy (domaine de définition de f). Si f est contractante
sur I alors:

(1) I équation f(x) = x admet une solution unique o dans I ;

(2) pour tout ug € I :

- la suite (uy), >y définie par la relation de récurrence uny1 = f (un) , Vn € N
converge et a pour limite o .

- On a les estimations d’erreur suivantes:

(1) |up—a <kE"|lup—a| , Yn>1 (1.7)

kn
(i7)  |up, —al <

<7 k|u1—u0] , Vn>1 (1.8)
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Remarque 1.1.3 : L’estimation d’erreur (1.7) montre que plus k est petit , plus

la suite (un), -y converge rapidement vers .

Remarque 1.1.4 :Soitng € N* | il se peut que les premiers termes ug:--un,—1 n'appartiennent
pas a I et un u,,appartienne a I , alors pour tout n > ng ; u, € I et on applique le

théoréme des approximations successives a la suite tronquée (un)n>n0 .

Démonstration. (théoréme des approximations successives)

On va donner la démonstration dans le cas ou I = [a ,b] et on procédera en
plusieurs étapes.

Premiére étape: Montrons que 1’équation f(z) = x admet une solution unique
dans I = [a , 0]

1)Existence d’une solution :

Considérons la fonction réelle définie sur l'intervalle [a ,b] par:

g(x) = fz) —x
la fonction ¢ est continue sur l'intervalle [a , b]
En effet :
g(a) = fla) —a =0 car f(a) € [a,b]
g(0) = f(b) =b <0 car f(b) € [a,D]
d’ou:

g(a) g(b) <0

donc il existe a € [a , ] tel que : g(a) = 0 c’est- a~dire f (o) = «

Ceci prouve que 'équation f(z) = x admet au moins une solution o € I
2)Unicité :

Supposons que I’équation f(x) = x admet une autre solution 5 € I

D’aprés contraction de f , nous avons:

o =Bl =1[f(a) = f(B) < kla—p
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donc:

(1—F)|a=pl<0

Ce qui , puisque (1 — k) >0 , implique que « = f

Deuxiéme étape : Montrons que la suite (u,),-y converge et a pour limite «.
Pour cela , on va utiliser le résultat classique suivant sur les suites :

"S’il existe une suite <U”)n2N telle qu’a partir d’un certain rang p on ait

[un —a| < v, et lim v, =0 alors la suite (u,), .y converge et a pour limite "

n—---4o00

Nous avons:
Vn e N*:|u, —a| = |f (un—1) — f ()| < k|up—1 — «
En itérant n fois ce qui précéde , on obtient
Vn e N*: |u, —a| <E"|uy — «

Puisque k € [0, 1] et lirri k" =0

donc:

lim u, =«
n—--+o0o

Troisiéme étape: (estimations d’erreur)
La démonstration est assez technique , on va donc la faire en trois sous- étapes.
Premiére sous- étape :

Montrons par récurrence que , pour tout entier naturel m , nous avons:
m
[Ums1 — | < E™ Jug — wol (1.9)

Tout d’abord , nous avons :

— L’inégalité (1.9) est vraie au rang 0 car:
luy — uo| < E° Jug — ug
— L’inégalité (1.9) est vraie au rang 1 car:
lug —wi| = [f (u1) — f (wo)| < kfur — uo

(Puisque f est une contraction de rapport k).
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Montrons que l’inégalité (1.9):
Hypothése de récurrence : 'inégalité (1.9) est vraie au rang (m — 1) ,
c’est- a-dire:

|Um - Um—1| S km_l |U1 - U0|

Au rang m , nous avons:

’uerl - um| = ’f (um) — f (umfl)‘ <k ’um — Un-1

car f est une contraction de rapport k£ . De ’hypothése de récurrence , on déduit que:
(1 = | = |f () = f (um1)| < K™ Jun — o = K™ Jus — uo

alors:

‘uerl - um| S E™ |U1 - u0|

Deuxiéme sous-étape: (Etablissons 1’inégalité suivante)

P

1—-k
VneN, Vp e N, |uprp — uy Sknl—k |ug — ug| (1.10)

Montrons que ’inégalité (1.10) :

D’apres I'inégalité de triangulaire
[Untp = Un| < |Unip = Ungp1| + [Unip1 — Ungpa| ++ + [Unia — Unpa| + [tnp1 — un
En vertu l'inégalité (1.9) , on a:

[Untp — Un| < (l{:”+p—1 + kT2 4 k") |ur — ol

Or:
n+p—1 n+p—2 n n -1 nl — k7
PP Bk =k (L4 kBT =k -
alors:
p
|tntp — tn| < K" 11—k |1 — ol
Troisiéme sous-étape : ( L’estimation de l’erreur).
L’inégalité (1.10) peut s’écrire sous la forme:
n kn-ﬁ-p
VneN VpeN | |u,y —u,| < 1_k|u1—u0|— 1_k|u1—u0 (1.11)
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Fixons n et faisons tendre p vers +o0o dans (1.11) , on obtient

n n

. e T
A fntp = tnl < 3 o — o] = Hm K 5—

|ur — o

Par ailleurs , en vertu de la continuité de la fonction valeur absolue , on a

Im |uygp — uy| = ‘ m oy — Uy,
p——+o00 p——+00
d’ou:
n n
im .y, — u,| < up — ug| — lim kP U — U
+ < 1 0 1 0
potoo P " 1—l<;| | p—too 1—k| |
Puisque lim u,., = a (d’aprés la Deuxiéme étape) et lim &’ =0,
p—+00 p—+00
On a finalement:
k,n
Uy — | < UL — Ug| *
i — ] < T o —

Lemme 1.1.2 Si f est dérivable sur [a ,b] et si sa dérivée est bornée par L sur

la ,b] alors f est lipschitzienne sur [a ,b] , de constante de lipschitz L.

1.2 Transformation de Fourier

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1 : Soit I un intervalle de R et soit f : R — R une application.
On dit que f est localement intégrable sur I , si f est intégrable sur tout intervalle fermé
borné contenu dans I ,C’est a dire , f est localement intégrable sur I ,

si quelque soit [a ,b] C I alors:

/bf (x)dx existe (1.12)

Définition 1.2.2 : Soit f une fonction de la variable x de R ; On dit que f est absolument
intégrable sur R si:

+o0
/ |f (z)| dx est convergente

[e o]

10



1.2. Transformation de Fourier

Notation 1.2.1 :

transformation de Fourier F

f

On dit que f a une transformation de Fourier au point w € R si l'intégrale :
+00 )
f(x)e ™% dx  converge. (1.13)

Définition 1.2.3 : Soit f : R — R une fonction localement et absolument intégrable
sur R, on définie la transformée de Fourier de f la fonction notée : f ou F(f)

de R — C telle que:

FN @) =F) == [ “r@esr (114

Définition 1.2.4 : Soit ]?(w) € L*(R) , la tronsformation inverse de Fourier de f(w) est

définie par la formule:

1 [T

FH ) @=f@=g [ Fe)ea (1.15)

T o oo

On dit que f(x) est la transformation de Fourier inverse de ]/”\(w)

Définition 1.2.5 (Produit de convolution) :

Soit f et g deuzx fonctions intégrables sur R , On appelle produit de convolution de f

par g la fonction notée:

(fxg):R—=R
définie par:
+o00
(fxg)(t) = f(t—x)g(x)de (1.16)
+oo
avec l'intégrale : f(t—x)g(x)dr est convergente.

Quelques propriétés de la transformation de Fourier:
Soient f et g deux fonctions bornées , absolument intégrables sur R et continues par
morceaux sur chaque intervalle bornée. Alors la produit de convolution f x g est une

fonction continue bornée sur R , admet une transformée de Fourier et on a les

11
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propriétés fondamentales suivant:
) F(fxg)=F()F(9)
2) FH(frg)=F ()T (9)
3) F(fg)=F(f)=F(9)
) FH(fg) =F () =F 1 (g)

Démonstration. Voir [3]. =

1.2.2 Condition suffisante d’existence de la Transformée de Fourier

Théoréme 1.2.1 : Soit f une fonction de la variable x de R | si f est absolument intégrable
+oo
surR (i-e / |f (z)| dx est convergente) alors:
(i) Pour tout w € R ;

F(f)(w)= f(W) = \/%/%Of (x) e “Tdx est définit sur R

+oo
(i1) f(x) e ™%dz est normalement convergente sur R

Preuve. Les résultats sont immediats puisque: |f (z) e % = |f (z)]
+o00

et par hypothése l'intégrale impropre: |f ()| dz est convergente. m

1.2.3 Transformation de Fourier de la Dérivation

Proposition 1.2.1 : Soit f wune fonction absolument intégrable sur R , on suppose que
d
la fonction f admet une dérivée f* = 7 f continue par morceau sur tout intervalle
borné de R et que f (£o0) =0, on a alors:

' admet un transformation de Fourier et la relation opérationnelle suivante est valable:
F(f) (W) = (iw) F(f) (w)

Démonstration. on a:

alors:
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comme f (£o00) =0, on aura:

+00 +oo
\/%/_ e T ' (z) dx = (iw) \/%/_ e f () dx

alors:

1.2.4 Généralisation de la dérivation de la transformation de Fourier

Proposition 1.2.2 : Soit f (x) une fonction localement intégrable et absulement intégrable
sur R, alors la fonction f*) (w) admet un transformation de Fourier et la relation

opérationnelle suivante est valable:

F (f®) (w) = (iw)" F (f) () (1.17)

Démonstration. On a :

F (f(k)) (w) = \/%/_ Ooe’iwxf(k) (x)dx

intégration par partie:

+00 +oo
—iwx —iwx - +oo —iwT () -
/ e~ f ) () do = [e =) (:B)]_OO +/ e (iw) f*V () dz
alors:
si f est absolument intégrable sur R , admettant des dérivées continues presqu’a ’ordre
(k — 1) et une dérivée d’ordre k continue par morceaux sur chaque intervalle borné

de R et telle que:
f(Fo0) = f(£00) = - - - = f¥ (+o0) = 0

alors:

+00 Foo
/ e~ f0) (p) dx = / (iw) e~ f=1) () dz

o0 o0

= /+OO (iw)2 e~ pk=2) (x) dx

o0

= / m (iw)" e ™" f (x) da

o0

13
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On a oura:

alors:

14



Chapitre 2

Transformation du probléme non

linéaire en équation intégrale

2.1 FE’quation de la chaleur

2.1.1 Introduction

L’équation de la chaleur en une dimension est donnée par ’équation aux derive
partielle suivante :

%—%:O , VzeR ett>0 (2.1)
u est une fonction inconnue réelle de deux variables x et t . L’équation de la
chaleur est ’exemple le plus simple d’une équation parabolique .
Ici ,u = u(z,t) est la température dans un conducteur d’une dimension . La valeur
de u(x,t) d’epend du temps t > 0 et de la position z . En général , la valeur de u(z,t)

en t = 0 est donnée . C’est ’équation de la chaleur qui modélise des phénoménes

d’évolution diffusion de chaleur , répartition de substances chimiques , ...

2.1.2 Solution fondamentale

Proposition 2.1.1 :

La solution fondamentale & l’équation de la chaleur (2.1) est

15



2.1. FE’quation de la chaleur

donée par:
L < xQ) t>0 etz R
——exp | —— et x
o(t,x) =4 2vnt 4t (2.2)
0 t<0
Démonstration. :

La transformée de Fourier de I’équation de la chaleur par rapport a la variable x
est une éqation différentielle séparable en ¢ avec paramétre w .

On applique la transformation de Fourier a ’équation de la chaleur (2.1) :

ou 0?u
F(Gie DG n) =FO,=0

1 e —iwx
F(u(z,1)), = \/_2_71'/ e Ty (x,t)dx

d’apres la proposition (1.17) , on trouve:

F (% (m,t)) o (iw) (# / :Oe—iwwu (2, 1) da:)

%}"(u (@,1)) () + WAF (u (z,1))

alors:
=0

w)

ce qui implique :

O (w,t) + Wi (w ,t) = (U (w, 1)) + WU (w,t) =0

Ainsi: \
(U(w,t)
— = —w
u(w,t)
On obtien:
Int(w,t) = —w’t
c’est a dire:

U(w,t) =e "

On applique la transformation de Fourier inverse sur :
—w?t

u(w,t)=ce
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2.1. FE’quation de la chaleur

ol U (w,t) est la transformation de Fourier de u (¢, x)

alors:
Fl(a(w,t) = F ()
On obtient:
1 oo iwr  —w?t
u(t,r) = — e dw
21 J_ o
On pose:

fw) = |=ere ™ - — /Jrooie’m (—2tw) e dw
iz . oo T
alors:
-~ ]_ +o0 . 24 1 oo ; 2¢
— wr _2 t —Ww d —_ _ wr _2 t —Ww d
f(w) miooe (—2wt) e w miooe (—2wt)e w
donc:
~ 2t [+ , 2 2t /1~
—_ wr — d - _ ( )
flw)=-—— - (iw) e dw = —— ( f (W)
c’est a dire: ‘
(Fw)
fl — 2
Ainsi:
22 .
1 __
nf(w) 1 + K1
donc:
R 2
—k -
Flo) = ke (57 )
telle que :
k=f(0)= / Ve duw
alors:

+oo 9
k= / e tdw
—0oQ
+o0o

pour calcule I'ntégrale / e “’tdw , on pose:

—0o0

w=rcos et y=rsind
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2.1. FE’quation de la chaleur

d’ot::
w2+ 1y? =1’ et dwdy = rdrdd
alors:
oo 2 oo 2t oo oo 2 2
k* = / e v tdw/ eV dy = / / et )dwdy
c’est a dire:
r=-+o00 0=27 +oo
2 2 2
E? = / [(/ d@) re ' ] dr = {——We_” } _T
r=0 0=0 2t 0 t
donc:
2 2
f(w) =kexp <_E> = \/éexp (—%)
c’est a dire:
1 ~ 1 s x?
ta) = — = /= .
w(tor) = () = gy Fow (-5
ce qui implique:
1 [« x?
t — = —— vVt >0
Finalement:
L ( x2) t> 0
exp | ——
6 (tw)=q 2Vt 4t
0 t<0
[
Lemme 2.1.1 :Pour tout t >0, alors:
/ o (t,z)dx =1 (2.3)
R
Démonstration. on a:
—+o00 1 x2
t,x)dx = ——exp | —— | dx
/Rgb( ) oo 2/t p( 4t>
On pose:
+oo :E2
I = ———exp| —— | dx
e 2D ( 4t>
écrivons:

+o00o
[2:/ ———eX
Ceo 2N/t P

$2

At

1 1

(%) 5

18



2.2. Solution de I’équation de la chaleur homogéne avec donnée initiale
alors:
(2 +y%)

+oo  p+oo
= exp | —
/_oo /_oo 2/t p( At

d’apres la démonstration du Proposition (2.1.1) , on a:

r=4o00 0=2m +oo
[2:/ [(/ d0> re 4t]dr— [ drte” 4t} = 4t
r=0 0=0 0

) dxdy

On obtien:
I =2vnt
alors :
1
4t d frd . 2\/_t —
w— T ovm YT
donc:
+o0o 1 .1'2
o(t,x dx:/ (——)d{B:l
/R (t,2) Wt
d’ou on déduit:
o (t,r)dr =1

Rn

2.2 Solution de I’équation de la chaleur homogéne avec

donnée initiale

2.2.1 Probléme homogéne avec donnée initiale non homogéne

Proposition 2.2.1

On considére le probléme suivant:

ou  J*u
— ——=—=0 R e t>0
ot 02 reR et (2.4)
u(0,z) = g(x) reR
u(t, ) /¢tx— (y)dy , VxeR et t> 0 (2.5)

On verifie que 'équation (2.5) solution du probléme (2.4)
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2.2. Solution de I’équation de la chaleur homogéne avec donnée initiale

Démonstration. Pour réesoudre le probléeme (2.4) nous allons utiliser la
transformation de Fourier .

On applique la transformation de Fourier sur le probléeme (2.4) , on trouve:

ou 0%u
7 (G0 gaten) =FoL=0

F (u (07x))(w) =F (g (x))(w)

ou 0*u

F(u (07x))(w) =F (g (x))(w)

ce qui implique:

c’est a dire:
0 F 2F =0
a (U (Iat))(w) +w (u ([L’,t»(w) -
On obtient :
ot (w, t) + W (w,t) =0
u(w,0) =7 (w)
alors: \
@et) _
u(w,t
Ainsi:
Int(w,t) = —w? + ¢
Or:
U(w,t)=ce et 0(0,1)=7(w)=c
donc:

U(w,t) =g (w)e ™™ (2.6)
On applique la transformation de Fourier inverse sur I'equation (2.6) , on trouve:
F(aw, ) = F ' (gw)e ™)
On obtient:

ultr) = F @)« 0 ()
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2.2. Solution de I’équation de la chaleur homogéne avec donnée initiale

Par définition du produit de convolution , on a :

“+oo

(fxg)(t,x)= [tz —y)g(y)dy

On oura:
FHGw)=9g()
avec:
Fo () = 2\}%6—5 — 6 (t,2)
E offet:
wttr) = [ ooty
Cest & dire: )
u(t,z) =¢(t,z)*g(y)
alors:

1 _(x—y)2
ultw) = o= [ g ) dy

donc on peut écrire :

Finalement:

Commentaires:
Nous en déduisons cing propriétés fondamentales de la solution u (x ,t)
de I’équation de la chaleur:

1. La solution en un point particulier dépend de la condition initiale en tout
point du domaine . Le domaine de dépendance de la solution s’étend au
domaine €2 tout entier.

2. Une perturbation en un point quelconque de la solution initiale influence
immédiatement & la valeur en tout point de la solution u . On dit que la
vitesse de propagation est infinie.

3. La valeur ponctuelle de la solution décroit au cours du temps en \/%
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2.2. Solution de I’équation de la chaleur homogéne avec donnée initiale

4. le temps t doit etre positif , Le phénomeéne est irréversible .
5. L’équation de la chaleur ou de diffusion a un effet régularisant . La donnée
initiale peut etre discontinue, pour tout t strictement positif la solution est

une fonction continue et dérivable de x
Remarque 2.2.1 : i la fonction g est borné , on a pour tout x € R™ et t > 0 alors:
infg (z) < u(t ,z)supg (z)
R™ R”
Théoréme 2.2.1
Si la fonction g € C (RN L) alors I’équation (2.5) vérifie:
(1) wu(z,t) est de clase C* dans R x )0, 00]

(i)

P
ot 0x?
Inu(t,z) = g(xg) , x€R

(t, 2)—(0, o)

(1)) Si g(x) >0,y#0 alors: ¥t>0 , z€R ;u(t,x)>0

Démonstration.

(i) On a la fonction :

2Vt _4_25

est uniformément dérivable , avec uniformément bornnées et uniformément

o(t,x)= Lexp( xQ) , t> 0

intégrables de tous ordres sur R x [0 , +o0of
pour tout § > 0 , nous voyons que u (¢, z) est de classe C* sur R X ]0, 00|

de plus:
e (2,8) — Ay (2, £) = / (6 — D) (@ — D] g (4) dy = 0

R
pour z € R et t > 0 puisque ¢ (t ,x) est une solution fondamentale de I’équation

de la chaleur (2.1) .
(ii) On monter que:

limu (t,2) = g(x0)

(t,2)—(0,z0)
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2.2. Solution de I’équation de la chaleur homogéne avec donnée initiale

Soit maintenant o € R et € > 0 , on choisit § > 0 telle que:
VyeR:[ly =zl <d=lg(x) —g(z0) <e

et soit x € R telle que:

I = ol <

N S

Nous avons :

|u(t,2) — g (0)| =

/Ras (t.x — ) (g (x) — g (x0)) dy

S/Bg(zf“’“y) |g<y>—g<aso>|dy+/ o (tz —y)|g (v) — g (x0)| dy

R\ Bj(xo)

J/

(& J/ N
~~
I

-~

J
alors:
z:/ 6 (ta—y)lg (v) — g (x0)| dy
B5(wo)

donc d’aprés lemme (2.3) , on obtient :

[ ots-plow -g@ldy<e[6(-y)at—=
B5(Io) R

de plus si :
)
-zl <5 et lly—woll 26
alors:
)
ly = zoll < lly — ] + 5
donc:
1
ly — zo|l < |ly — x| + 5 ly — 2ol|
et donc:

1
|y — || > B |y — zol|

ce qui donne:
J:/ b (t—y) g (v) — g (z0)| dy
R\ Bs(z0)

alors:

/ ¢<t,x—y>\g<y>—g<xo>|dy<2ng00/ btz —y)dy
R\ Bs(zo)

R\ Bj (o)
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2.2. Solution de I’équation de la chaleur homogéne avec donnée initiale

On a:
c _llz—yl?
2|9l o(t,r—y)dy = —= e” o dy
BN Bs (20) VB B (o)
donc:
c _lly—=ol®
¢t —y)lg(y) —g(xo)|dy < — e~ @ dy
RN\ Bs (o) Vit R\ B;(z0)
On pose:  y—xg =1, alors:
c [ c [ 2
7 e % dy<—/ e wdr —0 pour: t— 0
Vi R\ Bs(z0) Vitts
et donc , si:
)
Iz~ woll < 5

avect > (0 est " assez petit"
c’est a dire:

u(t,z) = g (o) < 2¢
Ainsi:

u(t, @) — g (x0)| =0
(iii) On oura:

¢(t,x) >0 et g(x)>0

On obtient:
(@(t,x)*g(y) 20
Finalement:
u(t,z) >0
]
Remarque 2.2.2 : Si la fonction g est continue & support compact positive et non

identiquement nulle , alors:
_la—yll?
/ e g(y)dy

u(t,z) = R
(4mt)2 Jr
est en fait strictement positive pour tous les points x € R™ et t > 0 . Nous interprétons
cette observation en disant que , pour ’équation de la chaleur , la vitesse de propagation
est infinie . St la température initiale est positive et strictement positive quelque part ,
alors la température plus tard sera toujours strictement positive , quel que soit [’endroit

ou on se trouve.
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2.3. Solution de I’équation de la chaleur non homogéne avec donnée initiale

2.3 Solution de I’équation de la chaleur non homogéne

avec donnée initiale

2.3.1 Probléme non homogéne avec donnée initiale homogéne

Proposition 2.3.1 : Soit le probléme suivant:

ou  *u
a o @Y (2.7)
u(0,z) =0

u(t, ) //¢ (t—s,x—y) f (s,y) dyds (2.8)

On verifie que [’équation (2.8) solution du probléme (2.7)

Démonstration.
On applique la transformation de Fourier sur le probéme (2.7)

conduit ’équation différentiale suivante:

0 2~ n
au(w t) — (w) u(w,t) = f(w,1)

7(0,w) =0

On cherche la solution par la méthode de la varition de la constante:

alors on cherche une solution de la forme suivant:

U(w,t) =c(w,t)e ™™ (2.9)
On obtien:
8@ o 80 _ W2t 2 _ w2t
E(w,t)—a(w,t)e —wc(w,t)e
On oura:
570 (@, 1) + &l (w,1) = F(w,t)
alors:
ac —w?t 2 —w?t 2~ N
a(w,t)e —wc(w,t)e ™" +wu (w,t) = f (w,t)
donc:
% (w,t) e — e (w, t) e + wle (w, t) e = fA(w, t)
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2.3. Solution de I’équation de la chaleur non homogéne avec donnée initiale

ce qui implique:

c’est a dire:
t
c(w,t) = / e f(w,s)ds ,t>0
0
On a:

U(w,t) =c(w,t) e

alors:
¢
u(w,t) = / e f (w, s) e tds
0
c’est a dire:
¢
u(w,t) = / f(w,s) e t=9)gs
0

On applique la transformation de Fourier inverse sur I’équation suivant:

t
u(w,t) = / f(w,s)e " t=2)gs
0

On obtien:
F ) = [ £ (Flos) o) as
alors:
wtta)= [ [F (Flos)) w7t ()]s
telle que:
FH(Fws) =)

2

e = §(t — s, 2)

F-1 <e—w2(t—s)) _ N

On utilise le produit de convolution suivant:
+oo

(@ f) (t = s,2) = ¢(t—s,x—y)f(s,y)dy

—00
d’ou on déduit:
+o0o 1

st = [ [ s 5=

u(tw)=At4¢<t—s,x—y>f<s,y>dyds-

(z—y)2

e = dy|ds

Finalement:
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2.3. Solution de I’équation de la chaleur non homogéne avec donnée initiale

Théoréme 2.3.1 : Si f € C’S’Q (Ry x R) , alors la fonction suivant:

u(t,az)—/o/qu(t—s,a:—y)f(s,y)dyds reR;t>0.

vérifie:
(i) wu(t,z) € Cy? (Ry x R)
ou  O*u
== t
lim w(t,z)=0 rg € R

(t,x)—(0,z0)
2.3.2 Probléme non homogéne avec donnée initiale non homogéne

Proposition 2.3.2 : Soit le probléme non homogéne suivant:

ou  0*u
a—@:f(xat)
u(0,z) =g(x)

Il est facile de voir que la solution u (z,t) de probléme (2.10) est donnée par:

(2.10)

wttr) = [ otta=patidy + [ [o¢-so—nfepads @)

Démonstration.
On applique la transformation de Fourier sur le probléeme (2.10)

On obtien:

%ﬂ(w,t) + w2 (w,t) = f (w,t)

u(0,w) = g(w)

On pose: y(t) =u(w,t) , alors:

(2.12)
y(0) =9(w)

On cherche la solution de ’équation (2.12) par la méthode de variation des constantes:

y (1) +wy (1) = F (1)

et on pose: y(t) =X (t)V (t) , c’est a dire:
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2.3. Solution de I’équation de la chaleur non homogéne avec donnée initiale

alors:
Y (1) + Wy () = f (1)
c’est a dire:
dV dX 9 ~
< X%+VE> +w X )V (t)=f(t)
donc:
dVv dX -~
X — +w? R =
(t)<dt +wV(t))+V(t) o f@)=0
On obtien: o
E + WV (t) =0
dX -~
t—— = f(t
v =Fo
On oura:
dV 9
i 1) =
o +wV(t)=0
alors:
dV dV
i —w?*V (t)  implique v = —widt
Ainsi:
V(t) = e W't
On a:
dX -~
V() — =f(t
() =)
On obtien: R N
ax — f() . . f(t)
—_— =L | dX = —=dt
dt () e 20
On déduit que :
dX = et f (1) dt
écrivons: )
X (t) = c+/ e F (s) ds
0

On a: y(t) = X (t) V (t) , on trouve que:
— —w?t ' w?s 7 d
y(t) =-e (c+ /0 e f (s) s)
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2.4. Transformée probléme de réaction diffusion en equation intégrale

avec: y(0) =c=7g(w), cest a dire:

donc on peut écrire:

y(t) = Flw) e + / I F (5) ds

On oura: y(t) = u (w,1)
alors:

U(w,t) =g w)e " + /0 te_WQ(t_s)f(s) ds (2.13)

On applique la transformation de Fourier inverse sur 1’équation (2.13) , on obtien:

ult, ) = F (g (@) e—w2t) + /0 o (e—w2<t—s>f(s)) ds

c’est a dire:

t

u(t,z) = [J’:_l(fq\(w)) « F1 (e_“’zt)] +/ [.7-—_1 (e_”2(t_s)) x« F1 (f(s))} ds

0

On utilise la produi de convolution , on obtien: :

Fr@e) e F ()] = | sta-ng )y

On déduit que :

[ () (F)as= [ [ote= s 7 o

Finalement:

wttr) = [ ottr—ngway + [ [ot—so—)f (5.0 duas

2.4 Transformée probléme de réaction diffusion en equa-

tion intégrale

2.4.1 Introduction:

Les équations intégrales ont un caractére fort diférent des équations différentielles
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2.4. Transformée probléme de réaction diffusion en equation intégrale

que 'on rencontre dans la plus part des phénomeénes physiques (par exemple de diffusion).
La principale source d’équations de ce type est ’étude du transfert d’énergie par
radiation. A la diférence du transfert radiatif, les phénoménes de radiation ne peuvent
pas étre décrits a I'aide d’équations mettant en jeu un simple champ scalaire .

Les lois de conservations deviennent alors plus complexes et ne peuvent s’exprimer

que sous formes d’intégrales étendues a toutes la surface considérée .

Proposition 2.4.1 :

Soit le probléme de réaction diffusion suivant :

ou  9*u

— — —=u(l—- R,t tA

5 " o2 w(l —u) , veRt > 0etA> 0 (2.14)
u(x,0) = ug () , z€R

wlteo) = [ oo = v () dy +A/Ot4¢<t—s,x—y>u<s,y><1—u(s,y»dyds (2.15)

On verifie que [’équation (2.15) est un équation intégrale du probléeme (2.14)

Démonstration.

On a:
ou  0%*u B

I (2.16)
u(z,0) = ug (2)
Hug (z,t) = | ¢(t,x —y)uo(y)dy (2.17)
RTL
I'équation (2.17) solution du probléme (2.16) (d’aprés la proposition (2.2.1))

alors , on cherche que la fonction Ku(z,t) solution du probléme suivant:

ou  *u
ot aw2 el (2.18)
u(z,0)=0

On applique la transformation de Fourier sur le probléme (2.18) , on trouve :

0
—0(w,t) + W (w,t) =\ (w,t) (1 — U (w,t
5 0) 4 w2 (w,8) = X () (1~ (1) 010)
u(0,w)=0
On cherche une solution du probléme (2.19) sous la forme:

2

U (w,t) = c(w,t)e " (2.20)
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2.4. Transformée probléme de réaction diffusion en equation intégrale

alors:
8@ aC — W2t 2 — w2t
E(w,t) E(w,t)e —wc(w,t)e
Ainsi:
dc —w?t 2 —w?t 2~ -~ -~
a(w,t)e —w(w,t) e ™" + wu (w,t) = M (w,t) (1 — u (w, t))
implique:
dc — w2t ~ ~
a(wat) Ch=Au (w7t) (l_u(wat))

c’est a dire:

ce qui donne:

On obtien: t
u(w,t) = )\/ e =) (w, s) (1 — @ (w, s))ds (2.21)
0

On applique la transformation de Fourier inverse sur 1’équation (2.21)

ce qui donne:

Ku(e,t) = A /O t []-"*1 (eﬂﬂ(t*s)) « F (0 (w,5) (1 — T (w,5))] ds

telle que:

1 _ .2
Ft <e‘“’2(t‘s)) =5 _ﬂte =9 = @t — s, 7)

avec:

FH (i (w,s) (1= (w, ) = u(s,z) (1 - u(s,))

On utilise le produit de convolution suivant :

—+o00

(@ f) (t = s,2) = ¢(t—s,x—y)f(s,y)dy

—0o0

alors:
1 (z—y)?

Ku(x,t):)\/ot [/Ru(s,y)(l—u(s,y)) Qme_ﬁt—@dy ds
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2.4. Transformée probléme de réaction diffusion en equation intégrale

On obtien:

Ku(x,t):)\/o /Rgb(t—s,x—y)u(s,y)(l—u(s,y))dyds (2.22)

Donc , ’équation intégrale du probléme (2.14) donnée par:

wtr) = [ ota=puwdy +2[ [ot— s =y ulsn) -l dyds

On a finalement:

u(t,x) = Hug (z,t) + Ku (x,t) -
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Chapitre 3

Existence et unicité de la solution

3.1 Position du probléme

Soit € un ouvert borné de R de frontiére I' = 02

et soit le cylindre ¥ de R, X R; telle que :3X = Q x ]0, T

On cherche une fonction u = u(x,t) solution du probléme suivant :

ou  9u
E—@—Au(l—u) dans ¥ = Q x |0, 7T
u(x,0) = ug () , 0 € QCR (condition initialle) P)
u(z,t) =0 on I'=00Q (condition aux limite)
? =0 on I'=00 (condition aux limite)
. O7

telle que: A >0 et f(u)=Au(l—u)>0

f est une fonction de réaction diffusion non linéaire , continue et bornée.

Ce probleme aux dérivée partielle parabolique non linéaire.
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3.2. Existence de la solution

3.2 Existence de la solution

3.2.1 L’existence du probléme transformé en équation intégrale

par la méthode des approximations successives

Théoréme 3.2.1 (théoréme d’existence)

On suppose que :
n>0 (3.1)

alors , pour tout r > 0 donnée , il existe s telle que si ug est une fonction continue

vérifiant :
2
0 < wup(z) < sexp (—ﬂ> (3.2)

alors , il existe une solution globale du probléme (P) vérifiant:

1 [
0<u(tr) < cm exp (—m> (3.3)

Démonstration. (théoréme d’existence)
1) Transformation en équation intégrale:

On a la solution fondamentale de I’équation de la chaleur donnée par:

6(ta) = e (—%) 3.4)

()7
telle que:
Hug (z,t) = Rnﬁb (t,z —y)uo (y) dy
avec |
Kuat) =2 [ [0l = 50— 9) ) (1= us9) duds
alors:

u(t,x) = Hug (z,t) + Ku (z,1) (3.5)

d’aprés la proposition (2.4.1) 'équation (3.5) est une équation intégrale du
probléeme (P) .
alors le probléme a résoudre équivant a trouver u(zx,t) solution de I’équation intégrale

non lineéaire (3.5).
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3.2. Existence de la solution

On utilise alors la méthode des approximation successives , on définit par récurence:

On pose: uy (z,t) = Hug (z,1)

On trouve:
uy (z,t) = Hug(x,t)
ug (x,t) = Hug(z,t) + Kuy (x,t)
ug (z,t) = Hug(z,t) + Kug (z,1)
Uni1 (z,t) = Hug(x,t) + Ku, (z,t)
donc:

Uny1 (2,1) = Hug (2,t) + Kuy, (2,t) ,VneN (3.6)

Le point fondamental consiste en le choix de la norme
2) Choix de la norme:

Il est assez natural de comparer toutes les fonctions a I’'mage par H

de : exp |

alors:

= —1 ex — |x|2
pl@t)= (4 (t+1)3 p( 4(t+r)> (3.7)

telle que :p (x,t) est une fonction continue et p (x,t) >0

On introduit alors la norme :

14 @, 1) = sup! 22Dy 5 (38)

ek p(T,1) T
3) Propriété de Ku(x,t) dans la muni de la norme ||| :
Premiére étape:
On a:
Ku (z,t) = A/t/¢(t—s,x—y)u(s,y)(l —u(s,y)) dyds
0o Jr

Alors il existe une constante ¢; telle que:

()| < e flul (1= lull)
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3.2. Existence de la solution

(,t) >0 et Ju| <oo

Ainsi V u (z,t) fonction continue :

Démonstration premiére étape
(t,x) = Hug (x,t) + Ku (x,t) et Hug (x,t) > 0

On a:
Ku(z,t) < u(t,x)

alors:
u(z,t) (1 —u(z,t))|

d’apres la définition (3.8) on trouve que:
p(1=p)

G, 1 (1= o (& £)]]) = sup

Ainsi :
u(z,t) (1 —u(z,t))] < flulz, )] (1= flulzO)l)p(1—p)

implique que :
u (@, )] < Ju (@, I (1= [Ju(z, D)) p(z, 1) (1= p(2,1))

Ku(z,t) < |luz, ) (1= [lulz, ) p(z,t) (1 = p(z,1))

donc:
On oura:
K(p(1=p)<p(l-0p)
alors:
Ku(z,t) < flu(z, )| (1= [lu(z,t)]) K (p(1—p))
vec: i ) \3;12 )
SRR S R
On pose:
Ccy = 1 ex _|a:]2 ico >0
27 4ms TP\ Tae ) 2=
alors:
1
pla.s) _02(7“—1—3)%
1

implique que :
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3.2. Existence de la solution

donc:
1
p(l’ s)(l—p(x,s)) SC?(T_'_S)%p(x?S)
On a: .
pr:,s):A/OA¢<t—s,x—y>p<s,y><l—p<s y)) dyds

c’est a dire:
K(p(1-p)) < A/O /Rcb(t—s,w—y)p(s,y) (1 —p(s,y))dyds

1
(b(t—s,x—y)p(s,y)dyds

On obtien:
t
K 1-— <\ ~
(p(1—p) < /O/R(a(r“)z

1
p(x,t)ds

(r+s)?

On a:
t 1 t
A fer oot —sa -y oyt =
0 JR (T+S)2 0

d’ou on déduit:

o(t—s,x—y)p(s,y) dyds §)\/0 (T+S)%p(x,t)ds

A e <r+1 BE
alors:
K(p(l—-p)) < A/OOO(HS);Lp(M)dS = c3p (7,1)
implique que :
K (p(1=p)) < csp(a,t)
On a
Ku(,8) < Ju (@Dl (1= Ju (e, )) K (p (1 = p))
alors:
Ku(2,8) < e Ju (2, D)l (1~ u (z,)]) p (2,
c’est a dire:
Bl oy o, )1 (1= (1))
p(z,1)
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3.2. Existence de la solution

d’aprés la définition (3.8) , on trouve que:
K t
I o 1)) = sup! Z 20l
zcR (33‘, t)
alors:

5w (2, )| < es [Ju (2, )] (1 = [lu(z, 1))

On pose: ¢3 = ¢; , on obtient:
Ku(z,t) <ciflulz, )| (1 — [Ju(z ) (3.10)

On a: [|K (p)|| < c1llpll , comme: [[p|| =1
c’est & dire :

1K ()l <a

Deuxiéme étape :

Soit M < 1 donne , quelques soient : v , v continue
et: u>0;v2>0

avec: ||ul| < M et |jv]] <M

alors:

K@ -K@|<ea(l-Mu—v] , ¥M<1

telle que: ¢; (1 — M) constante de lipschitz .
Démonstration deuxiéme étape :

On a:
[u(s,y) —v(sy)l
p(s,y)

[u(s,9) = v (s, 9)] = sup

alors:
lu(s,y) —v(s,y)l
p(s,9)

S HU(S7y)—’U(S,y)H
c’est a dire :
[u(s,y) —v(s,y)| < lluls,y) —v(s,y)llp(s,v)
Jul| < M 1—ul| <(1-M)

implique que
ol <M 1—v<(1-M)
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3.2. Existence de la solution

avec:

1 —uf < [T —ull(1-p)

ce qui implique:
1 —ull (1—-p) <
1=ol[(1=p) <1 —=M)(1-p)

alors:
1—ul < (1M )(1-p)
1—o| < (1= M)1=p)

On peut écrire :
max {(1 —u(s,y)); (1 —v(s,y)} < (1= M )1 - p(s,y))
Ainsi:
u(s,y) (1 —u(s,y) —v(s,y) (L—v(sy) <max{(1—u(s,y)); (1 —v(s,y)}|ulsy) —v(sy)
Clest A dire :
u(s,y) (L=u(s,y)) —v(s,y) A =v(sy)| < (1 =M)1=p(sy)u—2vlplsy)

d’out:

|Ku (z,t) — Kv (z,t)| =

/qﬁt—sx— u(s,y) (1 —u(s,y)) dyds—//qbt—sx— ,y) (1 —w(s,y)) dyds

< //w—sx— ) u (s,9) (1= (5,9)) — v (5,9) (1 = v (5,))| dyds

< Hu—v||//¢t—s:c— ) (1= p(s,4))dyds
< <1— Vol Kp(sy) ;Ko@) < e
< (1= M) fu—v]
finalement:
1K (1) = K ()] < ex (1= M) Ju—v] (3.11)

4) Démonstration de la convergence :
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3.2. Existence de la solution

On a:

Unt1 (z,t) = Hug (z,t) + Kuy, (2,1)
telle que:

Hug (2,t) = 9 (t, 2 —y)uo (y) dy
avec:

Ku (z,t) :/\/0 /R¢(t—s,a:—y)u(s,y)(1—u(s,y))dyds

pour tout r > 0, alors:

On a:

On pose que : § = s (477)2

alors:

implique que:

J |z
ug (z) < (47rr)% exp <_E>

Il s’agit de montrer la convergence de (3.6) au sens de la norme ||-|| pour:
§ = s(4mr)® " assez petite"

La démonstration se fait en deux tapes:

Premiére étape:

On a:
Ups1 (x,t) = Hug (x,t) + Ku, (x, )
d’ou:
K ()] < ex flull (1= flul)
donc:

S (un) || < e [lun]] (1 = [lual])
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3.2. Existence de la solution

d’apres (3.6) on obtient
Upt1 — Ku, = Hug
alors:
Huo (2) < —— e s
ug (1) < —exp | ———
’ (4mr)2 4r
c’est a dire :
Hug (z) < dp(x,t)
donc:
Ups1 — Ku, = Hug < dp (z,1)
implique que:
Upr1 < Kuy, +0p(x,t) <6+ Ku,
alors:
[t || < 0 ([ Kuyll
Ainsi :
K (uns1) || <0+ cr[lunl| (1 = [lunl])

Par consequent:
[t < v,

Ouw:
M1 = [l
Ynt1 =0+ 1y, (1 =7,)
Ainsi:
[un]l <,  implique [un || < M (0)
M(@)—0si: § —0

telle que:
on deduit de la définition (1.3) :

Deuxiéme étape
Ups1 (x,t) = Hug (x,t) + Ku, (7, 1)
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3.3. unicité de la solution

On utilise:
K (u) = K (0)|| < ¢ (1= M) |lu— vl
alors:
[tns1 = unll = || (Huo + Kun) — (Huo + Kup1)|
donc:
[uns1 = vnll = [[Kun — Kun

c’est a dire :
[tnsr = unll < e1 (1 =M (0)) [[un — tn
On chosit:
a(l—M(©)) <1

3.3 unicité de la solution

Théoréme 3.3.1 : La solution du probléme (P) est unique -

Démonstration.
On a :
u' — Au = \u(l — u)

Soient ujet uy deux solutions du probléme (P)
u; solution alors:

uy — Augp = g (1 — uy) (3.12)

u9 solution alors:

uy — Aug = Mg (1 — ug) (3.13)

en retranchement (3.12) de (3.13)
il vient:

uy —uy — (Aug — Aug) = AMug (1 —uy) — ug(1 — ug)]

On pose:

U= U1 — Uy
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3.3. unicité de la solution

alors:

= Au=\(u —u}) — A (uz — u3) (3.14)
Multiplions (3.14) par u , on trouve que:
w'u — Aun = Auyu — Mutu — Augu 4+ Auau

implique que:

w'u — Auu = Au (uy — us) — Au (u] — u3)

donc:

w'u — Auu = M® — A (uf — u3) (3.15)

en intégrant I’équation (3.15) sur €, on trouve :

/ u‘udm—/Auud:ﬁ: )\/u2d:z—)\/u (uf — u3) dz
Q 0 Q Q

d’ou:
/ wudr + /VuVud:p = )\/ugdx - )\/u (u} — u3) da
Q Q Q Q
Alors:
U (u% — ug) =u (u; —ug) (ug + ug) = u? (u1 + uz)
et comme:
U2 (u1 + ’UQ) Z 0
donc:
/ wudr < )\/UQdSB
Q Q

On obtient:

L2 1 < Jup

gt =1

D’apres le lemme de Gronwall , on a :
u=0 1implique wu; —us =20
alors: wu; = us

donc la solution est unique. m
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Chapitre 4
Application numérique

On a le probléme de réaction diffusion suivant:
ou O
= u(i-u) X 10,71
u(z,0) = ug ()

o €QCR
On pose: A = 1 et ug (z) =z
alors: 5 o
u u
ot o -t
u(z,0)=u’ =2
On a
ou 1
5 = 3¢ (1 —u)
L’équation (4.2) implique que:
n+ _amn
%:%u”% (1—u”+5> , VneN

On pose: At=1 , alors:

donc on peut écrire:

telle que:
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4. Application numérique

donc: X
+= n__
Wt = L
-‘,—l _ n__
upth = EEEL
On choisi:
val n_—1
wrty = YATOu T2 Su > 0
2
alors:

c’est a dire (4.4) solution de 'équation (4.3).

avec , on a:

ou  d%u

ot Oa?

alors:

1
un+1 o un+§ 82un+1 un+1 . 2U?+1 =+ U’?—Jrll

i+1

At Ox? (o z)?
On pose: Az =At=1 , alors:

n+1 n+i _ n+l n+1 n+1
ui = w2 =iy = 2u T

c’est a dire:

n+1 n+1 n+1 __ nt+i

On va écrire (4.5) sous forme d’un systéme matriciel , alors:

1
Aun—f—l — un+§

telle que:
3 -1 0 0
-1 3 -1 0
A=1| 0
-1
0 0 -1 3
On a
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4. Application numérique

On pose : n =0,...,2

alors:

telle que:
~1

N

L

|

|

—_

w

|

[u—

Il
M= = e
N Nl =

Rloo 1= D=

ce qui implique:
V118u0—1
2

V14+8ul—1
2

¢1+8u21)
2

|
S'»—\ i Eloo
~Nl= Nlw =
Rloo ~l— R~

c’est a dire:
VIF8z-1
2

VITSuT-1
2
V14+8u2—1
2

.
|

|
Sl e Boo
Slor 1= |-

Nl Nl =

alors:
ut VB + 14+ LVBul + 14+ £Br+1—2
w? | = V8 +1+ VBl +1+ LB +1-2
u? VB + 14+ L VBul + 14+ LBr+1—2

donc on peut écrire:

1 1 1 2
ut= VB T4 VBl T BT o (4.7)

1 3 1 5
W= VB 14 —VBul 1+ —VBr - — (4.8)

4 1 1 2
u = VB 1+ VBl T4 ovVBe T o (4.9)
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4. Application numérique

On utilise (4.7) et (4.8) , On obtient:
PR 7 S WY/ iy LY ooy S
R SN ey SR e B
alors:
u2—3u1—%<1—\/m>
et on utilise (4.8) et (4.9) , on obtient:
=LV H 1+ VBl 1+ 4VBrr1—3
3 = BRI T — BT F - EyEr T4 8

donc:
ug—gu + \/SUT——
finalement:
(0=
u' = /8 (But — L (1— VBr+ 1)) + 1+ LVBuT + 1+ £vBr 12
@ =3~ 1(1- m)
\ u? = u® + $V8u? +
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conclusion générale

Dans ce mémoire , nous avons appliqué la transformation de Fourier pour
transformer le probléme aux limites de réaction-diffusion non linéaire en équation
intégrale .

Nous avous établi un résultat d’existence de la solution du probléme transformé en
équation intégrale par la méthode des approximations successives pour le cas en
dimension un, avec un résultat d’unicité par la méthode classique (Lemme de Gronwall).
Le probléme étudié en dimension un est un probléme posé par Fisher (1937) [5]

et Kolmogorov , Petrovsky et Piskunov (1938) [6] , pour des modéles de génétique

des populations . Ce type de modéle a été introduit par Shigesada, Kawasaki et
Teramoto [11] pour étudier des phénomenes d’invasion biologique dans des
environnements périodiques .

Les équations de réaction-diffusion traitées auront donc des termes de diffusion et de
réaction dépendant périodiquement de I'espace.

La méthode des approximations successives est 'usage courant en Analyse Numérique,
cette méthode étudiée par J.Lions [2] , est donne de bons résultat de convergence.

Une autre application de la méthode des approximations successives pour Résolution
d’un Probleme d’Elasticité non Linéaire et Perturbé a été étudiée par Said.M.S[12].
Nous avons terminé notree travail par une application numérique pour valider les

résultats théoriques obtenus.
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Résumeé

Dans ce mémoire, nous étudions étudie I’existence et ’unicité de
la solution d’un Probléme de réaction diffusion non linéaire par la
meéthode des approximations  successives par des équations
intégrales avec une applications numerique.

Mots clés :
Méthode des approximations successives , transformation de Fourier,
équation de Reaction diffusion , équation de la chaleur.
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Abstract

In this work, we study the existence and the uniqueness of the
solution of a nonlinear reaction diffusion problem by the method of
successive approximations of integral equations with a numerical
application.

Keys words:
Method of successive approximations , Fourier Transformation ,
Reaction diffusion equation, heat equation.



