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Résumé

L’objectif de ce travail de mémoire est d’étudier le

comportement asymptotique au voisinage du bord dans

l’homogénéisation d’un problème aux limites elliptique,

avec condition de Dirichlet homogène, posé sur un do-

maine finement périodique dont la frontière est parallèle

aux axes de coordonnées, par exemple un hupercube.

Mots clés: Couche limite, homogénéisation, échelle multi-

ple, structure périodique, problème elliptique, élasticité.

1. Introduction

L’expréssion "couche limite" (Grenzschicht) a été utilisé

pour la première fois par L. Prandtl le 12 aout 1904 lors "the

Third Internationalen Mathematischen Kongress in Heidel-

berg, Germany". Prandtl a étudié l’écoulement d’un flu-

ide à travers un corps solide dans le cas d’un nombre de

Reynolds très important, il a montré que cet écoulement se

divise en deux régions, une région extérieure d’écoulement

non visqueux et une région très voisine du bord (couche

limite) dans la viscosité est importante. Prandtl a décrit

un système d’équations qui donne la première approxi-

mation de la vitesse du fluide dans la couche limite. A

l’interface entre la couche limite et la région extérieure les

deux écoulements se raccordent.

On considère dans notre travail un problème aux limites,

de type Dirichlet homogène, elliptique d’ordre 2 avec coef-

ficients oscillants périodiquement posé sur un domaineΩ.
L’application de la méthode d’homogénéisation asympto-

tique fournit un comportement macroscopique optimal de

la solution à l’intérieur du domaine ou bien si le domaine

est l’espace tout entier ou que les conditions aux bords

sont périodiques. On obtient dans ce cas une estimation

de l’énergie de l’erreur d’ordreε. Cependant, si le problème
est posé sur un domaine à frontière régulière, lipschitzienne

par exemple, alors la présence de la frontière a une influ-

ence sur la précision des approximations et l’estimation cor-

respondante de l’énergie de l’erreur est d’ordre ε1/2 seule-
ment dans ce cas.

Afin de donner une meilleure description des solutions au

voisinage du bord et ainsi améliorer les approximations, on

utilise les deux méthodes:

1- Méthode de Lions-Tartar, basée sur l’ajout de termes

correcteurs de frontière au développement asymptotique à

double échelles à partir de l’ordre 1. Ces correcteurs de

frontière qui se nomment aussi solutions de couche limite

sont solutions d’un problème aux limites elliptique sans sec-

ond membre, de type Dirichlet non homogène, défini dans

la cellule couche limite ]0, 1[n−1×]0,∞[ dont l’énergie décroit
exponentiellement par rapport à la deuxième variable.

2- Méthode de Sanchez-Palencia, basée sur les tech-

niques utilisées par Prandtl, développement intérieur,

développement extérieur et le raccordement.

2. Plan du mémoire

Ce travail est décomposé en trois chapitres::

Chapitre 1: Introduction à la couche limite.

Chapitre 2: Etude de la couche limite dans

l’homogénéisation d’un problème elliptique.

Chapitre 3: Application en élasticité linéaire.

3. Problématique

Soit G un domaine parallèle aux axes, on cosidère le prob-

lème suivant:



−divA(y)∇ψj = 0dansG,

ψj = χjsurΓ,

y′ −→ ψj(y′, yn)Y ′ − priodique.

(3.1)

Lemme 3.1 : Il existe une solution unique ψj de (3.1) dans

H1
Loc, en plus il existe un exposant γ > 0 et une constante

réel unique dj:

e−γyn(ψj(y)− dj) ∈ L2(G), e−γyn∇ψj(y) ∈ L2(G), j = 1, ..n.

On définit:

ψ̃
j
ε(x

′, xn) = ψ
j
ε(x

′, xn)V (x′, xn), (3.2)

Lemme 3.2 : soit ψ̃
j
ε definit par (3. 2), Soit ωε la solution

unique dans H1(Ω) de:

{ −divAε∇ωε = 0.......................................dansΩ,

ωε(x) = ψ̃
j
ε = V (x)(χj(

x

ε
)− dj).................sur∂Ω.

Alors

‖ωε − ψ̃
j
ε‖H1

0
(Ω) ≤ C

√
ε.

Corollaire 3.1 : Soit ωε défini comme le lemme(3. 2). Alors:

‖ωε‖H1(Ω) ≤
C√
ε
, (3.3)

‖ωε‖L2(Ω) ≤ C
√
ε. (3.4)

et, pour toute ensemble ouvert ω ⊂⊂ Ω il existe une con-

stante C > 0 tel que:

‖ωε‖H1(ω) ≤ C
√
ε. (3.5)

On peut écrire le terme de couche limite u
cl,ε
1 (x) défini par

(2.12) [4] sous la forme:

u
cl,ε
1 (x) = v

cl,ε
1 (x) + w

cl,ε
1 (x),

tels que v
cl,ε
1 (x) et w

cl,ε
1 sont vérifiés (3.6) et (3.7) (dans [4])

respectivement.

Théorème 3.1 : Soient uε et u les solutions uniques des

(2.2) et (2.9) (dans [4]) respectivement, supposon que u ∈
W 2,∞(Ω).
Alors pour chaque ensemble ouvert ω ⊂⊂ Ω avec injection

compact dans Ω, il existe une constante C, tel que:

‖uε(x)− u(x)− εu1

(
x,
x

ε

)
‖H1(ω) ≤ Cε

Preuve: ( voir [4] ).

Théorème 3.2 : Soient uε et u les solutions uniques de (2.2)
et(2.9) respectivement, supposons que u ∈ W 3,∞(Ω), soit

u1 definie par (2.5) et on suppose que ũ1 vérifie l’équation

(2.10), et:

‖uε(x)−u(x)−εu1
(
x,
x

ε

)
−εucl,ε1 (x)−ε2u2

(
x,
x

ε

)
‖H1(Ω) ≤ Cε

3

2

(3.6)

En plus, pour toute ensenble ouverte ω ⊂⊂ Ω avec injection

compact dans Ω, il existe une constante c indépendant de

ε:

‖uε(x)−u(x)−εu1
(
x,
x

ε

)
−εvcl,ε1 (x)−ε2vcl1,1

(
x,
x

ε

)
−ε2u2

(
x,
x

ε

)
‖H1(ω)

≤ Cε
3

2 (3.7)

et

‖uε(x)− u(x)− εu1

(
x,
x

ε

)
− εvcl1 (x)‖L2(ω) 6 Cε

3

2

Preuve: Soit ω ⊂⊂ Ω lorsque u
cl,ε
1 (x) = v

cl,ε
1 (x) + w

cl,ε
1 (x),

on remarque:

‖uε − u− εu1 − εv
cl,ε
1 − ε2vcl1,1 − ε2u2‖H1(ω)

≤ ‖uε − u− εu1 − εu
cl,ε
1 − ε2u2‖H1(Ω) + ε‖wcl,ε1 ‖H1(ω)+

ε‖vcl,ε1 − vcl1 − vcl1,1‖H1(Ω).

D’aprés le lemme (3.4) ([4]), on a: ε‖wcl,ε1 ‖H1(ω) ≤ Cε
3

2, et

d’aprés (3. 8) ([4]):

ε‖vcl,ε1 − vcl1 − vcl1,1‖H1(Ω) ≤ Cε
3

2.

On définit:

rε(x) =
uε(x)− u(x)− εu1

(
x,
x

ε

)
− εu

cl,ε
1 (x)− ε2u2

(
x,
x

ε

)

ε2
,

qui vérifié:





−divAε∇rε =
1

ε2
(f + divAε∇u) +

1

ε
divAε∇u1 + divAε∇u2......dansΩ,

rε(x) = −u2(x,
x

ε
).......................................................................sur∂Ω.

On décompose rε = r1ε + r2ε, tel que r1ε est donné par:




−divAε∇r1ε =

1

ε2
(f + divAε∇u) +

1

ε
divAε∇u1 + divAε∇u2.....dansΩ,

rε(x) = 0.....................................................................................sur∂Ω.

et r2ε vérifiée:




−divAε∇r2ε = 0.............................dansΩ,

r2ε(x) = −u2
(
x,
x

ε

)
........................sur∂Ω.

Lorsque

‖u2‖L∞(Ω) ≤ C

et

‖∇u2‖L∞(Ω) ≤
C

ε
,

d’aprés le lemme (2.6) ([4]) on trouve ‖r2ε‖H1(Ω) ≤ C√
ε
.

D’autre part, on a:

‖r1ε‖H1

0

(Ω) ≤ 1

λ
‖ 1
ε2
(f+divAε∇u)+

1

ε
divAε∇u1+divAε∇u2‖H−1(Ω).

On utilise les équations (2.4) ([4]), pour chaque φ ∈ H1
0(Ω),

on a:

∣∣∣∣
∫

Ω

[
1

ε2
(f + divAε∇u) +

1

ε
divAε∇u1 + divAε∇u2

]
φdx

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

Ω

[
−1
ε
(divyA∇yu3)(x,

x

ε
) + divxA∇xu2)(x,

x

ε
)

]
φdx

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫

Ω
−
[
(divxA∇yu3)(x,

x

ε
) +

1

ε
(divyA∇yu3)(x,

x

ε
)

]
φdx

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫

Ω
[divxAε∇yu3(x,

x

ε
) + divxAε∇xu2(x,

x

ε
)]φdx

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫

Ω
(A∇yu3)(x,

x

ε
)∇φdx

∣∣∣∣ + C‖φ‖H1

0
(Ω) ≤ C‖φ‖H1

0
(Ω).

Lorsque ‖φ‖H1

0
(Ω) = 1, on trouve

‖r1ε‖H1

0

(Ω) ≤ C‖ 1
ε2
(f+divAε∇u)+

1

ε
divAε∇u1+divAε∇u2‖H−1(Ω).

Finalement, on obtient ε2‖rε‖H1(Ω) ≤ Cε
3

2 , donc le résultat.
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