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  ةــــــــــــمقدم

  

  

  ناتج عن تبادل مؤثر هاملتون مع  SO(3)كروي أو إلى تناظر بالدوران ذو الزمرة   تخضع ذرة الهيدروجين إلى تناظر

+2lلكن مجموع الحالات المولدة بالدوران هو , L�⃗مؤثر العزم الحركي    و , ولا ترقى للتوالد الكلي لهذا النظام, 1

  ا سنحاول الكشف عن هذا م ,SO(3)إذن فذرة الهيدروجين تخضع لتناظر أكبر من التناظر , �Nالذي هو 

  .خلفياته في موضوعنا هذا
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  الفصل الأول

  مبادئ میكانیك الكم 

  :Heisenberg[1]مبدأ  -1)

  :كمیة حركة لجسیم كمي - علاقات الارتیاب موضع  -)أ

   و, ψ(r)ة يدالة الموجالتعرف من لكثافة احتمال كمية الحركة  π(p)و  لكثافة احتمال الوجود P(r)التوزيعات

  :تكتب الدالة الموجية تحت الشكل ψ(r) ة أن الدال رغم, البعضمستقلة عن بعضها  لكن ليست

ψ(r) = �P(r)e��(�) 

   لكمية حركته لتكن pو  xنرمز لموضعه بــ  ,نعتبر مثلا جسيم ذو بعد واحد. يبقى غير محدد كليا α(r)الطور 

 ψ(r) و φ(p) حيث:  

φ(p) = (2πℏ)�
�
� � ψ(r)e��.

�
ℏdx

��

��

 

  .على الترتيب  pو الفضاء  xالدوال الموجية الممثلة للحالة الديناميكية في الفضاء 

   ψإذا كانت  φأو تمدد ثنائيتها ) التشتت( ψتترجم أساسا بالفعل الرياضي تمدد الموجة  Heisenbergنتيجة 

  يبقى دوما  x.pالجداء  p الفضاء في pمنطقة من رتبة  φو الموجة  xفي الفضاء  xتشغل منطقة من رتبة 

  : ℏأكبر بكثير من كمية من رتبة 

∆x.∆p ≳ ℏ                         (1H) 

  بطول  eikxهي تطابق لموجات مستوية  ψ(r)كل موجة , بالفرض النصف كمي ة هته النتيجةيمكننا تفسير صلاحي

موجة 
��

�
  يجب أن يكون الاتفاق في الطور بين هذه , xال مج xو  kتمدد مجال تغير المقدار  kإذا كان .   

الطول الموجي . في هذا ا�ال و أن التداخل هدام في بقية الفضاء  إلا المتغيرات الموجية لا يحدث
��

�
   xالمحتوى في   

هو 
�

��
k .  لتتمكن المتغيرات المستوية من التداخل الهدام في حدود ا�الx ,عدد يختلف علىمن اللازم أن هذا ال  

  :أيالأقل عن الوحدة  

∆x.∆k ≳ 1                         (2H) 
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   pو  xنسمي الكميتين . (1H)نستنتج فورا العلاقة , p=kℏبالعلاقة  kبما أن كمية الحركة ترتبط بــ 

  : بالطريقة التالية Heisenbergفي الموقع و كمية الحركة على الترتيب و نصيغ نتيجة  الارتياب

  .ℏلجداء للارتياب في الموقع بالارتياب في كمية الحركة يبقى دوما أكبر من كمية من رتبة ا

  :بدقةعلاقات الارتیاب المنصوص علیها  - )ب

  هي  pو  x :التاليةالتعريفات الدقيقة  pو  xنعالج بالتفصيل حالة جسيم في بعد واحد نتبنى للارتياب في 

  :لدينا إذن. �|φ(p)|و �|ψ(x)| توزيعات لل ةالمتوسط ةالتربيعي الانزياحات

  

x= �〈x�〉− 〈x〉� 

                                       p = �〈p�〉− 〈p〉�                                       (3H)             

  

  

  نفس  ,xل القيمة المتوسطة لـ وهي التقلب الإحصائي لنتيجة القياس حو , تكمن مباشرة في قياس الموضع الكمية 

  :أنبالنسبة لقياس كمية الحركة سنبرهن بصفة عامة  لـ  الملاحظة

∆x.∆p ≳
ℏ

2
                         (4H) 

  :نعتبر الصيغة المعرفة الموجبة

I() = � �xψ + ℏ
∂ψ

∂x
�
�

dx       ,(I()
��

��

≥ 0 ,∀λ) 

  

  :نكامل بالتجزئة
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I() = � |xψ|�dx
��

��

+ ℏ� �
∂ψ∗

∂x
xψ + xψ∗

∂ψ

∂x
�dx

��

��

+ �ℏ� � �
∂ψ

∂x
�
�

dx
��

��

 

= � ψ∗x�ψdx
��

��

− ℏ� ψ∗ψdx
��

��

− �ℏ� � ψ∗
∂�ψ

∂x�
dx

��

��

 

  

  :مستنظمة للوحدة ψبفرض أن , و التي تعطي

  

⟹ I() = 〈x�〉− ℏ + �〈p�〉                              (5H) 

  

  :مميزها, )أو موجب(و معرف موجب  لـ  بالنسبة هو من الدرجة الثانية I()لأن 

ℏ� − 4〈p�〉〈x�〉 

  :إذن) أو معدوم(بالضرورة سالب 

〈x�〉〈p�〉≳
ℏ�

4
                          (6H) 

 

   I()اب مشابه بدءا من صيغة لكن نستطيع القيام بحس. السابق (4H)أقل تقييدا من الشرط  (6H)الشرط 

   I()المختلفة قليلا أي نعوض في تعريف 

x → x− 〈x〉 و   ℏ
∂

∂x
→ ℏ

∂

∂x
− i〈p〉 

 

  :أو العملية المكافئة نعوض فيها

ψ(x) → exp (−
i〈p〉x

ℏ
)ψ(x+ 〈x〉) 
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  .(5H)النتيجة مماثلة لما ورد في 

I() = (x)� − ℏ + �(p)� ≥ 0 

 

  .بتاتاليست موجبة  لـ  بالنسبة هذه الصيغة التي هي من الدرجة الثانية مميزيوضح فعل أن  (4H)الشرط 

  هي دالة فضاء ذو ثلاثة أبعاد و  ψ(r)الدالة الموجية . البرهان السابق يطبق أيضا على جسيم في ثلاثة أبعاد

  التحقق بسهولة بأن فقط؛ يمكننا  xالتكاملات تقدم في البرهان على أ�ا في ثلاثة أبعاد لفضاء التراتيب بدلا من 

  نزياحات التربيعية المتوسطة تعمم و للا (3H)أيضا التعريف , التلاعبات التي تكون على هذه التكاملات تبقى صالحة

  :Heisenbergنحصل على علاقات الارتياب لـ 

∆x�.∆p�≳
ℏ

2
  ;i= 1,2,3 

 

  :علاقات الارتیاب بین المتغیرات المشتركة: تعمیم - )ج

 و  qiنقيس الارتياب على , (3H)بتمديد التعريف . بعد nلعلاقات في الحالة العامة لأنظمة كمية ذات نجد نفس ا

pi نزياح التربيعي المتوسط لتوزيعها الإحصائيعلى الترتيب بالا:  

q�= �〈q�
�〉− 〈q�〉

� 

p�= �〈p�
�〉− 〈p�〉

� 

 

  ):الكارتيزية(جراء نفس التغييرات نستخلص علاقات الارتياب بين هته المتغيرات بالاعتماد على البرهان السابق و بإ

   

∆x�.∆p�≳
ℏ

�
  ;i= 1,2,… ,n  

 

  إذ نختار بنية جبرية , كأول مبدأ أساسي  Heisenbergومن هذا المنطلق ننطلق في بناء ميكانيك الكم باعتبار مبدأ 

   التبادلشرط ل هاقيتحقنظرا لو  ملاحظةالموضع وكمية الحركة ككميات  عتمد علىنتتماشى معه و من بين هذه البنيات 
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  :المبدأالمحقق لهذا 

�q�,p��= iℏδ�� 

 

  :Hilbert[1]فضاء  -2)

  .للجملة و هو فضاء الدوال الموجية الممكنة للجملة Hilbert ,ℋنعرف فضاء  tلكل جملة فيزيائية عند زمن معين 

  :الحالات الحركیة بأشعة مبدأ التطابق و تمثیل -)أ

   .الحركةفي الحقيقة المبادئ الأساسية فيما يتعلق بالقيم المتوسطة تفسر أيضا أكثر باستعمال المؤثرات في فضاء كميات 

  نستطيع أيضا تنفيذ نفس التعميم على الصيغ الموافقة المبنية , G(p�⃗)و   F(r⃗)كل التعميم يأتي على دوال من الش

  :نستخلص المبادئ المكافئة , φعلى الدوال 

A��⃗لكل متغير حركي  -)أ = A(q�,… ,q�;p�,… ,p�)  مؤثر خطي يرتبط به:  

  

A��⃗� = A�(iℏ
∂

∂p�
,… ,iℏ

∂

∂p�
;p�,… ,p�) 

  

…,��)�الة القيم المتوسطة المأخوذة �ذا المتغير الديناميكي عند تواجد النظام في الحالة الديناميكية المعرفة بالد -)ب ,��) 

  :هي

〈��〉=
〈�,���〉

〈�,�〉
 

  

  :التعبير بين حاضنتين دلالة على الجداء السلمي لفضاء كميات الحركة

  

〈�,���〉= � �∗������ … ��� 
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〈�,�〉= � �∗���� … ��� 

   .الحركيةهي تمثيل مكافئ لنفس الحالة  �و  �أن الدوال كما . المبادئ المكافئة ترتكز على خصائص تحويل فوري

  :المقادیر الملاحظة - )ب

  

��(�ℏ
�

���
,… ,�ℏ

�

���
;��,… ,��) 

��(��,… ,��;�ℏ
�

���
,… ,�ℏ

�

���
) 

  

  ير الملاحظة نستطيع القيام �ا بدون إجراء تغيير في كل نظرية المقاد. هي تمثيلات مكافئة لنفس المتغير الديناميكي

  عندما نسلم بأن الدوال , كل هذا واضح  .الكمنتحصل أيضا على صيغتين مكافئتين لنظرية . إحدى هاتين العبارتين

  , جداء سلمي, كل المفاهيم المقدمة؛ فضاء دالي. تمثل نفس الشعاع لفضاء ذو بعد غير منتهي �و  �الموجية 

 المقادير المأخوذة بالدالة , وفق هذا المنظور. إلخ هي إذن ترجمة هندسية جد بسيطة... , التعامد, منظي

�(��,…   في كل نقطة من فضاء التراتيب هي مركبات هذا الشعاع وفقا لنظام معين من المحاور المتعامدة  (��,

…,��)�المقادير المأخوذة بالدالة  ,كذلك    كل نقطة من فضاء كميات الحركة هي مركبات لنفس في (��,

  . الشعاع الموافق لنظام محاور آخر

   نضع كمبدأ أساسي للنظرية مبدأ تطابق الحالات ,وهكذا أدى هذا إلى بناء نظرية الكم بدءا مباشرة من مفهوم الشعاع

  يجرى. صية المميزة لكل موجة في العمومالديناميكية وفق الحالات الديناميكية الممكنة لنظام كمي معطى يمتلك الخا

  التكميم خطيا و بالتالي يمكن تمثيلها بأشعة لفضاء خطي معين الذي يبقى محدد و نتيجة لكل حالة ديناميكية مرتبطة 

  بشعاع لهذا الفضاء؛ كذلك لكل متغير ديناميكي مرتبط بمؤثر خطي لهذا الفضاء نقدم أيضا أن هذه النظرية أكثر 

  لأ�ا تطبق أيضا في الأنظمة الكمية التي ليس لها , حسن صياغة من حيث الشكل من الميكانيك الموجيشمولا و أ 

  .مماثل كلاسيكي

  



  

  
7 

  :فضاء الدوال الموجیة - )ج

  لهذا التوزيعات . الدوال الموجية قابلة لتمثيل نظام فيزيائي معطى و التي تنتمي إلى فضاء دالي ينبغي تحديده بدقة

  و هذا. ستنظامشرط الإ (⃗�)�من اللازم و الكافي و الذي يمكن تطبيقه على الدالة الموجية , لها معنى (⃗�)� و (⃗�)� 

  :يقودنا للتعريف التالي لفضاء الدوال الموجية 

 :الدوال الموجیة للمیكانیك الموجي

…,��)�هي الدوال ذات المربع القابل للجمع لفضاء التراتيب بمعنى هي الدوال    :بحيث أن التكامل (��,

  

� ��(��,… ,��)�
�
��

�

< ∞  

  :نستطيع حصر الفضاء الدالي قليلا من خلال فرض أن الدالة الموجية تستنظم للوحدة

 

� ��(��,… ,��)�
�
��

�

= 1 

  التوزيعات الإحصائية و لكن من الأفضل ترك هذا القيد يمكننا القيام بذلك كنتيجة لتغيير طفيف في تعريف 

  لدينا في الحقيقة الخصائص  .Hilbertالفضاء الدالي الذي سنحدده هو فضاء  ,الرياضيينبلغة . الاحتمالية

  :يليالمميزة لهذا الفضاء و التي سنسردها فيما 

 نهما جداء كل واحدة م, جمعهما, دالتين ذواتا مربع قابل للجمع ��و  ��إذا كان  , هو فضاء خطي -

 :بعدد مركب و بصفة عامة كل مزج خطي 

��� + ��� 

  هي أيضا دوال ذات مربع قابل للجمع  ,هي أعداد مركبة ثابتة كيفية 2و  1أين 

 هو فضاء ذو بعد غير منتهي  -

 :بالشكل التالي  �بدالة  �الجداء السلمي لدالة , نستطيع تحديد أو تعريف -
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〈�,�〉= � �∗(��,… ,��)�(��,… ,��)�� 

  

  :هو الجداء السلمي للدالة مع نفسها �لدالة  ��النظيم . متعامدة �و  �إذا كان معدوم نقول أن الدوال 

�� = 〈�,�〉 

  

  :الخصائص الأساسية للجداء السلمي هي التالية

  :�بالدالة  �اء السلمي للدالة هو مرافق الجد �بالدالة  �الجداء السلمي للدالة  -)أ

〈�,�〉= 〈�,�〉∗ 

  :بمعنى �خطي بالنسبة لـ  �بالدالة  �الجداء السلمي للدالة  -)ب

〈�,��� + ���〉= �〈�,��〉+ �〈�,��〉 

  :هو عدد حقيقي غير سالب �نظيم دالة  -)ج

〈�,�〉≥ 0 

�بالضرورة , و إذا كان معدوم  =   .كل هذه الخصائص واضحة لأ�ا تشير إلى تعريف الجداء السلمي  0

  : Schwarzتنتج خاصية مهمة للجداء السلمي؛ متراجحة  ) ج(و ) ب(, )أ(الخصائص 

|〈�,�〉|≤ �〈�,�〉〈�,�〉 

 متراجحة . هي مضاعفات بعضها البعض و فقط في هذه الحالة �و  �المتراجحة محققة إذا كانت الدوال 

Schwarz  هي  �و  �تضمن أن التكامل لمربع الدالة الموجية يحدد الجداء السلمي المتقارب قطعا إذا كانت الدوال  

  الفضاء الدالي للمربع القابل , دوال ذات مربع قابل للجمع بالإضافة إلى كونه خطي و يمكننا تحديد الجداء السلمي

  كونه كامل يعني أن كل متتالية لدالة . Hilbertتحديد لفضاء و هذا ما يعطينا , للجمع لديه خاصية كونه كامل

  كل دالة ذات مربع قابل , تكافئيا .للجمعمتقاربة لدالة ذات مربع قابل  ,كوشيذات مربع قابل للجمع تحقق معيار  

  ).مراريةالاست(للجمع نستطيع اعتبارها كنهاية لمتتالية متقاربة بمفهوم كوشي للدوال ذات المربع القابل للجمع 

  :Hilbert ,تعریف الحالات و تكوین فضاء  -)د

  الخاصة بنظامنا الكمي و نضع علاقا�ا للتبادل يجب التعريف بمختلف ) الملاحظة(في بعض الأحيان نحسب المتغيرات  
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  ام أشعة نظ ءمن الكافي هنا إعطا .المتغيرات تشمل كلبحيث  Hilbertيجب تكوين فضاء  :الممكنةالحالات الديناميكية 

   تمثل مقاديربالطبع بأن كل المؤثرات  ,ضمانيجب  .الأساسثم تعريف كل متغير بعمله على أشعة  ,الفضاءأساس لهذا 

  عرف نل .محترمةهي حقيقة مقادير ملاحظة و أن قواعد الجبر لهذه المقادير هي حقيقة  الطريقة؛التي نعرفها �ذه  ,فيزيائية

  على. …,�,�,�المتغيرات مجموعة كاملة للمقادير الملاحظة و التي تتبادل نستخرج لكل جمع  ,الأساسنظام 

  ذا لهت كيفي يثبت: ثابت بـ  إلى لهذه المتغيرات تعرف شعاع من  …,�,�,�التوالي كل مجموعة للمقادير الذاتية  

  نحصل عليها بفعل تغير كل  〈�…,�,�,�|�مجموعة الأشعة  . 〈�…,�,�,�|�نحصل على شعاع ممثل معين , الثابت

  تشكل نظام متعامد  …,�,�,�) تخص(في كل أنحاء الطيف على الترتيب  …,�,�,�قيمة من القيم الذاتية 

  بالإستنظام للوحدة لكل الأشعة ذات, بطريقة ملائمة 〈�…,�,�,�|�ستنظام الأشعة إإذا ثبتنا  كامل للفضاء 

  من خلال إعطاء الطيف على نحصل إذن على نظام أساس لـ  .ه جيبي كامل لـ النظيم الغير منتهي هي نظام شب 

  يبقى إذن لضبط مختلف المقادير الملاحظة الأخرى العرضة لتمثيل المقادير , …,�,�,�الترتيب للمقادير الملاحظة  

  :الفيزيائية الاعتبار الوحيد لعلاقات التبادل تعطى على العموم لـ 

  تشكل مجموعة كاملة من المقادير الملاحظة التي تتبادل فيما بينها  …,�,�,�أن ا�موعة  التأكد من - (1)

  تحديد طيفها على الترتيب  - (2)

  تثبيت عمل المقادير الملاحظة الأخرى على نظام الأساس  - (3)

  ثم يبقى التأكد من  .الفضاء معرفة جبر المقادير الملاحظة للنظام كاف تقريبا دائما لتحديد كيفية عمل , بعبارة أخرى

  التداخل الداخلي أيضا للبنية المحددة بمعنى التحقق من أن المؤثرات الممثلة للمقادير الفيزيائية هي حقيقة مقادير 

  المقادير الفيزيائية تحدد مبدئيا بالمؤثرات المقاسة . أن النظرية تضفي إلى ضبط تجريبي, نلاحظ في هذه المرحلة. ملاحظة

  بمعنى طيف القيم الذاتية  ؛و طيفها يمكن الوصول إليه مباشرة من التجربة من اللازم أن يكون الطيف نظريبدقة 

  .للمقادير الملاحظة تتزامن مع الطيف التجريبي
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   :Schrödinger[1]بناء معادلة  - 3)

 :قانون انحفاظ عدد الجسیمات المادیة -)أ

  دة ألا و هي تشابه الخصائص بين الضوء و المادة على العموم عدد الدراسات الفيزيائية كلها تصل إلى حقيقة واح

  قانون (و تشير الدراسات في الفيزياء الذرية إلى صحة هذا القانون المهم  .ثابتالجسيمات الأساسية للمادة يبقى 

  ) .الانحفاظ

 :الحاجة إلى معادلة  موجة و شرط وضعها - )ب

   بصفة عامة .اللحظةلجسيم تعطي احتمال إيجاده في هذه النقطة و في تلك الشدة في نقطة و في لحظة معطاة للموجة 

  لنظام كمي تحدد كليا حالته الديناميكية بمعنى أن كل التوقعات لمختلف الخصائص  �نسلم بأن الدالة الموجية  

  :التاليهذه النظرية هو  المشكل الرئيسي في. في هذه اللحظة �معطاة تستنتج من معرفة  tالديناميكية للنظام في لحظة 

≤�يحدد هذه الدالة من أجل  t0معرفة دالة الموجة في لحظة ابتدائية معطاة    للقيام بذلك يجب علينا معرفة . ��

  يجب أن تفرض و تبريرها الوحيد في نجاحها في مواجه ,الرياضيةككل معادلة للفيزياء   .�معادلة الانتشار للموجة 

 مع ذلك اختيار معادلة الموجة محدود بعدد معين من الشروط المسبقة إذا أردنا الاحتفاظ بـ  .لتجريبيةاة تنبؤا�ا للنتائج 

 .المترجمة و المحددة سابقا �

  المعادلة يجب أن تكون خطية و متجانسة  -)أ

  ئية كاف في لحظة ابتدا �معرفة  ,كذلك ,للزمنيجب أن تكون معادلة تفاضلية من الدرجة الأولى بالنسبة  -)ب

 لمعرفة و تحديد تطورها بعد هته اللحظة تطابقا مع فرضية أن الحالة الديناميكية للنظام الفيزيائي تحدد تماما بإعطاء 

  . Newtonمن جهة أخرى توقعات النظرية يجب أن تتماشى مع ميكانيك  .�

  :بمبدأ التطابق Schrödingerالقاعدة العامة لشكل معادلة  - )ج

  المطبقة على أنظمة جد  Schrödingerنستطيع تكوين طريقة تنظيمية لشكل معادلة  ,تطابقالنعمم عملية 

  :Hamiltonنعتبر نظام ديناميكي كلاسيكي له معادلات حركة مستنتجة من دالة  .معممة
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� (��,��,… ,��;��,��,… ,p�) 

…,��,��هذه الدالة تتعلق بالإحداثيات    للنظام في فضاء التراتيب و كميات حركتها على الترتيب ��,

 ��,��,…   :للنظام هي  Eالطاقة الكلية  tو لزمن  ��,

� = � (��,��,… ,��;��,��,… ,��;�) 

…,��,��)�نوفق بين هذا النظام الكلاسيكي و ميكانيك الكم بأن له الحالة الديناميكية    المحددة في  (��,

  :فضاء التراتيب و يملك المعادلة الموجية المتحصل عليها في الحقيقة من معادلات  الاستبدال التالية 

�� ⟶ �� 

� ⟶ �ℏ
�

��
 

�� ⟶
ℏ

�

�

���
 ;�= 1,2,… ,� 

  المعادلة المحصلة كذلك هي  .�وية عند تطبيقهما على و نكتب هاتين الكميتين باعتبارهما مؤثران يعطيان نتائج مسا

  :الموافقللنظام الكمي  Schrödingerمعادلة 

iℏ
∂

∂t
Ψ (q�,q�,… ,q�;t) = H(q�,q�,… ,q�;iℏ

∂

∂q�
,iℏ

∂

∂q�
,… ,iℏ

∂

∂q�
;t)Ψ  

  

  .النظام المعتبر  Hamiltonienيحمل اسم  �Hالمؤثر 
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  الثانيالفصل 

  (�)�� التناظر 

  :فضاء الحالات و زمر التناظر -1)

  :[2]التناظر في الفیزیاء -)أ

  ذو نظيم  ℋحالة نقية لنظام هي شعاع من . الخاص به Hilbert ,ℋلكل نظام فيزيائي في ميكانيك الكم فضاء 

  :Schrödingerة من خلال معادل �Hamilton ,Hديناميكية النظام يحكمها مؤثر , 〈�ψ|�مختار يسمى 

iℏ
∂

∂t
�|Ψ (t)�〉= H��|Ψ (t)�〉 

  مؤثرات, لما نرفق المقادير الفيزيائية بمقادير ملاحظة, التحولات التي يخضع لها النظام الموافق للمؤثرات في فضاء الحالات

  عينة من التحويلات إذا كان النظام ثابت بالنسبة لفئة م. خطية هيرميتية لها القيم الذاتية التي تسمح بقياس هته المقادير

  ليس  ℋنقول أن هذه التحويلات تناظرية و تكون زمرة لها تمثيل في . سيكون من نفس شعاع الحالة, الفيزيائية

  في الحقيقة في ميكانيك الكم فقط مربع نظيم شعاع الحالة يملك معنى فيزيائي لا نستطيع إذن : بالضرورة تمثيل خطي

  ضهما و لهما نفس النظيم يجب إذن إدخال فكرة التمثيل الإسقاطي بمعنى تمثيل بطور تمييز شعاعين للحالة يتعلقان ببع

  :تقريبي

∀g�,g� ∈ G ,ϱ(g�)ϱ(g�) = ϱ(g�g�)e
�� (��,��) 

  

Gهي دالة من  Φأين  × G ⟶ ℝ  والتي تحقق قانون معين بسبب قانون التجميع الخاص بالزمرة نستطيع رغم  

  .Galiléeتمثيل زمرة  على ذلك مثالك  .لزمرة هو تمثيل خطي لتمديد مركزي للزمرة الإسقاطيالتمثيل ذلك تبيين أن 

  هو احتمال مشاهدة  �|⟨ψ|φ⟩|في الحقيقة : نحفاظ هذه النظيماتاالترجمة الاحتمالية لنظيمات أشعة الحالة تعني 

  :Sو لتناظر  �Aادير الملاحظة لدينا إذن لكل المق. 〈�ψ|�في حالة  〈�φ|�نظام محضر في الحالة 
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S�ψ��A�φ�〉�
�
= ��S(ψ)�S(A�)�S(φ)��

�
 

  

  :في هذا السياق هي كالتالي Wignerنظرية وصل إليها 

  :بحيث, إذن تمثل بمؤثر وحدوي خطي أو ضد خطي Wigner: Sنظرية 

S(�|ψ�〉) = U(g)(�|ψ�〉) ;S�A��= U(g)A�U� (g) 

  ناعم غير متغير  Hamiltonienإذا كان  ℋمن U(g) الذي يوافق مؤثر نقول أن النظام ثابت في التحويل

  :نكتبحيث  ,)ثابت(

U(g)H�U� (g) = H� 

  :كانإذا  

�H�,U(g)�= 0 

 هو إعطاء زمرة تحويلات و تمثيل إسقاطي وحدوي لهذه الزمرة يتبادل مع : إذن نعيد صياغة فكرة تناظر نظام كمي

Hamiltonien  ليكن , يل تناظري يحافظ على الجداء السلميو بعبارة أدق فإن تحو�|ψ�〉  و�|φ�〉  حالتين كميتين  

  :صورتاهما على الترتيب حيث أن  〈��φ|�و  〈��ψ|�للنظام فإن 

⟨ψ�|φ�⟩= ⟨ψ|φ⟩ 

ℝو كمثال على التحويلات التناظرية الدوران في � .  

  :زمرة الدوران في الفضاء - )ب

  :ة أبعاد تكون زمرة غير تبديليه  بعملية الضرب المعهودة وهذا لتحقيقها لشروط الزمرةفي ثلاث Rمجموعة الدورانات 

 :داخليأن الضرب قانون تشكيل  -

∀R(θ),R(φ)ϵR ,R(θ)R(φ) = R(ξ);R(ξ)ϵR 

 

 :التجميعقانون  -

∀R(θ),R(φ),R(ξ)ϵR 
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R(θ)R(φ)R(ξ) = �R(θ)R(φ)�R(ξ) = R(θ)(R(φ)R(ξ)) 

 :بحيث  eيوجد عنصر حيادي  -

∀R(θ)ϵR,eR(θ) = R(θ)e = R(θ) 

 :نظيرلكل عنصر  -

∀R(θ)ϵR,∃R��(θ)ϵR;R��(θ)R(θ) = e 

ℝالدوران في 
�

 :  

  :الأولالدوران  -

 :يعطي  ξبزاوية  (oz)دوران حول المحور 

ρ�⃗ = ρ[cos(θ) ı⃗+ sin (θ)ȷ⃗] 

⟹ x= ρcos(θ) 

y = ρsin(θ) 

ρ�⃗� = ρ[cos(θ + ξ) ı⃗+ sin (θ + ξ)ȷ⃗] 

⟹ x�= ρcos(θ + ξ) = ρcos(ξ)cos(θ) − ρsin(ξ)sin(θ) 

= cos(ξ)x− sin(ξ) y 

y� = ρsin(θ + ξ) = ρcos(ξ) sin(θ) + ρsin(ξ) cos(θ) 

= sin(ξ)x+ cos(ξ) y 

⟹ �
x�

y�

z�
� = �

cos(ξ)x− sin(ξ) y

sin(ξ) x+ cos(ξ) y
z

� = �
cos(ξ) − sin(ξ) 0

sin(ξ) cos(ξ) 0
0 0 1

� �
x
y
z
� 

  :علىمقدار تفاضلي فنحصل  ψلو اعتبرنا أن 

�
x�

y�

z�
� = �

x− ξy
ξx+ y
z

� 

⟹ ψ(x�,y�,z�) = ψ(x− ξy,ξx+ y,z) 

  :الأولىمن الدرجة  Taylorنطبق نشر 
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f(x,y) = f(x�,y�) +
x− x�
1!

�
∂f

∂x
�
(��,��)

+
y− y�
2!

�
∂f

∂x
�
(��,��)

 

  :فنجد 

ψ(x�,y�,z�) = ψ(x,y,z) − ξ�x
∂

∂y
− y

∂

∂x
� ψ(x,y,z) 

= �1 − iξ
L�
ℏ
� ψ(x,y,z) = e���

��
ℏ ψ (x,y,z) 

  :فنجد ,الخطواتيتم بإتباع نفس  θبزاوية  (ox)و الثالث حول  φبزاوية  (oy)الدوران الثاني حول 

  

(2)    ψ(x�,y�,z�) = ψ(x,y,z) − φ �z
∂

∂x
− x

∂

∂z
� ψ(x,y,z) 

= �1 − iφ
L�

ℏ
� ψ(x,y,z) = e���

��
ℏ ψ (x,y,z) 

(3)  ψ(x�,y�,z�) = ψ(x,y,z) − θ�y
∂

∂z
− z

∂

∂y
� ψ(x,y,z) 

= �1 − iθ
L�
ℏ
� ψ(x,y,z) = e���

��
ℏ ψ (x,y,z) 

  

  :حاصل هته الدورانات هو 

R(θ,φ,ψ) = e����⃗
���⃗

ℏ ; a�⃗ = θı⃗+ φ ȷ⃗+ ψk�⃗ 

  :Lie[3]زمر  - )ج

  .لتعريفات التي تخص الزمرة انعطي بعض  Lieقبل الخوض في زمر 

  .تكون زمرة تحت قانون تشكيل الزمرة  Gهي مجموعة جزئية من  Gمن  Hزمرة جزئية : تعريف 

��Hإذن  Gزمر جزئية من  H�ϵGو  H�ϵGإذا كانت : نظرية  = H�⋂ H�  هي زمرة جزئية منG .  

  . بحيث تخضع لقيد معين, هي مجموعة مصفوفات مزودة بقانون ضرب المصفوفات تكون زمرة Lieزمرة : تعريف

و التي تحقق  Fعمود فوق حقل الأعداد  nسطر و  nتتكون من المصفوفات ذات : GL(n,F) الزمر الخطية العامة  -

  :العلاقة 
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∀M ∈ GL(n,F),detM ≠ 0 

Fفي حالتنا نأخذ  = ℝ .  

  :تحت القيد GL(n,F) هي زمرة جزئية من :O(n)الزمر المتعامدة  -

∀M ∈ O(n),M �M = I�  

SL(n,ℝالزمر الوحدوية  - GL(n,ℝهي زمرة جزئية من :  (   :تحت القيد  (

∀M ∈ SL(n,ℝ ),detM = 1 

SO(n,ℝعلى غرار هذا نعرف لزمرة    :بالشكل التالي  (

SO(n,ℝ ) = SL(n,ℝ )⋂ O(n) 

3هي زمرة مصفوفات :  SO(3)الزمرة  - ×   :بحيث  3

∀M ∈ SO(3),�
detM = 1

M �M = I�

� 

  : (�)��لـ  Lieجبر  -)د

  :بحيث  �,�,���{�A}هي ا�موعة  SO(3)لدينا مولدات 

  

�� = �
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

� ,�� �
0 0 1
0 0 0
−1 0 0

� ,�� �
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

� 

[��,��]= ���� − ���� = �
0 0 0
1 0 0
0 0 0

� − �
0 1 0
0 0 0
0 0 0

� = �
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

� = �� 

[��,��]= ���� − ���� = �
0 0 0
0 0 0
0 1 0

� − �
0 0 0
0 0 1
0 0 0

� = �
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

� = �� 

[��,��]= ���� − ���� = �
0 0 1
0 0 0
0 0 0

� − �
0 0 0
0 0 0
1 0 0

� = �
0 0 1
0 0 0
−1 0 0

� = �� 

⟹ ���,���= ������  
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  : ولدينا 

  

�(�,�,�) = �����⃗
��⃗

ℏ 

  

  إذن نقول تعديا أن ,Hilbertو هي تمثيل في فضاء  Lieو جبر  Lieتصل بين زمرة  expentielدالة 

  :ولدينا علاقات التبادل للعزم الحركي هي, الدورانهي مولدات زمرة  �,�,���{��} 

���,���= �ℏ������  

  

ℝإذن نقول أن زمرة الدوران في �ℏبمعامل تناسب  (3)��للزمرة  Lieوهي نفسها جبر 
�

  .(3)��هي  

   :[3]دالة الموجة لذرة الهیدروجین -2)

  :حرالنسبية لجسيم ) التشتت(بدأ بعلاقة الانتشار  mسيم ذو كتلة لمعادلة الموجة لج Schrödingerاستنتاج 

���� = (���)�                       ( 1��) 

  :هيو مركبات كمية الحركة الثلاثية البعد  Eبدلالة الطاقة 

�� = ���⃗��
�
= (���)�           (2��) 

  :حقل مغناطيسي يوصف بمبدأ الربط الكهرومغناطيسي الأدنى مع qتفاعل جسيم ذو شحنة 

�� ⟶ �� = �� −
�

�
��                 (3��) 

  :وهي تخضع للقوانين. Aو الكمون الشعاعي  يتكون من الكمون السلمي  Aأين الكمون الرباعي 

  

� = ��������������⃗� −
1

�

��

��
 

��⃗ = ���������⃗�⃗ 

  

�لكترون لإ = −   :المنشأ من طرف البروتون  Colombفي حقل  .بالتعريفهي شحنة البروتون الموجبة  eأين  ,�
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� = 0   ,   � = −
�

�
 

�لهذا السبب  ⟶ � +
��

�
 .r  فرضية . بروتون -هنا هو المسافة إلكترونSchrödinger  لتحويل علاقة  

P��⃗لدالة موجة بتبديل  الانتشار ⟶
ℏ

�
  هذه الفرضية  (⃗�)�و السماح للمعادلة الناتجة بالعمل في فضاء الدوال  ⃗��

  :Klein-Gordonتنتج في معادلة 

  

��� − (���)� + 2�
��

�
+ �

��

�
�

�

− �−�ℏ���⃗��� = 0                (4��) 

  

  :الدورانكل تحت هذه المعادلة تخضع لتناظر كروي بالمعنى الذي لا يغير من الش

⟨��|� |��⟩= ⟨�|� |�⟩ 

  مقارنة توقعا�ا بطيف قياسات الطاقة لذرة , حل هذه المعادلة Schrödinger. (3)���⟨�|��⟩أين 

  و في وقت لاحق أعاد النظر في هذا الحساب و أخذ . لم يوثق نظريته و دفن هذا التقريب في درج مكتبه ,الهيدروجين

  حوالي mc2و الطاقة السكونية للإلكترون  ev 13,6منذ ذلك الحين طاقة الربط هي حوالي . للانسبية�ايته ا

 51000 ev,  فمن المنطقي كتابة :� = ��� +   هو الطاقة  Eأين الجزء الرئيسي للطاقة النسبية ,  �

≃) ة هو اضطراب صغير من رتب wالسكونية للإلكترون و الطاقة اللانسبية  0,0025%   ,هذا الاستبدال تحت (

ط الترتيب و إهمال شر  
�

���
�� +

��

�
�
�

 معادلة ,  (4Hy)نتحصل على الصيغة اللانسبية للمعادلة ,  

Schrödinger:  

�
��⃗��⃗

2�
−
��

�
− � � �(�⃗) = �−

ℏ�

2�
��⃗� −

��

�
− � � �(�⃗) = 0                    (5��) 

  :شروط التكمیم -)أ

  بما أن المعادلتين السابقتين تملكان تناظر كروي  .المتغيراتالتقريب الافتراضي لحل معادلات الاشتقاق الجزئي هي بفصل 

=�⃗��,��التناظر الكروي ناتج عن أن  .الكرويةمن المفيد إدخال الإحداثيات  0�⃗.  
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  :أنهعلى  Bو  Aنعرف مبدل مؤثرين  :المبدل

[�,�]= �� − �� 

  :المبدلخصائص 

[�,�]= −[�,�] 

[�,� + �]= [�,�]+ [�,�] 

[�,��]= [�,�]� + �[�,�] 

  :هيعلاقات التبادل الأساسية 

������= 0 ,������= 0 ,������= �ℏ��� 

��⃗ = �⃗ × �⃗ =
ℏ

�
�⃗ × ��⃗ = ����� − �����⃗+ (��� − ���)�⃗+ ���� − ������⃗� 

  

  :ذرة الهيدروجين هو Hamiltonienلدينا 

  

� =
�⃗�

2�
+ �(�) =

�⃗�

2�
−
��

�
  

  

  :أنحيث 

 �� = �� + �� + �� ,�� =
��

4���
 

���⃗,� �=
1

2�
����⃗,��

��+ ���⃗,��
��+ ���⃗,��

���+ �� ���⃗,
1

�
� 

���⃗,��
��= [��,��

�]+ ���,��
��+ [��,��

�] 

[��,��
�]= [���,��

�]− ����,��
��= 0 

���,��
��= [���,��

�]− [���,��
�]= −[�,��

�]�� 

= − ([�,��]�� + ��[�,��])�� = −�2ℏ���� 

[��,��
�]= ����,��

��− [���,��
�]= [�,��

�]��  

= ([�,��]�� + ��[�,��])�� = �2ℏ����  
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���⃗,��
��= ���,��

��+ ���,��
��+ ���,��

�� 

���,��
��= ����,��

��− ����,��
��= ��,��

���� 

= ���,����� + ����,������ = �2ℏ���� 

���,��
��= ����,p�

��− ����,��
��= 0 

���,��
��= ����,��

��− ����,��
��= − ��,��

���� 

= ���,����� + ����,������ = −�2ℏ����  

���⃗,��
��= [��,��

�]+ ���,��
��+ [��,��

�] 

[��,��
�]= [���,��

�]− [���,��
�]= −[�,��

�]��  

= − ([�,��]�� + ��[�,��])�� = −�2ℏ���� 

���,��
��= [���,��

�]− [���,��
�]= [�,��

�]��  

= ([�,��]�� + ��[�,��])�� = �2ℏ���� 

[��,��
�]= ����,��

��− [���,��
�]= 0 

�

ℏ
���,

1

�
� =

�

ℏ
�����,

1

�
� − ����,

1

�
�� =

�

ℏ
�� ���,

1

�
� − ����,

1

�
�� 

= −
��

��
+
��

��
= 0 

�

ℏ
���,

1

�
� =

�

ℏ
�����,

1

�
� − ����,

1

�
�� =

�

ℏ
�����,

1

�
� − � ���,

1

�
�� 

= −
��

��
+
��

��
= 0 

�

ℏ
���,

1

�
� =

�

ℏ
�����,

1

�
� − ����,

1

�
�� =

�

ℏ
�� ���,

1

�
� − � ���,

1

�
�� 

= −
��

��
+
��

��
= 0 

⟹ ���⃗,� �=
1

2�
(0 − �2ℏ���� + �2ℏ���� + �2ℏ���� + 0 − �2ℏ����  

−�2ℏ���� + �2ℏ���� + 0) + 0 = 0�⃗ 
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  :لدينا (�,�,�)في الإحداثيات الكروية 

  

∆= ��⃗� =
1

��
�

��
���

�

��
�+

ℒ�(��)

��
                  (6��) 

ℒ�(��) =
1

���(�)

�

��
���(�)

�

��
+

1

����(�)

��

���
       (7��) 

  

 المعادلات التفاضلية للتفاضل الجزئي .S2في الكرة  Laplacienهو  (��)�ℒالثانية المؤثر التفاضلي من الدرجة 

(5Hy)  يتم تخفيضها إلى تفاضل جزئي بسيط باستبدالAnsatz:  

  

� (�,�,�) ⟶
1

�
�(�)���(�,�)             (8��) 

  

�)�–� بالقيمة الذاتية Laplacienنستبدل الجزء الزاوي لـ , في المعادلة + 1)�:  

  

ℒ�(��)���(�,�) = − �(� + 1)���(�,�) 

  

  :فتعطينا rو نضرب من اليسار في 

�
��

���
−
�(� + 1)

��
+
2���

ℏ��
+
2��

ℏ�
��(�) = 0                

  :وهي من الشكل

  

�
��

���
+
�

��
+
�

�
+ ���(�) = 0               (9��) 
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 وهي طريقة   (9Hy)يوجد إجراء افتراضي لحل المعادلات التفاضلية المألوفة البسيطة للنوع الموجود في المعادلة 

Frobenius:  

  

��التناظر الهندسي  -)ب (�) [3]:  

�gنفترض أن  ,هذالرؤية  ,التوالدتناظر يعني ال ∈   لا يتغير (ثابت  Hamiltonien ,Hزمرة المؤثرات التي تجعل  �

  ):في الشكل 

  

�����
�� = � أو       ��� = ��� 

⟹ [��,� ]= 0 

  

   Hamiltonien ,H. نطرحها فيما يليزمرة التحويلات الهندسية الترجمة الفيزيائية لهذه المعادلة س Gعندما تكون 

�|�تحت هذا الشرط إذا كان   giيملك نفس صيغة نظامين للإحداثيات الذي يختلف بمؤثر الزمرة     Hحالة ذاتية لـ  〈�
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�|���إذن   Eمع القيمة الذاتية    :البرهان بسيط. Eبنفس القيمة الذاتية  Hهي أيضا حالة ذاتية لـ  〈�

  

� (���|� �〉) = (� ��)�|� �〉= (��� )�|� �〉= ��(� �|� �〉) = ��(��|� �〉) 

= �(���|� �〉) 

  

  تحت زمرة الدوران و مبدأ التكافؤ هته الدوال الجديدة تصف حالات ممكنة للنظام و هذه  Hamiltonienبثبات 

   .موجودةالحالات يجب أن تكون 

  مؤثرات الدوران نستطيع التعبير عنها في .ثابتذرة الهيدروجين  Hamiltonienتجعل من  O(3)مؤثرات الدوران 

   iصيغ مولدات تفاضلية للدوران حول المحاور 

ℇ������� 

  :الفيزيائيةمؤثرات العزم الزاوي 

��⃗ = (�⃗ × �⃗)� =
ℏ

�
ℇ������� 

  :كما يلي  expentielالدوران المحدد يمكن أن نعبر عنه كـ 

�(�) = ����ℇ��������= ���
�
ℏ 

L�⃗مؤثر العزم الزاوي  = �⃗ × ⃗�يساهم ينفس علاقات التبديل للمولدات التفاضلية للدوران  ⃗� ×   حتى معامل , ⃗��

التناسب 
ℏ

�
.  

 و  �Lبادل قانونية تحقيقا لهذه الغاية نعرف المؤثرات من المفيد بناء مجموعات خطية لهته المؤثرات التي تمتلك علاقات ت

  :بحيث ��

�± = �� ± ���                 (1�) 

  :يليكما   Bosonمؤثرات العزم الزاوي هذه تتعلق بمؤثري 

�� =
ℏ

2
(��

� �� − ��
���) 

�� = ℏ��
��� 
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�� = ℏ��
��� 

=〈���,��|�: و كنتيجة مؤثرات العزم الزاوي تملك تمثيل مصفوفي مع أشعة الأساس ���
�
   :بحيث 〈�

�� − �� = 2� ,�� + �� = 2� ; ��,�� ∈ ℕ ,−�≤ � ≤ � 

  .لرؤية هذا نتطرق إلى نظرية العزم الحركي

  :[4]نظریة العزم الحركي -)1-ب

  :تدوین تعریفات و

  :هذه المؤثرات تحقق علاقات التبادل , السابقة الذكر ��و  ��لهذا الغرض ندخل المؤثرات 

[��,��]= ℏ��           (2�) 

[��,��]= ℏ��            (3�) 

[��,��]= 2ℏ��         (4�) 

[��,��]= [��,��]= [��,��]= 0             (5�) 

  :يعطي  ��و  ��ضرب المؤثرين 

  

�� �� = ��� + ������� − ����= ��
� + ��

� − ����,��� 

= ��
� + ��

� + ℏ��     (�6 − �) 

�� �� = ��� − ������� + ����= ��
� + ��

� + ����,��� 

= ��
� + ��

� − ℏ��     (�6 − �) 

⟹ ���� = �� − ��
� + ℏ��     (7� − �) 

        ���� = �� − ��
� − ℏ��       (7� − �) 

⟹ �� =
1

2
(���� + ���� ) + ��

�      (8�) 

  

  :��و  ��ترمیز القیم الذاتیة لـ  -)أ

  عناصر المصفوفة 〈��|� ,ketبناءا على ذلك لكل , هو مجموع مربعات ثلاث مؤثرات هيرميتية: ��وفقا لتعريف 
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  :هي أكبر أو تساوي الصفر ⟨�|��|�⟩ 

  

⟨�|��|�⟩= �����
����+ �����

����+ �����
����                

= ‖���|��〉‖
� + ����|��〉�

�
+ ‖���|��〉‖

� ≥ 0           (9�) 

  

  هي  ��من هذا نرى بخاصة أن القيم الذاتية لـ . يوافق مربع القيم المطلقة للعزم الحركي �Lنلاحظ أن هذا متوقع بما أن 

  هو الجداء للقيمة الذاتية الموافقة و مربع  ⟨�|��|�⟩, ��هو قيمة ذاتية لـ  〈��|�بما أنه إذا كان , معدومةموجبة أو 

+�)�على شكل  ��الذي هو دائما موجب سنكتب القيمة الذاتية لـ  〈��|�نظيم  1)ℏ� مع الشرط:  

�≥ 0       (10�) 

    ��قيمة ذاتية لـ  ,ℏيملك بعد  L�⃗بما أن  .النتيجةليس له أثر في  و التي تليهذا الترميز قصد تبسيط البراهين 

ℏبالضرورة هي من الشكل 
�

  نستطيع التأكد بسهولة من أن المعادلة من . يجب أن يكون موجب أو معدوم �أين  

  :jالدرجة الثانية لـ 

�(�+ 1) = �         (11�) 

  

≤�إذا استعملنا كون  ,ثمجب أو معدوم من تمتلك دوما وفقط جذر واحد مو    :وحيدة jتحدد  �فإن مواصفات  0

+�)�نستطيع أن نكتبها من الشكل  �Lكل قيمة ذاتية لـ  1)ℏ�  مع�≥   ـ��ـ أما فيما يتعلق بالقيم الذاتية ل 0

  .هو عدد بدون وحدة  mأين  �ℏتترجم إلى الكتابة , نفسه ℏأين لدينا بعد  

  :��و  ��معادلات القیم الذاتیة لـ  - )ب

  لا تشكل ��و  ��التي تميز القيم الذاتية المشتركة لكن  mو  jبالرموز  ��و  �Lسوف نصنف الأشعة الذاتية لـ 

C.S.C.O لذاتيةومن المهم إدخال رمز ثالث في الترتيب للتمييز بين مختلف الأشعة الذاتية الموافقة للقيم ا  

�(�+ 1)ℏ�  و�ℏ  لـL�  نسمي هذا الرمز  ��وk, ومن ثم سنحاول حل معادلات القيم الذاتية المتشا�ة:   
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�
���|�,�,��〉= �(�+ 1)ℏ��|�,�,��〉

���|�,�,��〉= �ℏ�|�,�,��〉
�           (12�) 

  :��و  ��القیم الذاتیة لـ  - )ج

  .��و  ��سنبدأ ببرهنة ثلاث مبرهنات و التي ستمكننا من تحديد طيف  

  :(1)مبرهنة 

+�)�إذا كان  1)ℏ�  و�ℏ إذن  〈��,�,�|�مع الشعاع الذاتي  ةهي القيم الذاتية المشتركj  وm  تحقق  

  :العلاقة

−�≤ � ≤ �             (13�) 

  :و نلاحظ أن مربع النظيمات موجب أو معدوم 〈��,�,�|���و  〈��,�,�|���لبرهان هذا نعتبر الشعاع 

  

‖���|�,�,��〉‖
� = ⟨�,�,�|����|�,�,�⟩≥ 0         (14� − �) 

‖���|�,�,��〉‖
� = ⟨�,�,�|����|�,�,�⟩≥ 0         (14� − �) 

  

  ):نظمةتمس 〈��,�,�|�إذا اعتبرنا أن (فنجد  (6L)لمعادلة نستطيع استعمال الصيغة لحساب الطرف الأيسر لهذه ا

⟨�,�,�|����|�,�,�⟩= ��,�,���� − ��
� − ℏ����,�,�� 

= �(�+ 1)ℏ� − ��ℏ� − �ℏ�        (15� − �) 

⟨�,�,�|����|�,�,�⟩= ��,�,���� − ��
� + ℏ����,�,�� 

= �(�+ 1)ℏ� − ��ℏ� + �ℏ�        (15� − �) 

  :فنحصل على (14L)نستبدل هذه الصيغة في المتراجحة 

�(�+ 1) − �(� + 1) = (�− �)(�+ � + 1) ≥ 0              (16� − �) 

�(�+ 1) − �(� − 1) = (�− � + 1)(�+ �) ≥ 0              (16� − �) 

  :و هذا هو

− (�+ 1) ≤ � ≤ �          (17� − �)          

−�≤ � ≤ �+ 1            (17� − �)        
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  :كان  وفقط إذا هاذين الشرطين محققين إذا

−�≤ � ≤ �              

  :(2)مبرهنة 

+�)�المرفق بالقيم الذاتية  ��و  ��  شعاع ذاتي لـ 〈��,�,�|�ليكن  1)ℏ�  و�ℏ.  

�إذا كان  - (1) = =〈��,L��|�,jفإن  �− 0.  

�إذا كان  - (2) >   مع القيم الذاتية ��و  �� هو شعاع ذاتي غير معدوم لـ  〈��,�,�|��Lفإن  �−

 �(�+ 1)ℏ�  و(� − 1)ℏ .  

  :يساوي إلى 〈��,�,�|���مربع نظيم , (15L-a)وفقا لما ورد في  - (1)

ℏ���(�+ 1) − �(� − 1)� 

�و كذلك تساوي الصفر عند  =   في حين نظيم الشعاع يساوي إلى الصفر إذاا كان هذا الشعاع هو شعاع . �−

  :معدومة  〈��,�,�|���معدوم نستنتج أن كل الأشعة  

� = −�⇒ ���|�,�,��〉= 0             (18�) 

  :يمكننا تبيين الاستلزام العكسي 

���|�,�,��〉= 0 ⟹ � = −�           (19�) 

  :نجد  (7L-a)و باستعمال  (19L)على كلا الطرفين للمعادلة الظاهرة في   �Lلنطبق 

  

ℏ���(�+ 1) − �(� − 1)��|�,�,��〉= ℏ�(�+ �)(�− � + 1)�|�,�,��〉 

= 0        (20�) 

  

�والتي تملك حل وحيد  (20L)و  (13L)نستعمل  = −� .  

�الآن نفترض أن  - (2) >   هو أيضا شعاع غير معدوم بما أن  〈��,�,�|���, (15L-a)وفقا لما ورد في , �−

  تتبادل بناءا على  ��و  �L المؤثرات. ��و  �� دعنا نتأكد من أنه شعاع ذاتي لـ . مربع نظيمه يختلف عن الصفر

  :ذلك
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[��,��]�|�,�,��〉= 0                (21�) 

  

  :و التي يمكننا كتابتها من الشكل

�����|�,�,��〉= ���
��|�,�,��〉= �(�+ 1)ℏ����|�,�,��〉     (22�) 

  

+�)�مع القيمة الذاتية  ��هو شعاع ذاتي لـ  〈��,�,�|���هذه العلاقة تعبر على حقيقة أن  1)ℏ� علاوة  

  :�〈�,�,��|على  (3L)إذا طبقنا المعادلة , على ذلك 

  

[��,��]�|�,�,��〉= −ℏ���|�,�,��〉            (23�) 

�����|�,�,��〉= �����|�,�,��〉− ℏ���|�,�,��〉 

= �ℏ���|�,�,��〉− ℏ���|�,�,��〉= (� − 1)ℏ���|�,�,��〉                (24�) 

 

�)بالقيمة الذاتية  ��هو إذن شعاع ذاتي لـ  〈��,�,�|��� − 1)ℏ.  

  

  :(3)مبرهنة 

+�)�مع القيمة الذاتية  ��و  �� شعاع ذاتي لـ  〈��,�,�|�ليكن  1)ℏ�  و�ℏ.  

�إذا كان  - (1) = =〈��,�,�|��Lفإن  � 0.  

�ن إذا كا - (2) < =〈��,�,�|��Lفإن  �  المرفق بالقيمة الذاتية  ��و  ��هو شعاع ذاتي غير معدوم لـ  0

�(�+ 1)ℏ�  و(� + 1)ℏ.  

  معدوم إذاا  〈��,�,�|���مربع نظيم ,  (14L-a)وفقا لـ  (2L-a-b)البرهان مشابه لما سبق في  - (1)

� كان =   :إذا  �

� = �⇒ ���|�,�,��〉= 0 

  :الاستلزام العكسي يمكن إثباته بنفس الطريقة 
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� = �⇔ ���|�,�,��〉= 0 

 

�إذا كان  - (2) <   : برهان مماثل لما سبق ,  �

  

�����|�,�,��〉= �� �
��|�,�,��〉= �(�+ 1)ℏ����|�,�,��〉       (27�) 

 �����|�,�,��〉= �ℏ���|�,�,��〉                                                 (28�) 

  

  :��و  ��تحدید طیف  -)د

  شعاع ذاتي غير معدوم  〈��,�,�|�ليكن . mو  jسنرى الآن أن المبرهنات السابقة تمكننا من تحديد القيم الممكنة لـ 

+�)�مرفقة بالقيم الذاتية   ��و  �Lلـ  1)ℏ�  و�ℏ  ؛ (1)وفقا للمبرهنة−�≤ � ≤   و من ثم نحن  �

  :موجب أو معدوم حيث pعلى يقين أنه يوجد عدد صحيح 

−�≤ � − � ≤ −�+ 1               (29�) 

  :الآن لنعتبر سلسلة الأشعة

�|�,�,��〉,���|�,�,��〉,… ,(�� )
��|�,�,��〉                   (30�) 

��)كل شعاع , (2)فقا للمبرهنة و  )
  مرفقة  ��و  ��من هذه السلسلة هو شعاع ذاتي غير معدوم لـ  〈��,�,�|��

+�)�بالقيم الذاتية   1)ℏ�  و(� − �)ℏ .(�� )
  على ��نحصل عليه من تطبيق  〈��,�,�|��

 (�� )
+�)�مع القيم الذاتية   ��و  �Lع ذاتي لــــــ الذي هو شعا , 〈��,�,�|���� 1)ℏ�   و  (� − � +

1)ℏ , بما أنه وفقا لـــــــ , �–القيم الذاتية الأخرى تكون بالتأكيد أكبر من(29L):  

� − � + 1 ≥ � − � + 1 ≥ −�+ 1                (31�) 

��)أن , (2)وفقا للنقطة الثانية في المبرهنة  )
  القيمة الذاتية  ��و  ��هو شعاع ذاتي غير معدوم لـ  〈��,�,�|��

+�)�الموافقة تصبح   1)ℏ�  و(� − �)ℏ . على  ��الآن لنطبق(�� )
  دعنا أولا نفترض , 〈��,�,�|��

�)أن القيمة الذاتية  − )ℏ  التي ترتبط مع  ��لـ(�� )
  :هذا هو, �ℏ− من أكبر 〈��,�,�|��
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� − � > −�               (32�) 

�L (2)باستعمال النقطة الثانية في المبرهنة  (�� )
 هو أيضا غير معدوم و يوافق القيمة الذاتية  〈��,�,�|��

�(�+ 1)ℏ�  و(� − � − 1)ℏ  بما أنه وفقا لـ  (1)وهي تناقض مع المبرهنة(29L):  

� − � − 1 < −�                 (33�) 

�يجب إذن امتلاك   ��)في هذه الحالة , �−مساواة لـ   − )
��|�,�,m   , �Lلـ  j–توافق القيمة الذاتية  〈�

�L (2)ووفقا للنقطة الأولى من المبرهنة  (L� )
��|k,j,m   نحصل عليها بتكرار  (30L)سلسلة الأشعة . معدومة  〈�

�k,j,m|ع على الشعا  �Lفعل    لنرى الآن أنه يوجد عدد . يسقط  (1)هو لذلك محدود و التناقض مع المبرهنة  �〈

pصحيح  ≥   :بحيث  0

m − p = −j            (34L) 

qنريد أن نرى أنه يوجد عدد صحيح , (3)يرتكز في المبرهنة , تفسير مماثل تماما ≥   :بحيث 0

m + q = j          (35L) 

  :بما أن سلسلة الأشعة

�|k,j,m �〉,L��|k,j,m �〉,… ,(L� )
��|k,j,m �〉                   (36L) 

  

p: فنجد (35L)و  (34L)نجمع بين . (1)يجب أن تكون محدودة لكي لا تناقض مع المبرهنة  + q = 2j.  

∋jإذن 
ℕ

�
k,j,m|�إذا وجد شعاع غير معدوم , علاوة على ذلك ,      (36L)و  (30L)كل أشعة السلسلة , 〈�

+j(jبالقيمة الذاتية  �Lذاتية غير معدومة لـ  هي أيضا أشعة 1)ℏ�  و كذلك لـL� بالقيم الذاتية:  

−jℏ,(−j+ 1)ℏ,… ,jℏ 

  :نلخص هذه النتائج من خلال ما يلي 

+j(jإذا كانت . يخضع لعلاقات التبادل السابقة , عزم حركي كيفي  Lليكن  1)ℏ�  وm ℏ  تدل على القيمة  

  :فإن  �Lو  �Lالذاتية لـ 

- j∈
ℕ

�
 هو عدد نصف طبيعي 
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+2jهي  mالقيم الممكنة لـ  jقيمة مثبتة لـ من أجل  -  :قيمة كما يلي  1

−j,− j+ 1,−j+ 2,… ,j 

≥j− إذن  m ≤ j  أشعة الأساس هته تصف تمثيل البعد المحدود الغير القابل للاختزال لزمرة التغطيةSU(2)  لـ 

SO(3).  

=jا�موعة الجزئية للتمثيل مع  l )تصف تمثيل لـ ) يحصحSO(3).  

ℝالدوال في    :التي تحول تحت مؤثرات العزم الحركي يمكن أن تكون في الأساس حل المعادلات التفاضلية �

  

L�Y�
� (θ,φ) = ℏ�j(j+ 1)Y�

� (θ,φ) 

L�Y�
� (θ,φ) = m ℏY�

� (θ,φ) 

L± Y�
� (θ,φ) = ℏ�j(j+ 1) − m (m ± 1)Y�

� (θ,φ) 

  

�Yدول التالي بعض الحالات للدالة نعطي في الج
� (θ,φ):  

 

 

�Yيوضح التوافقيات الكروية : الجدول
� (θ,φ)  لذرة الهيدروجين لقيم صغيرة لـl  وm.  
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  الفصل الثالث

  (�)��التناظر الحركي  

  :[3]تقدیم -1)

  : التناظر الأعظم, التناظر يعني التوالد 

Nيدروجين بثبات عدد الكم الرئيسي الحالات اللانسبية لذرة اله = n + l+   متوالد بطاقة 1

 E� =
� ����

�

�

� �
∑هناك .  (2l+ 1)�����

��� = N� يوجد إذن . حالة �ذه الطاقةN�  تضاعف مولد  

+2lوهو أكبر من    أن , إذا افترضنا العكس. Hamiltonienتضاعف مولد مطلوب من قبل ثبات الدوران لـ  1

  .إذن يمكن أن تقودنا إلى توقع أن الهيدروجين أو ذرة الهيدروجين تخضع لتناظر أكثر مما تراه العين, توالد يعني التناظرال

موجود و يتعلق بثبات الحركة , )الحركي(في الحقيقة هذا التناظر الديناميكي  
�

��
  ثابت الحركة يعرف . قانون القوة  

  :التي لها قانون القوة من الشكل, ثابت حركة سطحية غير مضطربوهو . Laplace-Reng-Lenzبشعاع 

 
����⃗

��
= −

�

��
r⃗ أين ,k = m GM ,G هو ثابت التجاذب الكوني ,m  وM  هما الكتلتان المتجاذبتان وr⃗   

P��⃗مشتق الزمن بالنسبة لـ . هو الشعاع الرابط بين الكتلتين  × L�⃗ هو:  

d

dt
�P��⃗ × L�⃗�=

dP��⃗

dx
× L�⃗ + P��⃗ ×

dL�⃗

dt
= −

k

r�
r⃗× (r⃗× m v�⃗) + 0 

= −m k
r(r⃗.v�⃗) − (r⃗.r⃗)

r�
= m k

d

dt

r⃗

r
 

⟹
d

dt
�M���⃗�=

d

dt
�
P��⃗ × L�⃗

2m
− k

r⃗

r
� = 0 

  

  و الذي هو  M���⃗من المؤثر الكلاسيكي  �M���⃗في العبور من الميكانيك الكلاسيكي إلى ميكانيك الكم نتحصل على المؤثر

  :و عرف المؤثر الكمي الهيرميتي, ناظر ذلك بصورة صحيحة Pauli. مؤثر غير هيرميتي
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M���⃗ =
P��⃗ × L�⃗ − L�⃗ × P��⃗

2m
− k

r⃗

r
 

k: حيث وفي حالتنا بالنسبة لذرة الهيدروجين لدينا =
���

����
  .شحنة البروتون eحيث , 

  : Pauli[5]معادلات  - 2)

  . السابق الذكر Pauliو  Laplace-Runge-Lenzيكمن في وجود ثابت حركة أي مؤثر  lالتوالد لعرضي في 

  :نستطيع التأكد و بسهولة من أن

�H,M ��= 0. 

  :البرهان

M���⃗ =
P��⃗ × L�⃗ − L�⃗ × P��⃗

2m
− k

r⃗

r
 

P��⃗ × L�⃗ = �P�L� − P�L��ı⃗+ (P�L� − P�L�)ȷ⃗+ �P�L� − P�L��k�⃗ 

L�⃗ × P��⃗ = �L�P� − L�P��ı⃗+ (L�P� − L�P�)ȷ⃗+ �L�P� − L�P��k�⃗ 

P�L� = P��xP� − yP��= iℏP� + L�P� 

P�L� = P�(zP� − xP�) = −iℏP� + L�P� 

P�L� = P��yP� − zP��= iℏP� + L�P� 

P�L� = P��xP� − yP��= − iℏP� + L�P� 

P�L� = P�(zP� − xP�) = iℏP� + L�P� 

P�L� = P��yP� − zP��= −iℏP� + L�P� 

⟹ P��⃗ × L�⃗ = −L�⃗ × P��⃗ + i2ℏP��⃗ 

M���⃗ =
P��⃗ × L�⃗ − iℏP��⃗

m
− k

r⃗

r
 

⟹ M � =
1

m
�P�L� − P�L� − iℏP��− k

x

r
 

M � =
1

m
�P�L� − P�L� − iℏP��− k

y

r
 

M � =
1

m
�P�L� − P�L� − iℏP��− k

z

r
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i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= − i2ℏP�P�
� 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= i2ℏP�P�
� 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= 0 

�
1

r
,P�L�� = �

1

r
,P�� L� + P� �

1

r
,L�� = −iℏ

y

r�
L� 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= i2ℏP�P�
� 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= 0 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= −i2ℏP�P�
� 

�
1

r
,P�L�� = �

1

r
,P�� L� + P� �

1

r
,L�� = −iℏ

z

r�
L� 

�P�
�,P��= �P�

�,P��= �P�
�,P��= 0 ,�

1

r
,P�� = iℏ

x

r�
 ,�
1

r
,
x

r
� = 0 

�H,
x

r
� = [H,e�⃗�]= �

L�⃗�

2m r�
,e�⃗�� 

�L�,
x

r
� = �L�

�,
x

r
� + �L�

�,
x

r
� + �L�

�,
x

r
� 

�L�
�,
x

r
� = �L�,

x

r
� L� + L� �L�,

x

r
� 

�L�,
x

r
� = [L�,x]

1

r
+ x�L�,

1

r
� = 0 ⟹ �L�

�,
x

r
� = 0 

�L�
�,
x

r
� = �L�,

x

r
� L� + L� �L�,

x

r
� 

�L�,
x

r
� = �L�,x�

1

r
+ x�L�,

1

r
� 

�L�,x�= [zP�,x]− [xP�,x]= −iℏz⟹ �L�
�,
x

r
� = −i2ℏ

z

r
L� + ℏ�

x

r
 

�L�
�,
x

r
� = �L�,

x

r
� L� + L� �L�,

x

r
� 
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�L�,
x

r
� = [L�,x]

1

r
+ x�L�,

1

r
� 

[L�,x]= �xP�,x�− [yP�,x]= iℏy ⟹ �L�
�,
x

r
� = i2ℏ

y

r
L� + ℏ�

x

r
 

⟹ [H,M �]=
1

m
�H,P�L��−

1

m
�H,P�L��−

iℏ

m
[H,P�]− k�H,

x

r
� 

=
ℏ

i2m �
�−i2ℏP�P�

� + i2ℏP�P�
� + 0�−

k

m
�−iℏ

y

r�
L�� 

−
ℏ

i2m �
�i2ℏP�P�

� + 0 − i2ℏP�P�
��+

k

m
�−iℏ

z

r�
L�� −

iℏ

2m �
(0) 

+k
ℏ�

m

x

r�
−

k

2m r�
�0 − i2ℏ

z

r
L� + ℏ�

x

r
+ i2ℏ

y

r
L� + ℏ�

x

r
� 

= −
kℏ

im

y

r�
L� +

kℏ

im

z

r�
L� −

kℏ

im

z

r�
L� +

kℏ

im

y

r�
L� +

kℏ�

m

x

r�
−
kℏ�

m

x

r�
= 0 

�

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= 0 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= −i2ℏP�P�
� 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= i2ℏP�P�
� 

�
1

r
,P�L�� = �

1

r
,P�� L� + P� �

1

r
,L�� = − iℏ

z

r�
L� 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= −i2ℏP�P�
� 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= i2ℏP�P�
� 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= 0 

�
1

r
,P�L�� = �

1

r
,P�� L� + P� �

1

r
,L�� = −iℏ

x

r�
L� 

�P�
�,P��= �P�

�,P��= �P�
�,P��= 0 ,�

1

r
,P�� = iℏ

y

r�
 ,�
1

r
,
y

r
� = 0 

�L�,
y

r
� = �L�

�,
y

r
� + �L�

�,
y

r
� + �L�

�,
y

r
� 

�L�
�,
y

r
� = �L�,

y

r
� L� + L� �L�,

y

r
� 
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�L�,
y

r
� = [L�,y]

1

r
+ y�L�,

1

r
� = 0 

[L�,y]= [yP�,y]− �zP�,y�= −z�P�,y�= iℏz⟹ �L�
�,
y

r
� 

= i2ℏ
z

r
L� + ℏ�

y

r
 

�L�
�,
y

r
� = �L�,

y

r
� L� + L� �L�,

y

r
� 

�L�,
y

r
� = �L�,y�

1

r
+ y�L�,

1

r
� 

�L�,y�= [zP�,y]− [xP�,y]= 0 ⟹ �L�
�,
x

r
� = 0 

�L�
�,
y

r
� = �L�,

y

r
� L� + L� �L�,

y

r
� 

�L�,
y

r
� = [L�,y]

1

r
+ y�L�,

1

r
� 

[L�,y]= �xP�,y�− [yP�,y]= iℏx⟹ �L�
�,
x

r
� = −i2ℏ

x

r
L� + ℏ�

y

r
 

⟹ �H,M ��=
1

m
[H,P�L�]−

1

m
[H,P�L�]−

iℏ

m
�H,P��− k�H,

y

r
� 

=
ℏ

i2m �
�0 − i2ℏP�P�

� + i2ℏP�P�
��−

k

m
�−iℏ

y

r�
L�� 

−
ℏ

i2m �
�−i2ℏP�P�

� + i2ℏP�P�
� + 0�+

k

m
�−iℏ

z

r�
L�� −

iℏ

2m �
(0) 

+k
ℏ�

m

y

r�
−

k

2m r�
�i2ℏ

z

r
L� + ℏ�

y

r
+ 0 − i2ℏ

x

r
L� + ℏ�

y

r
� 

= −
kℏ

im

z

r�
L� +

kℏ

im

x

r�
L� +

kℏ

im

z

r�
L� −

kℏ

im

x

r�
L� +

kℏ�

m

y

r�
−
kℏ�

m

y

r�
= 0 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= i2ℏP�P�
� 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= 0 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= −i2ℏP�P�
� 

�
1

r
,P�L�� = �

1

r
,P�� L� + P� �

1

r
,L�� = −iℏ

x

r�
L� 
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i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= 0 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= −i2ℏP�P�
� 

i

ℏ
�P�

�,P�L��= �P�
�,P��L� + P��P�

�,L��= i2ℏP�P�
� 

�
1

r
,P�L�� = �

1

�
,��� �� + �� �

1

�
,��� = −�ℏ

�

��
�� 

���
�,���= ���

�,���= ���
�,���= 0 ,�

1

�
,��� = �ℏ

�

��
 ,�
1

�
,
�

�
� = 0 

���,
�

�
� = ���

�,
�

�
� + ���

�,
�

�
� + ���

�,
�

�
� 

���
�,
�

�
� = ���,

�

�
� �� + �� ���,

�

�
� 

���,
�

�
� = [��,�]

1

�
+ ����,

1

�
� 

[��,�]= [���,�]− ����,��= �[��,�]= �ℏ� ⟹ ���
�,
�

�
� 

= −�2ℏ
�

�
�� + ℏ�

�

�
 

���
�,
�

�
� = ���,

�

�
� �� + �� ���,

�

�
� 

���,
�

�
� = ���,��

1

�
+ ����,

1

�
� 

���,��= [���,�]− [���,�]= �ℏ� ⟹ ���
�,
�

�
� = �2ℏ

�

�
�� + ℏ�

�

�
 

���
�,
�

�
� = ���,

�

�
� �� + �� ���,

�

�
� 

���,
�

�
� = [��,�]

1

�
+ ����,

1

�
� 

[��,�]= ����,��− [���,�]= 0 ⟹ ���
�,
�

�
� = 0 

⟹ [� ,��]=
1

�
��,�����−

1

�
��,�����−

�ℏ

�
[� ,��]− � �� ,

�

�
� 

=
ℏ

�2��
��2ℏ����

� + 0 − �2ℏ����
��−

�

�
�−�ℏ

�

��
��� 
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−
ℏ

�2��
�0 − �2ℏ����

� ± �2ℏ����
��+

�

�
�−�ℏ

�

��
��� −

�ℏ

2��
(0) 

+�
ℏ�

�

�

��
−

�

2���
�−�2ℏ

�

�
�� + ℏ�

�

�
− �2ℏ

�

�
�� + ℏ�

�

�
� 

= −
�ℏ

��

�

��
�� +

�ℏ

��

�

��
�� −

�ℏ

��

�

��
�� +

�ℏ

��

�

��
�� +

�ℏ�

�

�

��
−
�ℏ�

�

�

��
= 0 

⟹ ��,���= 0  

  

  و التي , تحقق العلاقات الاستثنائية ⃗���و  ⃗��الإحداثيات الكارتيزية للمؤثرين . هو ثابت حركة ⃗���ولهذا السبب 

  :نستطيع التحقق منها

���,���= �ℏ������                 (1) 

���,���= �ℏ������                 (2) 

���,���= −�
2ℏ

�
�������       (3) 

  :نستطيع اشتقاق العلاقتين, زيادة على ذلك

���⃗.��⃗ = ��⃗.���⃗ = 0�⃗                       (4) 

�� − �� =
2

�
� (�� + ℏ�)      (5) 

�سندرس الحالة . Pauliهته المعادلات هي معادلات  <  تنحصر على فضاء جزئي يوافق قيمة ذاتية س, هنا. 0

E  معطاة لـH.  

�)الطيف المتقطع  < 0): 

  :في هذه الحالة نستطيع وضع

�⃗ = �
−�

2�
���⃗ 

  :تعطي إذن الصيغ (3)-(1)و المعادلات من 

���,���= �ℏ������                 (1��) 

���,���= �ℏ������                 (2��) 
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���,���= �ℏ������                (3��) 

   isomorpheالتي هي ( Lie , ��(4)تولد جبر  ���,���تبين أن  (3LA)-(1LA)علاقات التبادل من 

⊕(3)��على الشكل هذا  Lieنستطيع وضع جبر ). ��مع زمرة الدورانات الذاتية في    وندخل  (3)��

⊗(3)��أيضا الزمرة    :وهو مجرد الجمع بين, (3)��

�⃗ =
��⃗ + �⃗

2
 ,���⃗ =

��⃗ − �⃗

2
 

  :نحصل �ذه الطريقة على علاقات التبادل. (3LA)-(1LA)مع العلاقات 

���,���= �ℏ������                 (1��) 

���,���= 0                            (2��) 

���,���= �ℏ������                (3��) 

⊗(3)��على شكل  (4)��لـ  Lieالتي توافق جبر    المعادلة ⃗���و  ⃗�زيادة على ذلك في صيغة . (3)��

  :تكتب (5)و  (4) 

�� − �� = 0�⃗                                     (4��) 

�(2�� + 2�� + ℏ�) = −�
��

2
      (5��) 

  هي إذن ��و  ��القيم الذاتية لـ . هما عزمان زاويان معممان ⃗���و  ⃗�تبينان أن  (3JK)و  (1JK)العلاقتين 

 ℏ��(�+ �)��ℏو  (1 + �,�على الترتيب مع  (1 ∈
ℕ

�
=�تفرض أن  (4JK)لاقة الع.    وفقا . �

  :Balmer-Bohrتؤدي إلى صيغة  (5JK)العلاقة , لذلك

� = �� =
��
��
 ; 

⎩
⎨

⎧ �� = −
���

2ℏ�

� = 2�+ 1 = 1,2,3,…

� 

  لكلي تعطى بالعدد ا ��درجة التوالد لمستوي . هو عدد الكم الرئيسي nهي طاقة المستوي الأساسي و  �Eأين 

=�الموافقة لقيمة معطاة لـ  ��و  ��للأشعة الذاتية لـ    :Stoneو نجد أيضا عدد  �

(2�+ 1)(2� + 1) = �� 

  . ��لدرجة توالد المستوي 
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  :و كنتيجة نستخلص ما يلي 

=�الطيف المتقطع لذرة الهيدروجين نتحصل عليه على غرار التكميم مع الشرط    . الزاوي المعمملزوج من العزم  �

  .النهج المحلي و النهج العام, وهناك طريقتين لتجسيد هذا الفرض

  :النهج المحلي - )أ - 2

Boson  معادلاتPauli:  

�في الحالة  Bosonباستعمال مؤثرات  (5)إلى  (1) من Pauliنقترح إيجاد تحقق لمعادلات  <   هنا نعود   0

  :في الحالة Bosonرات بمساعدة مؤئ Lie ��(4)لأول مرة لتحقيق جبر 

��(4) ≈ ��(3)� ⊕ ��(3)� 

  على نظرية العزم الزاوي التي ترتبط ارتباطا وثيقا بدراسة جبر Schwinger ل المشكل يكفي استعمال نتائجلح

 Lie, ��(3) ثنائية لأربع تحقق في صيغة أشكال ت أنيمكن   (3)��من المعروف أن المولدات التفاضلية لـ  

  .Lie, ��(4)لوصف جبر  Bosonيلزم إذن ثمانية مؤثرات  Bosonثرات مؤ 

  :Bosonنذكر بعلاقات التبادل للمؤثرات 

��a , �b�= ��a
� , �b

��= 0 ,��a , �b
� �= dab 

�aهو مؤثر الإلغاء و  �aالتكميم الثاني  بلغة
�aو  �aالمؤثرات  .هو مؤثر الإنشاء �

  يمكن كتابتها بدلالة المتغيرات   �

  :لتحويلاحسب   �aو   �aالقانونية المرافقة 

�a = �
�

�ℏ
 �a + ��

�

�ℏ�
 ��   

�a
� = �

m

�ℏ
 �a − ��

�

�ℏm
 ��   

��, ��} التحويل العكسي 
�}→ {�� ,�a}يعطي:  

�a =
√�ℏ�

��
 (�� − ��

� )  
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�a =
1

2
�
2ℏ

�
(�� + ��

� ) = �
ℏ

2�
(�� + ��

� ) 

  :Hamiltonienو نذكر كذلك أن 

�� = � �
��
�

2�
+
��

2
��
��

�

���

 

  :نكتب, �لهزاز توافقي متجانس بجهد جاذب بعده 

�� = ����
��� +

1

2
�ℏ

�

���

 

�)للطيف المتقطع   Pauliمعادلات  Bosonالآن نحسب باختصار  < 0) .  

�� ، ��  الأربعة  Bosonsبمساعدة الـ �(3)�� نعيد كتابة  
��و   ��  ،  �

  بمساعدة �(3)�� و كتابة . �

�� ، ��  الأربعة  Bosonsالـ 
��و   ��  ،  �

  :الثنائية) الأشكال(نستطيع التحقق أن العلاقات  �

�� = ���
� s����

ℏ

2
 

�� = ���
� s����

ℏ

2
 

  

(��3)تحقق علاقات التبادل  − (1��)  

=�)  �sحيث    :بصيغها الافتراضية Pauliتمثل الثلاث مصفوفات لـ  (1,2,3

  

s� = �
0 1
1 0

�       ،s� = �
0 −�
−� 0

�sو            � = �
1 0
0 −1

�  

  

��b   و��b
  :تعرف على أ�ا الأشعة سطر  �
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�⃗�b = (�� , �b) 

  

  :فنحصــل على (��5)و    Pauli (4��)في معادلات   ��و  �� لـ  Bosonنعوض الأشكال  

(��
��� + ��

��� + ��
��� + ��

��� + 2)(��
��� + ��

��� − ��
��� − ��

���) 

= 0                   (4�) 

(��
��� + ��

��� + 1)�+ (��
��� + ��

��� + 1)� = −
���

�ℏ�
                     (5�) 

  

  :  تختزل الى شرط التقييد التالي  (�4)العلاقة 

    

     ��
��� + ��

��� − ��
��� − ��

��� = 0                  (�) 

 

  

  :يسمح بكتابة ما يلي (�5) في العلاقة (C) استعمال العلاقة 

��
��� + ��

��� + 1 = ��
��� + ��

��� + 1 = �−
���

�2ℏ�
�

�
�

 

  

  الغير  ℏنستطيع إدخال المعامل . ��من نوع  Hamiltonienالممثل لـ  ℏعدداها الأولان يوافقان المعامل 

  :Hamiltonienالضروري لكن مقيد لظهور 

��� = ���
��� + ��

��� + 2�
1

2
�� ℏ 

��� = ���
��� + ��

��� + 2�
1

2
��ℏ 
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  :لديهم القيم الذاتية ���و   ���, Hamiltonienو متجانس  2لهزازين توافقيين بجهد جاذب في بعدهما 

  

(�� + �� + 1)ℏ = (�� + �� + 1)ℏ  

  

��أين  =   (�5)لهذا السبب نحصل على غرار  …,0,1,2

(�� + �� + 1)� = (�� + �� + 1)� = −
���

2�ℏ�
 

  :و بوضـع

�� = (�� + �� + 1)� = (�� + �� + 1)� 

= (�� + �� + 1)(�� + �� + 1) 

  

  :Palmer-Bohrنجد علاقة  , (Stone)وهو عدد ستــون 

� = �� = −
���

2ℏ�
1

(�� + �� + 1)�
 

  :خلص أنو كنتيجة نست

��: الطيف المتقطع لذرة الهيدروجين نحصل عليه من التكميم مع القيد + �� = �� + ��   

  .2لزوج من الهزازات التوافقية المتجانسة بجهد جاذب في فضاء بعده 

  :النهج العام -)ب - 2

  :في هذا النهج نقترح ما يلي

   Schrödingerبتحويل معادلة  للعثور على النتائج المتحصل عليها في النهج المحلي
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−
ℏ�

2m
� −

�

�
� = ��  

  لذلك نعطى أولا خصائص هـذا التحويل الذي هو Kustaanheimo-Stiefelلذرة الهيدروجين بمساعدة تحويل 

  ضروري للمتابعة 

  :Kustaanheimo-Stiefelتحویل 

ℝهذا التحويل يوافق تطبيق لـ  ℝعلى  �   : و المعــرف بــ   �

(��,��,��,��) → (��,��,��) 

  :حيث

�

��
��
��
� = �(��⃗)�

��
��
��
��

� 

3هي المصفوفة  (⃗��)�حيث  × 4:  

�(��⃗) = �

�� − ��
�� ��
�� ��

�� −��
�� ��
− �� −��

� 

  :تفاضل العبارة السابقة يعطى بـ 

�

���
���
���

� = 2�(��⃗)�

���
���
���
���

� 

  :للحصول على عبارة متجانسة نحول الشعاع التفاضلي في ثلاثة أبعاد إلى شعاع تفاضلي في أربعة أبعاد و نكتب

������⃗ = 2�(��⃗) �������⃗ 

4نختار المصفوفة , لأجل أسباب تخص التناظر. يشير إلى أنه قد أصبح شعاع رباعي xالسهم على رأس  × 4 ,�(��⃗):  

�(��⃗) = �

�� − ��
�� ��

�� − ��
�� ��

�� ��
�� − ��

−�� −��
−�� u�

� 

  :فنحصل على
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��� = 2(−����� + ����� + ����� − �����) = 0 

  :و بالتالي نستخلص الجملة

�� = 2(���� − ����) 

�� = 2(���� + ����) 

�� = ��
� + ��

� − ��
� − ��

� 

  :و تخضع للشرط

−����� + ����� + ����� − ����� = 0                      (��2)         

  .أساسية للحساب فيما بعد و في ما يلي Kustaanheimo-Stiefelخصائص تحويل 

  :  1خاصيــة 

� = (��
� + ��

� + ��
�)

�
� ≡ ��

� + ��
� + ��

� + ��
� 

  :  2[6]يــة خاص

�� = ��⃗���� = ���� ⟹ ��� =
1

�
�� 

⟹ �� = �(���)����

�

���

=
1

4�
������

�

���

 

⟹
���
���

=
1

�
��� 

�

���
= �

���
���

�

���

�

���
⟹

�

���
=
1

�
����

�

���

�

���
 

⟹
��

���
� =

1

�
����

�

���

�

���
�
1

4�
����

�

���

�

���
�

=
1

��
�����

�

���

�

���

���
�

���

+
1

�
����� �−

1

��
��

���
���

�

���
+
1

�

����
���

�

���
�

�

���

�

���
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=
1

��
�����

�

���

�

���

���
��

���
� +

1

��
����� �−

2��
�
���

�

���
+
����
���

�

���
�

�

���

�

���

 

⟹  = �
��

���
�

�

���

=
1

��
������

�

���

�

���

���
��

���
�

�

���

+
1

��
������ �−

2��
��

���
�

���
+
����
���

�

���
�

�

���

�

���

�

���

 

= �
��

���
�

�

���

− ��
�

���
+ ��

�

���
+ ��

�

���
− ��

�

���
 

ℝفي  Laplacien ,إذن  ℝفي � يعبر عنه بدلالة  �   :بــــــــ   �

 =
1

�
� −

1

��
�� 

  :يعطى بالصيغة  �Xحيث المؤثـر 

�� = −��
�

���
+ ��

�

���
+ ��

�

���
− ��

�

���
 

�Xو العلاقة  (KS2)نلاحظ تشابه جزئي شكلي بين الشرط  = 0.  

  :تطبيقها على ذرة الهيدروجين

  فنحصل على معادلة, K-Sلذرة الهيدروجين يمكن أن تحول بسهولة بمساعدة تحويل  Schrödingerمعادلة  

  : تفاضل الجزئيال

ℏ�

2�
�� +

ℏ�

2��
��� − ��� = ��  

�لضمان أن دالة الموجة  = ��x�(��)� يجب أن يكون لدينا شرط التقييد, هي دالة وحيدة القيمة  

��� =   :وهذا واضح لأن, 0
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�

���
= �

���
���

�

���

�

�u�
= ��

�

���
− ��

�

���
− ��

�

���
+ ��

�

���
= �� 

  :و لدينا

�

���
= 0 ⟹ �� = 0 

  :  و بالتالي يقود الى الجملة

              ��
��

���
− ��

��

���
− ��

��

���
+ ��

��

���
= 0                     (�1) 

−
ℏ�

2�
�� − �(��

� + ��
� + ��

� + ��
�)� = ��                 (�2) 

  .في الجهة الأخرى  (3,4)في جهة  و   (1,2)قابلة لفصل المتغيرات   (S2) - (S1)الجمل 

=�(��)����نبحث عن حل من الشكل   �(��,��)�(��,��)  

  :     فنحصل على الجملة

��
��

���
− ��

��

���
= ��                                                       (6) 

��
��

���
− ��

��

���
= ��                                                            (7)  

       −
ℏ�

��
�
���

���
� +

���

���
�� − �(��

� + ��
�)� = ����      (8) 

−
ℏ�

��
�
���

���
� +

���

���
�� − �(��

� + ��
�)� = ����            (9)        

    �� + �� = 1                                                                        (10) 

  .هما ثوابت الفصل  ��و  ��حيث 

�في الحالة   < � لـــ . توضح جيدا الخاصية الثانية (10)-(6)المعادلات ) طيف متقطع (  0 <  المعادلتين  0

  : تعطيان (9)و   (8)

 −
ℏ�

��
�
���

���
� +

���

���
�� +

���

�
(��

� + ��
�)� = ���� 

−
ℏ�

2�
�
���

���
� +

���

���
�� +

���

2
(��

� + ��
�)� = ���� 
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−� =
���

2
 

  .2الهزازات التوافقية المتجانسة بجهد جاذب في البعد  لزوج من Schrödingerالتي هي معادلات 

  :التوتر المشترك لهاذين الهزازين هو

u =
1

2�
�
−2�

�
 

  :و طاقتيهما هي

��� = (�� + �� + 1)ℎu 

��� = (�� + �� + 1)ℎu 

  

��)عدد طبيعي  �nحيث أن  ∈ � ).  

  :نحصل على بالجمع بين العلاقات الثلاثة الأخيرة

� = −
2���

ℏ�
 

1

(�� + �� + �� + �� + 2)�
 

��نستطيع أن نبين أن  (7)و   (6)من شروط التقييد  �بعد إزالة  + �� + �� +   هو عدد طبيعي  ��

  .زوجي

  :في الواقع نبحث عن حلول من الشكل المتغير بـــ 

� = � ��������(��)���(��)

����

 

� = � ��������(��)���(��)

����

 

  ).dim=1(هي دالة ذاتية لهزاز توافقي في بعد واحد  (��)���أين 

  :تقود إلى العلاقات التراجعية التالية (7)و   (6)المعادلتين  

[��(�� + 1)]
�
������,���� − [(�� + 1)��]

�
������,���� = ������  

��و التي يمكن البرهان على أ�ا محققة من اجل   + �� + �� +   .عدد زوجي ��



  

  
49 

   :مع Bohr-Palmerنجد صيغة � السابقة لـــ في الصيغ) (4A)الذي يوافق شرط التقييد (في إدخال هذا القيد 

�� + �� + �� + �� = 2� 

  :و نستخلص كنتيجة

  للطيف المتقطع لذرة الهيدروجين من تلك التي هي لزوج من  Schrödingerيسمح بجلب معادلة  K-Sأن تحويل 

  .القيد برفقة زوج من معادلات 2الهزازات التوافقية المتجانسة بجد جاذب في البعد 

  

ℝفي الفضاء  ��إلكترون ذرة الهيدروجين يتحرك على سطح الكرة  �)��
� + ��

� + ��
� + ��

� = �(  

  و هذا ما , Heisenbergنسعى الآن إلى إثبات أن كون حركة الإلكترون على سطح كرة لا يتعارض مع مبدأ 

  .سنتناوله في ما يلي

  

  

  :[7]سطح جسیم مقید على - 3)

=r⃗بشكل دائم محدود بالمعادلة  Sيتحرك على سطح  mلنعتبر جسيم ذو كتلة    هو شعاع  ⃗�أين  (��,��)⃗�

  :من الفضاء يمكننا تحديده كـ  Sفي الجوار المباشر لـ . من السطح pالموضع في نقطة كيفية 

��⃗(��,��,��) = �⃗(��,��) + �����⃗(��,��)                                        (1�) 

  هي المسافة بين السطح  ��القيمة المطلقة للإحداثية . Sهو شعاع الوحدة الناظمي على السطح  (��,��)N��⃗أين 

  كمونيجب علينا الآن اعتبار  . في جوار السطح (��,��,��)للإحداثيات  Qو النقطة 

�فضائي    =   :هو معامل الضغط الذي يقيس شدة الكمون أين , (��)��

���
�→ �

��(��) = �

0 ,�� = 0

∞  ,�� ≠ 0   

� 

(��)�Vنستطيع تخيل التوافقي , على سبيل المثال( =
�

�
�����

  تذهب إلى مالا  مع , �

��〉ذي يعطي الشيء ال, ة�اي
�〉=

ℏ

��
  , من المهم مراجعة Schrödingerقبل الذهاب إلى معادلة ). 
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  .(1)و باختصار نظام الإحداثيات 

  

  

  

=r⃗محدد بالمعادلة  Sنظام الإحداثيات المنحنية المرتكز على سطح : (1)الشكل  r⃗(��,��) .  

  

���: دعنا نسمي = �
�⃗

��
� �

��⃗

��
� ;�,�=   ,Sالموتور المتري للإحداثيات الثابتة لسطحنا  1,2

 � = ��ℎو  (���) ��� = ℎ��  معاملات الشكل التربيعي الثاني� = {� ∕ ℎ(�,�) =   بما . ) {���

  :العادية في السطح الزاوي لدينا هي (��,��)N��⃗أن بما أن مشتقات الناظم 

  

����⃗

���
= ����

��⃗

���

�

���

                              (2�) 

  :مع

��� =
1

�
(���ℎ�� − ���ℎ��) ,��� =

1

�
(ℎ����� − ℎ�����)                          

��� =
1

�
(ℎ��g�� − ℎ�����) ,��� =

1

�
(ℎ����� − ℎ�����)               (3�) 

  :نجد (2)و  (1)من ). Weingartenمعادلات (

���⃗

���
= ����� + ������

��⃗

���

�

���

 ;�,�= 1,2 
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���⃗

���
= ���⃗(��,��)                                 (4�) 

  :في ثلاثة أبعاد المركبات الثابتة للموتور المتري تعطى بـ  Sفي جوار 

  

��� =
���⃗

���

���⃗

���
 ;�,�= 1,2,3 

  

  :فيكون لدينا, Tنرمز لمصفوفة الانتقال بـ , (4C)نستعمل 

  

��� = ��� + [�� + (��)�]���� + (����)����
� 

��� = ��� = 0 ;�= 1,2 ,��� = 1             (5�) 

  

 في الإحداثيات المنحنية   Laplacienنكتب . Schrödingerبإمكاننا الآن أن نصرف انتباهنا صوب معادلة 

  :فنحصل على  (��,��,��)

−
ℏ�

2�
�

1

√�

�

���
�√�(���)��

��

���
� + ��(��)� = �ℏ

��

��
       (6�)

�

�,���

 

  

�أين  =   الجزء: إلى جزأين Laplacienبإمكاننا فصل  (5C)المعطاة في  ���بسبب بنية . (���) ���

=�,�المعطى بالصيغ , (��,��,�q)�الزاوي نرمز له بـ   =�لجزء القطري المحدد بـ و ا,  1,2 �= 3 ,  

  :نستطيع إذن كتابة 

  

−
ℏ�

2�
�(��,��,��)� −

ℏ�

2�
�
���

���
� +

�

���
���√��

��

���
� + ��(��)�  

= �ℏ
��

��
       (7�) 
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  :فصل المتغیرات و تنظیم الدالة الموجیة

  من الطبيعي أن تؤدي إلى تقديم دالة موجه, ��و   ��بما أننا نأمل بإيجاد دالة موجة سطحية تتعلق فقط بالمتغيرات 

  :نستطيع فصل المتغيرات و ذلك باعتبار. مستنظمة �جديدة  

  

�(��,��,��) = ��(��,��)��(��) 

  

  هندسيا و المعبر عنه في الإحداثيات المنحنية ��لى شكل عنصر الحجم لتنظيم الدالة نحتاج إ

  :لدينا (4C)من استعمال . (��,��,��) 

  

�� = �(��,��,��) �� ���                 (8�) 

  

  :هو عنصر السطح ��أين 

  

�� = �� ��� ��� 

�(��,��,��) = 1 + ��(�)�� + ���(�)��
�                                 (9�) 

  

  :الآن تعطي النتيجة (8C)العبارة 

  

�(��,��,��) = [�(��,��,��)]
�
��(��,��,��)             (10�) 

  

  :فنجد (7C)ندخل هذا الاستبدال في 
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�� �−
ℏ�

2�
��

�

��
�� −

ℏ�

2�
�
���

���
� +

1

4��
��
��

���
�
�

− 2�
���

���
� �� �� 

+��(��)� = �ℏ
��

��
                      (11�) 

  

بما أنه يوجد في النهاية عندما . (��)��نحن الآن مستعدين للأخذ بعين الاعتبار تأثير الكمون  →   دالة  0

  الموجة ترى بئر كمون في كلتا الجهتين للسطح قيمتاهما تختلف عن الصفر بشكل ملحوظ فقط في نطاق صغير جدا 

��حول  ��لقيمة  = �qفي هذه الحالة نستطيع تعديا أخذ . 0 →   ما ( (11C)في كل معاملات المعادلة  0

  :هي (9C)و  (5C)النتيجة من ). (��)�Vعا في الصيغة المحتوية على عدا طب

  

−
ℏ�

2�
�

1

��

�

�,���

�

���
���(���)��

��

���
� −

ℏ�

2�
��
1

2
��(�)�

�

− ���(�)�� 

−
ℏ�

2�

���

���
� + ��(��)� = �ℏ

��

��
                (12�) 

  

(��,��,�q)�نستطيع فصلها بسهولة بوضع  (12C)المعادلة  =   أين , (��)��(��,��)��

  :الإجراء المعتاد ينتج المعادلات التالية. يدل على الجزء الزاوي و العادي على الترتيب nو  tالرمز 

  

−
ℏ�

2�

����

���
� + ��(��)�� = �ℏ

���
��

             (13�) 

     −
ℏ�

2�
�

1

��

�

�,���

�

���
���(���)��

���
���

� −
ℏ�

2�
��
1

2
��(�)�

�

− ���(�)���

= �ℏ
���
��

                                        (14�) 
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  , (��)�Vذات بعد واحد لجسيم مقيد بالكمون المعترض  Schrödingerهي فقط معادلة  (13C)العبارة 

  :حيث Sالكامن في السطح  (��,��)�Vالشيء المهم أكثر هو الكمون . ويمكن تجاهله في حساباتنا

  

��(��,��) = −
ℏ�

2�
��
1

2
��(�)�

�

− ���(�)� 

  

  :هذه الصيغة يمكننا كتابتها في شكل مفيد أكثر (3C)باستعمال 

 

��(��,��) = −
ℏ�

2�
(�� − �) = −

ℏ�

2�
(�� − ��)

�                       (15�) 

  

  :و Sهي المنحنيات الأساسية للسطح  ��و  ��أين 

  

� =
�

�
(�� + ��) =

�

��
(���ℎ�� + ���ℎ�� − ���ℎ��)        (16�)    

� = ���� =
1

�
���(ℎ)                                                           (17�)  

  

  و مشتقا�ا وحدها  ���بما أنه لا يمكننا الحصول عليها من , Mوجود المنحنى المتوسط مفيد بفضل  qبـ  ��تعلق 

  سوف لن يكون نفسه لسطحين  (��,��)��: هذه النتيجة تمتلك تبعات مهمة). Kعكس ما يحصل مع (

  في تباين مدهش مع نتائج الميكانيك هذا ). ��gلأجل النقاط المتطابقة التي نستطيع إيجادها بنفس (متساويين 

  :لحركة سطحية حرة Lagrangienالكلاسيكي أين 

ℒ(��,��;�̇�,�̇�) =
1

2
��

��

��
�
�

=
1

2
� � ���

�

�,���

(����)�̇��̇� 
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  بما أنه , لكن هذه ليست نتيجة غير متوقعة, ولىغريبة كما قد تظهر للمرة الأ. يتعلق فقط بالخصائص المترية للسطح

  دالة الموجة دائما تتحرك في جزء من الفضاء الثلاثي البعد إذن , �qيوجد استقلالية في مدى صغر القيمة المفروضة لـ 

  . Sهذا الجسيم على علم بالخصائص الخارجية للسطح المحدود 

  رأينا . ة تفيد أن النهاية المتحصل عليها هنا ليست موجودة في الواقعملاحظة أخرى يجب أن تشير إليها النتائج السابق

  مصورة بشكل سيء من وجهة نظر فيزيائية بما أ�ا تعود كمونيا إلى قوى , رغم أ�ا رياضيا يقينية, أن هذه الحسابات

  منا مضغوط بين نتخيل أن جسي Chengلاختيار الإجراء الموصوف بـ . Sمماسية غير معدومة في كل جوار للسطح 

  إذا . تذهب بثبات إلى الصفر, بينهما (��,��)�و لتكن المسافة  'Sو سطح آخر  Sالسطح , سطحين صلبين

�أخذنا  = ��(q�,��) ؛� ⟶   يجب أن  Schrödingerمعادلة , Chengإذن على حد تعبير , 0

[(��,�q)��]تمتلك صيغة تتناسب مع 
  في الحقيقة يمكن بالفعل, هذه, �,�,���{��}غير بشدة خلال التي تت �

  إلى جزء زاوي و عادي كما أعطي  �بما أن هذا النوع من الكمون يمنع فصل الدالة الموجية , أن نتوقعها من البداية 

� في النهاية لما Sنذهب إلى حقيقة أن القوى تميل لأن تكون عادية في . (14C)و  (13C)في   ⟶   لا تعني 0

  .زوال المركبات الزاوية بما أن القوى نفسها تذهب إلى مالا �اية يحول دون أي مقارنة مباشرة مع الحالة الكلاسيكية 

 

  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  

  

  

  
  

  

  

  

  خاتمــــــــــة
  
  
  
  

  

  هنا فقد و من  SO(4)تطرقنا في موضوعنا هذا إلى التناظر الأعظمي الذي تخضع له ذرة الهيدروجين و الذي هو 

  وضعنا الإطار الرياضي لهته الظاهرة الفيزيائية الشيء الذي يضفي نوع من المطلقية و إمكانية إخضاع نظامنا لدراسة 

  .دقيقة في إطارها الرياضي

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  

  

  

  

  

  عـــــــــــــــــــــــــــــــــالمراج
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ℝوالذي يمثل الحالات المولدة بالدوران في الفضاء  (3)��تخضع ذرة الهيدروجين إلى تناظر : ملخص � ،

هذا يعني أن نظامنا يخضع , ��إلا أن مجمل الحالات المولدة عن الدوران لا يصل إلى توالد المستوي الطاقوي 

و هذا ما نسعى إلى توضيحه في . (4)��والذي هو التناظر الحركي  (3)��لتناظر أكبر من التناظر 

  .عملنا هذا

, (4)��الزمرة , (3)��الزمرة , معادلة شرودنغر, فضاء هيلبرت, مبدأ هيزنبرغ: الكلمات المفتاحية

  .ستيفل-تحويل كيستانيمو, البوزون

Résumé: l'atome d'Hydrogène sujet à une symétrie  ��(3) qui représente les  

états engendrées par les rotations dans l'espace ℝ �, mais, le nombre des états  

générer par la rotation est inférieur à la dégénérescence du niveau d'énergie ��, 

ça signifie que notre système soumise à une symétrie plus grande que ��(3), 

qui est la symétrie dynamique ��(4).  Ce que nous essayons d'éclaircir dans ce 

 travail. 

Mots clé: principe de Heisenberg, espace de Hilbert, l'équation de Schrödinger, 
le groupe ��(3), le groupe ��(4), boson, transformation de Kustaanheimo-
Stiefel.            

Summary: the Hydrogen atom subjects to a symmetry ��(3) which represent 

the generated states with rotations in ℝ �, However, the number of generated 

states by rotations is less then the energy level degeneration ��, which mean that 

our system exhibits to a symmetry more then ��(3), which is the dynamical 

symmetry ��(4), and this is what we are try to explain in this work. 

Key words: Heisenberg principle, Hilbert space, Schrodinger equation, 
��(3)�����, ��(4) group, boson, Kustaanheimo-Stiefel transformation.        


