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NOTATIONS

» Vv = grad(v) = ( gxz > : Le gradient d’'un vecteur v.
Y
2
» D*v= V¥ = %EU 83’;” : La matrice Hessienne
Oyyv Oyv
2
» D?*w:D*n =Y We,z,Vz;z,; © Le produit scalaire dans R*.
ij=1
! 1/2
» |v)g, = (ZQHDQUHO,Q,) :
Pu 0%
> Au =— +—
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0%v
> % =nNn- (V2U)n .

ov
> Ha—nﬂ = (Vg + Vo) - n.
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INTRODUCTION

Les origines de la méthode des éléments finis remontent aux années 1950.
Les premiéres applications furent issues de la mécanique des milieux continus
déformables et notamment du domaine aéronautique. Ces problémes faisaient
intervenir des géométries complexes ce qui rendait difficile une approche nu-
mérique par des méthodes plus classiques comme les différences finies. Par
ailleurs, des travaux plus théoriques concernant ’approximation des équations

de I’élasticité linéaire sont également parus dans les années cinquante.

Dans les années soixante, la méthode des éléments finis connait un déve-
loppement important, notamment a cause du nombre croissant d’ingénieurs
utilisant cette méthode pour traiter des problémes de milieux continus défor-
mables. A la fin des années soixante, un autre pas important est accompli en
élargissant le champ d’applications, notamment & la mécanique des fluides.
L’idée que les éléments finis ne s’appliquent qu’a des problémes symétriques
et coercifs, ol une formulation variationnelle est possible, est progressivement
abandonnée et les ingénieurs commencent & s’intéresser également & des pro-

blémes sortant de ce cadre.

Les années 1970 marquent le développement de la théorie mathématique
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des éléments finis. Un grand nombre de résultats empiriques connus des in-
génieurs vont se trouver confirmés et clarifiés, ce qui permettra de jeter des
bases solides pour étendre la méthode & un champ d’applications encore plus
vaste. Dans ce contexte, une notion fondamentale est celle de probléme bien
posé au sens de Hadamard. Un tel probléme admet une solution et une seule
et jouit d’une propriété de stabilité qui permet de controler la solution par les
données du probléme dans certaines normes, i.e., il y a dépendance continue de
la solution par rapport aux données. Lorsque l'ingénieur aborde un probléme
physique, la premiére étape dans sa démarche est se demander si le probléme
considéré est bien posé. C’est seulement dans 'affirmative qu’il est raisonnable

d’envisager une approximation numérique de la solution.

Dans le premier chapitre nous introduisons les outils d’analyse fonctionnelle
utiles pour I’étude mathématique de la méthode des éléments finis. Nous fai-
sons d’abord quelques rappels sur les propriétés de 'espace de Sobolev H™(f2).
Nous passons ensuite en revue les notions de distribution et de dérivation au
sens des distributions. La plupart des résultats sont énoncés sans démonstra-
tion ; Ensuite, le deuxiéme chapitre présente la notion d’élément fini en 3D et
les techniques d’interpolation des fonctions réguliéres, nous donnons la défi-

nition de maillage notamment les principaux éléments finis de Lagrange en 3D.

Le troisieme chapitre le plus important, présente comment on construire la
définition interpolé de Scott-Zhang et a l'utilisation de 'opérateur d’interpo-
lation avec stabilité de SZ;, et l'erreur d’interpolation dans le cas de fonctions

peu réguliéres.

Le derniére chapitre s’intéresse a 1’étude application de problémes d’ordre

deux & coeflicients variables.




CHAPITRE 1

ESPACES DE SOBOLEV H' ()

1.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions sur I'espace de Sobolev H™((2).
Puis, nous introduisons les principales propriétés des espaces de Sobolev H™({2), pour

plus d’informations voir [6].

1.2 LES ESPACES DE SOBOLEV H!(Q), H™(Q)

On adoptera dans ce qui suit les notations suivantes :

Q) désignera un ouvert borné de R?, D'(Q) I'espace des distributions définies sur
a=(aj,az),q; €Nji=1,2
un multi-indice et on notera

D* =01"03%, ol = a; + as.
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Définition 1.2.1 On note H'(Q)) l'ensemble des éléments qui satisfont :

ou

LA(Q); —

€ L*(Q),i=1,2}

Plus généralement on introduit les espaces suivants :

Définition 1.2.2 Pour m € N

H™(Q)={ueD(Q); D c L*(Q) |a|<m}

On munit H™(£2) du produit scalaire :
(U, ) = Z / D*uD%v dx.
jaf<m ¢

La norme associée a ce produit scalaire

1/2
a, |2
e = 32 [ 107
la|<m Q
Enfin, pour m > 1, nous introduisons la semi-norme
1/2

o= [ 3 / D*uf?

|a|=m
de sort que
[llme = (ullZ, 1.0 + lulZ o).
Définition 1.2.3 Soit un entier m > 1. On note

Hg'(Q) =D()

et H=™(Q) = (H(Q))',le dual de HJ(Q), équipé de la norme

—m <f, U>H—m Q),H™(Q
Vfe H ™), [fl-mo=  suwp L)

u€HF (), u#0 ||u||m7Q

Proposition 1.2.4 .

i) Sim >m', H™(Q) est contenu, avec injection continue, dans H™ (£2).

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

ii) H™(2) munit du produit scalaire (1.3) est un espace de Hilbert séparable et réflexif.

5
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Preuve. La partie i) est évidente, car si m > m/,

[l 0 < llullm g

Pour prouver la partie ii) Nous rappelons tous d’abord que les espaces LP se sont des
espaces complet ([6]), et pour démontrer (ii) il suffit de montrer que H™(f2) est complet
pour la norme ||t/ q. Soit (u,) une suite de Cauchy dans H™(Q2). Alors (u,,), de Cauchy
dans H™,

donc

(Un)n et (D%uy), de Cauchy dans L*(S2),

mais L’espace L? est complet (Riez).

Alors

U, — u dans L>.
(1.7)

D%, — w dans L>.

On a u, € H™(2), donc
/Da“W: (—UQI/U"DQ%
Q Q

par passage a la limite n — oo on obtient

/ngp: (—1)|a|/uDag0 Vi € D(Q).

Q
/Do‘uw:/wgp.
Q Q

donc u € H™(Q2), ce qui signifie H™ est complet. m

Alors D% € L?, D% = w,

Théoréme 1.2.5 (Analogue du Théoréme de Bolzano-Weierstrass)
De toute suite bornée dans H'(S)), on peut extraire une sous-suite qui converge faible-
ment dans H'(Q).

Remarque 1.2.6 Si Q) est lipschitzien, (H' () est différent de H™(Q2) et ne s’identifie

pas a un sous-espace de D'(S).
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Ezemple, Uapplication v — [, vdo est dans (H'(Q))', mais est nulle sur D(2), alors
que ce n’est évidemment pas 'application nulle. On dit que (H*(Q2))" n’est pas un espace

de distributions. Par contre, si Q =R?, alors (H'(R?)) = H-1(RY).

1.2.1 Densité et injections

Théoréme 1.2.7 Soit Q un ouvert borné de R? de frontiere Lipschitzienne et soit m et
k deux entiers satisfont k — m > 1. Alors il existe une constante C' tel que pour tout
u € H*(Q) nous avons :

D™ ul| o) < Cllullea (1.8)

De plus, il existe une fonction de classe C™ égale presque partout a u dans l'espace L*(S).

Théoréme 1.2.8 1. Pour d > 2 et d est la dimension de l'espace R?, injection de
HY(Q) dans LP(Q) est continue pour tout nombre réel p qui satisfait a la fois 1 <
p < po <+oo
ol po vérifie

1 1 1

po 2 d
et cette injection est compacte pour tout p < pg.

2. Pour d > 1, linjection de H™(Q) dans C"(Q) est continue pour tout n et m, tels

que

1.2.2 Théoréme de trace

Supposons que le domaine  est suffisamment régulier (de classe C', par exemple), alors

on définit 'opérateur de trace v, par
Yo : HY(Q)NC(Q) — L2(0Q) N C°(090)
(1.9)
u = Yo(u) = ujaq
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Théoréme 1.2.9 L’application linéaire vy définie par (1.9) se prolonge par continuité
a une application linéaire et continue de H' () dans L*(0R), i.e., il existe une constant
c tel que :

llull200) < ¢ ||lullio, Yu € HY(Q). (1.10)
Preuve. Pour simplifier, nous démontrons le résultat pour le cas :
0 =R% ={(z,y) € R%,y > 0}

* Ov(z,y)
vx,02:—2/ v(z,y)——""2d
oo, 0)F = -2 [ o(ea) 5y

On utilise I'inégalité 2ab < a? + b2, on obtient :

Ov(z,y) |’
Jy ‘ )dy

o(z, ) < / (ot )l +

Nous intégrons par rapport & = on obtient ainsi,

]| 200) < Cllv|l @) (1.11)

1.2.3 L’espace H}(Q)

Propriété :
Kervyy = H} ()
On définit H{(2) comme le noyau de 7, i.e.,

Hy(Q) = {u€ H (), u/p90 = 0}

1.2.4 Equivalence des normes

Lemme 1.2.10 (Poincaré). Soit Q un ouvert borné de Re. Alors, il existe une constante

strictement positive C' ne dépendant que de ) et telle que

Vo€ HY(Q), |l < C||Vo|ze. (1.12)
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Preuve. Nous démontrons 'inégalité (1.12) pour les éléments de C§°(£2). Soit a, b deux

réels tels que Q Cla, b[x]a, b[. Alors
o [0,
lu(z)? < /x dult,z) [
ot

/ V(W)L

—a) 2|V (w)|Z.

Donc,

dt

Ce qui implique que,

/Q u() Pz < C|[V ()2

Par argument de densité le résultat reste vrai pour les éléments de Hj(2). En effet, si

u € HY(Q) il existe u, € C5°(Q) telle que :

: 2 . 2 : 2 _
i = wlfpey = Jimn [ oo =+ i [ V(=0 =0 (L1

lim |un|2 /|u|2 et hm/|Vun]2 /|Vu\2
n—oo

/ ()P < C|V ()22 = / u() P < C|V ()2
Q Q

Ce qui implique,

Puisque,

1.2.5 Dualité

Définition 1.2.11 Soit V' un espace vectoriel normé. L(V,R) est l'espace dual de V' et
est noté V'. Un élément A € V' est une forme linéaire continue et son action sur un

élément v € V' se note a l'aide du crochet de dualité (.,.)y \, de sorte que

(A, v)yr = Av.
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1.3 DISTRIBUTION

Définition 1.3.1 L’espace L*(2) étant un espace de Hilbert, nous pouvons, grice au
théoreme de représentation de Riesz, identifier cet espace et son dual par l'intermédiaire

du produit scalaire (., .)oq

L2(Q) x L2(Q) — R

(u7 90) — <u7 90> = (uv (P)O,Q = fQ uep.

En restreignant Uespace des ¢ a un sous-espace V de L*(2), la forme bilinéaire (u, ) —
(u, @) garde un sens et reste continue pour un espace des u plus grand que que L*(Q), noté
V' et appelé Uespace dual de V. Plus Uespace V' est "petit", plus lespace V' est "grand".
En particulier, lorsque V- = "D(Q) est l’espace des fonctions C* a support compact inclus
dans Q, V' =D'(Q) est l'espace des distributions sur Q. Une distribution est donc définie

par son action sur D().

Définition 1.3.2 Soit D(Q)) l’espace vectoriel des fonctions C* a support compact inclus
dans Q. On dit que u est une distribution sur Q et on note u € D' () si u est une
application linéaire sur D(S)) qui vérifie la propriété suivante :
pour tout compact K de (1, il existe un entier p et une constante c tels que
Vo € D(Q), supp(p) C K, [(u,9)| <c sup |0%e(2)],
zeK, |a|<p

ot « est un multi-indice.

Remarque 1.3.3 D(Q) n'est pas un espace vectoriel normé si bien que D (Q) n'est pas
le dual de D(QY) au sens de la définition dualité. Nous utiliserons néanmoins la notation

D'(Q)

10
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Exemple.

e Pour 1 < p < oo, les fonctions f € LP(2) peuvent étre identifiées & des distributions

en posant
(F.e)= [ 1o, oD@,
Q
L’identification repose sur la propriété fondamentale suivante : pour f et g € LP(2),

(f =g ppdans Q) <= (/QfsoZ/Qg% WED(Q))-

Nous commettrons I’abus de notation de confondre f € LP(2) et sa distribution

associée f € D' (Q).
e De méme, toute fonction de C*(Q), k > 0,peut étre identifiée & une distribution.

e Soit a € . La masse de Dirac ponctuelle en a est la distribution 6,—, € D'(Q)
définie par
(0r=a, ) = pla),¥p € D(Q).
Notons que 6,—, ¢ L*(Q), i.e., il n'existe pas de fonction f € L?(Q) telle que
(0r=a, ) = o [0, Vo € D(Q).

1.3.1 Deérivation au sens des distributions

Le point fondamental est que toute distribution est dérivable au sens des distributions.
Définition 1.3.4 Soit u € D/(Q) et 1 <i<d. Alors, O;u est la distribution donnée par
Vi € D(Q), (Diu, ) = —(u, Dyp).

Plus généralement, soit o un multi-indice, On définit la distribution 0%u par
Vi € D(Q), (0, ) = (=1)1*(u, 0%).

Par convention, on posera 0°u = u et Vu = (O1u, ..., 0qu) € (D'(Q))%.

11
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Exemple.
La dérivation au sens des distribution est d’une part une extension de la dérivation usuelle
dans C'(Q)et d’autre part nous permet de considérer dérivée de fonctions qui ne sont pas
dérivable au sens classique.

ou

-Pour Q =)0, 1[ et u € C'(Q) C D'(), notons (0_> sa dérivée usuelle.
L) e

Nous avons

1
d
= |up - u_go intgration par partie
0 d
0 x

- / w2 (carp(0) = (1) = 0)

dy
- _<uv %)a

si bien que la dérivée au sens distributions coincide avec la dérivée usuelle

Lemme 1.3.5 [1]
Yu dans D' (Q), on a Uimplication : (Vu = 0) = (u = Cste).

1.4 APPROXIMATION DANS LES ESPACES DE SOBOLEV

Dans cette section nous nous intéressons a la construction de polyndéme analogue a celui
de Taylor (qui est défini pour des fonctions de classe C*), mais pour les fonctions qui

appartiennent a des espaces de Sobolev.

1.4.1 Polynéme de Taylor et de Sobolev

Nous commencons par la définition du polynéme de Taylor. Soit u € C™ (RY).

Définition 1.4.1 Le polynome de Taylor d’ordre m évalué au point y est donné par

T u(r) = ) éDau(y)(m — ), (1.14)

lo|<m

12
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Définition 1.4.2 (Fonction de troncature) On appelle fonction de troncature toute fonc-

tions qui satisfait les propriétés
1. ¢ € C=(RN)

2. [enddr =1

L’exemple suivant montre I'existence de fonctions de troncature. Soit la fonction
e (WO=I=IM) g 2] < 1

p(z) =
0 silz|>1

c:/ pdzx.
RN

Alors la fonction ¢ = £ st une fonction de troncature.
c

et soit

Définition 1.4.3 Soit u € H™Y(Q), B CC Q,m > 1. Le polynéme de Sobolev d’ordre

m évalué au point x est donné par
@ (o) = [ T7u@ow)dy. (1.15)
B
Proposition 1.4.4 Pour tout « tel que |a] <m —1
DeTMu(z) = T I Dou(z)  Yu € C1°(Q) (1.16)

Dans le cas général, si la fonction u est dans 'espace de Sobolev, D%u est dans sens

généralise. Donc on défini le polynéme de fonctions
Proposition 1.4.5 Pour tout « tel que |a] <m —1
D2QTu(z) = QI Du(z)  Yu € C1°H(Q) (1.17)
Preuve. siu € C*(Q), alors
DiQyuta) = [ DT ul@)o(w)dy

= [ Tzt

= Q) I DYu(x).

13
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1.4.2 Représentation d’erreur

Pour f € C™(]0,1]), on a

H

m—

1
Ef(k +m/ s (1 — 5)ds

k=0
soit u € C™. Pour z € Q et y € B, on définit f(s) = u(y + s(x — y))

par des calculs directes on conclut que

= 3 D%y + s(a — ) — )"

|laf=k

Définition 1.4.6 Le reste d’ordre m est défini par
R™u(x) = u(x) — Q"(z)

Proposition 1.4.7 Le reste R™u(x) satisfait :

avec z =x + s(y — x), kolx,2) = (é)(m — 2)%(x, 2) et
|k(z,2)| < C (1 + |x——pm0|)" |z —x|™"
Preuve. Pour z = = + s(y — «), on utilise le changement de variable,
dsdy = s "dsdz

Soit A= {(z,s): s € (0,1],[(1/s)(z —x) + x — xo| < p}

On note
(z,5) € A: _lz=al <s
|z — x| 4+ p
alors
(z—y)*=s"(x—2)"si|a|=

a partir de (1.4.1) et (1.18) on obtient

=2 / / Xl 9)o + - o) =57 (@ — )" DPu(z)dsdz,

laf

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

14
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Donc

mZ/ —Du(2)(z — 2)°

laj=m

X [/0 o(z+ (1/8)(2 — x)xa(z,s)s " 'ds]dz

—mZ/ (7, 2)D%u(z) dz,

|la|=m

Si on prend k(z,2) fo T+ (1/s)(z — x)xa(z,8)s " lds et ky(z,2) = (1/a!)(z —
2)%k(z, z). Il reste de montré l'estimation (1.21) pour k(zx, z)

Soit t = |z — z|/(Jx — xo| + p). Alors
a2 =1 [ e )0t + 1/5)(z = )™ s
/ |p(z + (1/8)(2 — x))|s " ds (d’aprés(1.22))

< ¢l B)_|1
< (1/n)[[¢ll Loyt

= (1/n)[|@|(B)(p + |z — z0])" |2 — 2"
<Cp"(p+ |z —xo))"|z — 2"

1
=C(1+ ;\x —xo|)"|z — x|™"

15
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1.4.3 Le potentiel de Riesz

Lemme 1.4.8 Soit f € LP(2), m > n/p. Alors
/ 2 — 2| f(2)|dz < Cod™ P flle Vo € Q (1.25)
Q
cette inégalité est ausst valable pour p =1 st m > n.

Preuve.

1. Supposons d’abord que 1 < p < oo et m > n/p.
/ |z — 2|7 f(2)]dz < (/ |z — 2| MOV £]| 1o, (L'inégalité de Holder's)
Q Q

d

< C(/ ptmEEn=L g )la| £l ooy (utilise Les coordonnées polaires)
0

= C (d )Y £l e

= Cdm_(n/p)HfHLP(Q)

2. au cas ou p =1 and m > n. Donc
[l =@ < e = 2 ol
|
Proposition 1.4.9 Soit u € W] (£2)
| R™ ]| o0y < Cd™ P lulym o, (1.26)

oul<p<ooetm>n/p, oup=1etm>n.
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1.4. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. ESPACE HM(Q)

1.4.4 Lemme de Deny-Lions

Notation : Pour tout entier £ > 0, P, est I'espace des polynomes de degré total inférieur
ou égal a k. Pour tout entier m, puisque Q est borné, P, C H™(2) et on peut définir

I'espace quotient H™(2)/Px, qui est un espace de Hilbert pour la norme quotient

£l zrm @y, = nf [|f + pllmgo (1.27)
pEP

Lemme 1.4.10 (Deny-Lions)
On suppose que §) est lipschitzien et connexe. Pour tout entier k > 0, il existe une

constante C' telle que

Yv € Hk+1(Q)/Pk, HU”HkH(Q)/pk S C|U‘k+1jg (1‘28)

Preuve.

1. La premiére des choses est de se débarrasser de la norme quotient dans (1.27). Pour
cela, il suffit de construire un représentant convenable de la classe de v. Soit II
I'opérateur de projection orthogonale sur P pour la norme de L*(2) : pour tout

v e LY(Q), Hv € Py est défini par

/(Hv —v)qdx = 0,Yq € Py. (1.29)
Q

C’est un systéeme linéaire carré dont la dimension est celle de P;. I1 admet une

solution unique, ITv. De plus, ITv vérifie II(ITv) = I1v et ||Iv]|o.Alors
lollzes@yp, < Ml = Tollira = (lo = To[[f o + [0l 00) " (1.30)
Comme II(v — ITv) = 0, il suffit de montrer qu’il existe une constante D telle que
Vo € H*(Q), telle que v = 0, |[v]|k0 < Dlv[i 10, (1.31)

et on aura (1.4.10) avec C' = (1 + D?*)V/2.
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1.4. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. ESPACE HM(Q)

2. On démontre (1) par I'absurde. si (1) est faux, on peut construire une suite v,, de
H*1 telle que

lim |v,lkr1.0 =0 et ||vg]ro =1 (1.32)
—00

n
Comme v, est bornée dans H*™1(Q), grace a une extension du Théoréme (1.2.5),
on peut extraire de v, une sous-suite, encore notée v,, qui converge faiblement
dans H*"(Q) (en fait le théoréme (1.2.5) est valable pour des espaces de Banach

réflexifs) : il existe v dans H*1(Q) telle que

lim v, = v faiblement dans H"™(Q). (1.33)

n—aoo

Mais Ilv, = 0, i.e. fQ vgdx = Opour tout pdans Pp. Donc, en passant a la limite
faible dans cette égalité, on a fQ vgdz = 0 pour tout ¢ dans Py, ce qui veut dire que
[Ty = 0.
D’autre part

lim  9"v, dans L*(Q). (1.34)

n—sinfty
Mais 9*v,, converge faiblement vers 9*™'v dans L?(Q2). L’unicité de la limite en-
traine que 9*"lv = 0. Alors (grace a un résultat difficile), ceci entraine que v € Py.
Donc Ilv = v, et comme Ilv = 0, ceci entraine v = 0.

Enfin, comme l'injection de H*T1(Q) dans H*(Q) est compacte (ce qui est une ex-
tension facile de Théoréme (1.2.1)), quitte & extraire une sous-suite, v, converge

vers v = 0 dans H*(2). Ceci contredit le fait que ||v,|[x0 = 1.

Remarques sur les hypothéses : La contradiction ne s’obtient qu’a la fin , quand on
sesterce de la compacité de 'injection. Si on n’a pas cette compacité, on ne peut rien
conclure. Cette injection est fausse si {2 n’est pas borné et I’énoncé du théoréme est faux
dans ce cas car aucun polynéme de Py, n’appartient a L?(2).

La connexité de Q de permet de conclure que si **'v = 0 alors v € Py. Si  n’est pas
connexe, les polydome ne sont pas les mémes dans chaque composante connexe de €2 et

I’énoncé du théoréme est faux. m
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1.4. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. ESPACE HM(Q)

1.4.5 Lemme de Bramble-Hilbert

Lemme 1.4.11 (Bramble-Hilbert)
‘U — QmU’Wéc(Q) < C dmiklvlwgn(g) k= O, 1, .., m (135)

Ou d = diam(£2).

Preuve.

1. On supose diam (2) = 1. Alors pour tout u € C™(Q) N W,*(£2),0on a

‘U - QmU’Wé“(Q) < C’U|W5n(g) Vk = 0, 1, ...... ,m (136)
Pour k =m, |[u — Q™ulwx ) = [ulws @)-
Pour £ =0,
lu = Q" ullLr (@) = [[R™ul[Lr (@)
<m Y / Ko (2, 2) Du(2)dz| o
|a|=m 0
<L+ 1/p" 30| [l ol Do (e
|a)|=m Q
< ulwme
Pour 0 < k < m,
lu— Q" ulwy o) = R ulwy o)
< (D IR™ Dl (o) /P
la|=k
<C (Z |Dau|wgn—k(9))1/p
la|=k
< C |U|W£n(Q). (137)

2. Pour un domaine général (), define

Q={i=(1/dz ;zeQ}
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1.4. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. ESPACE HM(Q)

Soit u € W™(Q) et @ € W™(Q2) ot 4(2) = u(di)
Par un changement des variables, nous avons

Soit Q™ (&) = vaib(x) = Q™u(dz) Alors

[ = Q" g0y < Clithwyq (1.38)

_ C dm_n/p|u|W;”(Q)
D’autre part

|7f4 - Qmﬁng(fz) = \ﬁ - Qmulwg(()) (1.39)

= d"Pu — Q" ulwe (@)
D’aprés (1.38) et (1.39), on obtient

lu — Qmu\wf(ﬂ) <C dm_k’U‘WZ’;ﬂ(Q) VO<k<m

20



CHAPITRE 2

INTERPOLATION DES FONCTIONS
REGULIERES

2.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre présente la notion d’élément fini en 3D et les techniques d’interpolation
des fonctions réguliére. Nous donnons la définition de maillage notamment les principaux

¢léments finis de Lagrange en 3D, pour plus d’informations voir [1].

2.2 NOTION D’ELEMENT FINI EN 3D

~

Définition 2.2.1 Un élément fini (en 3 D) est la donnée d’un triplet (K, P, f]) tel que :
» K est une partie compacte, connexe, d’intérieur non vide de R3.

» P un espace vectoriel de fonctions définies sur T.

>3 est un ensemble de ny formes linéaires (61, ...,0n,) agissant sur les fonctions de P

telle que application :

A ~ ~

p— ((5'1(}7), a-nf (p>>
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2.2. NOTION D’ELEMENT FINI EN 3D CHAPITRE 2. INTERPOLATION

soit un isomorphisme.

Les formes linéaires (01, ....0n,) sont appelées degrés de liberté locauz.

2.2.1 Maillages

Définition 2.2.2 Un maillage est une discrétisation du ) par des simplexe. En notant

{Ky,...., Kn_} ces simplexes, on a donc
Ne
i=1
On dit que la discrétisation est admissible si pour tout @ # j, Uensemble K; N K; est soit

vide, soit réduit a un point qui est un sommet a la fois de K; et de K;, soit égal a un

segment qui est une aréte a la fois de K; et de Kj.

En dimension 2, les simplexes sont les triangles K; sont appelés mailles et les arétes des
triangles sont appelées faces.
Pour tout 1 < i < N, nous notons h; le diamétre de la maille K; (défini comme la plus

grande des longueurs des arétes de K;) et nous posons

h = max h;
1<i<N,

Ce paramétre caractérise la finesse globale du maillage.
Nous notons {s;1,S;2,s:3} les trois sommets de la maille K;. En regroupant tous ces
sommets, nous obtenons un ensemble de points de cardinal noté N, et dont les éléments,

appelés sommets du maillage, sont numérotés sous la forme {sy, ..., sy, }.
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2.3. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE Py, CHAPITRE 2. INTERPOLATION

2.3 ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE P, EN DIMENSION 3

Proposition 2.3.1 Soit K le simplexe unitaire de R3. Posons P=P, pour k > 1. Consi-
11 lo 13

s E) avec 0 < iy, i9,13 < k

dérons ’ensemble des neouds (d;)i1<i<n, de coordonnées (
et ip + i +i3 < k.

Notons 3 = {a}, ...,&nf} les formes linéaires sur Py données par ¢;(p) = p(a;). Alors,
(K, P,%) est un élément fini de Lagrange de degré k.

La figure (2.1) donne des exemples pour k = 1,2 . En numérotant les 4 sommets de K

dans lordre (0,0,0), (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), les 4 fonctions de forme locales pour k = 1

sont données par 01 =1 —x1 — x9 — w3, Oy =11, 03 = 19, 04 = x3.

FIGURE 2.1 — Eléments finis de Lagrange Py, P, en 3D
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2.4. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE Q¥ CHAPITRE 2. INTERPOLATION

2.4 ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE Q; EN DIMENSION 3

Proposition 2.4.1 Soit K le carré unitaire de R3. Posons P = Qy pour k > 1.
Considérons lensemble des neouds (d;)1<i<n, de coordonnées (%, %%,) avec

0 < iy, iq, i3 < k.

Notons 3 = {a}, ...,&nf} les formes linéaires sur Qx données par 6;(p) = p(d;). Alors,
(K, P,%) est un élément fini de Lagrange de degré k.

La figure (2.2) donne des exemples pour k = 1,2 et 3. En numérotant les 8 sommets
de K dans Uordre (0,0,0),(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,0,1),(1,1,1),(0,1,1), les
8 fonctions de forme locales pour k = 1 sont données par 0y = (1—x1)(1—25)(1—x3), 05 =
w1 (1—22)(1—3), O3 = z20(1—13), O, = (1—z1)22(1—23), 05 = (1—z1)(1—22)23, O =

21 (1 — a2)x3, 07 = 212973, O = (1 — 1) 7973,

Q: Q3 Qs

FIGURE 2.2 — Eléments finits de Lagrange Q;, Qy et Q3 en dimension 3

2.5 ELEMENTS FINIS PRISMATIQUES EN DIMENSION 3

Proposition 2.5.1 Soit K le prisme unitaire de R3. Posons P = Py pour k > 1. Consi-
i1 i i3

E kT k

dérons l’ensemble des noeuds (di)lgz‘gnf de coordonnées ( ) avec 0 < iy, 19,13 < k
et il + iz S k.

Notons ¥ = {cfl, ...,&nf} les formes linéaires sur Py données par d;(p) = p(a;). Alors,
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(K, P, f]) est un élément fini de Lagrange de degré k.

2.6 AUTRES ELEMENTS FINIS

Dans certaines applications, on souhaite interpolé des fonctions a valeurs vectorielles. Nous
donnons dans cette section un exemple d’élément fini & valeurs dans R¢. Pour approfondir

I’étude des éléments finis introduits dans cette section.

2.6.1 Eléments finis de Raviart-Thomas

Soit K le simplexe unitaire de R?. On considére I'espace polynémial de dimension d + 1

donné par
p = (Po)d D I]P)O

ou

T = (LUl, ...,Jj‘d).

On choisit pour degrés de liberté sur P la valeur moyenne de la composante normale sur
chacun des 3 cotés (resp. des 4 faces)de K en dimension 2 (resp.3). Notons 3. Pensemble des
degrés de liberté ainsi définis. On vérifie aisément que le triplet (K P, f]) est un élément
fini. Il porte le nom d’élément fini de Raviart-Thomas et est souvent noté R7j. Il intervient
par exemple dans les applications liées a la mécanique des fluides ol les fonctions & inter-

poler sont des vitesses dont on souhaite controler le flux normal aux interfaces des mailles.

En dimension 2, on a

A

P = {(Ozl + 3T, Qg + Ozgl"z)}
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alors qu’en dimension 3, on a

P= {(a1 + auzy, 0 + o, a3 + cux3) }
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CHAPITRE 3

INTERPOLATION DE FONCTIONS PEU
REGULIERES

3.1 INTRODUCTION

Il est bien connu que si une fonction u appartenant & un espace de Sobolev, par exemple
HY(Q), Q c RY d > 2, cette fonction peut étre définie seulement presque par tout, et
peut étre méme non bornée; alors que 'approximation de fonctions par des fonctions
polynomiales par morceaux nécessite que la fonction a interpolée soit bien définie aux
points d’interpolation dites aussi les noeuds.

Une premiére approche pour résoudre ce probléme est due a Clément [4] , qui a pu
construire un quasi-interpolé en utilisant la technique de moyennisation ou régularisation
pour définir la valeur de la fonction en un noeud quelconque. Cette technique donne des
estimations d’erreur d’interpolation optimales et ¢a marche méme pour des fonctions de
classe L.

Mais parmi les inconvenants de cet opérateur (de Clément), est le fait que cet opérateur ne

préserve pas les conditions aux limites. Clément a proposé une alternative pour surmonter
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ce probléme si les conditions aux limites utilisées sont celles de Dirichlet homogénes, mais
cette approche ne se généralise pas facilement aux autres cas par exemple le cas des
conditions de Dirichlet non homogeénes.

Dans ce chapitre, nous étudions ’approche de R. SCOTT et S. ZHANG ([8]) pour résoudre

ce probléme.
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3.2 INTERPOLE DE SCOTT-ZHANG

Soit Q C £ un ouvert borné connexe avec bord polygonal. Nous supposons que 0f) est
Lipschitz-continue. Soit C*°(2) I’espace de fonctions définies et continument dérivable a
tout ordre sur €2, et soit C2°(£2) les fonctions de classe C'° a support compact inclus dans
Q

L’espace de Sobolev WI{(Q) est la complétion de C2°(€2), cet espace est munit par la

norme :
1
1wy = (O 1D FIIT, )7 -
<l
On définit la semi-norme
1
| flwi) = (ZHDafHZP(Q))”-
|ar|=l

Ici, a = (o, ..., aq) est un multi-indice (chaque «; est un entier non negatif) avec

d
al =2 a
i=1

et
0 0
DY = (=)™ (o),
(8x1) 8xd)

On note WL(Q) et WL(Q) par HY(Q) et H(RQ), respectivement.
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3.2.1 L’espace discret

Soit T, une subdivision de €2 avec

h = max diam(K)

KeTy,

cette subdivision est non-dégénérée :

diam(K
max diam(K) <7 (3.1)
Keﬁb pK

avec constante 7y indépendant de h. On Note qu’on ne suppose pas que tous simplexes,
K ont de tailles comparables, autrement dit, on n’a pas besoin que le maillage soit quasi-
uniforme, comme pour le cas de l'interpole de Clément, par exemple. Ici, K désigne un
d-simplexe, diam(K') désigne le diameter de K et pg le rayon de plus grande boule fermée
inclue dans K.

Pour simplicité, on suppose que la variable spatiale est normalisée, i.e.,
diam(Q) = 1.

On considére 'espace des éléments finis V}, des fonctions continues et polynomiales par

morceaux :

Vi={veC(Q) |vlx€Px=P VKeT,} (3.2)

et le sous-espace V}, constitué par les fonctions continues et polynomiales par morceaux

satisfont les conditions aux limites de Dirichlet homogénes.
Vi={veVy | vloa=0}. (3.3)

Ici, P? est I'espace des polynomes degré inférieur ou égale a 7 a d variables.les éléments
finis de Lagrange
(K’PKaNK)7 KG'E,

qui sont affinement équivalente & 1’élément (K , Pd,N ). O, N désigne les variables nodales
usuelles pour l'interpole de Lagrange évaluent la valeur en des points appropriées dans K ,

et N désigne évaluations a des points dans K qui sont I'image de ceux affine pour N.
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pour plus de simplicité, on suppose que K est un simplex régulier ayant tous les bords de
longueur . Nous notons que les théorémes donnés dans le présent document portent aussi
des cas ol les espaces d’éléments finis sont de la forme {v € V},, |v|pr = 0} pour certains

I' C 09, a condition que la triangulation correspond I' appropriée.

3.2.2 Deéfinition de 'opérateur SZ;,

Pour définir un opérateur d’interpolations sur ’espace Wlﬁ(Q) on utilise les noeuds utilisées
par l'interpole de Lagrange.

Soit N}, = {ai}fvzl, I’ensemble de tous les neouds de 7 et {gf)z}f\il C V}, la base nodale
correspondante. On choisit pour chaque noeud a;, un d-simplexe ou un (d — 1)-simplexe,
0;, selon le type du noeud a;, comme suit.

Si a; est un point intérieur d’un d-simplexe, K € 7T}, on pose

Si a; est un point sur une face (qui est un (d — 1)-simplexe), K', d’un d-simplexe, K, on

pose

!

o =K' (3.5)

Pour les autres noeuds a; € N, qui sont forcement sur un (d — 2)-simplexe, il existent
plusieurs simplexe passant par ce point o;. On choisit n’importe quel (d — 1)-simplexe,

K', tel que a; € K, subie seulement la restriction
K CoQ si a; € 09, (3.6)

et on pose 0; = K . On peut voire que le choix de o; dans (3.6) n’est pas unique. La
restriction X' C 9 dans (3.6) pour a; € I est fait avec objectif qu’elle préserve les
conditions aux limites homogénes.

Pour chaque (d — 1)-simplexe, K, de K, il existe une restriction naturelle (K, Px, Ni)

qui définisse un élément fini :

(K/, PK/,NK/> — (K, Pg, Nit) | - (3.7)
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Ici, N, se compose de points évaluations au niveau des points de Ng qui se trouvent sur
la face K, et Py = p?=1. par exemple, la restriction & une dimension linéaire , triangulaire,
éléments finis serait linéaire , segment de ligne , éléments finis. Puisque tout (K, Pk, Ni)
sont équivalente affine & un élément de référence unique , tous les (K " P, N K/) , (d—1)-
dimensionnel sont équivalents a un seul affine élément. De plus, les fonctions qui sont non
nuls restrictions des fonctions de base de nodales Px on K comprendre la base nodale

pour Pys. De plus, (3.1) implique que ’ensemble de tous visage (d — 1)-simplexe,

{K/ | K est un voisinage ((d—1) — simplex) de K, pour certains K € Ty, K}
(3.8)
est une famille de non dégénérée (d — 1)-simplexes. Nous remarquons que 'inverse de la
derniére affirmation est fausse. Par exemple, une séquence de tétraédres ayant une face
non dégénérée (avec chaque face approchant d’une unité de triangle dans la limite ) peut
dégénérer en un plan; la limite est un carré unité avec deux diagonales .
On note par n; la dimension de p? et ng(c;) la dimension de of p?™i i.e, Soit la dimension
de p¢~1 on ny. Soit a;; = a;, et soit {ai,j};ill’ensemble des points nodal sur o;. Ici, o; est
définie sur (3.4)-(3.6) associe a le neoud a;.Pour la base nodale {¢; ; };Lil pour o;, on a une
L*(0;) base-dual {¥; ;} :
/ V() pig(x)de =0,  J.k=1,2,...,n, (3.9)
o;

Ot 6, est symbole Kronecker. par simplicité, on pose
Wi = Wi,l ‘v’ai c M (310)

Alors, on a
/ LPl(x)qﬁj(x) dl’:(si]’, ’l,j = 1,2,...,N, (311)
ou ¢; est une fonction de base nodal quelconque de V.

Scott-Zhang on définit 'opérateur d’interpolation Scott-Zhang,
SZ; : WUQ) — Vi(Q), (3.12)

par

S20(@) = 3 6(a) / W(Eu(€)de, (3.13)
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ou

. 1
[>1sip=1 et | >— autrement. (3.14)
p

Ici, SZ;, dépend de choix de o; & (3.4)-(3.6), mais ils ont utilisé SZ), au lieu de SZ), {0, }
par simplicité.
La condition (3.14) assure que les valeurs nodales, {SZv(a;)}, sont bien définies grace

aux théoreme de trace :
Wy(Q) C LY aw), i-e, [vlloigmy < C(Q,00) [vllwiay, Yo e Wy(Q),i=1,..,N. (3.15)
De plus, la condition (3.14) assure la validité des conditions aux limites homogénes :
Yo € WHQ), v|pa =0 dans L'(0Q), i.e,||v]rin) = 0. (3.16)
Par le choix de o; dans (3.5),(3.6) on a, de (3.13) et (3.16), que
v e W(Q) = SZv(a;) = 0 Va, € 99,
et par conséquent SZ préserve les condition aux limites homogénes :
SZ:WHQ) — V. (3.17)
Puisque (3.11)implique que
/ ¢i(z)v(zr)dr = v(a;) Yv € Vp,
On conclu que SZ est une projection,
SZv=uv Yv €V, (3.18)

On résume des résultats précédents dans la théoréme suivante.

Théoréme 3.2.1 /8]

Soit | et p satisfaisant (3.14), et soit Ty, satisfaire (3.1). Alors lopérateur SZ, définie par
(3.13), est une projection a partir de Wé(Q) dans Vj,, définie par (3.2), avec la propriété
que W]ﬁ(Q) est injecté dans Vi, définie par (3.3).
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3.3 STABILITE DE SZ,

Dans le reste de ce chapitre, on utilise 7 < .7 et 7 ~ ...” pour dénoter 7 < C...”
et 7 = (..., respectivement, avec une constant C' indépendante du maillage 7, et la

fonction en f considération.

Soit {o;} I'ensemble de simplexes qui sont soit d-simplexes ou (d — 1)-simplexes satisfont
(3.1). Soit ¢ I’élément de référence de dimension d ou (d — 1), soit {QASJ} la base nodale
par ¢ et soit {%} la base nodal duale par rapport produit scalaire de L?(6). Supposons
que l'application affine

F(2) = Bi + xg (3.19)

en voire & & 0 € o, ; nous avons [3| on a alors

he
1Bl < = S ho,

>

—2 S h7' (3.20)
he si dim(o) = d,
hEt si dim(o) =d — 1.

>

1B <

_ meas(0)

det(B) = ——— < {

meas(o) ~
Ici h, = diam(o) et p, = diam(la plus grande boule contient ), avec h et p définie
correspondent. Soit {qgj} la base nodale duale a , et 1@- la base nodale duale a {@]} sur
o

/Lﬁ](z)qi;k(a:)da: =0;; V7, k.

Par I'utilisation de 'application affine définie par 3.19, il en résulte que

/ (B + o)y (Bi + do)det(B)dé = 5 Vj, k.
Par I'unicité de la base duale noté ¢;(i) = ¢;(F(z)), on remarque que

@; = det(B)¥; V. (3.21)

On utilise la régularité de la famille {o;}, on obtient le lemme suivant en combinant (3.21)

et (3.20).
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Lemme 3.3.1 Pour toute neouds a; € Ny,
—dim(o;

19| ooy S ™, (3.22)
ot o; est d- or (d-1)-simplex associe a a; définie par (3.4)-(3.6), K € Ty est tel que
o; C K, et W; est définie par (3.10).
Soit 0; = K un (d-1)-simplex tel que il est la face d’un d-simplex, K | et soit F définie
par (8.19) applique la référence K dans K tel que F(K') = K' et K' est la (d — 1)-
dimensionnel référence simplex. On suppose ici que K' est une face simplex de K. On

suppose que les coordonnées sont choisis tel que on peut écrire
F’k/ (i‘d,l, O) = (Bdfli’dfl, 0) —+ X9 (323)
(en particulier, K lié au plane x4 =0 ). On obtient d’apres le théoreme de trace et (3.20)
que
[0l iy < |det(Bay)ll[ o]l 1 iy
S ldet(Ba-1)|[10]yy i)
S h%lH@HWzg(k)

!
S I BIFldet(B) 1P wlw

k=0

l
S ol (3.24)
k=0

et, on a d’apres linégalité de Holder que
d—d
vllLrry S By, ‘p|U|W£(K)- (3.25)

Théoréme 3.3.2 Soit v € W)(Q), soit | et p satisfait (3.14), soit Ty, satisfait (3.1) et
soit K € Ty,. Alors

d d
I k—mt———
ISZ0lwpie S Y ke T Plolwgse, (3.26)
k=0
ol
Sk = intrieur (U {KJKZ ﬂf +£9, K;eT, }) (3.27)

et SZ), est définie par (3.13). dans (3.26), 1 < q < oo et m > 0.
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3.4. ERREUR D’INTERPOLATION CHAPITRE 3. INTERPOLATION

Preuve. Soit F, définie par (3.19), applique ’élément de référence K sur K. On a, pour
toute v € W(K),

“1im 1 -m+d
olwyp iy S (1B7H™[det(B)) &|U|w(;n(f() Shie 0l gy
Ou v = v(F(z)). De plus on a,

—mtd
[ollwgr ) S b "ol iy

puisque h < diam(S2). sans perte de généralité, on peut supposer que les points nodaux,
{a;]1 <i < ny}, sont compris dans I'ensemble des points nodaux de Nk. Alors de (3.24)-
(3.25) que, pour tout v € W}(Q),

1<i<n

ni
S FCEETE i wE(e
S thJrznZhI:dim(Ui)H U”Ll(a'z < m+ ZZh |U|Wk
1

1= i=1 k=0

l
-m+< -Hc—f
E P
k=0

n1 — ni
ISZvllwyn ) < Z!SZv(ai)lHqﬁiHW;«m Shi " max (il ) Y _ISZv(as)]

V]| L1(0))

ot K; est un voisinage d-simplex tel que 0; C K; et Sk est définie par (3.27). Ici, Lemme
(3.19) est utilise pour borner |||z~ est on utilise le fait que (3.1) implique que K,
0;, et K; sont déduire comparables, i.e., un maillage non dégénéré est localement quasi-

uniforme en 2D. =

3.4 ERREUR D’INTERPOLATION

Dans ce qui suit on va considérer ||v — SZv||g pour v € W/(Q) et pour différent normes
Sobolev, ||.||s. pour chaque K € T, et tout polynome p € P4 on a d’aprés (3.18) et
théoréme (3.19) que

=S Zvllwgp ) < o —pllwp o + ISZE =) lwpao S S ™l = pllwics- (3:28)
k=0
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3.4. ERREUR D’INTERPOLATION CHAPITRE 3. INTERPOLATION

Par (3.1), Sk est 'union of domaines chacun est convexe.
Alors, on peut appliquer le lemme de Bramble-Hilbert, sur le second membre de (3.28)

pour obtenir, pour tout Vv € Wpl(SK),
;élggnv — pllwgsi < Cdr, 70k olwise), 0<k<T<r+1. (3.29)

En particulier, on soit le domaine D;, dans [7]| sont U'intérieur de la fermeture de 1'union
des couples ayant une face comme. Par conséquent de (3.1), les domaines sont convexe.
Grace a I’hypotheése sur la régularité de 0f2, et le fait que Sk est connexe.

D’aprés la remarque (7.2) de [5], (3.29) est vraie avec constante dépend seulement de
d,r, 7o grace a l'intersection de domaines D;, qui contient un simplex Sk et donc contient
un de diamétre Sk, ou 7y dépend seulement vy, dans (3.1).

En combinant (3.28) et (3.29) alors
o~ SZollwpue < O, r A0 ohwsio, (3.30)

Puisque
SUP e {card{K € 77L|f~(ﬂSk + @}}

est une constante qui dépend seulement 7o par (3.1), on peut facilement conclure.

Théoréme 3.4.1 [8/
Soit v € W(Q), soit | et p satisfait (3.14), et soit Ty, satisfait (3.1). Alors
1

(Z Ry — SZo|)? m(K)> P < lvllwy), 0<m<I<r+1, (3.31)
KeTy !

ou SZ est définie par (3.13)

Posant m =1 et appliquant l’inégalité triangulaire on obtient

Corollaire 3.4.2 /8]
Soit v e W(QQ), soit | et p satisfait (3.14), et soit T, satisfait (3.1).

Alors
1

p
(Z ||82vr|';vm> < ollwya): (3.32)

KeTy,
ot SZ est définie par (3.13).
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3.4. ERREUR D’INTERPOLATION CHAPITRE 3. INTERPOLATION

Rappelons que h = maxger, diam(K), propos de théoréme (3.4.1) peut étre simplifié

comme suit :
1

(Z lv — SZvllw,;n(K)> Pl 0Sm<I<r+1.  (333)
KeTy,

On note que les résultats obtenus peuvent se généralisent aux autre domaines.

En effet, la seule condition critique est que Sk par (3.27) sont convexe ce qui est possible

dans un tel cas.
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CHAPITRE 4

APPLICATION : PROBLEMES D’ORDRE
DEUX A COEFFICIENTS VARIABLES

L’opérateur de projection SZg¢ (3.13) peut étre utiliser pour étudier le probléme suivant :

d 0 ou
= Q
Z” ' o, (alja ) =0 dans , (4.1)
u =g sur 8(2.

On suppose que «;; sont bornées, forment une matrice définie positive sur {2. Supposons

g réguliére telle que S Zg soit définie, alors il est naturel qu’on cherche une approximation

uy, dans
Vi={veV|v=8Zg sur 00} = {U € Vilv—82g € Vh}
tel que
d
ouy, Ov
o, v / a2 2y =0 o e Vi (42)
Z ! Ox; Ox;

1,j=1

On note que u;, dépend seulement SZg|an. Si SZ est interpole définie (3.13), SZg|sn
dépend seulement sur g|gq. En particulier, u donne une extension de g|sq, on peut penser

que uy, soit définie dans I'espace
VY= {v e Vilv—8Zu e Vh} ,
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CHAPITRE 4. APPLICATION

puisque SZg|an = SZulsq. On note que dans les interpolés ,e.g.[9], ayant cette propriéteé.

On peut obtenir une estimation d’erreur standard par rapport a la norme
lv]l% = a(v,v). (4.3)
Puisque a(up,v) = a(u,v) = 0 pour v € Vi,

on a

|Z8u — up||3 = a(ZSu — up, ZSu — up) = a(ZSu, Z8u — up) = a(Z8u — u, ZS8u — uy,)

D’aprés Cauchy-Schwarz on a
|ZSu — up||p < || ZSu — ul| g
L’inégalité triangulaire donne
|1 Z8u — up||p < 2|u — ZSul|g
L’estimation d’erreur (3.33) implique que
lu —willp S maz {||ousll o lisj =1, ... d} B ul gy, 1<1<r+1. (4.4)

Pour l'estimation dans les autres normes de Sobolev, voir [2]. On note que ZSg peut ne
pas étre définie.

Une autre application de I'interpole ZS définie (3.13) est 'extension des donnés du bord.
Supposons que d = 2 pour simplicité. On peut trouver un espace de Sobolev W (99)
pour s € [0, 1] en supposant que Jf) est Lipschitzienne.

Alors il exits E': ka%(aﬁ) — W, () pour 1 < p < oo. Composé avec SZ, on obtient,

Ey=SZE:W, "(0Q) — Vi,

ayant la propriété

\\Ethwg(Q) Sl - (4.5)
WP

1
P (09)
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CHAPITRE 4. APPLICATION

Des plus soit I' C 012, et

L'y = U {oiloi C T}, (4.6)

Ot o; est définie dans (3.4)-(3.6). Si v est polynomial sur I' de dégrée r, alors (3.11) im-
plique que Ejv = v sur [',. Alors on une extension opérateur qui proposera des polynémes

par morceaux sur la frontiére aux polynomes par morceaux sur {2, qui est bornée par une

1
carte a partir T/Vp1 7(09Q) a W ().
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire on a étudié l'interpolé de Scott-Zhang. Cet opérateur est
défini sous I’hypothése minimale de régularité, i.e par des fonctions de WH»
,1=10,1,... , 1 < p < oo ce qui présente un avantage par rapport a l'inter-
polé de Lagrange qui ne peut étre défini que si la fonction en considération
est continue. Cet opérateur a les propriétés de stabilité et fournit des esti-
mations d’erreur optimales. De plus I'opérateur de Scott-Zhang agit comme
un opérateur de projection sur 'espace de V;! des polyndomes par morceaux,
Un avantage de l'interpolé de Scott-Zhang réside dans le fait qu’il peut étre

utiliser pour un maillage anisotrope et il préserve les conditions aux limites.

L’utilisation de l'interpolé de Scott-Zhang pour les problémes de pertur-

bation singuliéres en 2D et 3D est mise comme une perspective de ce travail.

42



BIBLIOGRAPHIE

[1] Theory and Practice of Finite Elements (Applied Mathematical Sciences 159). Springer
New York, 2004.

[2] J.H. Bramble and S.R. Hilbert. Estimation of linear functionals on Sobolev spaces

with applications to Fourier transforms and spline interpolation. 1970.
[3] P.G. Ciarlet. The finite element method for elliptic problems. 1978.

[4] Ph. Clément. Approximation by finite element functions using local regularization.

M2AN, 1975.

[5] T. Dupont and R. Scott. Polynomial approximation of functions in Sobolev spaces.

1980.
[6] H.Brezis. Analyse fonctionnelle. 1983 ,Masson.
[7] Brenner S and Scott R. The mathematical theory of finite element methods. 2007.

8] S. Zhang. An optimal order multigrid method for biharmonic, ¢! finite element equa-
g g

tions. 1989.

[9] X. Zhang. Studies in domain decomposition : Multilevel methods and the biharmonic

dirichlet problem, 1991.

43



gaile
e a3y ol 5 Aiaall Aismaia ) 53 olaind AolSa) ) U ki 5 Sl ada 3
.Scoot-Zhang Uaiul
i3y A Al (e Ao 350 e 3 i5all 138 (ke e 38 ) e
. Scoot-Zhang , dagiis palic| Claiinlr dzalidal) cilalsl)

Abstract
In this memory we have studied the possibility of interpolation of
functions with weak regularity by using the Scott-Zhang interpolate.
An example model of second order elliptic problem with variables
coefficients is studied.
Keys words: interpolation, finite elements, Scott-Zhang .

Résumé
Dans ce mémoire nous avons étudié la possibilité d’interpolation des
fonctions avec faible régularité en utilisant I'interpolation de Scott-
Zhang.
Un exemple modele d’un probléeme elliptique de second ordre des
coefficients variables a été étudié.
Mots clés : interpolation , éléments finis , Scott-Zhang.



