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Notations

ä ∇v = grad(v) =

(
∂xv
∂yv

)
: Le gradient d’un vecteur v.

ä D2v = ∇2v =

(
∂2
xv ∂yxv

∂2
xyv ∂2

yv

)
: La matrice Hessienne

ä D2w : D2v =
2∑

i,j=1

wxixjvxixj : Le produit scalaire dans R4.

ä |v|2, ω =

(∑
α=2

‖Dαv‖0,ω

)1/2

.

ä ∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

ä JvK = v−n
− + v+n

+.

ä {{v}} =
∇v− +∇v+

2
.

ä
∂2v

∂n2
= n · (∇2v)n .

ä

s
∂v

∂n

{
= (∇v+ +∇v−) · n.

ä Osc2(f) = (
∑

T∈Th h
4
T‖f − fT‖2

L2(T ))
1
2 .
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Introduction

Les origines de la méthode des éléments finis remontent aux années 1950.

Les premières applications furent issues de la mécanique des milieux continus

déformables et notamment du domaine aéronautique. Ces problèmes faisaient

intervenir des géométries complexes ce qui rendait difficile une approche nu-

mérique par des méthodes plus classiques comme les différences finies. Par

ailleurs, des travaux plus théoriques concernant l’approximation des équations

de l’élasticité linéaire sont également parus dans les années cinquante.

Dans les années soixante, la méthode des éléments finis connait un déve-

loppement important, notamment à cause du nombre croissant d’ingénieurs

utilisant cette méthode pour traiter des problèmes de milieux continus défor-

mables. A la fin des années soixante, un autre pas important est accompli en

élargissant le champ d’applications, notamment à la mécanique des fluides.

L’idée que les éléments finis ne s’appliquent qu’à des problèmes symétriques

et coercifs, où une formulation variationnelle est possible, est progressivement

abandonnée et les ingénieurs commencent à s’intéresser également à des pro-

blèmes sortant de ce cadre.

Les années 1970 marquent le développement de la théorie mathématique
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des éléments finis. Un grand nombre de résultats empiriques connus des in-

génieurs vont se trouver confirmés et clarifiés, ce qui permettra de jeter des

bases solides pour étendre la méthode à un champ d’applications encore plus

vaste. Dans ce contexte, une notion fondamentale est celle de problème bien

posé au sens de Hadamard. Un tel problème admet une solution et une seule

et jouit d’une propriété de stabilité qui permet de contrôler la solution par les

données du problème dans certaines normes, i.e., il y a dépendance continue de

la solution par rapport aux données. Lorsque l’ingénieur aborde un problème

physique, la première étape dans sa démarche est se demander si le problème

considéré est bien posé. C’est seulement dans l’affirmative qu’il est raisonnable

d’envisager une approximation numérique de la solution.

Dans le premier chapitre nous introduisons les outils d’analyse fonctionnelle

utiles pour l’étude mathématique de la méthode des éléments finis. Nous fai-

sons d’abord quelques rappels sur les propriétés de l’espace de Sobolev Hm(Ω).

Nous passons ensuite en revue les notions de distribution et de dérivation au

sens des distributions. La plupart des résultats sont énoncés sans démonstra-

tion ; Ensuite, le deuxième chapitre présente la notion d’élément fini en 3D et

les techniques d’interpolation des fonctions régulières, nous donnons la défi-

nition de maillage notamment les principaux éléments finis de Lagrange en 3D.

Le troisième chapitre le plus important, présente comment on construire la

définition interpolé de Scott-Zhang et à l’utilisation de l’opérateur d’interpo-

lation avec stabilité de SZh et l’erreur d’interpolation dans le cas de fonctions

peu régulières.

Le dernière chapitre s’intéresse à l’étude application de problèmes d’ordre

deux à coefficients variables.
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Chapitre 1

Espaces de Sobolev Hm(Ω)

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions sur l’espace de Sobolev Hm(Ω).

Puis, nous introduisons les principales propriétés des espaces de Sobolev Hm(Ω), pour

plus d’informations voir [6].

1.2 Les espaces de Sobolev H1(Ω), Hm(Ω)

On adoptera dans ce qui suit les notations suivantes :

Ω désignera un ouvert borné de R2, D′(Ω) l’espace des distributions définies sur Ω

α = (α1, α2), αi ∈ N, i = 1, 2

un multi-indice et on notera

Dα = ∂α1
1 ∂α2

2 , |α| = α1 + α2.
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1.2. LES ESPACES DE SOBOLEV H1(Ω), HM(Ω) CHAPITRE 1. ESPACE HM(Ω)

Définition 1.2.1 On note H1(Ω) l’ensemble des éléments qui satisfont :

{u ∈ L2(Ω);
∂u

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, 2} (1.1)

Plus généralement on introduit les espaces suivants :

Définition 1.2.2 Pour m ∈ N

Hm(Ω) = {u ∈ D′(Ω);Dαu ∈ L2(Ω) |α| ≤ m} (1.2)

On munit Hm(Ω) du produit scalaire :

(u, v)m =
∑
|α|≤m

∫
Ω

DαuDαv dx. (1.3)

La norme associée à ce produit scalaire

‖u‖m,Ω =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|2
1/2

. (1.4)

Enfin, pour m > 1, nous introduisons la semi-norme

|u|m,Ω =

∑
|α|=m

∫
Ω

|Dαu|2
1/2

. (1.5)

de sort que

‖u‖m,Ω = (‖u‖2
m−1,Ω + |u|2m,Ω)1/2. (1.6)

Définition 1.2.3 Soit un entier m ≥ 1. On note

Hm
0 (Ω) = D(Ω)

Hm(Ω)
,

et H−m(Ω) = (Hm
0 (Ω))

′,le dual de Hm
0 (Ω), équipé de la norme

∀f ∈ H−m(Ω), ‖f‖−m,Ω = sup
u∈Hm

0 (Ω), u 6=0

〈f, u〉H−m(Ω),Hm
0 (Ω)

‖u‖m,Ω
.

Proposition 1.2.4 .

i) Si m ≥ m′, Hm(Ω) est contenu, avec injection continue, dans Hm′(Ω).

ii) Hm(Ω) munit du produit scalaire (1.3) est un espace de Hilbert séparable et réflexif.
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1.2. LES ESPACES DE SOBOLEV H1(Ω), HM(Ω) CHAPITRE 1. ESPACE HM(Ω)

Preuve. La partie i) est évidente, car si m ≥ m′,

‖u‖m′,Ω ≤ ‖u‖m′,Ω.

Pour prouver la partie ii) Nous rappelons tous d’abord que les espaces Lp se sont des

espaces complet ([6]), et pour démontrer (ii) il suffit de montrer que Hm(Ω) est complet

pour la norme ‖u‖m,Ω. Soit (un) une suite de Cauchy dans Hm(Ω). Alors (un)n de Cauchy

dans Hm,

donc

(un)n et (Dαun)n de Cauchy dans L2(Ω),

mais L’espace L2 est complet (Riez).

Alors {
un −→ u dans L2.

Dαun −→ w dans L2.
(1.7)

On a un ∈ Hm(Ω), donc ∫
Ω

Dαunϕ = (−1)|α|
∫

Ω

unD
αϕ,

par passage à la limite n −→∞ on obtient∫
Ω

wϕ = (−1)|α|
∫

Ω

uDαϕ ∀ϕ ∈ D(Ω).

∫
Ω

Dαuϕ =

∫
Ω

wϕ.

Alors Dαu ∈ L2, Dαu = w,

donc u ∈ Hm(Ω), ce qui signifie Hm est complet.

Théorème 1.2.5 (Analogue du Théorème de Bolzano-Weierstrass)

De toute suite bornée dans H1(Ω), on peut extraire une sous-suite qui converge faible-

ment dans H1(Ω).

Remarque 1.2.6 Si Ω est lipschitzien, (H1(Ω))′ est différent de H−1(Ω) et ne s’identifie

pas à un sous-espace de D′(Ω).
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1.2. LES ESPACES DE SOBOLEV H1(Ω), HM(Ω) CHAPITRE 1. ESPACE HM(Ω)

Exemple, l’application v 7−→
∫
∂Ω
vdσ est dans (H1(Ω))′, mais est nulle sur D(Ω), alors

que ce n’est évidemment pas l’application nulle. On dit que (H1(Ω))′ n’est pas un espace

de distributions. Par contre, si Ω = Rd, alors (H1(Rd))′ = H−1(Rd).

1.2.1 Densité et injections

Théorème 1.2.7 Soit Ω un ouvert borné de R2 de frontière Lipschitzienne et soit m et

k deux entiers satisfont k − m > 1. Alors il existe une constante C tel que pour tout

u ∈ Hk(Ω) nous avons :

‖Dmu‖L∞(Ω) ≤ C‖u‖k,Ω (1.8)

De plus, il existe une fonction de classe Cm égale presque partout à u dans l’espace L2(Ω).

Théorème 1.2.8 1. Pour d ≥ 2 et d est la dimension de l’espace Rd, l’injection de

H1(Ω) dans Lp(Ω) est continue pour tout nombre réel p qui satisfait à la fois 1 ≤

p ≤ p0 < +∞

où p0 vérifie
1

p0

=
1

2
− 1

d

et cette injection est compacte pour tout p < p0.

2. Pour d ≥ 1, l’injection de Hm(Ω) dans Cn(Ω̄) est continue pour tout n et m, tels

que
1

2
<
m− n
d

.

1.2.2 Théorème de trace

Supposons que le domaine Ω est suffisamment régulier (de classe C1, par exemple), alors

on définit l’opérateur de trace γ0 par

γ0 : H1(Ω)∩C0(Ω̄)→ L2(∂Ω) ∩ C0(∂Ω)

u 7→ γ0(u) = u/∂Ω

(1.9)
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1.2. LES ESPACES DE SOBOLEV H1(Ω), HM(Ω) CHAPITRE 1. ESPACE HM(Ω)

Théorème 1.2.9 L’application linéaire γ0 définie par (1.9) se prolonge par continuité

à une application linéaire et continue de H1(Ω) dans L2(∂Ω), i.e., il existe une constant

c tel que :

‖u‖L2(∂Ω) ≤ c ‖u‖1,Ω,∀u ∈ H1(Ω). (1.10)

Preuve. Pour simplifier, nous démontrons le résultat pour le cas :

Ω = R2
+ = {(x, y) ∈ R2, y > 0}

|v(x, 0)|2 = −2

∫ ∞
0

v(x, y)
∂v(x, y)

∂y
dy

On utilise l’inégalité 2ab ≤ a2 + b2, on obtient :

|v(x, 0)|2 ≤
∫ ∞

0

(|v(x, y)|2 +

∣∣∣∣∂v(x, y)

∂y

∣∣∣∣2)dy

Nous intégrons par rapport à x on obtient ainsi,

‖v‖L2(∂Ω) ≤ C‖v‖H1(Ω) (1.11)

1.2.3 L’espace H1
0(Ω)

Propriété :

Kerγ0 = H1
0 (Ω)

On définit H1
0 (Ω) comme le noyau de γ0, i.e.,

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω), u/∂Ω = 0}

1.2.4 Équivalence des normes

Lemme 1.2.10 (Poincaré). Soit Ω un ouvert borné de Rd. Alors, il existe une constante

strictement positive C ne dépendant que de Ω et telle que

∀v ∈ H1
0 (Ω), ‖v‖L2 ≤ C‖∇v‖L2 . (1.12)
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1.2. LES ESPACES DE SOBOLEV H1(Ω), HM(Ω) CHAPITRE 1. ESPACE HM(Ω)

Preuve. Nous démontrons l’inégalité (1.12) pour les éléments de C∞0 (Ω). Soit a, b deux

réels tels que Ω ⊂]a, b[×]a, b[. Alors

u(x) =

∫ x1

a

∂u(t, x2)

∂t
dt.

Donc,

|u(x)|2 ≤
∫ x1

a

∣∣∣∣∂u(t, x2)

∂t

∣∣∣∣2 dt
≤
∫ b

a

|∇(u)|2L2

≤ (b− a)1/2‖∇(u)‖2
L2 .

Ce qui implique que, ∫
Ω

|u(x)|2dx ≤ C‖∇(u)‖2
L2 .

Par argument de densité le résultat reste vrai pour les éléments de H1
0 (Ω). En effet, si

u ∈ H1
0 (Ω) il existe un ∈ C∞0 (Ω) telle que :

lim
n→∞
‖un − u‖2

H1(Ω) = lim
n→∞

∫
Ω

|un − u|2 + lim
n→∞

∫
Ω

|∇(un − u)|2 = 0 (1.13)

Ce qui implique,

lim
n→∞

∫
Ω

|un|2 =

∫
Ω

|u|2 et lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|2 =

∫
Ω

|∇u|2

Puisque, ∫
Ω

|un(x)|2dx ≤ C‖∇(un)‖2
L2 =⇒

∫
Ω

|u(x)|2dx ≤ C‖∇(u)‖2
L2 .

1.2.5 Dualité

Définition 1.2.11 Soit V un espace vectoriel normé. L(V,R) est l’espace dual de V et

est noté V ′. Un élément A ∈ V
′ est une forme linéaire continue et son action sur un

élément v ∈ V se note à l’aide du crochet de dualité 〈., .〉V ′ ,V de sorte que

〈A, v〉V ′ ,V = Av.

9



1.3. DISTRIBUTION CHAPITRE 1. ESPACE HM(Ω)

1.3 Distribution

Définition 1.3.1 L’espace L2(Ω) étant un espace de Hilbert, nous pouvons, grâce au

théorème de représentation de Riesz, identifier cet espace et son dual par l’intermédiaire

du produit scalaire (., .)0,Ω

L2(Ω)× L2(Ω) −→ R

(u, ϕ) 7−→ 〈u, ϕ〉 = (u, ϕ)0,Ω =
∫

Ω
uϕ.

En restreignant l’espace des ϕ à un sous-espace V de L2(Ω), la forme bilinéaire (u, ϕ) 7−→

〈u, ϕ〉 garde un sens et reste continue pour un espace des u plus grand que que L2(Ω), noté

V
′ et appelé l’espace dual de V . Plus l’espace V est "petit", plus l’espace V ′ est "grand".

En particulier, lorsque V = D(Ω) est l’espace des fonctions C∞ à support compact inclus

dans Ω, V ′ = D′(Ω) est l’espace des distributions sur Ω. Une distribution est donc définie

par son action sur D(Ω).

Définition 1.3.2 Soit D(Ω) l’espace vectoriel des fonctions C∞ à support compact inclus

dans Ω. On dit que u est une distribution sur Ω et on note u ∈ D′(Ω) si u est une

application linéaire sur D(Ω) qui vérifie la propriété suivante :

pour tout compact K de Ω, il existe un entier p et une constante c tels que

∀ϕ ∈ D(Ω), supp(ϕ) ⊂ K, |〈u, ϕ〉| ≤ c sup
x∈K,|α|≤p

|∂αϕ(x)|,

où α est un multi-indice.

Remarque 1.3.3 D(Ω) n’est pas un espace vectoriel normé si bien que D′(Ω) n’est pas

le dual de D(Ω) au sens de la définition dualité. Nous utiliserons néanmoins la notation

D′(Ω)

10



1.3. DISTRIBUTION CHAPITRE 1. ESPACE HM(Ω)

Exemple.

• Pour 1 ≤ p ≤ ∞, les fonctions f ∈ Lp(Ω) peuvent être identifiées à des distributions

en posant 〈
f̃ , ϕ

〉
=

∫
Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ D(Ω).

L’identification repose sur la propriété fondamentale suivante : pour f et g ∈ Lp(Ω),

(f = g p.p dans Ω)⇐⇒
(∫

Ω

fϕ =

∫
Ω

gϕ, ∀ϕ ∈ D(Ω)

)
.

Nous commettrons l’abus de notation de confondre f ∈ Lp(Ω) et sa distribution

associée f̃ ∈ D′(Ω).

• De même, toute fonction de Ck,α(Ω̄), k ≥ 0,peut être identifiée à une distribution.

• Soit a ∈ Ω. La masse de Dirac ponctuelle en a est la distribution δx=a ∈ D
′
(Ω)

définie par

〈δx=a, ϕ〉 = ϕ(a),∀ϕ ∈ D(Ω).

Notons que δx=a /∈ L2(Ω), i.e., il n’existe pas de fonction f ∈ L2(Ω) telle que

〈δx=a, ϕ〉 =
∫

Ω
fϕ,∀ϕ ∈ D(Ω).

1.3.1 Dérivation au sens des distributions

Le point fondamental est que toute distribution est dérivable au sens des distributions.

Définition 1.3.4 Soit u ∈ D′(Ω) et 1 ≤ i ≤ d. Alors, ∂iu est la distribution donnée par

∀ϕ ∈ D(Ω), 〈∂iu, ϕ〉 = −〈u, ∂iϕ〉.

Plus généralement, soit α un multi-indice, On définit la distribution ∂αu par

∀ϕ ∈ D(Ω), 〈∂αu, ϕ〉 = (−1)|α|〈u, ∂αϕ〉.

Par convention, on posera ∂0u = u et ∇u = (∂1u, ..., ∂du) ∈ (D′(Ω))d.

11



1.4. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. ESPACE HM(Ω)

Exemple.

La dérivation au sens des distribution est d’une part une extension de la dérivation usuelle

dans C1(Ω̄)et d’autre part nous permet de considérer dérivée de fonctions qui ne sont pas

dérivable au sens classique.

-Pour Ω =]0, 1[ et u ∈ C1(Ω̄) ⊂ D
′
(Ω), notons

(
∂u

∂x

)
cl

sa dérivée usuelle.

Nous avons

∀ϕ ∈ D(Ω), 〈
(
du

dx

)
cl

, ϕ〉 =

∫ 1

0

(
du

dx

)
cl

ϕ

= [uϕ]10 −
∫ 1

0

u
dϕ

dx
(intgration par partie)

= −
∫ 1

0

u
dϕ

dx
(carϕ(0) = ϕ(1) = 0)

= −〈u, dϕ
dx
〉,

si bien que la dérivée au sens distributions coïncide avec la dérivée usuelle

Lemme 1.3.5 [1]

∀u dans D′(Ω), on a l’implication : (∇u = 0)⇒ (u = Cste).

1.4 Approximation dans les espaces de Sobolev

Dans cette section nous nous intéressons à la construction de polynôme analogue à celui

de Taylor (qui est défini pour des fonctions de classe Ck), mais pour les fonctions qui

appartiennent à des espaces de Sobolev.

1.4.1 Polynôme de Taylor et de Sobolev

Nous commençons par la définition du polynôme de Taylor. Soit u ∈ Cm−1(RN).

Définition 1.4.1 Le polynôme de Taylor d’ordre m évalué au point y est donné par

Tmy u(x) =
∑
|α|<m

1

α!
Dαu(y)(x− y)α, (1.14)

12
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Définition 1.4.2 (Fonction de troncature) On appelle fonction de troncature toute fonc-

tions qui satisfait les propriétés

1. φ ∈ C∞c (RN)

2.
∫
RN φdx = 1

L’exemple suivant montre l’existence de fonctions de troncature. Soit la fonction

ϕ(x) =

 e−(1/(1−‖x‖2)) si ‖x‖ ≤ 1

0 si ‖x‖ ≥ 1

et soit

c =

∫
RN

ϕdx.

Alors la fonction φ =
ϕ

c
est une fonction de troncature.

Définition 1.4.3 Soit u ∈ Hm−1(Ω), B ⊂⊂ Ω,m ≥ 1. Le polynôme de Sobolev d’ordre

m évalué au point x est donné par

Qmu(x) =

∫
B

Tmy u(x)φ(y)dy. (1.15)

Proposition 1.4.4 Pour tout α tel que |α| ≤ m− 1

Dα
xT

m
y u(x) = Tm−|α|y Dα

xu(x) ∀u ∈ C |α|(Ω) (1.16)

Dans le cas général, si la fonction u est dans l’espace de Sobolev, Dαu est dans sens

généralise. Donc on défini le polynôme de fonctions

Proposition 1.4.5 Pour tout α tel que |α| ≤ m− 1

Dα
xQ

m
y u(x) = Qm−|α|

y Dα
xu(x) ∀u ∈ C |α|(Ω) (1.17)

Preuve. si u ∈ C∞(Ω), alors

Dα
xQ

m
y u(x) =

∫
B

Dα
xT

m
y u(x)φ(x)dy

=

∫
B

Tm−|α|y Dα
xu(x)φ(x)dy

= Qm−|α|
y Dα

xu(x).

13
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1.4.2 Représentation d’erreur

Pour f ∈ Cm([0, 1]), on a

f(1) =
m−1∑
k=0

1

k!
f (k)(0) +m

∫ 1

0

1

m!
sm−1f (m)(1− s)ds

soit u ∈ Cm. Pour x ∈ Ω et y ∈ B, on définit f(s) = u(y + s(x− y))

par des calculs directes on conclut que

1

k!
f (k)(s) =

∑
|α|=k

1

α!
Dαu(y + s(x− y))(x− y)α (1.18)

Définition 1.4.6 Le reste d’ordre m est défini par

Rmu(x) = u(x)−Qm(x) (1.19)

Proposition 1.4.7 Le reste Rmu(x) satisfait :

Rmu(x) = m
∑
|α|=m

∫
Cx

k(x, z)Dαu(z)dz (1.20)

avec z = x+ s(y − x), kα(x, z) = ( 1
α!

)(x− z)αk(x, z) et

|k(x, z)| ≤ C

(
1 +
|x− x0|

ρ

)n
|z − x|−n (1.21)

Preuve. Pour z = x+ s(y − x), on utilise le changement de variable,

dsdy = s−ndsdz

Soit A = {(z, s) : s ∈ (0, 1], |(1/s)(z − x) + x− x0| < ρ}

On note

(z, s) ∈ A :
|z − x|

|x− x0|+ ρ
< s (1.22)

alors

(x− y)α = s−m(x− z)α si |α| = m (1.23)

a partir de (1.4.1) et (1.18) on obtient

Rmu(x) =
∑
|α|

∫ ∫
χA(z, s)φ(x+

(z − x)

s
)× m

α!
s−n−1(x− z)αDαu(z)dsdz. (1.24)

14



1.4. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. ESPACE HM(Ω)

Donc

Rmu(x) =m
∑
|α|=m

∫
Cx

1

α!
Dαu(z)(x− z)α

×[

∫ 1

0

φ(x+ (1/s)(z − x)χA(z, s)s−n−1ds]dz

= m
∑
|α|=m

∫
Cx

kα(x, z)Dαu(z) dz,

Si on prend k(x, z) =
∫ 1

0
φ(x + (1/s)(z − x)χA(z, s)s−n−1ds et kα(x, z) = (1/α!)(x −

z)αk(x, z). Il reste de montré l’estimation (1.21) pour k(x, z)

Soit t = |z − x|/(|x− x0|+ ρ). Alors

|k(x, z)| = |
∫ 1

0

χA(z, s)φ(x+ (1/s)(z − x))s−n−1 ds|

≤
∫ 1

t

|φ(x+ (1/s)(z − x))|s−n−1ds (d’aprés(1.22))

≤ ‖φ‖L∞(B)
s−n

n
|t1

≤ (1/n)‖φ‖L∞(B)t
−n

= (1/n)‖φ‖L∞(B)(ρ+ |x− x0|)n|z − x|−n

≤ Cρ−n(ρ+ |x− x0|)n|z − x|−n

= C(1 +
1

ρ
|x− x0|)n|z − x|−n

15
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1.4.3 Le potentiel de Riesz

Lemme 1.4.8 Soit f ∈ Lp(Ω), m > n/p. Alors∫
Ω

|z − x|−n+m|f(z)|dz ≤ Cpd
m−n/p‖f‖Lp ∀x ∈ Ω (1.25)

cette inégalité est aussi valable pour p = 1 si m ≥ n.

Preuve.

1. Supposons d’abord que 1 < p <∞ et m > n/p.∫
Ω

|x− z|−n+m|f(z)|dz ≤ (

∫
Ω

|x− z|(−n+m)q)1/q‖f‖Lp(p) (L’inégalité de Hölder’s)

< C(

∫ d

0

r(−n+m)q+n−1dr)1/q‖f‖Lp(Ω) (utilise Les coordonnées polaires)

= C (d(−n+m)q+n))1/q‖f‖Lp(Ω)

= Cdm−(n/p)‖f‖Lp(Ω)

2. au cas où p = 1 and m ≥ n. Donc∫
Ω

|x− z|−n+m|f(z)|dz ≤ ‖(x− z)−n+m‖L∞(Ω)‖f‖L1(Ω)

Proposition 1.4.9 Soit u ∈ Wm
p (Ω)

‖Rmu‖L∞(Ω) ≤ Cdm−n/p|u|Wm
p (Ω), (1.26)

où 1 < p <∞ et m > n/p, ou p = 1 et m ≥ n.

16
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1.4.4 Lemme de Deny-Lions

Notation : Pour tout entier k ≥ 0, Pk est l’espace des polynômes de degré total inférieur

ou égal à k. Pour tout entier m, puisque Ω est borné, Pk ⊂ Hm(Ω) et on peut définir

l’espace quotient Hm(Ω)/Pk, qui est un espace de Hilbert pour la norme quotient

‖f‖Hm(Ω)/Pk
= inf

p∈Pk

‖f + p‖m,Ω (1.27)

Lemme 1.4.10 (Deny-Lions)

On suppose que Ω est lipschitzien et connexe. Pour tout entier k ≥ 0, il existe une

constante C telle que

∀v ∈ Hk+1(Ω)/Pk, ‖v‖Hk+1(Ω)/Pk
≤ C|v|k+1,Ω (1.28)

Preuve.

1. La première des choses est de se débarrasser de la norme quotient dans (1.27). Pour

cela, il suffit de construire un représentant convenable de la classe de v. Soit Π

l’opérateur de projection orthogonale sur Pk pour la norme de L2(Ω) : pour tout

v ∈ L1(Ω), Πv ∈ Pk est défini par∫
Ω

(Πv − v)qdx = 0,∀q ∈ Pk. (1.29)

C’est un système linéaire carré dont la dimension est celle de Pk. Il admet une

solution unique, Πv. De plus, Πv vérifie Π(Πv) = Πv et ‖Πv‖0,Ω.Alors

‖v‖Hk+1(Ω)/Pk
≤ ‖v − Πv‖k+1,Ω = (‖v − Πv‖2

k,Ω + |v|2k+1,Ω)1/2. (1.30)

Comme Π(v − Πv) = 0, il suffit de montrer qu’il existe une constante D telle que

∀v ∈ Hk+1(Ω), telle que Πv = 0, ‖v‖k,Ω ≤ D|v|2k+1,Ω, (1.31)

et on aura (1.4.10) avec C = (1 +D2)1/2.

17
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2. On démontre (1) par l’absurde. si (1) est faux, on peut construire une suite vn de

Hk+1 telle que

lim
n−→∞

|vn|k+1,Ω = 0 et ‖vn‖k,Ω = 1. (1.32)

Comme vn est bornée dans Hk+1(Ω), grâce à une extension du Théorème (1.2.5),

on peut extraire de vn une sous-suite, encore notée vn, qui converge faiblement

dans Hk+1(Ω) (en fait le théorème (1.2.5) est valable pour des espaces de Banach

réflexifs) : il existe v dans Hk+1(Ω) telle que

lim
n−→∞

vn = v faiblement dans Hk+1(Ω). (1.33)

Mais Πvn = 0, i.e.
∫

Ω
vqdx = 0pour tout pdans Pk. Donc, en passant à la limite

faible dans cette égalité, on a
∫

Ω
vqdx = 0 pour tout q dans Pk, ce qui veut dire que

Πv = 0.

D’autre part

lim
n−→infty

∂k+1vn dans L2(Ω). (1.34)

Mais ∂k+1vn converge faiblement vers ∂k+1v dans L2(Ω). L’unicité de la limite en-

traine que ∂k+1v = 0. Alors (grâce à un résultat difficile), ceci entraine que v ∈ Pk.

Donc Πv = v, et comme Πv = 0, ceci entraine v = 0.

Enfin, comme l’injection de Hk+1(Ω) dans Hk(Ω) est compacte (ce qui est une ex-

tension facile de Théorème (1.2.1)), quitte à extraire une sous-suite, vn converge

vers v = 0 dans Hk(Ω). Ceci contredit le fait que ‖vn‖k,Ω = 1.

Remarques sur les hypothèses : La contradiction ne s’obtient qu’à la fin , quand on

sesterce de la compacité de l’injection. Si on n’a pas cette compacité, on ne peut rien

conclure. Cette injection est fausse si Ω n’est pas borné et l’énoncé du théorème est faux

dans ce cas car aucun polynôme de Pk n’appartient à L2(Ω).

La connexité de Ω de permet de conclure que si ∂k+1v = 0 alors v ∈ Pk. Si Ω n’est pas

connexe, les polyôme ne sont pas les mêmes dans chaque composante connexe de Ω et

l’énoncé du théorème est faux.
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1.4.5 Lemme de Bramble-Hilbert

Lemme 1.4.11 (Bramble-Hilbert)

|v −Qmv|Wk
p (Ω) ≤ C dm−k|v|Wm

p (Ω) k = 0, 1, ...,m (1.35)

Où d = diam(Ω).

Preuve.

1. On supose diam (Ω) = 1. Alors pour tout u ∈ Cm(Ω) ∩Wm
p (Ω),on a

|v −Qmv|Wk
p (Ω) ≤ C|v|Wm

p (Ω) ∀k = 0, 1, ......,m (1.36)

Pour k = m, |u−Qmu|Wk
m(Ω) = |u|Wk

m(Ω).

Pour k = 0,

‖u−Qmu‖Lp(Ω) = ‖Rmu‖Lp(Ω)

≤ m
∑
|α|=m

‖
∫

Ω

Kα(x, z)Dαu(z)dz‖Lp(Ω

≤ c(1 + 1/ρ)n
∑
|α|=m

‖
∫

Ω

|x+ z|−n+mDαu(z)dz‖Lp(Ω

≤ |u|Wm
p (Ω)

Pour 0 ≤ k ≤ m,

|u−Qmu|Wm
p (Ω) = |Rmu|Wm

p (Ω)

≤ (
∑
|α|=k

‖Rm−kDαu‖Lp(Ω))
1/p

≤ C (
∑
|α|=k

|Dαu|Wm−k
p (Ω))

1/p

≤ C |u|Wm
p (Ω). (1.37)

2. Pour un domaine général Ω, define

Ω̂ = {x̂ = (1/d)x ;x ∈ Ω}
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Soit u ∈ Wm
p (Ω) et û ∈ Wm

p (Ω̂) où û(x̂) = u(dx̂)

Par un changement des variables, nous avons

|û|Wm
p (Ω̂) = dm−n/p|u|Wm

p (Ω) ∀0 ≤ k ≤ m.

Soit Q̂mû(x̂) = ˆQmu(x) = Qmu(dx̂) Alors

|û− Q̂mû|Wk
p (Ω̂) ≤ C|û|Wm

p (Ω̂) (1.38)

= C dm−n/p|u|Wm
p (Ω)

D’autre part

|û− Q̂mû|Wk
p (Ω̂) = |û− ˆQmu|Wk

p (Ω̂) (1.39)

= dk−n/p|u−Qmu|Wk
p (Ω)

D’après (1.38) et (1.39), on obtient

|u−Qmu|Wk
p (Ω) ≤ C dm−k|u|Wm

p (Ω) ∀0 ≤ k ≤ m
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Chapitre 2

Interpolation des fonctions
régulières

2.1 Introduction

Dans ce chapitre présente la notion d’élément fini en 3D et les techniques d’interpolation

des fonctions régulière. Nous donnons la définition de maillage notamment les principaux

éléments finis de Lagrange en 3D, pour plus d’informations voir [1].

2.2 Notion d’élément fini en 3D

Définition 2.2.1 Un élément fini (en 3 D) est la donnée d’un triplet (K̂, P̂ , Σ̂) tel que :

äK̂ est une partie compacte, connexe, d’intérieur non vide de R3.

äP̂ un espace vectoriel de fonctions définies sur T̂ .

äΣ̂ est un ensemble de nf formes linéaires (σ̂1, ..., σ̂nf
) agissant sur les fonctions de P̂

telle que l’application :

p̂ 7→ (σ̂1(p̂), ....σ̂nf
(p̂))
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soit un isomorphisme.

Les formes linéaires (σ̂1, ....σ̂nf
) sont appelées degrés de liberté locaux.

2.2.1 Maillages

Définition 2.2.2 Un maillage est une discrétisation du Ω par des simplexe. En notant

{K1, ..., KNe} ces simplexes, on a donc

Ω̄ =
Ne⋃
i=1

Ki

On dit que la discrétisation est admissible si pour tout i 6= j, l’ensemble Ki ∩Kj est soit

vide, soit réduit à un point qui est un sommet à la fois de Ki et de Kj, soit égal à un

segment qui est une arête à la fois de Ki et de Kj.

En dimension 2, les simplexes sont les triangles Ki sont appelés mailles et les arêtes des

triangles sont appelées faces.

Pour tout 1 ≤ i ≤ Ne, nous notons hi le diamètre de la maille Ki (défini comme la plus

grande des longueurs des arêtes de Ki) et nous posons

h = max
1≤i≤Ne

hi

Ce paramètre caractérise la finesse globale du maillage.

Nous notons {si,1, si,2, si,3} les trois sommets de la maille Ki. En regroupant tous ces

sommets, nous obtenons un ensemble de points de cardinal noté Ns et dont les éléments,

appelés sommets du maillage, sont numérotés sous la forme {s1, ..., sNe}.
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2.3. ÉLÉMENTS FINIS DE LAGRANGE PK CHAPITRE 2. INTÉRPOLATION

2.3 Éléments finis de Lagrange Pk en dimension 3

Proposition 2.3.1 Soit K̂ le simplexe unitaire de R3. Posons P̂ = Pk pour k ≥ 1. Consi-

dérons l’ensemble des neouds (âi)1≤i≤nf
de coordonnées

(
i1
k
,
i2
k
,
i3
k

)
avec 0 ≤ i1, i2, i3 ≤ k

et i1 + i2 + i3 ≤ k.

Notons Σ̂ =
{
σ̂1, ..., σ̂nf

}
les formes linéaires sur Pk données par σ̂i(p̂) = p̂(âi). Alors,

(K̂, P̂ , Σ̂) est un élément fini de Lagrange de degré k.

La figure (2.1) donne des exemples pour k = 1, 2 . En numérotant les 4 sommets de K̂

dans l’ordre (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), les 4 fonctions de forme locales pour k = 1

sont données par θ̂1 = 1− x1 − x2 − x3, θ̂2 = x1, θ̂3 = x2, θ̂4 = x3.

• •

•

•

• •

•

•

•••

•
• •

Figure 2.1 – Éléments finis de Lagrange P1, P2 en 3D
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2.4 Éléments finis de Lagrange Qk en dimension 3

Proposition 2.4.1 Soit K̂ le carré unitaire de R3. Posons P̂ = Qk pour k ≥ 1.

Considérons l’ensemble des neouds (âi)1≤i≤nf
de coordonnées

(
i1
k
,
i2
k

i3
k
,

)
avec

0 ≤ i1, i2, i3 ≤ k.

Notons Σ̂ =
{
σ̂1, ..., σ̂nf

}
les formes linéaires sur Qk données par σ̂i(p̂) = p̂(âi). Alors,

(K̂, P̂ , Σ̂) est un élément fini de Lagrange de degré k.

La figure (2.2) donne des exemples pour k = 1, 2 et 3. En numérotant les 8 sommets

de K̂ dans l’ordre (0, 0, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1), (0, 1, 1), les

8 fonctions de forme locales pour k = 1 sont données par θ̂1 = (1−x1)(1−x2)(1−x3), θ̂2 =

x1(1−x2)(1−x3), θ̂3 = x1x2(1−x3), θ̂4 = (1−x1)x2(1−x3), θ̂5 = (1−x1)(1−x2)x3, θ̂6 =

x1(1− x2)x3, θ̂7 = x1x2x3, θ̂8 = (1− x1)x2x3.

• •

••

•

••

•

•

•

•

•

••
•

•

• •
•

Q3

• •

••

•

••
Q1

• •

••

•

••

•

•

•

••

••

••

••

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•••• ••• ••

•

Q3

Figure 2.2 – Eléments finits de Lagrange Q1, Q2 et Q3 en dimension 3

2.5 Éléments finis prismatiques en dimension 3

Proposition 2.5.1 Soit K̂ le prisme unitaire de R3. Posons P̂ = Pk pour k ≥ 1. Consi-

dérons l’ensemble des noeuds (âi)1≤i≤nf
de coordonnées

(
i1
k
,
i2
k
,
i3
k

)
avec 0 ≤ i1, i2, i3 ≤ k

et i1 + i2 ≤ k.

Notons Σ̂ =
{
σ̂1, ..., σ̂nf

}
les formes linéaires sur Pk données par σ̂i(p̂) = p̂(âi). Alors,
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(K̂, P̂ , Σ̂) est un élément fini de Lagrange de degré k.

2.6 Autres éléments finis

Dans certaines applications, on souhaite interpolé des fonctions à valeurs vectorielles. Nous

donnons dans cette section un exemple d’élément fini à valeurs dans Rd. Pour approfondir

l’étude des éléments finis introduits dans cette section.

2.6.1 Éléments finis de Raviart-Thomas

Soit K̂ le simplexe unitaire de Rd. On considère l’espace polynômial de dimension d + 1

donné par

P̂ = (P0)d ⊕ xP0

où

x = (x1, ..., xd).

On choisit pour degrés de liberté sur P̂ la valeur moyenne de la composante normale sur

chacun des 3 côtés (resp. des 4 faces)de K̂ en dimension 2 (resp.3). Notons Σ̂ l’ensemble des

degrés de liberté ainsi définis. On vérifie aisément que le triplet (K̂, P̂ , Σ̂) est un élément

fini. Il porte le nom d’élément fini de Raviart-Thomas et est souvent notéRT0. Il intervient

par exemple dans les applications liées à la mécanique des fluides où les fonctions à inter-

poler sont des vitesses dont on souhaite contrôler le flux normal aux interfaces des mailles.

En dimension 2, on a

P̂ = {(α1 + α3x1, α2 + α3x2)}
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alors qu’en dimension 3, on a

P̂ = {(α1 + α4x1, α2 + α4x2, α3 + α4x3)}

.

26



Chapitre 3

Interpolation de fonctions peu
régulières

3.1 Introduction

Il est bien connu que si une fonction u appartenant à un espace de Sobolev, par exemple

H1(Ω), Ω ⊂ Rd, d ≥ 2, cette fonction peut être définie seulement presque par tout, et

peut être même non bornée ; alors que l’approximation de fonctions par des fonctions

polynomiales par morceaux nécessite que la fonction à interpolée soit bien définie aux

points d’interpolation dites aussi les noeuds.

Une première approche pour résoudre ce problème est due à Clément [4] , qui a pu

construire un quasi-interpolé en utilisant la technique de moyennisation ou régularisation

pour définir la valeur de la fonction en un noeud quelconque. Cette technique donne des

estimations d’erreur d’interpolation optimales et ça marche même pour des fonctions de

classe L1.

Mais parmi les inconvenants de cet opérateur (de Clément), est le fait que cet opérateur ne

préserve pas les conditions aux limites. Clément a proposé une alternative pour surmonter
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ce problème si les conditions aux limites utilisées sont celles de Dirichlet homogènes, mais

cette approche ne se généralise pas facilement aux autres cas par exemple le cas des

conditions de Dirichlet non homogènes.

Dans ce chapitre, nous étudions l’approche de R. SCOTT et S. ZHANG ([8]) pour résoudre

ce problème.
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3.2 Interpolé de Scott-Zhang

Soit Ω ⊂ Ed un ouvert borné connexe avec bord polygonal. Nous supposons que ∂Ω est

Lipschitz-continue. Soit C∞(Ω) l’espace de fonctions définies et continument dérivable à

tout ordre sur Ω, et soit C∞c (Ω) les fonctions de classe C∞ a support compact inclus dans

Ω

L’espace de Sobolev W̊ l
p(Ω) est la complétion de C∞c (Ω), cet espace est munit par la

norme :

‖f‖W l
p(Ω) = (

∑
|α|≤l

‖Dαf‖pLp(Ω))
1
p .

On définit la semi-norme

|f |W l
p(Ω) = (

∑
|α|=l

‖Dαf‖pLp(Ω))
1
p .

Ici, α = (α1, ..., αd) est un multi-indice (chaque αi est un entier non negatif) avec

|α| =
d∑
i=1

αi

et

Dα = (
∂

∂x1

)α1 ...(
∂

∂xd
)αd .

On note W l
2(Ω) et W̊ l

2(Ω) par H l(Ω) et H̊ l(Ω), respectivement.
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3.2.1 L’espace discret

Soit Th une subdivision de Ω avec

h = max
K∈Th

diam(K)

cette subdivision est non-dégénérée :

max
K∈Th

diam(K)

ρK
≤ γ0 (3.1)

avec constante γ0 indépendant de h. On Note qu’on ne suppose pas que tous simplexes,

K ont de tailles comparables, autrement dit, on n’a pas besoin que le maillage soit quasi-

uniforme, comme pour le cas de l’interpole de Clément, par exemple. Ici, K désigne un

d-simplexe, diam(K) désigne le diameter de K et ρK le rayon de plus grande boule fermée

inclue dans K̄.

Pour simplicité, on suppose que la variable spatiale est normalisée, i.e.,

diam(Ω) = 1.

On considère l’espace des éléments finis Vh des fonctions continues et polynomiales par

morceaux :

Vh =
{
v ∈ C(Ω) |v|K ∈ PK = Pdr ∀K ∈ Th

}
(3.2)

et le sous-espace V̊h constitué par les fonctions continues et polynomiales par morceaux

satisfont les conditions aux limites de Dirichlet homogènes.

V̊h = {v ∈ Vh | v|∂Ω = 0} . (3.3)

Ici, Pdr est l’espace des polynômes degré inférieur ou égale à r a d variables.les éléments

finis de Lagrange

(K,PK ,NK), K ∈ Th,

qui sont affinement équivalente à l’élément (K̂,Pd, N̂ ). Où, N̂ désigne les variables nodales

usuelles pour l’interpole de Lagrange évaluent la valeur en des points appropriées dans K̂,

et NK désigne évaluations à des points dans K qui sont l’image de ceux affine pour N̂ .
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pour plus de simplicité, on suppose que K̂ est un simplex régulier ayant tous les bords de

longueur . Nous notons que les théorèmes donnés dans le présent document portent aussi

des cas où les espaces d’éléments finis sont de la forme {v ∈ Vh, |v|Γ = 0} pour certains

Γ ⊂ ∂Ω, à condition que la triangulation correspond Γ appropriée.

3.2.2 Définition de l’opérateur SZh

Pour définir un opérateur d’interpolations sur l’espaceW l
p(Ω) on utilise les noeuds utilisées

par l’interpole de Lagrange.

Soit Nh = {ai}Ni=1 , l’ensemble de tous les neouds de Th et {φi}Ni=1 ⊂ Vh la base nodale

correspondante. On choisit pour chaque noeud ai, un d-simplexe ou un (d− 1)-simplexe,

σi, selon le type du noeud ai, comme suit.

Si ai est un point intérieur d’un d-simplexe, K ∈ Th, on pose

σi = K (3.4)

Si ai est un point sur une face (qui est un (d− 1)-simplexe), K ′ , d’un d-simplexe, K, on

pose

σi = K
′
. (3.5)

Pour les autres noeuds ai ∈ Nh, qui sont forcement sur un (d − 2)-simplexe, il existent

plusieurs simplexe passant par ce point σi. On choisit n’importe quel (d − 1)-simplexe,

K
′ , tel que ai ∈ K ′ , subie seulement la restriction

K
′ ⊂ ∂Ω si ai ∈ ∂Ω, (3.6)

et on pose σi = K
′ . On peut voire que le choix de σi dans (3.6) n’est pas unique. La

restriction K
′ ⊂ ∂Ω dans (3.6) pour ai ∈ ∂Ω est fait avec objectif qu’elle préserve les

conditions aux limites homogènes.

Pour chaque (d − 1)-simplexe, K ′ , de K, il existe une restriction naturelle (K,PK , NK)

qui définisse un élément fini :(
K
′
, PK′ , NK′

)
= (K,PK , NK) |K′ . (3.7)
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Ici, NK′ , se compose de points évaluations au niveau des points de NK qui se trouvent sur

la faceK ′ , et PK′ = ρd−1
r . par exemple, la restriction à une dimension linéaire , triangulaire,

éléments finis serait linéaire , segment de ligne , éléments finis. Puisque tout (K,PK , NK)

sont équivalente affine à un élément de référence unique , tous les
(
K
′
, PK′ , NK′

)
, (d−1)-

dimensionnel sont équivalents à un seul affine élément. De plus, les fonctions qui sont non

nuls restrictions des fonctions de base de nodales PK on K
′comprendre la base nodale

pour PK′ . De plus, (3.1) implique que l’ensemble de tous visage (d− 1)-simplexe,{
K
′ | K ′ est un voisinage ((d− 1)− simplex) de K, pour certains K ∈ Th K

}
(3.8)

est une famille de non dégénérée (d − 1)-simplexes. Nous remarquons que l’inverse de la

dernière affirmation est fausse. Par exemple, une séquence de tétraèdres ayant une face

non dégénérée (avec chaque face approchant d’une unité de triangle dans la limite ) peut

dégénérer en un plan ; la limite est un carré unité avec deux diagonales .

On note par n1 la dimension de ρdr et n0(σi) la dimension de of ρdimσir ,i.e, Soit la dimension

de ρd−1
r on n1. Soit ai,1 = ai, et soit {ai,j}n0

j=1l’ensemble des points nodal sur σi. Ici, σi est

définie sur (3.4)-(3.6) associe à le neoud ai.Pour la base nodale {φi,j}n0

j=1 pour σi, on a une

L2(σi) base-dual {Ψi,j} :∫
σi

Ψi,j(x)φi,k(x) dx = δjk, j, k = 1, 2, ..., n0, (3.9)

Où δjk est symbole Kronecker. par simplicité, on pose

Ψi = Ψi,1 ∀ai ∈ Ni. (3.10)

Alors, on a ∫
σi

Ψi(x)φj(x) dx = δij, i, j = 1, 2, ..., N, (3.11)

où φj est une fonction de base nodal quelconque de Vh.

Scott-Zhang on définit l’opérateur d’interpolation Scott-Zhang,

SZh : W l
p(Ω) −→ Vh(Ω), (3.12)

par

SZv(x) =
N∑
i=1

φi(x)

∫
σi

Ψi(ξ)v(ξ)dξ, (3.13)
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où

l ≥ 1 si p = 1 et l ≥ 1

p
autrement. (3.14)

Ici, SZh dépend de choix de σi à (3.4)-(3.6), mais ils ont utilisé SZh au lieu de SZh {σi}

par simplicité.

La condition (3.14) assure que les valeurs nodales, {SZv(ai)}, sont bien définies grâce

aux théorème de trace :

W l
p(Ω) ⊂ L1(σi), i.e, ‖v‖L1(σi) ≤ C (Ω, σi) ‖v‖W l

p(Ω), ∀v ∈ W l
p(Ω), i = 1, ..., N. (3.15)

De plus, la condition (3.14) assure la validité des conditions aux limites homogènes :

∀v ∈ W̊ l
p(Ω), v|∂Ω = 0 dans L1(∂Ω), i.e, ‖v‖L1(∂Ω) = 0. (3.16)

Par le choix de σi dans (3.5),(3.6) on a, de (3.13) et (3.16), que

v ∈ W̊ l
p(Ω) =⇒ SZv(ai) = 0 ∀ai ∈ ∂Ω,

et par conséquent SZ préserve les condition aux limites homogènes :

SZ : W̊ l
p(Ω) −→ V̊h. (3.17)

Puisque (3.11)implique que ∫
σi

φi(x)v(x)dx = v(ai) ∀v ∈ Vh,

On conclu que SZ est une projection,

SZv = v ∀v ∈ Vh. (3.18)

On résume des résultats précédents dans la théorème suivante.

Théorème 3.2.1 [8]

Soit l et p satisfaisant (3.14), et soit Th satisfaire (3.1). Alors l’opérateur SZ, définie par

(3.13), est une projection à partir de W l
p(Ω) dans Vh, définie par (3.2), avec la propriété

que W̊ l
p(Ω) est injecté dans V̊h, définie par (3.3).
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3.3 Stabilité de SZh

Dans le reste de ce chapitre, on utilise ” . ...” et ” ' ...” pour dénoter ” ≤ C...”

et ” = C...”, respectivement, avec une constant C indépendante du maillage Th et la

fonction en f considération.

Soit {σi} l’ensemble de simplexes qui sont soit d-simplexes ou (d− 1)-simplexes satisfont

(3.1). Soit σ̂ l’élément de référence de dimension d ou (d − 1), soit
{
φ̂j

}
la base nodale

par σ̂ et soit
{
Ψ̂j

}
la base nodal duale par rapport produit scalaire de L2(σ̂). Supposons

que l’application affine

F (x̂) = Bx̂+ x0 (3.19)

en voire σ̂ à σ ∈ σi ; nous avons [3] on a alors

‖B‖ ≤ hσ
ρ̂

. hσ,

‖B−1‖ ≤ ĥσ
ρσ

. h−1
σ , (3.20)

det(B) =
meas(σ̂)

meas(σ)
.

{
hdσ si dim(σ) = d,

hd−1
σ si dim(σ) = d− 1.

Ici hσ = diam(σ) et ρσ = diam(la plus grande boule contient σ̄), avec ĥ et ρ̂ définie

correspondent. Soit
{
φ̄j
}
la base nodale duale à , et ψ̄j la base nodale duale à

{
Ψ̄j
}
sur

σ : ∫
σ

Ψ̄j(x)φ̄k(x)dx = δjk ∀j, k.

Par l’utilisation de l’application affine définie par 3.19, il en résulte que∫
σ̂

Ψ̄j(Bx̂+ x̂0)φ̄k(Bx̂+ x̂0)det(B)dx̂ = δjk ∀j, k.

Par l’unicité de la base duale noté φ̂j(x̂) = φ̄j(F (x̂)), on remarque que

Ψ̂j = det(B)Ψ̄j ∀j. (3.21)

On utilise la régularité de la famille {σi}, on obtient le lemme suivant en combinant (3.21)

et (3.20).
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Lemme 3.3.1 Pour toute neouds ai ∈ Nh,

‖Ψ‖L∞(σi) . h
−dim(σi)
K , (3.22)

où σi est d- or (d-1)-simplex associe à ai définie par (3.4)-(3.6), K ∈ Th est tel que

σi ⊂ K, et Ψi est définie par (3.10).

Soit σi = K
′ un (d-1)-simplex tel que il est la face d’un d-simplex, K , et soit F définie

par (3.19) applique la référence K̂ dans K tel que F (K̂
′
) = K

′ et K̂ ′ est la (d − 1)-

dimensionnel référence simplex. On suppose ici que K̂ ′ est une face simplex de K̂. On

suppose que les coordonnées sont choisis tel que on peut écrire

F |K̂′ (x̂d−1, 0) = (Bd−1x̂d−1, 0) + x0 (3.23)

(en particulier, K̂ ′ lié au plane xd = 0 ). On obtient d’après le théorème de trace et (3.20)

que

‖v‖L1(K′ ) ≤ |det(Bd−1)|‖v̂‖L1(K̂′ )

. |det(Bd−1)|‖v̂|W l
p(K̂)

. hd−1
K ‖v̂‖W l

p(K̂)

. hd−1
K

l∑
k=0

‖B‖k|det(B)|−1|p|v|Wk
p (K)

.
l∑

k=0

h
d−1+k−d|p
K |v|Wk

p (K). (3.24)

et, on a d’après l’inégalité de Hölder que

‖v‖L1(K) . h
d−d|p
k |v|W 0

p (K). (3.25)

Théorème 3.3.2 Soit v ∈ W l
p(Ω), soit l et p satisfait (3.14), soit Th satisfait (3.1) et

soit K ∈ Th. Alors

‖SZv‖Wm
q (K) .

l∑
k=0

h
k−m+

d

q
−
d

p
K |v|Wk

p (SK), (3.26)

où

SK = intrieur
(⋃{

Ki|Ki

⋂
K 6= ∅, Ki ∈ Th

})
(3.27)

et SZh est définie par (3.13). dans (3.26), 1 ≤ q ≤ ∞ et m ≥ 0.
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Preuve. Soit F , définie par (3.19), applique l’élément de référence K̂ sur K. On a, pour

toute v ∈ Wm
q (K),

|v|Wm
q (K) . ‖B−1‖m|det(B)|−1

q
|v̂|Wm

q (K̂) . h
−m+ d

q

K |v̂|Wm
q (K̂),

Où v̂ = v(F (x̂)). De plus on a,

‖v‖Wm
q (K) . h

−m+ d
q

K ‖v̂‖Wm
q (K̂),

puisque h ≤ diam(Ω). sans perte de généralité, on peut supposer que les points nodaux,

{ai|1 ≤ i ≤ n1}, sont compris dans l’ensemble des points nodaux de NK . Alors de (3.24)-

(3.25) que, pour tout v ∈ W l
p(Ω),

‖SZv‖Wm
q (K) ≤

n1∑
i=1

|SZv(ai)|‖φi‖Wm
q (K) . h

−m+ d
q

K max
1≤i≤n1

‖φ̂i‖Wm
q (K̂)

n1∑
i=1

|SZv(ai)|

. h
−m+ d

q

K

n1∑
i=1

|
∫
σ1

ψi(x)v(x)dx| . h
−m+ d

q

K

n1∑
i=1

‖ψi‖L∞(σi)‖v‖L1(σi)

. h
−m+ d

q

K

n1∑
i=1

h
−dim(σi)
k ‖ v‖L1(σi) . h

−m+ d
q

K

n1∑
i=1

l∑
k=0

h
k− d

p

K |v|Wk
p (Ki)

.
l∑

k=0

h
−m+ d

q
+k− d

p

K |v|Wk
p (Sk),

où Ki est un voisinage d-simplex tel que σi ⊂ K̄i et SK est définie par (3.27). Ici, Lemme

(3.19) est utilise pour borner ‖Ψi‖L∞(σi) est on utilise le fait que (3.1) implique que K,

σi, et Ki sont déduire comparables, i.e., un maillage non dégénéré est localement quasi-

uniforme en 2D.

3.4 Erreur d’interpolation

Dans ce qui suit on va considérer ‖v − SZv‖S pour v ∈ W l
p(Ω) et pour différent normes

Sobolev, ‖.‖S. pour chaque K ∈ Th et tout polynôme p ∈ Pdr , on a d’après (3.18) et

théorème (3.19) que

‖v−SZv‖Wm
p (K) ≤ ‖v− p‖Wm

p (K) + ‖SZ(p− v)‖Wm
p (K) .

m∑
k=0

hk−mK ‖v− p‖Wk
p (SK). (3.28)
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Par (3.1), SK est l’union of domaines chacun est convexe.

Alors, on peut appliquer le lemme de Bramble-Hilbert, sur le second membre de (3.28)

pour obtenir, pour tout ∀v ∈ W 1
p (SK),

inf
p∈Pd

r

‖v − p‖Wk
p (SK) ≤ C(d, r, γ0)hl−kK |v|W l

p(SK), 0 ≤ k ≤ l ≤ r + 1. (3.29)

En particulier, on soit le domaine Dj, dans [7] sont l’intérieur de la fermeture de l’union

des couples ayant une face comme. Par conséquent de (3.1), les domaines sont convexe.

Grâce a l’hypothèse sur la régularité de ∂Ω, et le fait que SK est connexe.

D’après la remarque (7.2) de [5], (3.29) est vraie avec constante dépend seulement de

d, r, γ0 grâce a l’intersection de domaines Dj, qui contient un simplex SK et donc contient

un de diamètre SK , où γ̃0 dépend seulement γ0 dans (3.1).

En combinant (3.28) et (3.29) alors

‖v − SZv‖Wm
p (K) ≤ C(d, r, γ0)hl−mK |v|W l

p(SK), (3.30)

Puisque

supK̃∈Th

{
card

{
K ∈ Th|K̃

⋂
Sk 6= ∅

}}
est une constante qui dépend seulement γ0 par (3.1), on peut facilement conclure.

Théorème 3.4.1 [8]

Soit v ∈ W l
p(Ω), soit l et p satisfait (3.14), et soit Th satisfait (3.1). Alors

(∑
K∈Th

h
P (m−l)
K ‖v − SZv‖pWm

p (K)

)1

p
. ‖v‖W l

p(Ω), 0 ≤ m ≤ l ≤ r + 1, (3.31)

où SZ est définie par (3.13)

Posant m = l et appliquant l’inégalité triangulaire on obtient

Corollaire 3.4.2 [8]

Soit v ∈ W l
p(Ω), soit l et p satisfait (3.14), et soit Th satisfait (3.1).

Alors (∑
K∈Th

‖SZv‖p
W l

p(K)

)1

p
. ‖v‖W l

p(Ω), (3.32)

où SZ est définie par (3.13).
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Rappelons que h = maxK∈Th diam(K), propos de théorème (3.4.1) peut être simplifié

comme suit :

(∑
K∈Th

‖v − SZv‖Wm
p (K)

)1

p
. hl−m‖v‖W l

p(Ω), 0 ≤ m ≤ l ≤ r + 1. (3.33)

On note que les résultats obtenus peuvent se généralisent aux autre domaines.

En effet, la seule condition critique est que SK par (3.27) sont convexe ce qui est possible

dans un tel cas.
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Chapitre 4

Application : Problèmes d’ordre
deux à coefficients variables

L’opérateur de projection SZg (3.13) peut être utiliser pour étudier le problème suivant :−
∑d

i,j=1

∂

∂xj
(αij

∂u

∂xi
) = 0 dans Ω ,

u = g sur ∂Ω.
(4.1)

On suppose que αij sont bornées, forment une matrice définie positive sur Ω. Supposons

g régulière telle que SZg soit définie, alors il est naturel qu’on cherche une approximation

uh dans

V g
h = {v ∈ Vh|v = SZg sur ∂Ω} =

{
v ∈ Vh|v − SZg ∈ V̊h

}
tel que

a(uh, v) =

∫
Ω

d∑
i,j=1

αij
∂uh
∂xi

∂v

∂xj
dx = 0 , ∀v ∈ V̊h. (4.2)

On note que uh dépend seulement SZg|∂Ω. Si SZ est interpole définie (3.13), SZg|∂Ω

dépend seulement sur g|∂Ω. En particulier, u donne une extension de g|∂Ω, on peut penser

que uh soit définie dans l’espace

V g
h =

{
v ∈ Vh|v − SZu ∈ V̊h

}
,
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puisque SZg|∂Ω = SZu|∂Ω. On note que dans les interpolés ,e.g.[9], ayant cette propriété.

On peut obtenir une estimation d’erreur standard par rapport à la norme

‖v‖2
E = a(v, v). (4.3)

Puisque a(uh, v) = a(u, v) = 0 pour v ∈ V̊h,

on a

‖ZSu− uh‖2
E = a(ZSu− uh,ZSu− uh) = a(ZSu,ZSu− uh) = a(ZSu− u,ZSu− uh)

.

D’après Cauchy-Schwarz on a

‖ZSu− uh‖E ≤ ‖ZSu− u‖E

L’inégalité triangulaire donne

‖ZSu− uh‖E ≤ 2|u−ZSu‖E

L’estimation d’erreur (3.33) implique que

‖u− uh‖E . max
{
‖αij‖L∞(Ω)|i, j = 1, ..., d

}
hl−1‖u‖Hl(Ω), 1 ≤ l ≤ r + 1. (4.4)

Pour l’estimation dans les autres normes de Sobolev, voir [2]. On note que ZSg peut ne

pas être définie.

Une autre application de l’interpole ZS définie (3.13) est l’extension des donnés du bord.

Supposons que d = 2 pour simplicité. On peut trouver un espace de Sobolev W s
p (∂Ω)

pour s ∈ [0, 1] en supposant que ∂Ω est Lipschitzienne.

Alors il exits E : W
1− 1

p
p (∂Ω) −→ W 1

p (Ω) pour 1 ≤ p <∞. Composé avec SZ, on obtient,

Eh = SZE : W
1− 1

p
p (∂Ω) −→ Vh,

ayant la propriété

‖Ehv‖W 1
p (Ω) - ‖v‖

W
1− 1

p
p (∂Ω)

(4.5)
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Des plus soit Γ ⊂ ∂Ω, et

Γh =
⋃
{σi|σi ⊂ Γ} , (4.6)

Où σi est définie dans (3.4)-(3.6). Si v est polynomial sur Γ de dégrée r, alors (3.11) im-

plique que Ehv = v sur Γh. Alors on une extension opérateur qui proposera des polynômes

par morceaux sur la frontière aux polynômes par morceaux sur Ω, qui est bornée par une

carte à partir W
1− 1

p
p (∂Ω) à W 1

p (Ω).

41



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire on a étudié l’interpolé de Scott-Zhang. Cet opérateur est

défini sous l’hypothèse minimale de régularité, i.e par des fonctions de W l,p

, l = 0, 1, ... , 1 ≤ p ≤ ∞ ce qui présente un avantage par rapport à l’inter-

polé de Lagrange qui ne peut être défini que si la fonction en considération

est continue. Cet opérateur a les propriétés de stabilité et fournit des esti-

mations d’erreur optimales. De plus l’opérateur de Scott-Zhang agit comme

un opérateur de projection sur l’espace de V 1
h des polynômes par morceaux,

Un avantage de l’interpolé de Scott-Zhang réside dans le fait qu’il peut être

utiliser pour un maillage anisotrope et il préserve les conditions aux limites.

L’utilisation de l’interpolé de Scott-Zhang pour les problèmes de pertur-

bation singulières en 2D et 3D est mise comme une perspective de ce travail.
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 ملخص
 

  خدام مؤثراستقطاب دوال ضعيفة الصقالة و ذلك باست إمكانية إلىفي هذه المذكرة تطرقنا 

 .Scoot-Zhang استقطاب    
ت الثانية بمعاملا مع التركيز على تطبيق هذا المؤثر  في مثال نموذج معادلة من الدرجة

.متغيرة  
  . Scoot-Zhang    ,عناصر منتهية , استقطابالكلمات المفتاحية : 

 
 

Abstract 
In this memory we have studied the possibility of interpolation of 
functions with weak regularity by using the Scott-Zhang interpolate. 
An example model of second order elliptic problem with variables 
coefficients is studied. 
Keys words: interpolation , finite elements , Scott-Zhang . 

 
 

Résumé 
Dans ce mémoire nous avons étudié la possibilité d’interpolation des 
fonctions avec faible régularité en utilisant l’interpolation de Scott-
Zhang. 
Un exemple modèle d’un problème elliptique de second ordre des 
coefficients variables à été étudié. 
Mots clés : interpolation , éléments finis , Scott-Zhang. 


