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NOTATIONS ET CONVENTIONS

Les indices Latins varient dans I’ensemble {1, 2,3} et les indices Grecs (& 'exception

de ¢) varient dans ’ensemble {1,2}.

On utilise la convention de la sommation par rapport aux répétés.

Les symboles :

Q=Q+ 00 : cest la ferméture de Q.
w CC {2 : w est injection compact dans €.
maz : le maximum.

sup : le supérieur.

f(€)

O@E) : () = O("+) = |15

< C (constante positive) lorsque ¢ — 0.

0ij : le symbole de Kronecker.
E : module d’Young.

v : le coeflicient de Poisson.



Les opérateurs :

A = 0?/0x% + 9%/0y* : c’est Popérateur de Laplace.
V : le gradient.
div : c’est I'opérateur de divergence.

1
(.) : c’est Popérateur de moyenne : (f) = m [y fdy.

Les espaces :

Wme(Q) {f e L>®:Df € L®(Q),V|a| <m}.
(@) - (H(©)).
HLY) :={ve H. (R")/v est Y — périodique}.

Hi, :{feH" : [ fdx<+oo}.

Les fonctions :

u® : les termes de couche limite.

® . U : deux fonctions potentiels.

Les relations :

L’inégalité de Korn :

Si € est un ouvert borné de R”, 4C' > 0 :
| estestue+ [ s = € uly .
Q Q

La loi de Hooke (1635-1703) :

On utilise ici la loi de Hooke dans le cas d’un matériau isotrope :

6,']' = E ((1 =+ V)Uij — Vakkdij) .



INTRODUCTION

Le phénomeéne de couche limite en homogénéisation est utilisé dans plusieurs do-
maines sientifiques ( physique, mécanique des milieux continus,...) [3], [6] et [9]. L’étude
mathématiques de ce phénomeéne remonte aux anneés 70 avec la publication de 'ouvrage

de référence [2].

On considére dans notre travail un probléme aux limites elliptique d’ordre 2 de
type Dirichlet homogéne, avec coefficients oscillants périodiques posé sur un domaine de

type hyper cube. Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier est dédié a la présentation du probléme de la couche limite sur un mo-
déle. On commence par donner un exemple qui explique la méthode de Vishik-Lyusternik
[5], cette méthode est la base de la méthode de Tartar-Lions. Cette méthode est basée
sur I'ajout des termes comme correcteurs de frontiére au développement asymptotique a
double échelles a partir de 'ordre 1. Ces correcteurs de frontiére qui se nomment aussi
solutions de couche limite sont solutions d’un probléme aux limites elliptique sans second
membre de type Dirichlet non homgene, défini dans la cellule de référence (0, 1)" 1 x]0, oo,

dont I'énergie décroit exponentiellement par rapport a la deuxiéme variable.



L’application de la méthode d’homogénéisation asymptotique fourrnit un compor-
tement macroscopiquue optimale de la solution a l'intérieur du domaine ou bien si le
domaine est l'espace tout entier ou que les conditions aux bords sont périodiques. On
obtient dans ce cas une estimation de I’énergie de I'erreur d’ordre €. Cependant, si le
probléme est posé sur un domaine a frontiére, lipschitizienne par exemple, alors la pré-
sence de la frontiére a une influence sur la précision des approximations et l'estimation

, : 1
correspondante de 1’énergie de ’erreur est d’ordre €2 seulement dans ce cas.

Finallement, dans le troisiéme chapitre, on applique 1’étude précédente en élasti-
cité linéaire dans le cas d’un matériau multicouche isotrope. On cherche cette fois les

contraintes couche limite d’ordre 1 en appliquant la méthode des potentiels.



CHAPITRE 1

INTRODUCTION A LA COUCHE LIMITE

1.1 Couche limite -historique- :

L’expréssion "couche limite" (Grenzschicht en allemand) a été utilisé pour la pre-
miére fois par L. Prandtl le 12 aout 1904 lors "the Third Internationalen Mathematischen
Kongress in Heidelberg, Germany". Prandtl a étudié ’écoulement d’un fluide a travers
un corps solide dans le cas d’'un nombre de Reynolds trés important, il a montré que cet
écoulement se divise en deux régions, une région extérieure d’écoulement non visqueux et

une région trés voisine du bord (couche limite) dans la viscosité est importante.

Prandtl a décrit un systéeme d’équations qui donne la premiére approximation de
la vitesse du fluide dans la couche limite. A l'interface entre la couche limite et la région

extérieure les deux écoulements se raccordent.
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1.2 Généralité :

Le but de cette partie est de donner une idée générale sur I'expression de "couche
limite" (mathématiquement). Au début, on donne une notion sur le "développement
asymptotique" :

Soit f(z,e) une fonction tel que x € Q, et §;(¢) est une suite asymptotique. On

appelle développement asymptotique de f dans €2 par rapport a d;(¢) lorsque e — 0 si :

n

f(x,6) =) ai(@)d:(e) + O(dnta(e))

1=0

on écrit :

flz,e) ~ iai(x)éi(e),Vw € Q,e — 0.

=1

Supposons que :

Si le développement asymptotique n’est pas uniforme en zy € §2, c’est-a-dire :

fz,e) # Zai(ﬂf)@(a?)

=0
alors, on dit que zy € () est un point singulier.
Donc, on peut dire que la couche limite est un voisinage d’un point singulier.

Dans tout ce qui suit, on utilise le développement des puissances, i.e :

52(6) = €i.
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1.3 Un exemple de base :
( D’apres [5])

Soit 2 un domaine, borné de R?, supposons que le bord 9 est une courbe réguliére.
Les fonctions k(z,y) et f(x,y, <) sont réguliéres, et k(x,y) > 0 dans Q.

On considére ’équation elliptique suivante :

{ e2Au — kX (z,y)u = f(x,y,¢), (z,y) € Q (1.1)
u|aQ: 0. .

La régularité des k, f, 08 et le signe négatif de —k?(x,y) impliquent l'existence et
'unicité de la solution u(x,y, €).

L’expression asymptotique de la solution du probléme (3.1) est constituée par : u
c’est le terme régulier et II représente le terme de couche limite.

Pour construire les fonctions des couches limites, on utilise d’autres coordonnées au
voisinage du 0f).

On considére les équations (sur J€2) données par :

r=pl)  y=v1), 01,

Le point M’ (¢(1), (1)) se déplace sur 092, de telle sorte que le domaine (2 reste a
la gauche. au d-voisinage de la courbe, on introduit les nouvelles variables locales comme
suit :

Soit le point M (x,y) appartenant a Q qui lie le vecteur normal a 9§ en passant
par le point M'(¢(1),4(1)) ( Figure (1.1) ), notons par r la distance M M’, le couple des
nombres (1) sera les nouvelles coordonnées du point M.

Si le §-voisinage {(0 <7 < §) x (0 <1 <ly)} est suffisamment étroit, c’est-a dire &
est suffisamment petit. Dans cette région il existe une application bijective entre les deux

coordonnées (z,y) et (r,l) donnée par :
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FIGURE 1.1 — Les coordonnées (r,l) au voisinage de 0.

z=(l)—r il
V() + ¢

©'(1)

V() + ¢ (D)

y=v) +r

Dans le §-voisinage du 0f2 on obtient I'expression suivante de l'opérateur L. des

termes de nouvelles variables (r,1) :

L= g+ alndg + B0, 42605 ) = K (@l .l D),

or? or ol
ou
AN A Pr O 2l
D= |(— — = —+ — t )= —+ —.
a(rl) (&v) + (8y> IR 0x?  Oy? et () Ox? + Oy?
Maintenant, nous effectuons le changement de variable de r tel que : r = ¢p, nous
obtenons :

0? =
@:(%Tmm0+§}%,
j=1
tel que k(1) = k*(o(1),(1)), et L; sont des opérateurs différentiels linéaires contenant

les différenciations : §/9p,d/0l, d*/dI>.
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Nous allons chercher la solution asymptotique de (3.1) qui s’écrit sous la forme :

u(z,y,e) =u+1l = Zei (wi(z,y) + 1, (p, 1)) . (1.2)

1=0

Nous substituons (1.2) dans (3.1), et nous effectuons un développement de f(z,y, ¢)

en série de puissances de €, nous obtenons :

(A = K (z,y)] Z e (z,y)+

1=0

o2 .. < = .
(§-vu) S| -
j=1 i=0 1=0

(1.3)

ZE u; (1) + 11;(0,1)) = 0. (1.4)

tel que @;(1) = w;(¢(1),(1)).

L’expression asymptotique des termes réguliers est donnée par :
—k2(l’,y)ﬂ0:f0(l’,y)7 _kQ(I7y)E1 :fl(x7y)a

AE@'—Q - k2<m7y)ﬂi - fz(xay)
D’ou :
Uy = —folw,y) /K (x,y), T =—fi(z,y)/K(z,y),

u; = _(fi(x7y> - Aﬂi—2)/k2(x7y)'

En général, le terme régulier de 'expression asymptotique ne satisfait pas la condi-

tion du bord, mais la somme du terme régulier avec le terme de couche limite doit vérifier

cette condition.

Pour les fonctions du bord, on obtient I’équation différentielle suivante :

0?11,

5 —KR(DIL = m(p,l),  p>0. (1.5)
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tel que mg =0 et

mi(p, ) = =D LTl j(p,1),i > 1.

j=1

En plus, la partie de droite de I'expression de II; est exprimée de maniére recursive

par les II; (j < ¢). La condition de bord & p = 0 provient de (1.4) :
I1;(0,1) = —u;(1). (1.6)
Nous exigeons que les II-fonctions sont décroissantes lorsque p — 00 :
I1;(00,1) = 0. (1.7)

La solution explicite au probléme (1.5)-(1.7) peut étre trouvée successivement, par

exemple :

Io(p, 1) = =To(l) exp(—k(1)p).

Comme résultat de cette partie, toutes les fonctions II; possédent 'estimation ex-

ponentielle suivante :

1Li(p, )| < Cexp(—rp),

ou C' et k sont des constantes positives qui ne sont pas identiques pour chaque 7.
- L’estimation du reste des termes :

Notons par U, (z,y, ) la somme partielle d’ordre n de la série (1.2) :

Un<:lj',y,€) = Zgi (ﬂl(xa y) + Hi(p7 l)) .

=0
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Théoréme 1.3.1 La série (1.2) est la série de puissance asymptotique pour la solution

u(z,y,e) du probleme (8.1) dans Q lorsque e — 0, donc on a Uestimation :

max |U($,y,€) - Un(may>€)| = O(€n+1)‘
Q

Preuve. : Posons w(zx,y,¢) = u(z,y,e) — Up(x,y,€), on remplace v = U, + w dans (3.1)

on obtient le probléme suivant du terme w :

{ e2Aw — k?(z,y)w = h(z,y,¢), (z,y) € Q, (1.8)

w|3Q: 0.
d’ou :

h(z,y,e) = f(z,y,e) — AU, + k*(z,y)U,.

Il résulte de la méthode de construction de U,, que h(z,y,e) = O(e"™) dans Q.

Soit le point (zg,y0) € Q tel que w(z,y,e) atteint sa valeur maximale positive.

Alors Aw < 0 en ce point, ainsi ’équation de w implique :

|h(1‘0, Yo, 5)‘ _ O(€n+1>'

<
w(x07y078) — k2($07y0)

De la méme maniére, si (z1,y;) est un point dans Q tel que w(z,y, ) atteint sa

valeur minimale négative, alors :

|h($1,y1,€)‘ _ O(€n+1>'

<
w(xlvylag) — kz(ﬂil,m)

Il découle des inégalités ci-dessus que :

max [w(z,y, £)| = max [u — U,| = O(e"").
Q Q

10



CHAPITRE 2

COUCHE LIMITE EN HOMOGENEISATION

Ce chapitre est basée sur le travail de G. Allaire et M. Amar dans Uarticle [1].

L’homogénéisation a d’abord été développé pour des structures périodiques ( [2] et
[8] ). Celles-ci sont trés nombreuses dans la nature ou dans les applications industrielles et
on dispose d'une méthode trées simple et trés puissante pour les homogénéiser : la méthode
des développements asymptotiques a deux échelles que nous avons présenté au premier

chapitre.

Dans une structure périodique, nous notons € le rapport de la période a la taille
caractéristique de la structure. En générale, ce paramétre positif € est petit, et 'homo-
généisation consiste a effectuer une analyse asymptotique lorsque ¢ tend vers zéro. La
limite ainsi obtenue sera dite homogénéisée, macroscopique ou effective. Dans le probléme
homogénéisé la forte hétérogéneité de la structure périodique d’origine est moyennée et

remplacée par 'utilisation de coefficients homogénéisés.

11
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2.1 Le cas classique :

Soit © un sous-ensemble ouvert et borné dans R"™ (n > 1), et soit Y la cellule unité

Y = (0,1)" dans R™. On considére le probléme elliptique suivant dans €2 :

{ —divA.Vu® = f dans (2, (2.1)

u* =0 sur 051,

tel que f € L*(Q), avec A.(z) = (a;;(x))

avec a;; € L>(Q).

1<ij<n est une matrice symétrique définie positive

Le probléeme (2.1) admet une solution faible unique u® € H{(Q) grage au théo-

réeme de Lax-Milgram.

On va représenter le systéme (2.1) a coeffcients oscillants par deux échelles ca-

ractéristiques : I’échelle macroscopique x et 1’échelle microscopique représentée par la
x

variable rapide y = —. On est souvent conduit & séparer I’expression asymptotique en un
€

probléme & l'intérieur du domaine, et un probléme au voisinage du bord.

Nous postulons le développement & double-échelle de la solution de (2.1) :
uf (7) = u’ (x, f) + eul (:p, E) + 2. (2.2)
€ €

Les fonctions u = u'(z,y) étant périodiques en la seconde variable (la variable
x

microscopique : y = —), En injectant (2.2) dans le systéme (2.1) et en identifiant les
€

puissances de ¢, on obtient de maniére classique les équations suivantes :
— div, A(y)V,u’ = 0 (2.3)
— div, A(y)V,u' — div, A(y)V,u’ — div, A(y)V,u’ = 0 (2.4)

12
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— div, A(y)V,u* — div,A(y)Vu' — div, A(y)V,u' — div, A(y)V,u® = f (2.5)
— div, A(y)V,u* — div, A(y)V,u® — div, A(y)V,u® — div, A(y)Vu =0 (2.6)
— div, A(y)V,ut — div, A(y)V,u? — div, A(y)V,yu?® — div, A(y)Vu? =0 (2.7)

La premiére équation (2.3) entraine l'indépendance de u” par rapport a la variable

u’(z,y) = u(z).
La deuxiéme équation (2.4) permet par séparation des variables = et y d’exprimer

u! en fonction de la solution d'un probléme cellulaire auxiliaire :

X’ € Hp(Y),
—div,A(y)V, ) = —%J(y) dans Y, (2.8)
(x7) =0,
le terme & 'ordre 1 est donc :
Ve B) =y (BY 02y
u (:1:, 8) = —X (6> o, (x) +u (x). (2.9)
La troisiéme équation (2.5) implique :
2(, T\ _ (T O () 9 72
Y (x, 5) —X <5> Ox;0x; () =X (5) Ox; (z) + () (2.10)

avec les fonctions x* sont solutions d’autres problémes cellulaires auxiliaires :

X7 € Hp(Y),

—divy A(y)V X7 = b; — [, bij(y)dy dans'Y, (2.11)
{(x7) =0,
avec A
b (0) = a5(0) — )55 ~ 5 (o).



CHAPITRE 2. COUCHE LIMITE EN HOMOGENEISATION

et I’équation quatriéme (2.6) implique :

(5 2) = () graan @+ (2) g 0 (0) g+ @12

Par application de 'opérateur moyenne a la troisiéme équation (2.5) et 1'utilisation

de (2.9), on trouve que u°(z) est solution du probléme homogénéisé suivant :

—divA*(y)Vu® = f dans §Q,

(2.13)
u’ =0 sur 052,

tel que la matrice homogénéisée A* = (aj;) est définie par :

i = [ o) - a5 )]

L’application de l'opérateur moyenne (.) a la quatriéme équation (2.6) implique :

ou'

9 1.,
- 8_@ {%(y)%

J

Pud

= Fy <= —divA*VU' = ¢jjr——
:| ' ATV C]kaxiaxjﬁxk

(2.14)

avec

On applique les mémes étapes a la cinquiéme équation (2.7), on obtient la rela-

tion de u? dans € :

8 * aa2 - * 72 8411,0
7 lalﬂ(?ﬁ@_xj = F) <= —divA*"Vu* = M,

gkl 8%6%8%6@ (215)

14
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2.2 Le cas ou la frontiére du domaine est paralléle aux
axes de coordonnées :

Maintenant, supposons que 2 = (0,1)" est le cube unité ouvert, on définit une
semi-bande G = Y’ x (—00,0) avec Y’ = (0,1)""!, on note par y = (y,y,) le point
y € Gavecy €Y' ety, € (—00,0). Le bord de G est composé de deux parties disjointes
0G =T UJGp :

la surface supérieure est définie par :
=Y x {0}
et la surface latérale est définie par :

0Gp = 9Y' x (—00,0)

L’étude de tout ce qui suit est de présenter une méthode qui a pour objectif d’ex-
primer le comportement asymptotique et d’étudier I'influence des termes de couche limite
sur I'optimalité des estimations d’énergies sur des milieux finement périodiques, on utilise

I’homogénéisation asymptotique. Cette méthode est appelée :

2.2.1 Méthode de Tartar-Lions :

L’objectif est de mieux comprendre le comportement de u® prés du bord, ce qui

nécessite d’introduire la couche limite u**? dans 1’expression asymptotique de u° :

u (@) = u'(e) + e [u! (2, 2) +ut @) + 2 [u? (0, D) +u (@) 4 (210)

Les termes de couche limite sont solutions du probléme suivant :

—divA,Vub? = 0 dans (2,

(2.17)

ut(z) = —ul (x, g) sur 0.

15
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Soit 9’ une série de fonctions, on considére le probléme suivant dans G :

—divA(y)Viy? =0 dans G,
=X sur T, (2.18)
y, — bej (?/> yn) Y’ — périodique.

On va exprimé par le lemme suivant le comportement des solutions de (2.18) a l'in-

fini, qui vont décroitre exponentiellement d’une facon rapide lorsqu’on s’éloigne du bord

092.

Lemme 2.2.1 [l existe une solution unique ¢’ de (2.18) dans H},.(G), en plus il existe

un exposant vy > 0 et une constante réelle unique d’ :
e W (Y (y) — d7) € L*(G),e Vi (y) € LA(G),j =1, .n.

On définit comme dans [7] :

wg (x/7$n) = W <£/7 I 1) - dj

£ £

il est clair que 1! € H'(Q) et vérifie :

—divA. VY =0 dans €,

/
Pi(x) = ! (%,O) — sur =00 N {z, =1}, (2.19)
v — Y2, z,) eY’ — périodique,

tel que 7 est la solution du probléme (2.18) et &’ la limite associée a l'infini, d’aprés [1]

on a :

o[ (=)

ccre[sven| ()

3

<
L2(Q)n Ve
(2.20)

L2(2)

16
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on définit aussi :

G x,) = W2 (2 )V (2 ), (2.21)

tel que V' : 2 — R est une fonction dans WH(Q) et V = 0 sur 9Q\T'".
Lemme 2.2.2 : Soit ¢ définie par (2.21), et w. la solution unique dans H () de :

—divA.Vw, =0 dans ),
(2.22)

=) = I =) — 7
we(z) =YL =V(x) (X (6) d > sur Of.
Alors

|we — zZgHH(}(Q) < Cye.

Preuve. Par construction, on prend 1 = w, sur 99 et ¢J — w. € HL(Q), on peut

démontrer :
| = divAV (w. — )| 1) < CVE (2.23)

On remarque :
divAVY! = div] AV (Y1.V)] = div[ ANV + AVV]

= div[(A.V)).V] + div[(A.VV).4]

= AVYIVV + Vdiv(A V) + ANV VY. + 4l div(A.VV)

alors, soit ¢ € Hj () une fonction test :
I= / —div[AV (w, — @Zg)]qbdm'dxn = / div (AEVJQ ¢ da'dx,,
Q Q

— / ANYIVV pda' dx,, + / ANV VY pda' dx,, + / div (A.VV) Yl da'dz,
Q Q Q
or

/ div (A VV) Yl da'dx, = — / AVVYV (Yl9) do'dx,
Q Q

17



CHAPITRE 2. COUCHE LIMITE EN HOMOGENEISATION

d’ont

I= / [—A.VV V¢! + A VYIVV @] da'dx,
Q

go[jwmvm+wwmmdﬂmn
- O[Il + ]2]

On observe que :

I < 92| 2oy ol o

)

I < CVe|8llmy o (2.24)

d’apreés (2.20), on obtient :

< Cye

L2(Q)

uwm@s\

alors

Pour étudier I :

B~ [ 196lolde'dz, < (96l dlo

on définit I'inégalité de Poincaré comme suit :

H¢HL2(Q) < CgHV(bHL?(Q)";
donc :
C
I < %05 VOl 120y < CVEN N 11(a) -
alors
L+ I < CVe| 9l

d’autre part : (avec ¢ € Hj et [|¢]gyq) = 1)

| = div AV (we — 02) 10 = sup / i AY (w. — )] éda dy, < CVE.
Q

S HY(et]dll 11 ) =1

L’équation (2.23) implique :

~. 1 ~. ~. 1 ~. ~.
||wa_¢g||§-lé(9) S 2 / AV (w-—?)V(w.—pl)da'dx, = X/ —div[A.V (w.—])|(w.—pl)da' dz,,
Q Q

18



CHAPITRE 2. COUCHE LIMITE EN HOMOGENEISATION

< Sl = divA Y (we = YD)l -1 @llwe = 92| 10y < CVElw: — V2l o).

> =

Corollaire 2.2.1 : Soit w. définie comme dans le lemme(2.2.2). Alors :

C
£ 1 < = 225
[wel[m ) < G (2.25)
|wellz2) < CVe, (2.26)

et, pour tout ensemble ouvert w CC ) il existe une constante C' > 0 tel que :

-l ) < CVE. (2.27)

Preuve. : Pour démontrer la relation (2.25), on définit : §. = w. — {Eg, il est clair que
5. € H}(Q) ainsi :
/ ANVw NV dr =0
Q

AV )3 20y < /Q ANV6.V6.dr = — /Q AVYIVO.de < C| VY| 2|V | 2@

donc
19620y < IV sy < 2
= I3 = \/g
on a :
lwell ) < 10Ny + 192111 (@)
donc
- 1] c
wellm@) < 10l ) + 1Vl @) < C I Vielz2@) + 7 < NG

Pour démontrer I'inégalité (2.26) on observe que :

[wellr2(@) < lwe — Y2l 2) + 1922 @) < Nwe — Y2l g3y + 1921 2

Le lemme (2.2.2) :
[|we — ¢2HH(}(Q) < Cye

19



CHAPITRE 2. COUCHE LIMITE EN HOMOGENEISATION

implique :
e |l z20) < CVE + 192|120,
d’apres (2.20) et (2.21) :

2] r2@) < Cllvll 2@ < CVE,

alors le résultat :

|wellz2) < CVe.

Finallement, la démonstration de 'inégalité (2.27) ( voir [1]). m

2.2.2 IL’estimation en H' et L2 :

On présente dans cette partie I’étude de I’estimation de la solution en tenant compte

2,ecl

du terme u*“. L’estimation a 'ordre u c’est un enjeu majeur.

Commencons par définir le probléme de u'* :

—divA.Vu'*? =0 dans €2,
ut(z) = —ul (x, g) sur O9.

On peut écrire le premier terme de couche limite u'*“(x), sous la forme :

ul’ad(:(:) — Ul’€Cl(ZE) + w1’€Cl(:E),

tel que v1* satisfait :
—divA.Vv'ed =0 dans 2,
ou’ _
vbel(@) = dp S (o) — i (a) sur T, pour m = 1,...,2n.
j
et w'e satisfait :
—divA.Vwh =0 dans (2,
. ou®
whed (1) = < J <§> — dm> —(x sur I'™, pour m=1,...,2n.
@ = (¢ (%) - ) G v

20
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CHAPITRE 2. COUCHE LIMITE EN HOMOGENEISATION

Cette décomposition est motivée par le fait que le probléme (2.29) est un probléme
d’homogénéisation standard ( avec condition de Dirichlet non homogéne indépendante
de € ) et le second probléme (2.30) est un probléme dont la solution tend vers zéro a

I'intérieur du domaine.

Lemme 2.2.3 : Supposons que u® € W2(Q). Soit wh la solution de (2.29), pour

chaque ensemble ouvert w CC 2 il existe un constante C' > 0 tel que :

HwLECl”LQ(Q) S C\/g et ”wLEClHH1(w) S C(\/E
Preuve. : Voir [1| =

Théoréme 2.2.2 : Soient u® et u® les solutions uniques de (2.1) et (2.13) respectivement,
supposons que u’ € W2>(§).
Alors pour chaque sous-ensemble ouvert w CC ) avec injection compact dans €2, il existe

une constante C', tel que :

|

€00\ _ 200 ool f) H <C
u(x) —u'(z) — eu <35, - o €
Preuve. Voir [1]. =

Théoréme 2.2.3 : Soient u® et u® les solutions uniques de (2.1) et (2.13) respective-
ment, supposons que u® € W3>(Q), soit u' définie par (2.9) et on suppose que ul vérifie

Iéquation (2.14), alors :

En plus, pour tout ensemble ouvert w CC €2 avec injection compact dans §2, il existe

uf(r) — u’(z) — eu' <:c, g) —eut(z) — %’ (:c, g) HHI(Q) < Ce?. (2.30)

une constante C' indépendante de € :

uf (r) — u’(z) — eul (m, E) — vt (x) — 2t (m, E) —? (m, f) H
£ £ e/l (w)

IA
Q
Ve

(2.31)
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et
‘ uf(x) — u’(z) — eu' <x, z) — v (z) < Ce?
€ L2(w)
) avl,cl
tel que v11(z, 1) = X/ (y) 5 (7), et v1 est la solution de :
Ly
—divA. Vot =0 dans (2,
ou® -
b (z) = d;"al(a:) —ut(x) sur ', pour m =1, ..., 2n. (2.32)
Ly

Preuve. Voir [1]. =
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CHAPITRE 3

APPLICATION EN ELASTICITE LINEAIRE

Ce chapitre reprend une partie de l’étude de H. Dumontet [3] avec plus de détails sur la
couche limite pour un probléme linéairement élastique multicouche périodique dans la

direction verticale.

3.1 Position du probléme

Soit © un domaine borné de R? dont le bord 99 est régulier, soit x = (x1, 12, x3)
les coordonnées cartésiennes d’un point de 2, par rapport aux axes R = (0, e, e, ?3)
Un corps élastique occupe le domaine €2 est soumis aux forces de densité : f = (f1, fa, f3)
est fixé sur I'y, on suppose que le reste du bord I's est libre. Le matériau est un compo-
site laminé de structure périodique dans la direction e chaque couche est suposée d'un

matériau élastique homogéne et isotrope.

Notons par ¢ — Z la période du matériau, € est un paramétre trés petit qui
représente la taille de la période Z =|0, Z*[ et qui doit tendre vers 0, le comportement

¢lastique du matériau composite est caractérisé par les fonctions : A(2) = {a;ju(2)} défi-
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CHAPITRE 3. APPLICATION EN ELASTICITE LINEAIRE

nies sur 7, et étendues a tout I'espace par Z périodicité, on suppose qu’elles satisfont les

propriétés suivantes :

aiji(z) € L=(Z),
Qijkl = Qklij = Qjikl,

aijreijer > Cegey, (C > 0), (Vey; = €i).

Les coefficients élastiques locaux sont donnés par :

A = A () ={on (2) )

3.1.1 Position du probléme

La formulation classique du probléme d’équilibre est la suivante :

( —a%afj(x) _ dans Q,
(P9) of(z) = A*(z).e (u°(x)) dans €,
us(z) =0 sur T'y,
o¢(x).n =0 sur Ty,

1 [ 0v;  Ov,
tel que o° est le tenseur de Cauchy, u° est le déplacement et e;;(v) = 3 ( av + avj ) les
X ZT;

composantes du tenseur des déformations associés a v.

3.1.2 Existence et unicité de (P°)

Soit v la fonction test

veV={veH(Q),v|r,=0}
———0; V; dx = ;v dr <= [ oo (x dr = i v dx
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= /Qafj(x)eij(v) dx :/Q fi v dx.

Proposition 3.1.1 /8] : Le probleme élastique (P) admet une solution faible unique dans

V.

En effet, a(u,v) = [, 05;(x)e;;(v) do est une forme bilinéaire continue et coercive
sur V grace a l'inégalité de Korn, f € L*(Q2), et L(v) = [, f v dz est une forme linéaire

continue sur V.

D’aprés le théoréme de Lax Milgram, le probleme :

Trouver u € V,
a(u,v) = L(w),Yv €V,

admet une solution unique.

On postule les développements asymptotiques & double échelles pour u® et 0¢ comme

suivant :

uf(7) = u’(z) + eu'(x, 2) + £2.... (3.1)
o°(z) = 0%z, 2) + eot(w, 2) + £2.... (3.2)

tel que z = 3 , les fonctions u/(z, 2) et o*(x,2)(j > 1) et (k > 0) sont :
£

définies pour x € Q) et z € Z,
(3.3)
Z — périodiques par rapport a z.

En appliquant le processus de ’homogénéisation asymptotique au (P¢) on obtient :

[O?j(x, z) + 502-1]-(%, 2)+ed.] = [afjkl(m)(egl +eel +¢2.)]

avec
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o0 (x,2) = aiu(z)ey

0)5(x,2) = au(z)ey

x
Supposons que : a5, (7) = ikl <?3>

Pour trouver le probléme homogénéisé, nous allons étudier I’équation :

0 0 0 10
_a_l)l |:0-,?1 + 60—,}1 _I_ 52...i| _8_3;-2 |:O—,?2 + 80_32 + 52---] - (8_1‘3 + g&) [0?3 + 60—,}3 + 52...i| = fZ
A Porder e7! :
0
—gagg(x, 2) =0 (3.4)
A Porder €° :
0 0 0 0
—a—mlgg(ﬂ?, z) — 6—1_20?2(%»2) - 8—3630?3(93, z) — %01‘13(9% z) =i (3.5)
-Etude de I'équation microscopique (3.4) :
(9 0 o a 0 T3 0 3 _
—aaig(%z) =0 9. [ai?,k:l (;) e (u )} =0
on a :
eap(u®) = e (u°) +eelg(u') + ...
o 1 [0ug 0 10 0 1 5
eas(u®) = 5 {&ﬂva + (81’3 + eaz) (ug +eu, +e°+...) |,
et

0o 10
633(11,6) = (8_1'3 + g&) (ug + €U515 + 82....)
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CHAPITRE 3. APPLICATION EN ELASTICITE LINEAIRE

donc
1 /0u®  Oul
0 ey _ — [e% B _x 0
() = 5 (5o + 522 ) = eaala
1 /0u?  oul  oul
0 ey _ 3 a a _x 0
€a3(u ) 2 (81’04 (9.1'3 az ) ea3(u )
oud  Oul oul
0 _ ™ 7 _ x (,0 putiat:]
€33 = 075 2 ez3(u”) 2
Alors
_5 (11375675(11,0) + i3y3 <€'y3 (U ) + 58_27) + 33y <€37(u0) +
=0
0 Out ouk
— 9, {ai:skzeil(uo) + ai3'y3a_; + ai3338—;
out
< —5 {aigkl(z)eil(uo) + aigkga—;:| =0
0 oul . 0
— 9. {ai3k3a_;:| = €kl(uo)&ai3kz(2)

On définit les fonctions x*(z) € H! Zpériodiques solutions de :

) oy 10
—% |:ai3k3 02 (Z)}

<XZm> =0,

donc

u' (2, 2) = ey (u”)x*" (2) + ' ().

27
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-Etude de I’équation macroscopique (3.5) :

o o ) )

——0y (7, 2) — 6—36202'2(%2) - 8—3330?3(% z) — 5033(93, z) = fi

8&71

on utilise 'opérateur moyenne, on obtient : <_8_$j0?j> = (f)

alors
out
oy = aigrey (u°) = agreq(u®) + aijk3a_;'
Ainsi :
<0—?j(x7 Z)>Z = ag'mn<z)€frm(u0)7
avec :

mn
A N o) ¢
aijmn_ az]mn &z]kS 82 .

Finallement, Le probléme homogénéisé est :
( 0

_(9_95]-

(( 0%z, 2)).) = f dans ,

(0%, 2)), = (a  (2)).en(ul) dans €,

ymn

u’(z) =0 sur I'y,

| (0%(x,2)).n=0 sur Ty,

Mais, la derniére condition du probléme (P¢) n’est pas satisfaite en général lorsque
e = 0, c’est -a-dire 0%(x,2).n # 0, ce qu'on obtient dans le probléme homogénéisé est

(0%(z, 2)), .n = 0 ce qui implique l'existence du phénomeéne de couche limite.

3.2 Le probléme de couche limite

Supposons que 'y est planaire, définie par € et €5 = cosa € o + sina’€ s, avec

T .
0<a< BL R = (0, 1, o, ?3) tel que €5 = —sina €y + cosa e 5.
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FIGURE 3.1 — La figure G.

Dans ce cas, on définit les variables microscopiques s et y3 comme suivant :

x x
Yo = — ys = —. (3.7)
€ 5
on observe :
z =sin ays + cos ays. (3.8)
Soit :
* * Z*
G =Yyx]0,+o0[ avec Y =]0,Yy[ et Yy=—0.
sin «

Remarquons que le domaine G se reproduit par Y5 périodicité et que les coefficients
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d’élasticité :

A(y2,y3) = A(z = sin ays + cos ays)
sont Yo- périodiques, a ys fixe.
Les expressions asymptotiques de u° et ¢° sont :
u(2') = u’(2') + e [u' (2, 2) + ub N2 yo, y3)] + €7 (3.9)

o(z') = [0°(2', 2) + 0¥ (' ya, y3)| + €. (3.10)

ot les termes de couche limite u™ (', y2, y3)(i > 1)et o< (a’, yo,y3)(j > 0) sont :

définies pour x € Ty (i.e,a’ = (2),25,0)) et (y2,93) € G,

(3.11)
Y, — périodiques par rapport & s,
et satisfont :
o7 (2 5, ys)tend vers zéro lorsque y3 — 400 (3.12)
ol (), 7, 0,4, 0) = —0als(2], 25,0, 9, 0), (3.13)

Vyg € YQ.

Pour trouver le probléme de couche limite, on utilise la méme méthode appliquée

au chapitre 2 pour étudier les équations du probléme :

— 0 0 0,cl _ 9 10 0 0,cl
9 [(Jﬂ +05%)+ 5} (6:162 + 2 0y2) [(Ui2 +057) +e.

a 1 a 0 O,Cl o )
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A Vordre e~ :
0 0
_6_3;2(0?2 +opt) - a—yg(a% +oi') =0
0 0
< —a—yz ?Q’Cl — a—y?)(f%d =0 (315)
on obtient :
_iao,cl . iao,cl -0
2 3 T
0,cl

0.2 Y2, Y3) = @iwr (Yo, y3)ew (ub (2!, ya, y3).

ij

Alors on peut écrire le probléme de couche limite sous la forme :

( —io'(.)’d - io_o,cl -0
ya 2 Oys " ’

(P%9)
o%<l(x' 4y, y3)tend vers zéro lorsque y3 — —+o0,

| w2y, 3) et 0% () y,y3) Yo — périodiques par rapport a y,.

Maintenant, d’aprés [6] on définit les fonctions potentiels suivantes :
(' y2,y3) et (2, y2,y3)

définies pour 2’ € I’y et (yo,y3) € G tels que :

ov .

oy 720 08) = =01 (@2, )

. (3.17)
8_3/2@/’ Yo, Y3) = Ugéd(??/,yz,yg)
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020 )
m<x/7y2?y3) = Ugél(x/7y27y3)
6261) / O,cl/ g
m@ VY2, Y3) = Oy (Y2, Y3) (3.18)
920 .
Byads L V2 Ys) = —a93 (2, Y2, y3)
\

1,cl)

Remarque 3.2.1 Etant donné ey (u") =0 et d’aprés (3.15), on observe que :

0.l R 0%d
o1 = v(Y2,Y3) .

+
OyaOya ~ Oy30ys3
Pour étudier le probléme de couche limite (P¢*), on va considérer deux pro-

blémes, le premier d’ordre deux et le second d’ordre quatre.

3.2.1 Etude du probléme de deuxiéme ordre

On définit la fonction potentielle ¥ comme suite :

\I[(xlv Y2, ?/3) =7 (yQa yS)ers (UO) |(x’1,x’2,0) + \Ij(xlla x/27 0) (3'19)

tel que \T!(x’ ) est une fonction arbitaire, et u°(z’) est la solution du probléme homogénéisé
82,11/170[ azui,Cl

PH). On utilise la loi de Hooke et la relation =
(P Oyz Oys  Oys Oy

, pour retrouver le pro-

bléme de ce cas.

Alors, les fonctions 77%(y9, y3) satisfont le probléme suivant dans G :
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( i|:(1—|—1/) 0TT5}+1|:<1+V) 87’"5}_0
02 E ) Oy dys3 E ) 0ys
S s Y2 Y2 Y
T (3/2, 0) =h (yz) = fo b13rs(t7 0) dt — F fo blSrs(y% 0) dy>
2 (3.20)

((97” or’s

_ —> tend vers zéro lorsque y3 — +00
Oya = Oy

L 7"%(y2, y3) sont Y5 — périodiques par rapport & ys.

Comme résultat de ce cas, on a le théoréme suivant :
Théoréme 3.2.1 Il existe un réel v > 0 tel que le probleme :

( i |:<1+V) 87’”} +i {(1#—7/) 87”"5} _0
s E 0y 0y E 0y B

T (y2,0) = B (y2) = [3* biars(£,0) dt — % fOY; b13rs(y2,0) dyo
2

(87”’ or’s

_— —) tend vers zéro lorsque y3 — +00
Oyz ~ Oy

evysaT ELQ(G), evy:saL €L2(G)
( 0 0

Y2 Y3

0
admet une solution unique 7™ € V'™ = {v € LQ(O,R;V(YQ))’ R < oo, evysa =

Y3
v € L*G),v(y2,0) = h"™(y2)} avec V() = {® € HY(Y,),® estYs-

0
L2 G , e’yyii
(@) o
périodique}.
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3.2.2 Etude du probléme de quatriéme ordre

De la méme maniére que le cas précédent, nous exprimons une fonction ¢ définie

pour 2/, par la somme des fonctions arbitraires :®;(z'), ®o(2’) et P5(2') comme suit :

(I)<x/17 xl27 07 Y2, y3) = SOT'S(y% y3)er5(u0) ’(illyiU/Q,D)

—|—51(l’1, xl27 O)yQ + &)Q(x/17 I,27 O)yS + (53(‘7?,17 wIQa 0)7 (321)
ot les fonctions ¢"*(ys, y3) satisfont le probléme suivant dans G :

Al (y2,y3)] =0

;

©"*(1y2,0) = g"*(y2)

aSO’I“S
Y3

(y2,0) = k™ (y2)

82 ]
( ) tend vers zéro lorsque y3 — +00
dy; Oy,

©"*(y2, y3) sont Y — périodiques par rapport a yo

tel que 'opérateur A défini par :

B 0? {(1 + 1/) 0? }
O0ys Oys E 0ya Oy 7

et k™ (ya), g"°(y2) des fonctions définies en Y5 :

1 *
krs (yQ) — f0y2 b237’s(t7 O)dt — yQF fOYz b23m (t, O)dt
2

9" (y2) = — [ [f(f baars(t1, O)dh] dt + fo : b3srs (Y2, 0)dt

2Y*

+ fo |: b33rs tla O)dtl] dt — e b33rs<y27 O)dyQ
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Théoréme 3.2.2 [ existe un réel v > 0 tel que le probleme :

(A (0" (y2,93)] = 0

©"(y2,0) = g"*(12)

awrs
Y3

(y2,0) = k" (y2)

0" (y2,y3) sont Yo — périodiques par rapport a yo

82901”5 )
evs € L*(@G),

admet une solution unique " € W = { v € L*(0, R, W(Y3)),VR < oo, €7¥3

2

9y;0y;
(y2,0) = k™ (y2)} avec W(Yy) = { ® € H*(Y,), D est Yo —

o

L*(G),v(y2,0) = " (y2), o

périodique}

Preuve. Voir [3]. =
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CONCLUSION

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats, qu’on trouve dans les travaux cités
dans la bibliographie, sur le comportement asymptotique en tenant compte de la couche
limite, de la solution de problémes elliptiques avec coeflicients rapidement oscillants dans
un domaine hypercube. La méthode employée est celle de Tartar-Lions. Ensuite, on a
essayé d’utiliser I’étude précédente pour trouver une estimation optimale dans les espaces
H' et L?. Enfin, on applique la méthode de I'homogénéisation asymptotique obtenue

précédemment au cas de 1’élasticité linéaire pour un milieu multi-couches.
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Résumé:

L'objectif de ce travail de mémoire est de présenter le phénomene de couche limite en
homogénéisation. Le modéle considéré est un probléme elliptique d'ordre 2 avec condition
du bord de Dirichlet homogéne. La problématique générale est d'étudier le comportement des
solutions prés du bord. Nous appliquons la méthode de développement asymptotique a double
échelles a ce probleme dans le cas ou le domaine est a frontiére paralléle aux axes de
coordonnées. La deuxieme partie est de donner I'estimation d'erreur intérieure et globale dans
les espaces H ' et L2 Enfin, nous donnons une application en élasticité linéaire ou cette foi le
probleme de couche limite est un probléme en contraintes et la méthode employée est la
méthode des potentiels.

Mots clés : Homogénéisation , probléme elliptique, couche limite, élasticité linéaire.

Abstract:

The aim of this work is to present a boundary layer phenomenon in homogenization.
The model considered is an elliptic 2" order problem with homogeneous Dirichlet
condition. The general problem is to study the behavior of the solution near the boundary.
We apply the double scale asymptotic expansion method to this problem in the case when the
boundary of the domain is parallel to the coordinate axes. The second part of our study is to
give interior and global error estimates in H* and L2 Finally, we give an application in linear
elasticity where in this case the boundary layer problem is considered is stress form and the
method used is the potential method.

Key words: Homogenization, a boundary layer, an elliptic problem, linear elasticity.
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