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Notations et conventions

• Les indices Latins varient dans l’ensemble {1, 2, 3} et les indices Grecs (à l’exception

de ε) varient dans l’ensemble {1, 2}.

• On utilise la convention de la sommation par rapport aux répétés.

Les symboles :

• Ω = Ω + ∂Ω : c’est la ferméture de Ω.

• ω ⊂⊂ Ω : ω est injection compact dans Ω.

• max : le maximum.

• sup : le supérieur.

• O(εn+1) : f(ε) = O(εn+1)⇐⇒
∣∣∣∣f(ε)

εn+1

∣∣∣∣ ≤ C (constante positive) lorsque ε −→ 0.

• δij : le symbole de Kronecker.

• E : module d’Young.

• ν : le coefficient de Poisson.
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Les opérateurs :

• ∆ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 : c’est l’opérateur de Laplace.

• ∇ : le gradient.

• div : c’est l’opérateur de divergence.

• 〈.〉 : c’est l’opérateur de moyenne : 〈f〉 =
1

|Y |
∫
Y
fdy.

Les espaces :

• Wm,∞(Ω) :{f ∈ L∞ : Dαf ∈ L∞(Ω),∀ |α| ≤ m} .

• H−1(Ω) : (H1
0 (Ω))

′.

• H1
P (Y ) : = {v ∈ H1

loc(Rn)/v est Y − périodique}.

• H1
loc :

{
f ∈ H1 :

∫
ω
fdx < +∞

}
.

Les fonctions :

• ui,cl : les termes de couche limite.

• Φ , Ψ : deux fonctions potentiels.

Les relations :

• L’inégalité de Korn :

Si Ω est un ouvert borné de Rn, ∃C > 0 :∫
Ω

eij(u)eij(u)dx+

∫
Ω

u2dx ≥ C ‖u‖2
H1(Ω) .

• La loi de Hooke (1635-1703) :

On utilise ici la loi de Hooke dans le cas d’un matériau isotrope :

eij =
1

E
((1 + ν)σij − νσkkδij) .
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Introduction

Le phénomène de couche limite en homogénéisation est utilisé dans plusieurs do-

maines sientifiques ( physique, mécanique des milieux continus,...) [3], [6] et [9]. L’étude

mathématiques de ce phénomène remonte aux anneés 70 avec la publication de l’ouvrage

de référence [2].

On considère dans notre travail un problème aux limites elliptique d’ordre 2 de

type Dirichlet homogène, avec coefficients oscillants périodiques posé sur un domaine de

type hyper cube. Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier est dédié à la présentation du problème de la couche limite sur un mo-

dèle. On commence par donner un exemple qui explique la méthode de Vishik-Lyusternik

[5], cette méthode est la base de la méthode de Tartar-Lions. Cette méthode est basée

sur l’ajout des termes comme correcteurs de frontière au développement asymptotique à

double échelles à partir de l’ordre 1. Ces correcteurs de frontière qui se nomment aussi

solutions de couche limite sont solutions d’un problème aux limites elliptique sans second

membre de type Dirichlet non homgène, défini dans la cellule de référence (0, 1)n−1×]0,∞[,

dont l’énergie décroit exponentiellement par rapport à la deuxième variable.
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L’application de la méthode d’homogénéisation asymptotique fourrnit un compor-

tement macroscopiquue optimale de la solution à l’intérieur du domaine ou bien si le

domaine est l’espace tout entier ou que les conditions aux bords sont périodiques. On

obtient dans ce cas une estimation de l’énergie de l’erreur d’ordre ε. Cependant, si le

problème est posé sur un domaine à frontière, lipschitizienne par exemple, alors la pré-

sence de la frontière à une influence sur la précision des approximations et l’estimation

correspondante de l’énergie de l’erreur est d’ordre ε
1
2 seulement dans ce cas.

Finallement, dans le troisième chapitre, on applique l’étude précédente en élasti-

cité linéaire dans le cas d’un matériau multicouche isotrope. On cherche cette fois les

contraintes couche limite d’ordre 1 en appliquant la méthode des potentiels.
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Chapitre 1

Introduction à la couche limite

1.1 Couche limite -historique- :

L’expréssion "couche limite" (Grenzschicht en allemand) a été utilisé pour la pre-

mière fois par L. Prandtl le 12 aout 1904 lors "the Third Internationalen Mathematischen

Kongress in Heidelberg, Germany". Prandtl a étudié l’écoulement d’un fluide à travers

un corps solide dans le cas d’un nombre de Reynolds très important, il a montré que cet

écoulement se divise en deux régions, une région extérieure d’écoulement non visqueux et

une région très voisine du bord (couche limite) dans la viscosité est importante.

Prandtl a décrit un système d’équations qui donne la première approximation de

la vitesse du fluide dans la couche limite. A l’interface entre la couche limite et la région

extérieure les deux écoulements se raccordent.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION À LA COUCHE LIMITE

1.2 Généralité :

Le but de cette partie est de donner une idée générale sur l’expression de "couche

limite" (mathématiquement). Au début, on donne une notion sur le "développement

asymptotique" :

Soit f(x, ε) une fonction tel que x ∈ Ω, et δi(ε) est une suite asymptotique. On

appelle développement asymptotique de f dans Ω par rapport à δi(ε) lorsque ε −→ 0 si :

f(x, ε) =
n∑
i=0

ai(x)δi(ε) +O(δn+1(ε))

on écrit :

f(x, ε) ∼
∞∑
i=1

ai(x)δi(ε),∀x ∈ Ω, ε −→ 0.

Supposons que :

f(x, ε) =
∞∑
n=1

ai(x)δi(ε).

Si le développement asymptotique n’est pas uniforme en x0 ∈ Ω, c’est-à-dire :

f(x, ε) 6=
∞∑
i=0

ai(x)δi(ε)

alors, on dit que x0 ∈ Ω est un point singulier.

Donc, on peut dire que la couche limite est un voisinage d’un point singulier.

Dans tout ce qui suit, on utilise le développement des puissances, i.e :

δi(ε) = εi.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION À LA COUCHE LIMITE

1.3 Un exemple de base :

( D’après [5])

Soit Ω un domaine, borné de R2, supposons que le bord ∂Ω est une courbe régulière.

Les fonctions k(x, y) et f(x, y, ε) sont régulières, et k(x, y) > 0 dans Ω.

On considère l’équation elliptique suivante :

{
ε2∆u− k2(x, y)u = f(x, y, ε), (x, y) ∈ Ω
u|∂Ω= 0.

(1.1)

La régularité des k, f, ∂Ω et le signe négatif de −k2(x, y) impliquent l’existence et

l’unicité de la solution u(x, y, ε).

L’expression asymptotique de la solution du problème (3.1) est constituée par : u

c’est le terme régulier et Π représente le terme de couche limite.

Pour construire les fonctions des couches limites, on utilise d’autres coordonnées au

voisinage du ∂Ω.

On considère les équations (sur ∂Ω) données par :

x = ϕ(l) y = ψ(l), 0 ≤ l ≤ l0,

Le point M ′ (ϕ(l), ψ(l)) se déplace sur ∂Ω, de telle sorte que le domaine Ω reste à

la gauche. au δ-voisinage de la courbe, on introduit les nouvelles variables locales comme

suit :

Soit le point M(x, y) appartenant à Ω qui lie le vecteur normal à ∂Ω en passant

par le point M ′(ϕ(l), ψ(l)) ( Figure (1.1) ), notons par r la distance MM ′, le couple des

nombres (r, l) sera les nouvelles coordonnées du point M .

Si le δ-voisinage {(0 ≤ r ≤ δ)× (0 ≤ l ≤ l0)} est suffisamment étroit, c’est-à dire δ

est suffisamment petit. Dans cette région il existe une application bijective entre les deux

coordonnées (x, y) et (r, l) donnée par :

6



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À LA COUCHE LIMITE

Figure 1.1 – Les coordonnées (r,l) au voisinage de ∂Ω.
.

x = ϕ(l)− r ψ′(l)√
ϕ′2(l) + ψ′2(l)

, y = ψ(l) + r
ϕ′(l)√

ϕ′2(l) + ψ′2(l)
.

Dans le δ-voisinage du ∂Ω on obtient l’expression suivante de l’opérateur Lε des

termes de nouvelles variables (r, l) :

Lε = ε2

(
∂2

∂r2
+ α(r, l)

∂2

∂l2
+ β(r, l)

∂

∂r
+ γ(r, l)

∂

∂l

)
− k2 (x(r, l), y(r, l)) ,

où

α(r, l) =

(
∂l

∂x

)2

+

(
∂l

∂y

)2

, β(r, l) =
∂2r

∂x2
+
∂2r

∂y2
et γ(r, l) =

∂2l

∂x2
+
∂2l

∂y2
.

Maintenant, nous effectuons le changement de variable de r tel que : r = ερ, nous

obtenons :

Lε =

(
∂2

∂ρ2
− k2(l)

)
+
∞∑
j=1

εjLj.

tel que k2(l) = k2(ϕ(l), ψ(l)), et Lj sont des opérateurs différentiels linéaires contenant

les différenciations : ∂/∂ρ, ∂/∂l, ∂2/∂l2.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION À LA COUCHE LIMITE

Nous allons chercher la solution asymptotique de (3.1) qui s’écrit sous la forme :

u(x, y, ε) = u+ Π =
∞∑
i=0

εi (ui(x, y) + Πi(ρ, l)) . (1.2)

Nous substituons (1.2) dans (3.1), et nous effectuons un développement de f(x, y, ε)

en série de puissances de ε, nous obtenons :

[
ε2∆− k2(x, y)

] ∞∑
i=0

εiui(x, y)+

[(
∂2

∂ρ2
− k2(l)

)
+
∞∑
j=1

εjLj

]
∞∑
i=0

εiΠi(ρ, l) =
∞∑
i=0

εifi(x, y),

(1.3)

∞∑
i=0

εi (ui(l) + Πi(0, l)) = 0. (1.4)

tel que ui(l) = ui(ϕ(l), ψ(l)).

L’expression asymptotique des termes réguliers est donnée par :

−k2(x, y)u0 = f0(x, y), −k2(x, y)u1 = f1(x, y),

∆ui−2 − k2(x, y)ui = fi(x, y).

D’où :

u0 = −f0(x, y)/k2(x, y), u1 = −f1(x, y)/k2(x, y),

ui = −(fi(x, y)−∆ui−2)/k2(x, y).

En général, le terme régulier de l’expression asymptotique ne satisfait pas la condi-

tion du bord, mais la somme du terme régulier avec le terme de couche limite doit vérifier

cette condition.

Pour les fonctions du bord, on obtient l’équation différentielle suivante :

∂2Πi

∂ρ2
− k2(l)Πi = πi(ρ, l), ρ ≥ 0. (1.5)

8



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À LA COUCHE LIMITE

tel que π0 = 0 et

πi(ρ, l) = −
i∑

j=1

LjΠi−j(ρ, l), i ≥ 1.

En plus, la partie de droite de l’expression de Πi est exprimée de manière recursive

par les Πj (j < i). La condition de bord à ρ = 0 provient de (1.4) :

Πi(0, l) = −ui(l). (1.6)

Nous exigeons que les Π-fonctions sont décroissantes lorsque ρ −→∞ :

Πi(∞, l) = 0. (1.7)

La solution explicite au problème (1.5)-(1.7) peut être trouvée successivement, par

exemple :

Π0(ρ, l) = −u0(l) exp(−k(l)ρ).

Comme résultat de cette partie, toutes les fonctions Πi possèdent l’estimation ex-

ponentielle suivante :

|Πi(ρ, l)| ≤ C exp(−κρ),

où C et κ sont des constantes positives qui ne sont pas identiques pour chaque i.

- L’estimation du reste des termes :

Notons par Un(x, y, ε) la somme partielle d’ordre n de la série (1.2) :

Un(x, y, ε) =
n∑
i=0

εi (ui(x, y) + Πi(ρ, l)) .

9



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À LA COUCHE LIMITE

Théorème 1.3.1 La série (1.2) est la série de puissance asymptotique pour la solution

u(x, y, ε) du problème (3.1) dans Ω lorsque ε −→ 0, donc on a l’estimation :

max
Ω
|u(x, y, ε)− Un(x, y, ε)| = O(εn+1).

Preuve. : Posons w(x, y, ε) = u(x, y, ε)− Un(x, y, ε), on remplace u = Un +w dans (3.1)

on obtient le problème suivant du terme w :

{
ε2∆w − k2(x, y)w = h(x, y, ε), (x, y) ∈ Ω,
w|∂Ω= 0.

(1.8)

d’où :

h(x, y, ε) = f(x, y, ε)− ε2∆Un + k2(x, y)Un.

Il résulte de la méthode de construction de Un que h(x, y, ε) = O(εn+1) dans Ω.

Soit le point (x0, y0) ∈ Ω tel que w(x, y, ε) atteint sa valeur maximale positive.

Alors ∆w ≤ 0 en ce point, ainsi l’équation de w implique :

w(x0, y0, ε) ≤
|h(x0, y0, ε)|
k2(x0, y0)

= O(εn+1).

De la même manière, si (x1, y1) est un point dans Ω tel que w(x, y, ε) atteint sa

valeur minimale négative, alors :

w(x1, y1, ε) ≤
|h(x1, y1, ε)|
k2(x1, y1)

= O(εn+1).

Il découle des inégalités ci-dessus que :

max
Ω
|w(x, y, ε)| = max

Ω
|u− Un| = O(εn+1).
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Chapitre 2

Couche limite en homogénéisation

Ce chapitre est basée sur le travail de G. Allaire et M. Amar dans l’article [1].

L’homogénéisation a d’abord été développé pour des structures périodiques ( [2] et

[8] ). Celles-ci sont très nombreuses dans la nature ou dans les applications industrielles et

on dispose d’une méthode très simple et très puissante pour les homogénéiser : la méthode

des développements asymptotiques à deux échelles que nous avons présenté au premier

chapitre.

Dans une structure périodique, nous notons ε le rapport de la période à la taille

caractéristique de la structure. En générale, ce paramètre positif ε est petit, et l’homo-

généisation consiste à effectuer une analyse asymptotique lorsque ε tend vers zéro. La

limite ainsi obtenue sera dite homogénéisée, macroscopique ou effective. Dans le problème

homogénéisé la forte hétérogéneité de la structure périodique d’origine est moyennée et

remplacée par l’utilisation de coefficients homogénéisés.
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CHAPITRE 2. COUCHE LIMITE EN HOMOGÉNÉISATION

2.1 Le cas classique :

Soit Ω un sous-ensemble ouvert et borné dans Rn (n ≥ 1), et soit Y la cellule unité

Y = (0, 1)n dans Rn. On considère le problème elliptique suivant dans Ω :

{
−divAε∇uε = f dans Ω,
uε = 0 sur ∂Ω,

(2.1)

tel que f ∈ L2(Ω), avec Aε(x) = (aij(x))1≤i,j≤n est une matrice symétrique définie positive

avec aij ∈ L∞(Ω).

Le problème (2.1) admet une solution faible unique uε ∈ H1
0 (Ω) graçe au théo-

rème de Lax-Milgram.

On va représenter le système (2.1) à coeffcients oscillants par deux échelles ca-

ractéristiques : l’échelle macroscopique x et l’échelle microscopique représentée par la

variable rapide y =
x

ε
. On est souvent conduit à séparer l’expression asymptotique en un

problème à l’intérieur du domaine, et un problème au voisinage du bord.

Nous postulons le développement à double-échelle de la solution de (2.1) :

uε(x) = u0
(
x,
x

ε

)
+ εu1

(
x,
x

ε

)
+ ε2.... (2.2)

Les fonctions ui = ui(x, y) étant périodiques en la seconde variable (la variable

microscopique : y =
x

ε
), En injectant (2.2) dans le système (2.1) et en identifiant les

puissances de ε, on obtient de manière classique les équations suivantes :

− divyA(y)∇yu
0 = 0 (2.3)

− divyA(y)∇yu
1 − divxA(y)∇yu

0 − divyA(y)∇xu
0 = 0 (2.4)

12



CHAPITRE 2. COUCHE LIMITE EN HOMOGÉNÉISATION

− divyA(y)∇yu
2 − divyA(y)∇xu

1 − divxA(y)∇yu
1 − divxA(y)∇xu

0 = f (2.5)

− divyA(y)∇yu
3 − divyA(y)∇xu

2 − divxA(y)∇yu
2 − divxA(y)∇xu

1 = 0 (2.6)

− divyA(y)∇yu
4 − divyA(y)∇xu

3 − divxA(y)∇yu
3 − divxA(y)∇xu

2 = 0 (2.7)

.......

La première équation (2.3) entraine l’indépendance de u0 par rapport à la variable

y :

u0(x, y) = u(x).

La deuxième équation (2.4) permet par séparation des variables x et y d’exprimer

u1 en fonction de la solution d’un problème cellulaire auxiliaire :


χj ∈ H1

P (Y ),

−divyA(y)∇yχ
j = −∂aij

∂yi
(y) dans Y,

〈χj〉 = 0,

(2.8)

le terme à l’ordre 1 est donc :

u1
(
x,
x

ε

)
= −χj

(x
ε

) ∂u0

∂xj
(x) + ũ1(x). (2.9)

La troisième équation (2.5) implique :

u2
(
x,
x

ε

)
= χij

(x
ε

) ∂2u0

∂xi∂xj
(x)− χj

(x
ε

) ∂ũ1

∂xj
(x) + ũ2(x) (2.10)

avec les fonctions χij sont solutions d’autres problèmes cellulaires auxiliaires :
χij ∈ H1

P (Y ),

−divyA(y)∇yχ
ij = bij −

∫
Y
bij(y)dy dans Y,

〈χij〉 = 0,

(2.11)

avec

bij(y) = aij(y)− aik(y)
∂χj

∂yk
− ∂

∂yk

(
aki(y)χj

)
,

13



CHAPITRE 2. COUCHE LIMITE EN HOMOGÉNÉISATION

et l’équation quatrième (2.6) implique :

u3
(
x,
x

ε

)
= −χijk

(x
ε

) ∂3u0

∂xi∂xj∂xk
(x)+χij

(x
ε

) ∂ũ1

∂xj∂xj
(x)+χk

(x
ε

) ∂ũ2

∂xk
+ũ3(x). (2.12)

Par application de l’opérateur moyenne à la troisième équation (2.5) et l’utilisation

de (2.9), on trouve que u0(x) est solution du problème homogénéisé suivant :


−divA∗(y)∇u0 = f dans Ω,

u0 = 0 sur ∂Ω,
(2.13)

tel que la matrice homogénéisée A∗ = (a∗ij) est définie par :

a∗ij =

∫
Y

[
aij(y)− aik(y)

∂χj

∂yk
(y)

]
dy.

L’application de l’opérateur moyenne 〈.〉 à la quatrième équation (2.6) implique :

− ∂

∂xi

[
a∗ij(y)

∂ũ1

∂xj

]
= F1 ⇐⇒ −divA∗∇ũ1 = cijk

∂3u0

∂xi∂xj∂xk
(2.14)

avec

cijk =

∫
Y

[
akl(y)

∂χij

∂yl
(y)− aij(y)χk(y)

]
dy,

On applique les mêmes étapes à la cinquième équation (2.7), on obtient la rela-

tion de ũ2 dans Ω :

− ∂

∂xi

[
a∗ij(y)

∂ũ2

∂xj

]
= F2 ⇐⇒ −divA∗∇ũ2 = Mijkl

∂4u0

∂xi∂xj∂xk∂xl
(2.15)
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2.2 Le cas où la frontière du domaine est parallèle aux
axes de coordonnées :

Maintenant, supposons que Ω = (0, 1)n est le cube unité ouvert, on définit une

semi-bande G = Y ′ × (−∞, 0) avec Y ′ = (0, 1)n−1, on note par y = (y′, yn) le point

y ∈ G avec y′ ∈ Y ′ et yn ∈ (−∞, 0). Le bord de G est composé de deux parties disjointes

∂G = Γ ∪ ∂GP :

la surface supérieure est définie par :

Γ = Y ′ × {0}

et la surface latérale est définie par :

∂GP = ∂Y ′ × (−∞, 0)

L’étude de tout ce qui suit est de présenter une méthode qui a pour objectif d’ex-

primer le comportement asymptotique et d’étudier l’influence des termes de couche limite

sur l’optimalité des estimations d’énergies sur des milieux finement périodiques, on utilise

l’homogénéisation asymptotique. Cette méthode est appelée :

2.2.1 Méthode de Tartar-Lions :

L’objectif est de mieux comprendre le comportement de uε près du bord, ce qui

nécessite d’introduire la couche limite ui,εcl dans l’expression asymptotique de uε :

uε(x) = u0(x) + ε
[
u1
(
x,
x

ε

)
+ u1,εcl(x)

]
+ ε2

[
u2
(
x,
x

ε

)
+ u2,εcl(x)

]
+ ε3.... (2.16)

Les termes de couche limite sont solutions du problème suivant :


−divAε∇ui,εcl = 0 dans Ω,

ui,εcl(x) = −ui
(
x,
x

ε

)
sur ∂Ω.

(2.17)
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Soit ψj une série de fonctions, on considère le problème suivant dans G :


−divA(y)∇ψj = 0 dans G,
ψj = χj sur Γ,
y′ −→ ψj(y′, yn) Y ′ − périodique.

(2.18)

On va exprimé par le lemme suivant le comportement des solutions de (2.18) à l’in-

fini, qui vont décroitre exponentiellement d’une façon rapide lorsqu’on s’éloigne du bord

∂Ω.

Lemme 2.2.1 Il existe une solution unique ψj de (2.18) dans H1
Loc(G), en plus il existe

un exposant γ > 0 et une constante réelle unique dj :

e−γyn(ψj(y)− dj) ∈ L2(G), e−γyn∇ψj(y) ∈ L2(G), j = 1, ..n.

On définit comme dans [7] :

ψjε (x′, xn) = ψj
(
x′

ε
,
xn − 1

ε

)
− dj

il est clair que ψjε ∈ H1(Ω) et vérifie :
−divAε∇ψjε = 0 dans Ω,

ψjε(x) = χj
(
x′

ε
, 0

)
− dj sur Γ1 = ∂Ω ∩ {xn = 1} ,

x′ −→ ψjε(x
′, xn) εY ′ − périodique,

(2.19)

tel que ψj est la solution du problème (2.18) et dj la limite associée à l’infini, d’après [1]

on a :∥∥∥∥ψjε exp

[
−γ
(
xn − 1

ε

)]∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C
√
ε et

∥∥∥∥∇ψjε exp

[
−γ
(
xn − 1

ε

)]∥∥∥∥
L2(Ω)n

≤ C√
ε
.

(2.20)
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on définit aussi :

ψ̃jε(x
′, xn) = ψjε(x

′, xn)V (x′, xn), (2.21)

tel que V : Ω −→ R est une fonction dans W 1,∞(Ω) et V = 0 sur ∂Ω\Γ1.

Lemme 2.2.2 : Soit ψ̃jε définie par (2.21), et wε la solution unique dans H1(Ω) de :


−divAε∇wε = 0 dans Ω,

wε(x) = ψ̃jε = V (x)
(
χj
(x
ε

)
− dj

)
sur ∂Ω.

(2.22)

Alors

‖wε − ψ̃jε‖H1
0 (Ω) ≤ C

√
ε.

Preuve. Par construction, on prend ψ̃jε = wε sur ∂Ω et ψ̃jε − wε ∈ H1
0 (Ω), on peut

démontrer :

‖ − divAε∇(wε − ψ̃jε)‖H−1(Ω) ≤ C
√
ε (2.23)

On remarque :

divAε∇ψ̃jε = div[Aε∇(ψjε.V )] = div[Aε∇ψjε.V + Aε∇V.ψjε]

= div[(Aε∇ψjε).V ] + div[(Aε∇V ).ψjε]

= Aε∇ψjε∇V + V div(Aε∇ψjε) + Aε∇V∇ψjε + ψjεdiv(Aε∇V )

alors, soit φ ∈ H1
0 (Ω) une fonction test :

I =

∫
Ω

−div[Aε∇(wε − ψ̃jε)]φdx′dxn =

∫
Ω

div
(
Aε∇ψ̃jε

)
φ dx′dxn

=

∫
Ω

Aε∇ψjε∇V φdx′dxn +

∫
Ω

Aε∇V∇ψjεφdx′dxn +

∫
Ω

div (Aε∇V )ψjεφ dx
′dxn

or ∫
Ω

div (Aε∇V )ψjεφdx
′dxn = −

∫
Ω

Aε∇V∇
(
ψjεφ

)
dx′dxn

17
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d’où

I =

∫
Ω

[
−Aε∇V∇φψjε + Aε∇ψjε∇V φ

]
dx′dxn

≤ C

∫
Ω

[
|ψjε||∇φ|+ |∇ψjε||φ|

]
dx′dxn

= C[I1 + I2]

On observe que :

I1 ≤ ‖ψjε‖L2(Ω)‖φ‖H1
0 (Ω)

d’après (2.20), on obtient :

‖ψjε‖L2(Ω) ≤
∥∥∥∥ψjε exp

[
−γ
(
xn − 1

ε

)]∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C
√
ε

alors

I1 ≤ C
√
ε‖φ‖H1

0 (Ω) (2.24)

Pour étudier I2 :

I2 =

∫
Ω

|∇ψjε||φ|dx′dxn ≤ ‖∇ψjε‖L2(Ω)‖φ‖L2(Ω)

on définit l’inégalité de Poincaré comme suit :

‖φ‖L2(Ω) ≤ Cε‖∇φ‖L2(Ω)n ,

donc :

I2 ≤
C√
ε
Cε ‖∇φ‖L2(Ω) ≤ C

√
ε ‖φ‖H1

0 (Ω) ,

alors

I1 + I2 ≤ C
√
ε‖φ‖H1

0 (Ω)

d’autre part : (avec φ ∈ H1
0 et ‖φ‖H1

0 (Ω) = 1 )

‖ − divAε∇(wε − ψ̃jε)‖H−1(Ω) = sup
φ∈H1

0 (Ω)et‖φ‖
H1

0(Ω)
=1

∫
Ω

−div[Aε∇(wε − ψ̃jε)]φdx′dxn ≤ C
√
ε.

L’équation (2.23) implique :

‖wε−ψ̃jε‖2
H1

0 (Ω) ≤
1

λ

∫
Ω

Aε∇(wε−ψ̃jε)∇(wε−ψ̃jε)dx′dxn =
1

λ

∫
Ω

−div[Aε∇(wε−ψ̃jε)](wε−ψ̃jε)dx′dxn

18
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≤ 1

λ
‖ − divAε∇(wε − ψ̃jε)‖H−1(Ω)‖wε − ψ̃jε‖H1

0 (Ω) ≤ C
√
ε‖wε − ψ̃jε‖H1

0 (Ω).

Corollaire 2.2.1 : Soit wε définie comme dans le lemme(2.2.2). Alors :

‖wε‖H1(Ω) ≤
C√
ε
, (2.25)

‖wε‖L2(Ω) ≤ C
√
ε, (2.26)

et, pour tout ensemble ouvert ω ⊂⊂ Ω il existe une constante C > 0 tel que :

‖wε‖H1(ω) ≤ C
√
ε. (2.27)

Preuve. : Pour démontrer la relation (2.25), on définit : δε = wε − ψ̃jε, il est clair que

δε ∈ H1
0 (Ω) ainsi : ∫

Ω

Aε∇wε∇δεdx = 0

λ‖∇δε‖2
L2(Ω) ≤

∫
Ω

Aε∇δε∇δεdx = −
∫

Ω

Aε∇ψ̃jε∇δεdx ≤ C‖∇ψ̃jε‖L2(Ω)‖∇δε‖L2(Ω)

donc

‖∇δε‖L2(Ω) ≤ C‖∇ψ̃jε‖L2(Ω) ≤
C√
ε

on a :

‖wε‖H1(Ω) ≤ ‖δε‖H1
0 (Ω) + ‖ψ̃jε‖H1(Ω)

donc

‖wε‖H1(Ω) ≤ ‖δε‖H1
0 (Ω) + ‖ψ̃jε‖H1(Ω) ≤ C

[
‖∇δε‖L2(Ω) +

1√
ε

]
≤ C√

ε

Pour démontrer l’inégalité (2.26) on observe que :

‖wε‖L2(Ω) ≤ ‖wε − ψ̃jε‖L2(Ω) + ‖ψ̃jε‖L2(Ω) ≤ ‖wε − ψ̃jε‖H1
0 (Ω) + ‖ψ̃jε‖L2(Ω)

Le lemme (2.2.2) :

‖wε − ψ̃jε‖H1
0 (Ω) ≤ C

√
ε
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implique :

‖wε‖L2(Ω) ≤ C
√
ε+ ‖ψ̃jε‖L2(Ω),

d’après (2.20) et (2.21) :

‖ψ̃jε‖L2(Ω) ≤ C‖ψjε‖L2(Ω) ≤ C
√
ε,

alors le résultat :

‖wε‖L2(Ω) ≤ C
√
ε.

Finallement, la démonstration de l’inégalité (2.27) ( voir [1]).

2.2.2 L’estimation en H1 et L2 :

On présente dans cette partie l’étude de l’estimation de la solution en tenant compte

du terme u1,εcl. L’estimation à l’ordre u2,εcl c’est un enjeu majeur.

Commençons par définir le problème de u1,εcl :

{
−divAε∇u1,εcl = 0 dans Ω,

u1,εcl(x) = −u1
(
x,
x

ε

)
sur ∂Ω.

On peut écrire le premier terme de couche limite u1,εcl(x), sous la forme :

u1,εcl(x) = v1,εcl(x) + w1,εcl(x),

tel que v1,εcl satisfait :
−divAε∇v1,εcl = 0 dans Ω,

v1,εcl(x) = dmj
∂u0

∂xj
(x)− ũ1(x) sur Γm, pour m = 1, ..., 2n.

(2.28)

et w1,εcl satisfait :
−divAε∇w1,εcl = 0 dans Ω,

w1,εcl(x) =
(
χj
(x
ε

)
− dmj

) ∂u0

∂xj
(x) sur Γm, pour m = 1, ..., 2n.

(2.29)
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Cette décomposition est motivée par le fait que le problème (2.29) est un problème

d’homogénéisation standard ( avec condition de Dirichlet non homogène indépendante

de ε ) et le second problème (2.30) est un problème dont la solution tend vers zéro à

l’intérieur du domaine.

Lemme 2.2.3 : Supposons que u0 ∈ W 2,∞(Ω). Soit w1,εcl la solution de (2.29), pour

chaque ensemble ouvert ω ⊂⊂ Ω il existe un constante C > 0 tel que :

‖w1,εcl‖L2(Ω) ≤ C
√
ε et ‖w1,εcl‖H1(ω) ≤ C

√
ε

Preuve. : Voir [1]

Théorème 2.2.2 : Soient uε et u0 les solutions uniques de (2.1) et (2.13) respectivement,

supposons que u0 ∈ W 2,∞(Ω).

Alors pour chaque sous-ensemble ouvert ω ⊂⊂ Ω avec injection compact dans Ω, il existe

une constante C, tel que :∥∥∥uε(x)− u0(x)− εu1
(
x,
x

ε

)∥∥∥
H1(ω)

≤ Cε

Preuve. Voir [1].

Théorème 2.2.3 : Soient uε et u0 les solutions uniques de (2.1) et (2.13) respective-

ment, supposons que u0 ∈ W 3,∞(Ω), soit u1 définie par (2.9) et on suppose que ũ1 vérifie

l’équation (2.14), alors :∥∥∥uε(x)− u0(x)− εu1
(
x,
x

ε

)
− εu1,εcl(x)− ε2u2

(
x,
x

ε

)∥∥∥
H1(Ω)

≤ Cε
3
2 . (2.30)

En plus, pour tout ensemble ouvert ω ⊂⊂ Ω avec injection compact dans Ω, il existe

une constante C indépendante de ε :∥∥∥uε(x)− u0(x)− εu1
(
x,
x

ε

)
− εv1,εcl(x)− ε2v1,1cl

(
x,
x

ε

)
− ε2u2

(
x,
x

ε

)∥∥∥
H1(ω)

≤ Cε
3
2 (2.31)
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et

∥∥∥uε(x)− u0(x)− εu1
(
x,
x

ε

)
− εv1,cl(x)

∥∥∥
L2(ω)

≤ Cε
3
2

tel que v1,1cl(x, y) = χj(y)
∂v1,cl

∂xj
(x), et v1,cl est la solution de :


−divAε∇v1,cl = 0 dans Ω,

v1,cl(x) = dmj
∂u0

∂xj
(x)− ũ1(x) sur Γm, pour m = 1, ..., 2n.

(2.32)

Preuve. Voir [1].
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Chapitre 3

Application en élasticité linéaire

Ce chapitre reprend une partie de l’étude de H. Dumontet [3] avec plus de détails sur la

couche limite pour un problème linéairement élastique multicouche périodique dans la

direction verticale.

3.1 Position du problème

Soit Ω un domaine borné de R3 dont le bord ∂Ω est régulier, soit x = (x1, x2, x3)

les coordonnées cartésiennes d’un point de Ω, par rapport aux axes R = (0,−→e1 ,
−→e2 ,
−→e3 ).

Un corps élastique occupe le domaine Ω est soumis aux forces de densité : f = (f1, f2, f3)

est fixé sur Γ1, on suppose que le reste du bord Γ2 est libre. Le matériau est un compo-

site laminé de structure périodique dans la direction −→e3 chaque couche est suposée d’un

matériau élastique homogène et isotrope.

Notons par ε − Z la période du matériau, ε est un paramètre très petit qui

représente la taille de la période Z =]0, Z∗[ et qui doit tendre vers 0, le comportement

élastique du matériau composite est caractérisé par les fonctions : A(z) = {aijkl(z)} défi-
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nies sur Z, et étendues à tout l’espace par Z périodicité, on suppose qu’elles satisfont les

propriétés suivantes :

aijkl(z) ∈ L∞(Z),

aijkl = aklij = ajikl,

aijkleijekl ≥ Ceijeij, (C > 0), (∀eij = eji).

Les coefficients élastiques locaux sont donnés par :

Aε(x) = A
(x3

ε

)
=
{
aijkl

(x3

ε

)}
3.1.1 Position du problème

La formulation classique du problème d’équilibre est la suivante :

(Pε)



− ∂

∂xj
σεij(x) = f dans Ω,

σε(x) = Aε(x).e (uε(x)) dans Ω,

uε(x) = 0 sur Γ1,

σε(x).n = 0 sur Γ2,

tel que σε est le tenseur de Cauchy, uε est le déplacement et eij(v) =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
les

composantes du tenseur des déformations associés à v.

3.1.2 Existence et unicité de (Pε)

Soit v la fonction test

v ∈ V =
{
v ∈ H1(Ω), v|Γ1= 0

}
∫

Ω

− ∂

∂xj
σij vi dx =

∫
Ω

fi vi dx ⇐⇒
∫

Ω

σεij(x)
∂vi
∂xj

dx =

∫
Ω

fi vi dx
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⇐⇒
∫

Ω

σεij(x)eij(v) dx =

∫
Ω

fi vi dx.

Proposition 3.1.1 [8] : Le problème élastique (Pε) admet une solution faible unique dans

V .

En effet, a(u, v) =
∫

Ω
σεij(x)eij(v) dx est une forme bilinéaire continue et coercive

sur V grace à l’inégalité de Korn, f ∈ L2(Ω), et L(v) =
∫

Ω
f v dx est une forme linéaire

continue sur V .

D’après le théorème de Lax Milgram, le problème :
Trouver u ∈ V,

a(u, v) = L(v),∀ v ∈ V,

admet une solution unique.

On postule les développements asymptotiques à double échelles pour uε et σε comme

suivant :

uε(x) = u0(x) + εu1(x, z) + ε2.... (3.1)

σε(x) = σ0(x, z) + εσ1(x, z) + ε2.... (3.2)

tel que z =
x3

ε
, les fonctions uj(x, z) et σk(x, z)(j ≥ 1) et (k ≥ 0) sont :


définies pour x ∈ Ω et z ∈ Z,

Z − périodiques par rapport à z.
(3.3)

En appliquant le processus de l’homogénéisation asymptotique au (Pε) on obtient :

[
σ0
ij(x, z) + εσ1

ij(x, z) + ε2...
]

=
[
aεijkl(x)(e0

kl + εe1
kl + ε2...)

]
avec :
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σ0
ij(x, z) = aijkl(z)e0

kl

σ1
ij(x, z) = aijkl(z)e1

kl

.....

Supposons que : aεijkl(x) = aijkl

(x3

ε

)
.

Pour trouver le problème homogénéisé, nous allons étudier l’équation :

− ∂

∂x1

[
σ0
i1 + εσ1

i1 + ε2...
]
− ∂

∂x2

[
σ0
i2 + εσ1

i2 + ε2...
]
−
(

∂

∂x3

+
1

ε

∂

∂z

)[
σ0
i3 + εσ1

i3 + ε2...
]

= fi

À l’order ε−1 :

− ∂

∂z
σ0
i3(x, z) = 0 (3.4)

À l’order ε0 :

− ∂

∂x1

σ0
i1(x, z)− ∂

∂x2

σ0
i2(x, z)− ∂

∂x3

σ0
i3(x, z)− ∂

∂z
σ1
i3(x, z) = fi (3.5)

-Etude de l’équation microscopique (3.4) :

− ∂

∂z
σ0
i3(x, z) = 0⇐⇒ − ∂

∂z

[
a0
i3kl

(x3

ε

)
e0
kl(u

ε)
]

= 0

on a :

eαβ(uε) = exαβ(u0) + εexαβ(u1) + ...

eα3(uε) =
1

2

[
∂uε3
∂xα

+

(
∂

∂x3

+
1

ε

∂

∂z

)
(u0

α + εu1
α + ε2 + ...)

]
,

et

e33(uε) =

(
∂

∂x3

+
1

ε

∂

∂z

)(
u0

3 + εu1
3 + ε2....

)
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donc

e0
αβ(uε) =

1

2

(
∂u0

α

∂xβ
+
∂u0

β

∂xα

)
= exαβ(u0).

e0
α3(uε) =

1

2

(
∂u0

3

∂xα
+
∂u0

α

∂x3

+
∂u1

α

∂z

)
= exα3(u0) +

1

2

∂u1
α

∂z
.

e0
33 =

∂u0
3

∂x3

+
∂u1

3

∂z
= ex33(u0) +

∂u1
3

∂z
.

Alors

− ∂

∂z

[
a13γδe

x
γδ(u

0) + ai3γ3

(
exγ3(uo) +

1

2

∂u1
γ

∂z

)
+ ai33γ

(
ex3γ(u

0) +
1

2

∂u1
γ

∂z

)
+ ai333

(
ex33(u0) +

∂u1
3

∂z

)]
= 0

⇐⇒ − ∂

∂z

[
ai3kle

x
kl(u

0) + ai3γ3

∂u1
γ

∂z
+ ai333

∂u1
3

∂z

]
= 0

⇐⇒ − ∂

∂z

[
ai3kl(z)exkl(u

0) + ai3k3
∂u1

k

∂z

]
= 0

⇐⇒ − ∂

∂z

[
ai3k3

∂u1
k

∂z

]
= exkl(u

0)
∂

∂z
ai3kl(z)

On définit les fonctions χkl(z) ∈ H1
z Zpériodiques solutions de :


− ∂

∂z

[
ai3k3

∂χmnk
∂z

(z)

]
=

∂

∂z
ai3mn(z),

〈χmnk 〉 = 0,

(3.6)

donc

u1 (x, z) = exkl(u
0)χkl(z) + ũ1(x).
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-Etude de l’équation macroscopique (3.5) :

− ∂

∂x1

σ0
i1(x, z)− ∂

∂x2

σ0
i2(x, z)− ∂

∂x3

σ0
i3(x, z)− ∂

∂z
σ1
i3(x, z) = fi

on utilise l’opérateur moyenne, on obtient :
〈
− ∂

∂xj
σ0
ij

〉
= 〈fi〉

alors

σ0
ij = aijkle

0
kl(u

0) = aijkle
x
kl(u

0) + aijk3
∂u1

k

∂z
.

Ainsi :

〈σ0
ij(x, z)〉z = aHijmn(z)exmn(u0),

avec :

aHijmn =

〈
aijmn + aijk3

∂χmnk
∂z

〉
.

Finallement, Le problème homogénéisé est :

(PH)



− ∂

∂xj
(〈 σ0(x, z)〉z) = f dans Ω,

〈σ0(x, z)〉z = 〈aHijmn(z)〉zekl(u0) dans Ω,

u0(x) = 0 sur Γ1,

〈σ0(x, z)〉z.n = 0 sur Γ2,

Mais, la dernière condition du problème (Pε) n’est pas satisfaite en général lorsque

ε = 0, c’est -à-dire σ0(x, z).n 6= 0, ce qu’on obtient dans le problème homogénéisé est

〈σ0(x, z)〉z .n = 0 ce qui implique l’existence du phénomène de couche limite.

3.2 Le problème de couche limite

Supposons que Γ2 est planaire, définie par −→e 1 et −→e 2 = cosα−→e 2 + sinα−→e 3, avec

0 < α ≤ π

2
, R′ = (0,−→e 1,

−→e 2,
−→e 3) tel que −→e 3 = −sinα−→e 2 + cosα−→e 3.
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Figure 3.1 – La figure G.
.

Dans ce cas, on définit les variables microscopiques y2 et y3 comme suivant :

y2 =
x2

ε
y3 =

x3

ε
. (3.7)

on observe :

z = sin αy2 + cos αy3. (3.8)

Soit :

G = Y2×]0,+∞[ avec Y2 =]0, Y ∗2 [ et Y ∗2 =
Z∗

sinα
.

Remarquons que le domaine G se reproduit par Y2 périodicité et que les coefficients
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d’élasticité :

Ã(y2, y3) = A(z = sinαy2 + cosαy3)

sont Y2- périodiques, à y3 fixe.

Les expressions asymptotiques de uε et σε sont :

uε(x′) = u0(x′) + ε
[
u1(x′, z) + u1,cl(x′, y2, y3)

]
+ ε2... (3.9)

σε(x′) =
[
σ0(x′, z) + σ0,cl(x′, y2, y3)

]
+ ε... (3.10)

où les termes de couche limite ui,cl(x′, y2, y3)(i ≥ 1)et σj,cl(x′, y2, y3)(j ≥ 0) sont :


définies pour x ∈ Γ2 (i.e, x′ = (x′1, x

′
2, 0)) et (y2, y3) ∈ G,

Y2 − périodiques par rapport à y2,
(3.11)

et satisfont :

σj,cl(x′, y2, y3)tend vers zéro lorsque y3 → +∞ (3.12)

σj,clp3 (x′1, x
′
2, 0, y2, 0) = −σjp3(x′1, x

′
2, 0, y2, 0), (3.13)

∀y2 ∈ Y2.

Pour trouver le problème de couche limite, on utilise la même méthode appliquée

au chapitre 2 pour étudier les équations du problème :

− ∂

∂x1

[
(σ0

i1 + σ0,cl
i1 ) + ε...

]
−
(

∂

∂x2

+
1

ε

∂

∂y2

)[
(σ0

i2 + σ0,cl
i2 ) + ε...

]
−
(

∂

∂x3

+
1

ε

∂

∂y3

)[
(σ0

i3 + σ0,cl
i3 ) + ε...

]
= fi (3.14)
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À l’ordre ε−1 :

− ∂

∂y2

(σ0
i2 + σ0,cl

i2 )− ∂

∂y3

(σ0
i3 + σ0,cl

i3 ) = 0

⇐⇒ − ∂

∂y2

σ0,cl
i2 −

∂

∂y3

σ0,cl
i3 = 0 (3.15)

on obtient :


− ∂

∂y2

σ0,cl
i2 −

∂

∂y3

σ0,cl
i3 = 0,

σ0,cl
ij (x′, y2, y3) = ãijkl(y2, y3)ekl(u

1,cl(x′, y2, y3)).

(3.16)

Alors on peut écrire le problème de couche limite sous la forme :

(PCL)



− ∂

∂y2

σ0,cl
i2 −

∂

∂y3

σ0,cl
i3 = 0,

σ0,cl(x′, y2, y3)tend vers zéro lorsque y3 → +∞,

u1,cl(x′, y2, y3) et σ0,cl(x′, y2, y3) Y2 − périodiques par rapport à y2.

Maintenant, d’après [6] on définit les fonctions potentiels suivantes :

Ψ(x′, y2, y3) et Φ(x′, y2, y3)

définies pour x′ ∈ Γ2 et (y2, y3) ∈ G tels que :
∂Ψ

∂y3

(x′, y2, y3) = −σ0,cl
12 (x′, y2, y3)

∂Ψ

∂y2

(x′, y2, y3) = σ0,cl
13 (x′, y2, y3)

(3.17)
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

∂2Φ

∂y2∂y2

(x′, y2, y3) = σ0,cl
33 (x′, y2, y3)

∂2Φ

∂y3∂y3

(x′, y2, y3) = σ0,cl
22 (x′, y2, y3)

∂2Φ

∂y2∂y3

(x′, y2, y3) = −σ0,cl
23 (x′, y2, y3)

(3.18)

Remarque 3.2.1 Etant donné e11(u1,cl) = 0 et d’après (3.15), on observe que :

σ0,cl
11 = ν(y2, y3)

(
∂2Φ

∂y2∂y2

+
∂2Φ

∂y3∂y3

)
.

Pour étudier le problème de couche limite (PCL), on va considérer deux pro-

blèmes, le premier d’ordre deux et le second d’ordre quatre.

3.2.1 Etude du problème de deuxième ordre

On définit la fonction potentielle Ψ comme suite :

Ψ(x′, y2, y3) = τ rs(y2, y3)ers(u
0)|(x′1,x′2,0) + Ψ̃(x′1, x

′
2, 0) (3.19)

tel que Ψ̃(x′) est une fonction arbitaire, et u0(x′) est la solution du problème homogénéisé

(PH). On utilise la loi de Hooke et la relation
∂2u1,cl

1

∂y2 ∂y3

=
∂2u1,cl

1

∂y3 ∂y2

, pour retrouver le pro-

blème de ce cas.

Alors, les fonctions τ rs(y2, y3) satisfont le problème suivant dans G :
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

∂

∂y2

[(
1 + ν

E

)
∂τ rs

∂y2

]
+

∂

∂y3

[(
1 + ν

E

)
∂τ rs

∂y3

]
= 0

τ rs(y2, 0) = hrs(y2) =
∫ y2

0
b13rs(t, 0) dt− y2

Y ∗2

∫ Y ∗2
0

b13rs(y2, 0) dy2

(
∂τ rs

∂y2

,
∂τ rs

∂y3

)
tend vers zéro lorsque y3 −→ +∞

τ rs(y2, y3) sont Y2 − périodiques par rapport à y2.

(3.20)

Comme résultat de ce cas, on a le théorème suivant :

Théorème 3.2.1 Il existe un réel γ > 0 tel que le problème :



∂

∂y2

[(
1 + ν

E

)
∂τ rs

∂y2

]
+

∂

∂y3

[(
1 + ν

E

)
∂τ rs

∂y3

]
= 0

τ rs(y2, 0) = hrs(y2) =
∫ y2

0
b13rs(t, 0) dt− y2

Y ∗2

∫ Y ∗2
0

b13rs(y2, 0) dy2

(
∂τ rs

∂y2

,
∂τ rs

∂y3

)
tend vers zéro lorsque y3 −→ +∞

(
eγy3

∂τ rs

∂y2

)
∈ L2(G),

(
eγy3

∂τ rs

∂y3

)
∈ L2(G)

admet une solution unique τ rs ∈ V rs = {v ∈ L2(0, R;V (Y2)) , R < ∞, eγy3
∂

∂y3

v ∈

L2(G), eγy3
∂

∂y2

v ∈ L2(G), v(y2, 0) = hrs(y2)} avec V (Y2) = { Φ ∈ H1(Y2),Φ estY2-

périodique}.
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3.2.2 Etude du problème de quatrième ordre

De la même manière que le cas précédent, nous exprimons une fonction Φ définie

pour x′, par la somme des fonctions arbitraires :Φ̃1(x′), Φ̃2(x′) et Φ̃3(x′) comme suit :

Φ(x′1, x
′
2, 0, y2, y3) = ϕrs(y2, y3)ers(u

0)|(x′1,x′2,0)

+Φ̃1(x′1, x
′
2, 0)y2 + Φ̃2(x′1, x

′
2, 0)y3 + Φ̃3(x′1, x

′
2, 0), (3.21)

où les fonctions ϕrs(y2, y3) satisfont le problème suivant dans G :

A [ϕrs(y2, y3)] = 0

ϕrs(y2, 0) = grs(y2)

∂ϕrs

∂y3

(y2, 0) = krs(y2)

(
∂2ϕrs

∂yi ∂yj

)
tend vers zéro lorsque y3 7−→ +∞

ϕrs(y2, y3) sont Y2 − périodiques par rapport à y2

tel que l’opérateur A défini par :

A =
∂2

∂y2 ∂y2

[(
1− ν2

E

)
∂2

∂y2 ∂y2

]
+

∂2

∂y3 ∂y3

[(
1− ν2

E

)
∂2

∂y3 ∂y3

]
+2

∂2

∂y2 ∂y3

[(
ν(1 + ν)

E

)
∂2

∂y2 ∂y3

]
− ∂2

∂y2 ∂y2

[(
1 + ν

E

)
∂2

∂y3 ∂y3

]
− ∂2

∂y3 ∂y3

[(
1 + ν

E

)
∂2

∂y2 ∂y2

]
,

et krs(y2), grs(y2) des fonctions définies en Y2 :

krs(y2) =
∫ y2

0
b23rs(t, 0)dt− y2

1

Y ∗2

∫ Y ∗2
0

b23rs(t, o)dt

grs(y2) = −
∫ y2

0

[∫ t
0
b33rs(t1, 0)dt1

]
dt+

y2
2

2Y ∗2

∫ Y ∗2
0

b33rs(y2, 0)dt

+
∫ Y ∗2

0

[∫ t1
0
b33rs(t1, 0)dt1

]
dt− Y ∗2

2

∫ Y ∗2
0

b33rs(y2, 0)dy2
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Théorème 3.2.2 Il existe un réel γ > 0 tel que le problème :



A [ϕrs(y2, y3)] = 0

ϕrs(y2, 0) = grs(y2)

∂ϕrs

∂y3

(y2, 0) = krs(y2)

ϕrs(y2, y3) sont Y2 − périodiques par rapport à y2(
eγy3

∂2ϕrs

∂yi∂yj

)
∈ L2(G),

admet une solution unique ϕrs ∈ W rs = { v ∈ L2(0, R,W (Y2)),∀R <∞, eγy3
∂2v

∂yi∂yj
∈

L2(G), v(y2, 0) = grs(y2),
∂v

∂y3

(y2, 0) = krs(y2)} avec W(Y2) = { Φ ∈ H2(Y2),Φ est Y2 −

périodique}

Preuve. Voir [3].
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats, qu’on trouve dans les travaux cités

dans la bibliographie, sur le comportement asymptotique en tenant compte de la couche

limite, de la solution de problèmes elliptiques avec coefficients rapidement oscillants dans

un domaine hypercube. La méthode employée est celle de Tartar-Lions. Ensuite, on a

essayé d’utiliser l’étude précédente pour trouver une estimation optimale dans les espaces

H1 et L2. Enfin, on applique la méthode de l’homogénéisation asymptotique obtenue

précédemment au cas de l’élasticité linéaire pour un milieu multi-couches.
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Résumé:  

          L'objectif de ce travail de mémoire est de présenter le phénomène de couche limite en 

homogénéisation.  Le modèle considéré est un  problème elliptique d'ordre 2 avec condition 

du bord de Dirichlet homogène.  La problématique générale est d'étudier le comportement des 

solutions prés du bord. Nous appliquons la méthode de développement asymptotique à double 

échelles à  ce problème dans le cas où le domaine est à frontière parallèle aux axes de 

coordonnées. La deuxième partie est de donner l'estimation d'erreur intérieure et globale dans 

les espaces H 
1
 et L

2
. Enfin, nous donnons une application en élasticité linéaire où cette foi le 

problème de couche limite est un problème en contraintes et la méthode employée est la 

méthode des potentiels.    

Mots clés : Homogénéisation ,  problème elliptique,  couche limite,  élasticité linéaire. 

 

Abstract: 

          The aim  of this work  is to present a boundary layer phenomenon in homogenization. 

The model considered  is an elliptic 2
nd

 order problem  with  homogeneous Dirichlet  

condition. The general problem is to study the behavior  of the solution near the boundary. 

We apply the double scale asymptotic expansion method to this problem in the case when the 

boundary of the domain is parallel to the coordinate axes. The second part of our study is to 

give interior and global error estimates  in H
1
 and L

2
. Finally, we give an application in linear 

elasticity where in this case the boundary layer problem is considered is stress form and the 

method  used is the potential method.   

Key words: Homogenization, a boundary layer,  an elliptic problem, linear elasticity. 

 

: ملخص

 عٍ عباسة هى انًقتشذ انًُىرج ، انًداَست طشٌفت فً اندذاسٌت انطبقاث ظاهشة دساست هى انعًم هزا يٍ انهذف        

 سهىك دساست هً الأساسٍت انًسأنت. انحٍض حذود عهى انًتداَس دٌشٌشهً بششط يضودة انثاٍَت انشتبت يٍ َاقصٍت يسأنت

فً حانت انحٍض  انثُائً طشٌقت انُشش انًقاسب رو انسهىّ بتطبيق َقىو انحٍضحٍث حافت يٍ انقشٌبت انًُطقت فً انطبقاث هزِ

انتقذٌش انذاخهً و انتقذٌش  حانتً فً انخطأ تقذٌش حىل َتائح بإعطاء َقىو ثى ويٍ .  ري انحافت انًىاصٌت نًحاوس انًعهى

H انفضائٍٍ يٍ كم  فً انكهً
1 

L و
فً الأخٍش َقذو تطبٍقا فً حانت انًشوَت انخطٍت بحٍث يسأنت انطبقت اندذاسٌت . 2

 . يىضىعت فً انشكم الإخهادي ، انطشٌقت انًستعًهت نهحم فً هزِ انحانت هً طشٌقت انكًىٌ

 . انًداَست، انطبقاث اندذاسٌت، يسأنت َاقضٍت، انًشوَت انخطٍت:الكلمات المفتاحية 
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