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Notations

On adaptera dans ce que suit les notations suivantes : on désigne Q =] — 1,1[¢, d
I'ouvert borné de R?

> L2(Q) = {v:Q = R est mesurable [, |v(z)]* < +oo}
> H(Q) = {ve L2(Q): 2% € [2(Q),i — 1,2}

al‘i
» Pour m € N, et a = (a3, az) € N? on notera
olely
o, _
D U—W, |Oé|—061+062

H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q), |a| <m}
On munit H™(Q2) par le produit scalaire :

(Uy V) = Z /QDauD%dx

la|<m

La norme associé a ce produit scalaire

ol = | 3 / D*ude

laj<m

N|=

» On définit 'espace Hi comme suit
Hy () = {u € H'(Q), uj00 = 0}
» Les espaces H™({); F) est définie :

H " E)={v:Q— E, / > D hda < oo}
Q

|| <m
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et sont munis de la norme

N

ol = | [ 3 1D"bde

2 laj<m

et de la semi norme

NG

V] rmom) = /QZ 1D Bd

|a|l=m
ov Ov
) = = (—. — T
Yz gradv (8x’ ay)
v 0%
) = — _—
Av 902 + a5

» On note la grille de Gauss-Lobatto de type Legendre =y par

(z,y) = (§,§); 0<i,j <N  sid=2,

(aj?yJZ):(glvgpgk)a 0§Z7]7k§N sid=3.
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Introduction

La mathématique est une science non limité, qui a plusieurs branches d’entre elle I'analyse
numeérique, qui se base sur les méthodes approximatives, celles-ci traitent les équations
différentielles partielles et ses trois types.

Chaque type d’équation a une étude spéciale, mais notre travail est basé sur les équa-
tions différentielles partielles elliptiques ; I’équation de Laplace avec condition de Dirichlet
homogeénes, son champ d’application est en premier lieu I'ingénierie mécanique et thermique.

On a choisi le cas le plus simple pour la traiter mathématiquement avec I'un de ces mé-
thodes, et on a choisi la méthode spectrale, qui permettent de 'obtention des résultats trés
précis a partir des points de Gauss-Lobatto, qui sont les racines des dérivés des polynémes
de Legendre (&1, ...,&n—1).

Dans le premier chapitre, nous nous intéressons a donner quelque notions préliminaires,
qui décrivent les outils de base pour les techniques spectrales : on va définir ’espace discret
correspondant, on introduit les bases sur les polynémes orthogonaux; les polyndémes de
Legendre, ensuite on va décrire les formules de quadratures qui sont employées pour évaluer
les intégrales intervenant dans la formule variationnelle.

Dans le deuxiéme chapitre, on posera le probléme de Dirichlet homogéne et on obtient
sa formulation variationnelle, ensuite on expliquera la mise en oeuvre de I’approximation de
Galerkin, enfin on introduira quelques résultats de 'approximation polynémiale, et certains
résultats de I'interpolation polynomiale sur l'intervalle A puis sur le carré A2.

Dans le dernier chapitre, nous appliquons I’analyse de la discrétisation spectrale sur
I’équation de Laplace dans le carré par 'approximation de Galerkin. Finalement, on estime
I’erreur entre la solution exacte et approchée a la meilleur approximation de la solution dans
I’espace discret et a ’erreur d’interpolation aux noeuds de collocation sur le second membre

de I’équation et on présente les outils nécessaires a I'implémentation de cette méthode.



Chapitre 1

Notions Préliminaires

1.1 Les espaces discrets

On définit les espaces des polynomes, tout d’abord en dimension d = 1, puis dans le

domaine de dimension d > 2. qui sont produit des intervalles

Notation 1.1.1 Pour tout entier n positif, on définit P,, comme les espaces des polynomes
sur R a valeur dans R, pour tout intervalle ouvert A on note P,,(A) espace de restrictions

a A des fonctions de l’ensemble P,,.

Notation 1.1.2 Pour tout entier n > 1 et pour tout intervalle ouvert borné A de R on

note P2 (A) l’espace des polynomes de P, (A) qui s’annule auz deuz extrémités de A.
*) un polynome appartient a P2(A), n>2, A =a,b| si:
p(z) = (r —a)(x — b)k(x) tel que k € P, (1.1)

*) Les bases de P, est forment par les 2, 0 < m < n alors on déduit le résultat suivant :
dimP,(A) =n+1,
dimP2(A) =n — 1.
En dimension d > 2 :on travaille dans des domaines €2 des tensorises c’est a dire du type
Ay X Ay X ... x Ay oules A; = Aq, ..., Ay sont des intervalles de R, on note u = (uy, ..., ug)

le variable de R?.



Notation 1.1.3 Pour tout entier n positif et pour tout domaine €2 égale au produit
A X Ay X ... X Ay, On note P, () Uespace des restrictions sur 2 a valeur dans R de
degré < n par rapport 4 chaque x;; i = 1,...,d alors tout polynéme p € P,,(Q) s’écrit sous

forme :

p(x1, ..y xa) = Z Z Z g, 21 ke (1.2)

k1=0ky=0  ky=0

ol Qi , ..., i, Sont réels.

Proposition 1.1.4 Soit Qg le produit de Ay X Ay X ... X Ay des intervalles ouverts de R et
Qq_1 le produit Ay x Ay X ... X Ayg_1, pour tout entier n positif et toute base
{bm, 0 < m < n} de P,(Qa), un polynome p € P, (24) si est seulement si s’écrit sous

forme :

Pa1, o @a) = Y Gu(@1, oy Tao1) G (T0) (1.3)

m1=0

¢m € ]Pn(Qd—l); ot 0 S m S n

Preuve. considérons Q = (] — 1,1[)? pour un intervalle A =] — 1,1[ de R.

la proposition (1.1.4)) est alors équivalent au résultat suivant : Pour tout entier n positif et
tout base {¢,,,0 < m <n — 1} de Py(A) Les polynomes définie par : ¢, ® ... ® ¢y, est
Dy @ g Oy @ Gy (T1, o, Ta) = Oy (21) iy (T2) Oy (Ta—1) Py (T)

forment pour chaque m;, i = 1,...,d (décrit les entier entre 0 & n) une base de Py () .
Ceci évident lorsque par exemple les ¢,, coincident avec ¢ ou 0 < m < n, pour les

problémes avec condition aux limite essentielle on introduit les espaces suivants. m

Notation 1.1.5 Pour tout entier n > 1 et pour tout ouvert égale un produit : Ay X Ay X
... X Ay des intervalle ouverts bornées de R . On note PY(Q) espace de restrictions a Q qui

s’annulent sur OS2

Proposition 1.1.6 Soit Q0 le produit de A1 x Ay X ... X Ay des intervalles ouverts de R et

Qq_1 le produit Ay X Ay X ... X Ayg_1. pour tout entier n > 1 et toute base

3



{®,,,0 <m < n—1} de P2(Qy) un polynome p € PY(Qyq) si est seulement s’il s’écrit sous
forme :

p(x1, ..y Ta) = i G (T1, ooy Tg1) Pon (24) (1.4)

m1=0

D, €PO(Qy 1) ou0<m<n-—1

Preuve. Pour tout entier n > 1 en définit Q = (] — 1,1[)? et tout base {®,,,0 < m <
n—1} P (A), la proposition est équivalente au résultat suivant : les polynémes définit par
Dy @ ... @ Py, formeés lorsque m; décrit les entier de 1 & (n — 1), une base de P%,(€2).

1.2 Polynéme de Legendre

Dans ce qui suit on rappels et démontres plusieurs propriétés importantes de polyndémes
de Legendre qui seront utiles par la suite. Les polyndémes de Legendre forment famille des
polynomes deux & deux orthogonaux et unitaire satisfait cette propriété peut étre construire

par la procéde de Gram-Schmidt applique a la base canonique, dans I'espace L?(A).

Lemme 1.2.1 Soit n € N, et soit L, un polynome non nul de degré n qui soit ortho-
gonal a P,_1(A) pour le produit L*(A). Alors

i) Ly, a la parité de son degré : L,(—z) = (—1)"L,(x)

i1) Les zéros de L,, sont réels strictement compris entre -1 et 1.

Preuve.

*) Le polynome L, définie par L,(x) = L,(—=) est lui aussi orthogonal a P,_;(A) et de
degré n. Donc L., est proportionnel & L,,. Comme la symétrie est involution, L, est en fait
égale a +L,, ou a —L,, et comme le degré de L,, égale n on obtient(i)

*) Soit | la nombre de zéros du polyndéme L,, qui sont distinct strictement compris entre -1
et 1 et d’ordre impair. Soit x1, ..., z; les zéros du L,, si | < n les polynomes L,, est orthogonal
a tous les polynomes des degré < n — 1 alors

/_ Ly(x)(x —x1)...(x —x)dx =0

1



ceci impossible car la fonction intégre ne change pas de signe donc [ = n ceci montre que

L, ne s’annulent pas en -1 et 1 alors on peut définir les polynéomes de Legendre. m

Définition 1.2.2 On appelle famille (L,), de polynémes deux & deux orthogonaux dans
Uespace L*(A) et tel que pour tout entier n > 0, le polynéme L, est de degré n et vérifie
L,(1) =1. pourn > 1, on note (1, ..., (, ses zéros avec la convention —1 < (; < ... < (, <1

on l'appelle les points de collocation de Gauss.

Définition 1.2.3 Soit n > 1 les (n—1) zéros de L, sont tout distincts et tous intérieurs a
ANonaainsi—1 =& <& <...<&1 <& =1 tel que &, ..., &, sont les zéros du polyndome

(1 —2?)L,,(z) et sont appels les points de collocation de Gauss-Lobatto.

Remarque 1.2.4 .

i) Les zéros des Ly, et aussi ceur des L, sont trés importants, car ils sont au fondement de
toute la méthode spectrale de collocation.

i) Comme L, forment une base orthogonale de L*(A\) aussi la base des vecteurs propres
d’opérateur de Sturm-Liouville (d’ot le nom de méthodes spectrales pour les méthodes uti-

lisant de telles bases de polynomes).

Proposition 1.2.5 Pour tout entier n positif on note ky, le coefficient de " dans L,(x).

Preuve.

(1 — 22" = (=1)"2® + pa,_o(x) 01l Yo,_5 est un polynéme de degré 2n — 2

d" 9 (2n)la™
(1 -2 = (—1)" -
T 1wy = (a2 (@)
ot R, 1(x) est un polynéome de degré (n — 2) on obtient L,, est de degré n, sa parité est
2n)!
telle de n son coefficient dominant est k,, = (2n) [
2n(n!)?



Proposition 1.2.6 pour tout entier n positif le polynome L, (x) vérifie I’équation dif-

férentielle suivant :

% ((1 — xz) Lln(x)> +n(n+1)L,(z) =0 (1.5)

d /
Preuve. On a . ((1 = 2*) L, (z)) est un polynome de degré < n pour tout polynéme ¢(z)
x
de degré <n —1

J s (=) ) oo =

on intégrer par partie, on obtient

({0 )era] - [ (0~ )6) Lo

= [~La2) (1= 2% ¢>’(m))]1 + /A % ((1-2%) ¢'@)) La(w)dz = 0

-1
d o\ . , 1 .
car — ((1 — %) ¢ (x)) est un polynéome de degré < (n — 1). On en déduit qu’il existe un
T

d /
nombre )\, tel que . (1 =2?) L,(2)) + AyLy(z) = 0 pour déterminant ), dans I'égalité
x

ci-de sous :

1"

—22L () + (1 — 2} L, (2) + A Ln(z) =0 (1.6)
On utilise ’équation des coefficients dominantes :
—2nk, —n(n — 1)k, + XNk, =0
—2nk, — n’k, + nk, + Ak, =0
—n2k, — nky, + Ak, =0
—(n*+ )k, = —\ky,
An =n(n+1)

on multiple I’équation (L.5)par L,,(z) et on intégre par partie on obtient :

/A d <(1 — z?) L;(@) Ly (x)dz +n(n+1) / L(2) Ly ()dz = 0

dz A

(1-27) L, () Ly(z) |1, —/A (1—27) L, (x)L, (z)dz + n(n +1) /A L,(x)Ly,(z)dz =0



alors

—/A (1 —2?) L, (2)L,,(v)dx + n(n + 1) /A L (2) L (z)d2z = 0

/AL;L(x)L;n(:E) (1—2*)dz =n(n+1) /A L,(z)Ly(z)de =0
ceci signifie que (L), est une famille de polynéme deux a deux orthogonaux pour la mesure
(1 — 2?)dz sur A =] — 1, 1] la derniére conséquence de 'équation on prend x = 1 dans
I’équation on obtient :
—2L, (1) + (1 = (1)*)L,(1) + n(n+ 1)L, (1) =0
—2L () +nn+1)L,(1)=0= L, (1) = @ =

Lemme 1.2.7 (Formule de Rodrigue)
Pour tout entier n > 0, le polynome L, (x) est donné par :
(=1)" d 2
Ly(x)=—F—((1—-2°)"). 1.7
(r) = (=) (17)

Preuve.
On a la fonction (1 —2%)" est un polynéme de degré 2n ainsi que ses dérivées jusqu’a l'ordre
< n —1 et sTannulent en 1 et -1 en effectuant n fois intégrations par partie alors pour tout

polynome ¢ de degré < n — 1

[ (0 ot = [ (-2 o]

—/A (df:l (1- 91:2)”) ¢ (2)dz = ... = (—1)" /A(l - xz)%dx —0

alors —n( 1 —2?)" égale un constante que multiple par L, pour déterminer la constante on
calcule (1 — 2%)"|,—; =0

d d

L 1ma?) oy = (1) (1) = n(1—) (1) (1) s (1) (1) oy =
(c)la:' dz

d d
%(1 —z)"(1+ x)”|z:1 = nl(—1)"2" 4+ 0 parce que %(1 — 2%)"[3=1 = €. Ln|o=1

d
= nl(—-1)"2l =¢ %(1 —2?)" = nl(=1)"2"L,

2nn! dzn

(1—2*)"=L,(z) m



Corollaire 1.2.8 pour tout entier n positif, on a la formule
(1.8)

1
L2 (z)dr =
[ e =y

1

Preuve. On utilise I'intégration par partie :

' 1 b d

L2 _ 1— 2\n 1 — 2\n

[ B = g [ (= (e

1 dn—1 ) n 1 1 1 dn—1 dnt1
_ n_~ 1 — 2\n o 1— 2yng Y
e | g [ e G

Y1-a?)"dz = ...

:22”(n!)2 dxn—! dz™
e [0 -y

-1

(2n) /1 (1 —2*)"dx

- 22n(pl)2 | |

- 22n(p])2

on calcule l'intégrale
1 1
/ (1 —2*)"dr = 2/ (1 —2*)"dx
—1 0

On utilise le changement de variable x = cos f
0 2
= —2/ sin?" ! dl = 2/ sin?" ! 9dp
z 0

us

on obtient 'intégrale de Walis :
5 22n+1 ! 2
2 / * in2t gag — M)
0 (2n +1)!

en remplacant dans ((1.9)) on obtient :

! 2n)! 227+l (p!)2 2
L2 (x)dx = ( = 1.10
/_1 n(@)de 22n(ph)?2 2n+1 2n+1 (1.10)
1

alors on a ||L,]|? =
Il = oy
Corollaire 1.2.9 Pour tout entier n positif, le coefficient k,, de ™ dans L,(x) est
(1.11)




Preuve. Ecrivons
(1—2®)" = (=1)"2*" + don—s(z)

ol ¢o,_o est un polynéme de degré 2n — 2 et se dérive d’ordre n sous forme :
2n)!
(2n) " + R, _o(x)

dn

(1 — 2\n — (-1 n\="/"

(21 =) = (-1
on R, o(x) est un polynome de degré (n — 2). On obtient L,, est de degré n, sa partie est

2n)!
telle de n son coefficient domina est k,, = (2n) [ |
2n(n!)?
Lemme 1.2.10 Pour tout entier n positif, on a la formule
(1.12)

[ Lttt = 5 L) = L)

x

Preuve. Soit
Hy o (2) = / Lo ()t

-1

qui est on fait un polynéme de degré (n + 1) qui s’annule en 1 et -1

1
Ho(1) = / La(tdt = |52y

1

d’aprés la définition de L, (z) 'identité

est vrai .
Ym >0 = / L2 (z)dx = -
1 n + )

1 1
/ Li_l(x)dx = -
_ n — 5

1
pour n > m+ 1 et m > n+ 1 l'identité est nul alors on peut écrire H,,+1(x) sous la forme :

Hn+1 (ZE) = OénLn(l’> + Oén_an_l(l’) + ()én+1Ln+1($)
les coefficient o, = 0 puisque les polynémes H,,1(z), Lyi1(x) et L,—1(x), d'un part et les

9



polynomes L, (x) d’autre part sont de parité différentes. Il reste de calcule a,,_1 et ay, 41, en

comparent le coefficient de 2" *!

n+1
(2n)! (2n +2)! o1
= QY = Qp,
2(n!)2(n +1) THonH((n 4 1)1)2 i
Opt+1 = m on a Hn-i—l(]-) =0
Op—1Lyp—1(1) + apg1 L1 (1) =0

Qp_1+ Qpi1 = 0= Opt1 = —0Qp—1

= api1kny1- En utilise corolaire((1.2.9

(2n+2)(2n+1)
2(n+1)

=1=a,41(2n+1) =

1
= . m
2n +1

Lemme 1.2.11 Pour tout entier n > 0, on a la formule de récurrence

] Kni1 s Kn1kni1 .
Preuve. On voit que le polynéme Ly | — %x[ﬁl est de degré < n et orthogonal & tous

polynome de degré < n — 2 lorsqu’il existe

k,*
Ly () = ZfleZ(ﬂ?) = un Ly () —vn Ly (2)

n

le coefficient u,, est nulle puisque le polynome L; d’une part et les polynome L}, xL; et

L, d’autre part sont de parité différentes il reste a calcule le coefficient v,, en multiple la

formule(1.2)par L _;

L ()1 (2) = 0L (@) iy () = Ly (0) L1 (2) — v Ly (0))°

n

on intégré sur | — 1, 1[ on obtient :

1 L+ 1 1
| Ba@mi@ie = 52 [ eni@r @de—o, [ (L)

n 1 -1
ke, [ :
0= / 1 eLf(z). L% (z)de — v, / 1(L;‘;_l<:v))2dfﬂ

*
n—1

ks

on notant xL) , = Ly + ¢p—1 ou ¢,_1 est un polynome de degré < n — 1 et en

remplacant

0= 25 [ Lwpds - [ (@)

10



K1k
(k7)?

Corollaire 1.2.12 La famille (L), est donné par les relations suivante :

Alors on a v, =

Lo(z) =1 , Li(x)== (1.14)

(n+1)Lyy(z) = (2n+ DxL,(x) — nL,_1(x)

Preuve. En remplagant chaque L} (z) = \/n + 3L,(2), et k, = {/n + 3k, dans la relation
de récurrence de lemme([1.2.11))on obtient le résultat (n + 1)L, 1(x) = (2n + 1)zL,(z) —
nly, 1(z);n>1m

Proposition 1.2.13 L’opérateur de Sturm-Liouville est définie par :

Aiu— —%((1 — 2)u') est autoadjoint positif sur L*(A) de domaine D(A) o

D(A) = {u € H'(A) (1 —2®)u" € L*(A)} les L, sont la base de ses vecteurs propres
normalisés :

3\, >0 tel que AL, = \,L,, de plus \,, = n(n+1).

En général on a :
D(A™) = {u e H™(A) (1 — 2?)7~™diu € L*(A), j=m+1,....2m}

Preuve. voir(2) =

Lemme 1.2.14 Pour tout entier n > 1, le polynome L, (x) est vérifie

1
[ L@yds = nn 1) = [ Lalfo (1.15)

1

Preuve. On utilise I'intégration par partie on obtient :
1

/11 (L;(@)zdx = [L;L(@Ln(x)} 1_1 _/ L'(2)Ly(2)dz

-1

Et on intégre par partie a la deuxiéme fois on obtient :

= Ly(1)La(1) = Ly (~1) Lu(~1) — /_1 Ly, (2) Lu(2)dz = L, (1) — (=1)"L,(~1)
n(n+1) —n(n+1)

= L (1) = et L (—1) = 5

lorsque n est impair m

lorsque n est pair et égale L, (—1) =

11



1.3 Formule de quadrature

Il est bien connus que les zéros et les extrémité des polyndémes de Legendre servant
a la construction des formules de quadrature de grande précision. C’est a dire qui seront
exact sur un espace de polynome de degré élevé , il s’agit principalement des formules de

quadrature de Gauss et de Gauss-Lobatto pour approche 'intégrale sur A =] — 1, 1].

Proposition 1.3.1 Soit N entier positif, il existe un unique ensemble de
N points (5, 1 < 7 < N et il existe un unique ensemble de N réels w; , 1 < j < N tel que

l’égalité suivante ait liew pour tout polynéme ® € Poy_1(A)

/ACI)(:c)d:c - Z D((;)w; (1.16)

Les noeuds sont les zéros (5, 1 < j < N de Ly et les poids w; , 1 < j < N sont positifs

Preuve. Soit h; les polynomes de Lagrange associé¢s aux (j, 1 < j < N c’est a dire que hy,
est 'unique polynéme de degré N — 1 qui vaut 1 en ¢, et 0 en les autres (;, j # k . Les hy,
1 <k < N, forment une base de Py_;(A). On pose

Wi = / hi(z)dz, 1<k < N. (1.17)
A

Il set alors évident que la formule d’intégration

N

/A Da)dr = 3 B(¢ )y

j=1
est vraie pour tout les hy, 1 < k < N et donc par combinaison linéaire, pour tout
¢ € Py_1(A), soit maintenant & € Pon_1(A) par division euclidienne par Ly, ¢ s’écrit
¢ =QLy+ R, avec Q, R € Py_1(A) comme Ly est orthogonal a Py_;(A)

/Aq»(x)dx:/AQ(x)LN(x)der/AR(x)dx:/AR(x)dx

d’otr, comme R € Py_1(A)

/A@(x)dx = ZR(Qj)wj (1.18)



or ®(¢;) = Q(¢)Ln(¢;) + R(¢;), et comme les Ly((;) sont tous nuls, ®((;) = R(;),

1 < j < N ainsi on a obtenu(|L.16])
pour montrer que les w; sont positifs, il suffit de remarquer que pour tout 1 <k < N

hi € Pay_o(A) la formule ((1.16)donne alors

N

/ R (z)dx = Zhi((j)wj =w, >0
A ey

Proposition 1.3.2 Soit N entier positif five on pose &g = —1, En = 1 il existe un unique
ensemble de N 41 points §; , 1 < j < N —1 et il existe un unique ensemble de N + 1 réels

p;i » 0<j <N tel que l’égalité suivante ait lieu pour tout polynome ® € Pyn_1(A)

[ @iz = > o) (1.19)

Les noeuds sont les zéros §;, 1 < j < N —1 de L)y et les poids pj, 1 < j < N sont positifs

Preuve. Soit h; les polynémes de Lagrange associés aux §;, 0 < j < N c’est a dire que
hi, est I'unique polynome de degré N qui vaut 1 en & et 0 en les autres §;, j # k. Les hy,
0 <k < N, forment une base de Py (A). On pose

Pk = / hi(x)dx, 0 <k <N (1.20)
A

on a donc la formule d’intégration suivante pour tout ® € Py (A) :

N

[ #aide = >0

7=0
soit maintenant ® € Pyy_;, par division euclidienne par (1 — 22) L}, ® s’écrit
®=Q(1—2?)Ly+ R, avec Q € Py_5(A) et R € Py(A) comme (1 — 2?)L)y est orthogonal
a Py_o(A) ainsi on a obtenu(|L.19))

pour établir que les poids p;, sont positifs, il suffit comme ci-dessus, d’exhiber pour chaque

0 < j < N un polynoéme ®; € Pyy_;(A) positif, qui est strictement positif en &; et s’annule
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en les autres &, k # j. Pour 1 < j < N —1, on peut prendre par exemple ®; = (1—2?) f7 o
fi € Py_o(A) quivaut len & et Oen &, k# 5,1 <j < N—1pour j = N on peut prendre
Oy(z) = (1+x)f3(z) ou fy EPy_1(A) quivaut lenéy =1et Oen &, 1 <k < N —1.

Pour 57 = 0, la construction est analogue m

Corollaire 1.3.3 Tout polynome ¢y de Py(A) vérifie les inégalités :
N
lenllizn < D ek < Bllenllian (1.21)
=0

Preuve. On écrit le polynome ¢ de Pxy(A) sous la forme 25:0 ©" L, de sorte que 'on a

N
n 1
H90N||2L2(A) = 2(90 )2—1
n=0 n-+ —
2
On utilise le propriété(1.19)), on a aussi
N N 1 N
o on&o =Y (@ — + @)D Li(&)p;
j=0 n=0 n—+ 5 j=0

1
On applique I'égalité Z;V:O L3 (&)p = (2+ N)HLNH%Q(A) sur la formule précédente, on en

déduit les inégalité

N
ILn]Z20) < ZL?V(Sj)pj < 3| L |72 )
=0

Remarque 1.3.4 Sur le carré A% on a des résultat analogues sur la grille 25 (A?) de Gauss-
Lobatto :

En(A?) est Uensemble des couples (&;,&;)ij=1.n.-0On a

Vo) [ [ Segdedy =303 06 &l (1.2

i=0 j=0
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Chapitre 2

Probléme de Dirichlet, Approximation

et interpolation polynémiale

2.1 Probléme de Dirichlet

Soit © un ouvert borné de R%, oil d est un entier positif. On note 0N la frontiére de €.
On considére Le probléme aux limites elliptiques suivant :
—AU = F dans ),

(2.1)
U=g sur0f.

ot F est dans H~1(Q) et g € H2(9R). L'inconnue U est cherchée dans H'(£2) le changement
d’inconnue u — U—g et données f — F'—Ag permet de se ramener au probléme de Dirichlet

homogéne :
—Au = f dans(Q,
(2.2)
u=0 sur 0.

En multipliant 1’équation par une fonction v de classe C! et on intégrant par partie on

obtient :
—/Au.vdx:/fvdx
Q Q

15



En appliquant la formule de Green

/Vu.Vvda: — M vds = / fudx
Q 0 3”

Sachant que v = 0, Vx € 0f2, on obtient :

/Vqudx:/fvdx
Q Q

Alors on obtient la formule variationnelle

Trouwver u € Hg(Q) tel que

(2.3)
a(u,v) = (f,v), Vv € H;(Q)
ou la forme bilinéaire a(u,v) est définie sous forme :
a(u,v) = / Vu.Vu dx (2.4)
Q

et (.,.) désigne le produit de dualité entre H~1(Q) et H} (), qui est 'extension du produit
L*(Q).
On peut montre le probléme précédent(2.3) admet une solution unique d’apres la condition

de Lax-Milgram

Lemme 2.1.1 (Lax-Milgram)

On suppose que la forme bilinéaire a(.,.) vérifie les propriétés de continuité :
Vu,v € X, Vy <oo, alun,vn) < vllunllxlov]x (2.5)

et d’ellipticité, pour une constante o > 0 :

Yo € X, an(v,v) > allv||% (2.6)

Alors pour toute donnée f dans X' le probleme admet une solution unique u dans X.

De plus, cette solution vérifie

lullx <o I fllx (2.7)
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2.1.1 Approximation de Galerkin

Le principe de la méthode de Galerkin consiste a remplacer I’espace de dimension infinie
X = H}(Q2) par un sous-espace de dimension finie Xy. L’espace Xy est appelé espace

d’approximation. ou N > 2 le parameétre de discrétisation est un entier.

Trouver uy € Xy tel que
(2.8)
a(U,N,UN) = (f, UN), VUN c Xy

Dans ce qui suit, le parameétre de discrétisation est un entier positif, noté N et le sym-
bole ¢ désigne une constante positive pouvant varier d’une ligne & l'autre mais toujours

indépendante de N.

Remarque 2.1.2 Une question importante est celle de la régularité de la solution du pro-
bleme , pour quels entier positifs k Uapplication (f,g) — w, ot u est la solution du
probléeme est continue de H*2(2) x H¥=2(09) dans H*(Q).En général, ceci n'est pas
vrai pour toutes les valeurs de k, car les singularités de la frontiére OS2 donnent naissance
a des singularités de la solution,méme pour des conditions aux limites homogénes et une
donnée f réguliere :parmi de trois résultats on a :

i)Lorsque louvert Q) est convexe, la propriété est vraie pour k égal a 2

Théoréme 2.1.3 Inégalité de Poincaré-Friedrichs

Soit p un nombre réel, 1 < p < 4o00. Il existe une constante P ne dépendant que ) telle

que v de D(2) vérifie

P

[ollirie) <P ( 5> |§—£<@|%) 2.9
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2.2 Approximation et interpolation polynémiale sur I’'in-

tervalle

2.2.1 Le projection 7y

Notation 2.2.1 On note wy 'opérateur de projection orthogonale de L?(A) surPy(A). Ceci

signifie que, pour toute fonction v de L*(A), mxv appartient a Py (A) et vérifie

Von € Py(A), /A(v — mnv)(2) oy (z)de = 0. (2.10)

Comme les polynémes de Legendre sont deux a deux orthogonaux dans L?(A), toute fonc-

tion v de l'espace L?*(A) admet le développement

N

1

v = ZanLn ,avec oy, = T /Av(ac)Ln(:c)dx,et on a TNU = ZO‘”L”
n>0 L2(A) n=0

Théoréme 2.2.2 Pour tout entier m > 0, il existe une constante c¢ positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de H™(A), on ait

[o = 7ol 2y < eNT"{|o]|ma (2.11)

On commence par prc(l)uver un résultat de continuité de l'opérateur auto-adjoint positif A
dans L?(A);Av = ——((1 — 2?)v).

dx
Lemme 2.2.3 Pour tout entier | > 0, l'opérateur A est continu de H'2(A) dans H'(A).

Pour tous entiers | >0 et m > 0 , lopérateur A™ est continu de H?™(A) dans H'(A)

Preuve. On vérifie facilement par récurrence sur k que, pour tout entier k£ > 0,

d*(Av) o d¥ T2 d" 1y d*v
dak —(l-e )dxk+2 2k + 1>$dxk+1 ik + 1)@
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Lorsque k = 0,

_d N o d?v dv
Av —%((1—x w)=—-(1-=z )@—i_ T
Lorsque k=1 ,
d(Av) o A3V d*v d*v dv
d? d> d
(- ﬁ)d_;; + 2(2)xd—;2) + 2%
est vraie,
d*(Av) N d* 1ty d*v d* 1ty d*v
e —(1—=x )—dez + 2Id:pk’+1 + de:pk + Qkx—dxk“ + k(k — 1)%
dF 20 k+1 dF
~(1 =) oy + 2k + Dz W+k(k+1)d—;;
En appliquant 'identité Vk > 0, 0 < k <[,
dk(Av) dFt2y dF1y
1Dy < (Nl + I s + el

= [|Avllze) < clllollmewy + ol @) + HUHHz(A))

alors A : H'"2(A) — H'(A) est continue.

En itérant ce résultat m fois on a 'opérateur
A™ H2(A) — HY(A)

est continue. m

Preuve. de théoréme(2.2.2))

étant donnée une fonction v dans H™(A) pour laquelle on écrit la décomposition :

1
= T /v(x)Ln(:U)da:
n LQ(A) A

on va distingue deux cas suivant que m est pair et impair :

O

i)Lorsque m est pair m = 2k et o, = f R x)dx d’aprés I'équation différen-

[
tielle
! ! / (2)(AL,)(2)d
oy = v(x n)(z)dx
HLnH%Z(A) n(” + 1) A
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.Comme l'opérateur A est auto-adjoint dans L?(A) on obtient :

1 1
= T ) /A (A0)(2) Lo (2)da

. En itérant k fois ce résultat on en déduit

1 1 / i
a, = (A%v)(x) L, (z)dz
||Ln||%2(1\) (n(n+1))F Jx
. on voit que :
+00
v — WNUH%Q(A) = Z O‘iHLTtH%Q(A)
n=N+1
+oo k 2
1 f (A*)(z) Ly (z)d 2
lv = mnvllZam) = . [ Ln 22
b0 = 2 GO ||L o 1)
on minore n(n + 1) par N?
+oo k 2
1 [ (A*v)(z) Ly, (x)dz )
lv = wnvllge) < N7 . [ Ln |72
. nzN:H (n(n +1))% [Lnll72 ) zw
[ (A*0)(z) Ly, (z)da ‘
Comme les 2 sont les coefficients dans la base des polyndémes de Legendre,
nllL2(A)
alors

2
A*v)(z) Ly (z)dx
V=T NV y SNT 4k I i L2 — N4 Ak p|2
.En utilisant le lemme 1} on obtient A* : H**(A) — H°(A) = L3(A) alors
lv = v ollZa) < NTH A2y < eNT¥[0]leeea

= [lv = wvvllLay < N7 ol

ii)Lorsque m est impair m = 2k + 1 : on obtient comme précédemment

1 1 .
T3 sy KRB

on utilise I’équation différentielle :

ay = ! -1 k'U T i —:B2 ' xr)ax
Ty s I LA (0 = L) e

oy =
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On intégre par partie on obtient :

1 1

/(Akv)l(x)L,/n(x)dx
A

oy =
[ Lnl[72ay (n(n + 1))25+
On voit alors que
ol = S L A @)y
P S (e DR T

On note que, Comme (L, ),>; sont deux & deux orthogonaux pour la mesure (1 — 22)dx.

pour toute fonction ¢ de H'(A) admet le développement

e _ L @)Ly @)1 - 2?)de
V= nZ:OﬁnLn avec [, = AfA(L;LV z)(1 — 2?)dx

pour n > 1

donc

+oo
11, = / @)1= a?)dr =Y B Lalnn)
n=0

S QY@L @dn? o (S (L0 L) (1 - at)de
AT IRZCIESTEDS

En appliquant cette formule pour ¢ = Av est en minorant n(n + 1) par N>

+o00 kN 7! ) )
A L 1— d
lv — Txv)|3a) < N72HEFDS ([ (A%0) L, (x)(1 — 2?)dx)

n=0

I Lnll72n)
= N72(2k+1)|’AkUH§11(A) < CN72(2k+1)”UH§{2’“+1(A) = CN*MHU”%M(A)

On utilisant le lemme précédent on obtient :
AR HY2R(A) — HY(A)
< eN 72D [v]| goess () tel que 2k + 1 =m, < cN 720 gm(n) ®

Corollaire 2.2.4 Pour tous entiers k > 0 et m > 0, il existe une constante ¢ positive ne

dépendant que de k et m telle que, pour toute fonction v de H™(A), on ait
||U —7TN’U||H—k(A) S CN_k_mHUHHm(A) (212)
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Preuve. par définition de I'espace H*(A)

1
Jo (v = mne) (@)Y (2)dw
v — WNU”H*’C(A) = sup
YeHE(A) ||¢||Hk(A)

En utilisant (2.1)on voit que
1 1
[ w=m)@p@is = [ (o-myo)e)w-mxv)e)ds < o= myel o 6 -mxvlo
-1 -1
il suffit alors d’applique la majoration (2.3)du théoréme

1
[ 0= mno)@@de < N ol N[0y

1

Jh (v = mav) (2)y () de
1901l s ()

S CN_k_mHU”Hm(A)

= HU — WNUHH—’C(A) S CNikimHU‘ H™(A)

si l'on essaie d’écrire une majoration d’erreur optimale de |[v — mnv||g1ay On s’apercoit
qu’elle ne peut pas étre amélioré on démontre dans le cas particulier

= ||U — WNU“Hl(A) S CN1/2||’U||H1(A)

on choisie v = Ly, — Ly_1

’ ’

V' =Lyy — Lyy = (2N +1)Ly

||U||§11(A) = ||U/”%2(A) =2(2N +1)
TNV = —LN,1 et v— TNV = LN+1
lv = 7nvllf) = (N +1)(N +2)

lv = 7 vllma) = V(N + DN +2)

il s’agit de construire un autre opérateur pour lequel une majoration d’erreur soient vérifier
dans la norme ||| g1(a). on s’intéresse dans un premier temps a I’approximation de fonction

de Hj(A) sur Pespace P(A). =
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2.2.2 Le projection 7r]1\}0

Notation 2.2.5 On note wy° 'opérateur de projection orthogonale de HY(A) sur P (A).pour
le produit scalaire associe & la norme |.|g1(py. Ceci équivaut a dire que,pour toute fonction

v de HY(A), nyv appartient o P (A) et vérifie
o € PO (A), / (v — (700) ) (@) () = 0. (2.13)
A

Théoréme 2.2.6 Pour tout entier m > 1, il existe une constante c positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de H™(A) N HY(A), on ait
lv — ﬂ]l\}ov|H1(A) < CNl_mHUHHm(A) (2.14)

et

v — 78 ]| z2a) < N7 [0]| zrmay (2.15)

Preuve.

On commengons par établir la premiére majoration (2.6), elle est vérifie pour N=1, on

suppose N > 2 on va établir I'identité :

I !

(m3%v) = wy_1w (2.16)

pour cela on considére un polynéme quelque xy_1 de Py_1(A) et en posant que

Un(z) = /I(XNl(CC) - /_1 xN—1(p)dp)dzx

-1 1

on s’aperc¢oit comme la somme d’une constante \ et de la dérivée 1/1;\, d’un polynoéme dans
P%(A). On a alors

1
’

[ @ = @0 @hoieds = [0 = 0@ @de 4 [ @ = @) @)

1 -1 -1
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. en utilisant d’une part la définition (2.5) de 'opérateur 7T]1\}0 et d’autre part le fait que

1,0 :
v — m, v s’annule en 1, on obtient

/_ (U/ N <7T11\”OU)/)($)XN71(x)dx =0

1

Comme (73 v)" appartient bien a Py_;(A), on en déduit lidentité (2.8). On a alors

lv— 7rJl\}ov||1hr1(/\) = v’ - 7TN—1(U),||L2(A)
et, en utilisant le (2.3) le Théoréme (4)
lo" = (ax vl ) < (N = 1) D]’ gms

S CNl_m”UHHm(A)

la majoration de |[v — 7y v||z2(a) s'abstient grace a la méthode classique de dualité

d’Aubin-Nitsche, qui consiste a remarque que

1
—1

1,0
”'U 71_l,O,UH 2(a) = sup (U — TN U)(x)g(x)dx
- N L2(A) —

geL2(A) ||9||L2(A)

Vg € L*(A), on note y 1'unique solution dans H}(A) du probléme
o 1
voe B, [ X @@= [ g
-1 -1
on utilise l'intégralité de poincaré-Freidrichs, en prenant ¢(x) = x(z)
1 r 1
/e [ o< [ o= [ gtaps < gllelle
-1 1 -1
alors
= [Ixllz2 < cllgllze

!’

puis ce prenant ) € D(A), on voit que —XN = g en prenant 1 = X/ .

[ @ = [ g e

1
XUy < llgllzzclix ez < Ngllzellxlaze
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alors :
XN 220y < cllgllz2a (2.18)

L’argument clé de méthode est le calcul de

/:w—www»umum%zf<d—<;%»umme

1 -1

D’apreés la définition de l'opérateur WJI\}O ceci implique que pour tout xy de P (A) :

| o=mo@gedn = [ @ = 0@ - ) @)ds

1 1
< o =7y vl m X = xnllm )
on choisit Yy = 719 et on applique I’ inégalité (2.6) avec m = 2
< eN7Ho =7y’ vllm Xl rzay < eN 7o = o5 ollm gl 2o
on utilise la méthode classique de dualité d’Aubin-Nische
Jo = 00l < N o — mollmigny < NN ol

alors

||U—7TN vl z2a)y < N7 0|l gma)

on peut bien entendu étre intéresse par 'approximation de fonction qui ne s’annule par
en+1 soit v une telle fonction. L’espace H'(A) étant continu dans I’espace des fonctions

continues sur A on a en particulier

[o(=D] + [o(D)] < sup [v(D)] < cflvllara

On pose
1-— 1
() = v(z) — o(1)—= = (1) ;x (2.19)
de sorte que, d’apreés I'inégalité précédente, on a pour tout entier m > 1
[0l zm(a) < cllvllzma)- (2.20)

De plus, la fonction v appartient & H™(A), ce qui permet de donne la définition ci-dessous.
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2.2.3 Le projection 7}

Définition 2.2.7 On définit lopérateur wh sur H(A) la fagon suivante :

pour toute fonction v de H'(A), on pose

(ko)) = (D)) + v(- )75+ 0(1) (221)
ot la fonction Uy est définie :

o(x) = v(x) —v(-1)

(2.22)

On constante alors lidentité :

~1 ~ 1,0~
V—TNU=0—TNT

Corollaire 2.2.8 Pour tout entier m > 1, il existe une constante ¢ positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de H™(A) on ait

|U — 7}]1VU|H1(A) + NHU — 7}]1VU||L2(A) S CNl_m”UHH"L(A) (2.23)

Preuve. on constate que d’apres la définition :

- - 1.0~
p—TNp=0—TND

lv = #nvllm @y + Nllv = Tyvllzzay < N 0]y + N0y = N0 )

S CNl_mHUHHm(A)

Remarque 2.2.9 [l faut noter que l'opérateur 75 n’est pas 'opérateur de projection or-
thogonale dans H'(A) (c’est pourquoi il est surmonté d’un symbole ). Toutefois s’avére im-

portant, car il possédé la propriété de conserver les valeurs aux extrémité de ['intervalle.
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2.2.4 Le projection iy

C’est l'opérateur d’interpolation de Lagrange aux points Gauss-Lobatto : pour fonction

v dans C°(A), iyv est I'unique polynome de Py (A) qui coincide avec v aux (N 4+ 1) points

€0, &1---Env-

Corollaire 2.2.10 Pour tout entier m > 1, il existe une constante ¢ positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de H™(A), on ait :

lv = inv|| 2y < N[0 gm (2.24)

Preuve. La démonstration de la corollaire est basé sur la majoration suivant :

pour toute v de Hj(A), on ait
linvllzzay < elloll2ea) + N7 Holmi)) (2.25)

On note que, pour tout polynéme vy de Py (A), iyv coincide avec vy. On suppose en outre
que v — vy s’annule en £1 et en appliquant la majoration(2.25)a la fonction v — vy on
obtient

lin (v = vn)llz2(a) < elllo = vnllz2a) + N7 — vvlmw)

d’ou l'inégalité
lv — invll 2y < ello — vnllzea) + N7 o — o laay)
On choisit finalement vy égal & 7Tyv, ce polynéme coincide bien avec v en £1, on obtient
lv —inv|| 2y < e(||lv — Tl 2eay + N7ty — TNV| 1 (0)) (2.26)
et on a l'inégalité suivante :
Nllv = @nv||z2a) + [v — Tnvvlray) < eNV ol gmay (2.27)

on applique l'inégalité(2.27)sur(2.26)on obtient la résultat cherchée. m
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Théoréme 2.2.11 Pour tout entier m > 1, il existe une constante c positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de H™(A), on ait :

v —invlmia) < Nl pmay (2.28)

Preuve. Lorsqu’on applique le lemme 1.15 et la proposition 1.14 a la fonction iyv — 7hv =
in(¢ — Thp), on obtient grace a une inégalité triangulaire

1
v —invlgiay < (N | (v—7pv)*(z)(1 - xQ)_ldx)% + v = 7] a)) (2.29)
-1

Le corolaire 1.9 permet de majorer immédiatement le second terme

lp — Fnelray < N ol rmay (2.30)

Pour estime le premieére, On appelle de l'opérateur 74 : en particulier, on a l'identité

v — TNV =0 — Ty0, ol la fonction v est définie en (1.11) et appartient & Hj(A) . On déduit
alors le lemme 1.5 que la fonction ©(1 — 2?)~! appartient a L?(A) et, la polynome forment
un sous-espace dense de L?*(A), on peut écrire la décomposition

[e.9]

(z) = (1—2%) ) 0""L,(x).

n=1

L’équation différentielle (2.2) et la formule (1.8) permettent de vérifie facilement que

N-1
inp(e) = (1—a%) ) ¢™Ly()
n=1
On calcule, en utilisant une fois de plus (2.2),

[ - mer@ -t e =3 62 [ Lr - et

1 N 1

= Z o) n(n + 1)|| Ly ||L2(A)

et, on minorant n(n + 1) par N2, on en déduit

1 o]
[ (o= AhePa)1 - a) e < NP3 (64 DLl = N6 - 745
- n=N

1
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c’est-a-dire

1
/ (6 — Fh@)2(@) (1 — 2%) o < N3G — 75032 )
-1

cette derniére inégalité, combinée avec (1.25) et (1.26), donne le résultat. m

Corollaire 2.2.12 Il existe une constante ¢ positive telle que, pour toute fonction v de
H'(A), on ait

linvllaray < cllvllmay

Preuve. Pour toute fonction v de H'(A), on ait
linvll ) = v —invv = vl < v —ivvllmw) + [vlla@)

d’aprés la définition de l'opérateur iy et on a v —iyv € Py(A) o v = :z% an,Ly, la
famille (L,,), des polynomes de Legendre on applique la relation :
1

v — inv| ) < N(/ (v —iyv)*(z)(1 — 2?) " dx)

-1

N[

On a 1 1
[v = invfin) < NQ/ V(@)1 —2*) e + NQ/ 20(1 — 22)lda
et on a
1
v — iNUﬁql(A) < C/ v?(2)(1 — %) tdr + CN_1|U|H1(A)
1
donc
linv||aray < cl|vllmay-
n

2.3 Approximation et interpolation polynémiales dans

un carré

Dans ce qui suit, on note Q 'ouvert | — 1, 1[%. Le but de ce paragraphe est d’établir des

majorations, de la distance dans un espace H*(Q2) ott k = 0,1 d’une fonction de régularité
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connue a un certain espace de polyndémes. on présente les démonstrations uniquement dans
le cas d = 2. On désigne par (z,y) le point générique de 2 dans ce cas. Les démonstrations
reposent essentiellement sur les résultats de la Section 1, utilisés sur chaque variable avec
un argument de "tensorisation". Ceci signifie que I'on va faire appel a la propriété suivante,

en dimension d = 2 par exemple,

Q) ={v:Q— ]R;/Qv2(x, y)dxdy < 400}

:{v:A><A—>R;/1(/1 v (z,y)dy)dz < +oo}

-1 J4
1
={v:A— L*(A); /1 |v(x, .)||%2(A)dx < 400}
= L*(A; L*(A)).
De la méme fagon, on voit facilement que
HY(Q) = L*(A; HY(A)) 0 HY(A; LP(A))

car

o
3@»

2 —

HY(Q) = {v € LXQ)| o € LX(Q),i = 1,...,n}

Mini de la norme

Alors

HWD:{Uﬂ%%R,/

v (z,y)drdy < oo, /(@)dedy < 00, /(a—U)dedy < oo}
Q o Ox o Oy

HY(Q) ={v:Ax AR,
/_11(/_11 *(2,y)dy)dz < oo, // )dy)da:<oo/ /_1 y)div)dy<oo}
H'(Q) = {v: A x A — LX(A),

[ ot Mgt < 00, [ 19w e < o0, [ 152Dy < oo}
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HY Q) ={v:AxA— L*A),

31}
/ HU HLQ(A)dSE < 00 / | |H1 dflf < 00 / | |H1(A dy < OO}

Alors
HY(Q) = H'(A; LA(A)) N LP(A; HY(A))

On donne une version générale du résultat énoncé ci-dessus, qui sera de grande importance

dans ce qui suit.

Lemme 2.3.1 Pour tout entier m > 0 et pour tout entier r, 0 < r < m, l’espace H™(2)

est inclus avec injection continue dans l'espace H™(A; H™ " (A4~1)).

Preuve. c’est une conséquence immédiate de I'inégalité

[0l e (pczm-—r(a)) = H ——) (@, )T ayde
(9;1:

[

</ 3 <w>2<x y)ddy — o]
=~ Qk+e:0 axkaye ) Hm(Q)

1 m r ak_M
/ oo e

L

Lemme 2.3.2 Pour tout entier m > 0, on a l’égalité

H™(Q) = L*(A; H™(ATY) 0 HY(A; LA(AY)). (2.31)

Preuve.

le méme démonstration plus haut généraliser de
HY(Q) = L*(A; HY(A)) N HY(A; LA(A)).

On a
H™(Q) = {v|v € L*(Q), D € L*(Q), |a] < m}
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8a1+...+ad,u

Doy =
o v Ozt + ...+ 0z

1

H™(Q) = {v: AxA! S R, / (/ (D) (21, . a)dr..drg 1 )dag < +00, |a] < m}
—1 Jpd-1

1

1
H™(Q) = {v: A — L2(ATY), / | D20 |2aqa s ydiia < +00, o] < m}
—1

1
@) = {0 LAY, [ olBmqqonndea < +0)
-1

alors

H™(Q) = L*(A; H™(AY) 0 H™(A; LA(A).

2.3.1 Le projection Ily
Notation 2.3.3 On note Iy 'opérateur de projection orthogonale de L*(S)) sur Py(Q).

Dans ce qui suit, en dimension d = 2, le symbole @ ou @ aprés un opérateur mono-
dimensionnel indiquera que I'on fait agir cet opérateur sur le variable x ou y respectivement.

Etant donnée une fonction w de L?(A?), on par exemple pour presque tout 3 dans A :

/A(w(%y) - Wﬁ)w(ﬁ,y))Ln(x)dx =0, 0<n<N

On applique cette formule avec w remplacé par ﬂ%)w et on en déduit, pour 0 < m < N et

0<n<N

/ (w(z,y) — W](\f) o Wg\z}')w(x,y))Lm(x)Ln(y)dxdy =0, 0<n<N
A2

[ L ot )= enP ot e = [

L. / (w(z, )P (z, 4)) L () d) dy
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= [ Lul@)( [ (o) wle. )Ly =0 (2:32)
Comme W%) o 7'('](\2;) appartient a Py (A?) et que les L,,(x)L,(y), 0 < m,n < N, forment une
base de Py (A?) on obtient I'identité :

HN = Wg\?) (¢] Wg\z;)

On peut facilement vérifier que les opérateurs Iy = Wg\gf) et W](\?f) commutent.

Théoréme 2.3.4 Pour tout entier m > 0, il existe une constante ¢ positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction w de H™(A?), on ait :

||w - HNw||L2(A2) S CN_m||w| H™(A2) (233)

Preuve. on a

lw — Tyw]| 20y = lw — 78 0 7w 2 (a2

< w = 7w 2aszzay + 178 (w — W) | 2 (asz2a) -

Pour majorer le premier terme, on applique le Théoréeme par rapporte a la variable
x

lw = 78wl 22y < N ]| aszaay-
Pour majorer le second terme, on utilise la continuité de Popérateur my de I'espace L?(A)
dans lui-méme, puis on applique le Théoréme par rapport a la variable y :

175 (w — 70| 2 a2y < Jlw — 7@ 0|2 a2y < N7 w]] L2asz2(a))-

On conclut en regroupant ces deux estimations et en utilisant le Lemme (2.3.1]) pour » = m
et pour r = 0. Comme précédemment, on s’intéresse a ’approximation de fonction de

H}(Q) par des polynémes de l'espace P;(€2). m

2.3.2 Le projection H}\’,O

Notation 2.3.5 On note 11\’ Uopérateur de projection orthogonale de HE(Q) sur P (Q)

pour le produit scalaire associé a la norme |.|m1(q).
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Les propriétés d’approximation de 'opérateur HJI\}O vont étre étudiées en deux temps.

Théoréme 2.3.6 Pour tout entier m > 1, il existe une constante ¢ positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction w de H™(A*) N HY(A?) on ait :

HU) — H}\}OU)HHl(AQ) < CNlimHU)HHm(Az) (234)
Preuve. Le résultat étant évident pour m = 1, on peut supposer la fonction w dans

H™(A?) N HY(A?), m>2.0On a

w — TP w = inf w— W m
o=l = | I o = onlam s,

il suffit donc de trouve un polynéme wy de P (A?) tel que
’w_wN‘Hm(AQ) < CNlime”Hm(Az). (235)

D’aprés le Lemme(2.3.1)), la fonction w appartient & H'(A; H*(A)) et méme, puisqu’elle
s’annule sur 99, & H}(A; Hj(A)). On choisit alors wy = W}\}O(m) o ﬂ]l\}o(y)w, qui appartient
bien sur a P%;(A?). Comme on a

0

0
[0 = wnlin e = I(52) (W = wn)l[Z2nz) + UemiC wn) 224

et puisque la définition de wy est symétrique en x et en y, il suffit de majorer par exemple

1(2)(w — wy) |l z2(0- On fait appel pour cela a I'inégalité triangulaire

0
H(%)(w - wN)HLQ(A?)
0 1,0(x) 9\ 100 1,0(y)
< g ) (w =y w)llaaseacay + () mn ™ (w = mn P w)llz2aizaay)

On utilise alors la majoration (2.14]) par rapport a la variable  dans le premier terme, et

la continuité de 'opérateur 7T]1\}0 de Hj(A) dans lui-méme dans le second terme. On obtient

0 —m 0 1,0
15w = wn)lzzazy < eN' " ol smacazay + 10z (w = w3 w)l| agasre)-

Comme l'opérateur W]l\}o(y) commute avec la dérivation en x, ceci s’écrit
0 0 0
I(5,)(w = wn) a2y < N T wl| g aszzay) + ||% - 7TJI\}O(y)6—1;)||L2(A;L2(A))7
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et on utilise la majoration (2.15)) par rapport a la variable y

m QW
)(w —wn)|[r2az) < N lwll gmazzay) + N 15 lz2caszacay

IG5

alors la conclusion

0 —m
||(£)(w — wn)||2az) < N |wl| g a2y

Théoréme 2.3.7 Pour tout entier m > 1, il existe une constante ¢ positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction w de H™(A*) N HY(A?) on ait :

Jw — TN w]| 2 a2y < eN7™{|w]] gm (a2 (2.36)
Preuve. La encore, on utilise la méthode de dualité d’Aubin-Nitsche, grace a ’égalité :

_ ko
l|w — H}\}OU)HL?(A?) —  sup Jae(w N w)(@)g(z)

(2.37)
gEL2(A2) 91l z2(a2)

Pour toute fonction g de L?(A?), on considére la solution u dans Hj(A?) du probléme

Yw € H&(Az),/

A2(gmdu)(x).(gmdw)(a:)dx:/ g(x)w(x)dx

A2
Puisque A? est un ouvert convexe, on peut démontrer que la fonction u appartient en fait
a H?*(A?) et vérifie

[ullz2a2) < cllgllzeaz)- (2.38)

A PP . 1,0
Grace a la définition de 'opérateur II,;, on a

/A2 (w — Iy w)(x)g(x)de = / (grad(w — TI’w)) (z).(gradu) (z)dx

A2
= /A2 (grad(w — H]l\}ow))(x).(gmd(u - H]l\}ou))(a:)d:v
< |w — T w] g azy|u — TGl a2y,

On utilise
/Az(w — I3’w)(z)g(z)dr < eN~Hw — H}\}Ow|H1(A2)||g||L2(Az).

La formule (2.37)) et le Théoréme([2.3.6) permettent alors de conclure. m
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2.3.3 Le projection Zy

C’est le projection de Lagrange aux points de Gauss-Lobatto sur le carré : pour un w
dans C°(A2), Zyw est I'unique polynéme de Py (A?) qui coincide avec w aux (N 4+ 1)

points (&, &;) pour tout couple (i, ) dans 0,1,..., N°. On peut dire, de fagon équivalente,

In =i¥ odly).

Théoréme 2.3.8 Pour tout entier m > 2, il existe une constante ¢ positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction w de H™(A?), on a :

||w—INw||L2(A2) S CN_mHU)”Hm(AQ) (239)

Preuve. On a

w—Iyw = (w — ig\f)w) + (ig\?i)w —w) + (w+ ig\f)w — i%)w — Inw)

= (w— i w) + (iVw —w) + (id + 1)) o (id — i¥)w
lw—Znwllznz) < llw=iy wll 2 ga; e Hliy w=wll g2z HIGd R o (d =iy Yol oaran

On applique le corollaire(2.2.10))par rapport a la variable x dans le premier et le troisiéme

termes, puis par rapport a la variable y dans le second et le troisiéme termes on obtient :
||w — INwHL?(A?) < CN_m||w||Hm(A;L2(A)) + cN_m||w||Hm(A;L2(A)) + CN_meHHl(A;Hm—l(A))

Grace au lemme ([2.3.1]) on déduit la majoration cherché. m
Pour l'opérateur d’interpolation Zy, on a également une estimation d’erreur dans l’espace
H'(A?)

Théoréme 2.3.9 Pour tout entier m > d, il existe une constante c¢ positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction w de H™(A?), on a :

Hw - INwHHl(Az) S CNlimeHHm(A% (240)
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Preuve. On remarque d’abord que, puisque la définition de I'opérateur Zy est symétrique
par rapport aux variables x et y, il suffit de majorer par exemple la quantité

Ha—(w — Inw)||r2(a2). On écrit d’abord I'inégalité triangulaire
x
0
[
x
On applique le Théoréme([2.28)et le Corollaire(2.2.12)) aux deux termes du membre de droite
de (2.41)) et on utilise le fait que 'opérateur 7%, commute avec la dérivation par rapport a

0 . 0 . .
w = Iyw)| 22 < [l (w =i W) 2nizzay + 50 (0 = i) 2z (2:41)

x. ce qui donne

0 o , (), OW
57 (0 = Znvw)lz2azy < €Nz + 11d = i) 5 ) lxazay) - (242)
puis on applique le Corollaire (2.24)) sur (2.42)), on obtient
0 0
||%(w — IN’LU) ||L2(A2) S C(Nl_m||w||Hm(A;L2(A)) —+ Nl_m“%HL%A;Hmfl(A)))
9 1-m 1-m
I3 (w = Inw)llraae) < e(N""[wllzrmaszacay + N7 [ wllar asrm-1ay) (2.43)
on utilise lemme (2.3.1))sur le deuxiéme terme de droit
ow
”_HLQ(A;Hm—l(A)) S Hw”Hm(Az) (244)
Ox

On remplace (2.44]) dans (2.43)on obtient le résultat cherché. m
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Chapitre 3

Méthode spectrale pour le probléme de
Dirichlet

On s’intéresse a 'étude de la discrétisation spectrale des équations de Laplace munies
de conditions aux limites de Dirichlet homogéne sur le carré A2,on écrit le probléme
discret et on prouve qu’il admet une solution unique. puis on établit des estimations a priori
entre la solution des problémes exact et discret. Dans un derniére temps, on présente les
outils nécessaires a 'implémentation de la méthode de discrétisation. On introduit donc

une approximation du produit scalaire de L%(A?) :

N N
- ZZU £”gJ él?ﬁ])pzp] (3.1)

=0 5=0

3.1 Probléme discret

On définie 'espace d’approximation comme suit :
Xy =P (A?), ou PY(A?*) = {vePy(A?),v=0 sur OA*}. (3.2)

Avec un tel choix, X est bien contenu dans HJ(A?).

Donc on remplace 'intégration mathématique par une intégration numérique basée sur
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(N + 1)% points ;le produit scalaire (f,v) est remplacé par le produit scalaire :

f U N = Zz.f 5275] glﬂgj)plp] (33)

=0 j=0

est la forme bilinéaire a(u,v) = (Vu, Vv) est remplacée par la forme bilinéaire

CLN(UN,UN) = (VUN,VUN)N (34)

Alors on obtient le probléme discret :

Trouver uy € PY(A?) tel que

an(un,vn) = (f,on)n, Vo € PQ(A?)

3.1.1 Existence et unicité

L’analyse numérique de ce probléme repose sur les propriétés de la forme bilinéaire

an(.,.), énoncées dans le proposition suivant
Proposition 3.1.1 La forme an(.,.) satisfait les propriétés de continuité :
Yuy € ]P)N(Q),VUN c ]PN(Q), CLN(UN,UN) < 3d_1|UN|H1(Q)|UN|H1(Q) (36)

et d’ellipticité :

Yoy € ]P)N(Q), CLN(UN,’UN) > ‘UN‘%II(Q) (37)
Alors le probleme admet une solution unique uy dans P (A?).

Preuve.
La encore on effectue la démonstration en dimension d = 2 pour simplifier les notations.

En utilisant une inégalité de Cauchy-Schwarz dans la définition (3.1]) on voit que

v)ny < (ZZUZ 57,75] pzﬂ]) (ZZU2 5275] pzp]>

i=0 j=0 i=0 j=0
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donc que
1 1
(u7 'U)N < (u7 U)]2V(u’ U)JQV
On est donc raméne a prouver que

VUN € ]PN( ) |UN|H1 < CI,N<UN,UN) S 3d*1]uN|H1(Q)|vN|H1(Q) (38)

pour tout uy dans Py (), on a

82u 0%u
an(un,uy) = (VUMVUNN—//|VUN|2d$dy—// 6xév N)dﬁdy

VX 62UN 8uN 8UN 8UN
ZZ ( ox2 ) 5@75] PiP; = ZZ ( ) §z7£] PzPﬂ'ZZ ( ) §z7£j)pipj

=0 j= 1=0 j=0 i=0 7=0

ou
On remarque alors que 8_N est un polyndéme de degré < N — 1 par rapport a xz, de
x

sorte que la propriété d’exactitude permet de remplacer la formule de quadrature appliquée

u
raisonnement symétrique pour (—N)2 par lintégrale (mais uniquement par rapport a la

ox

U
variable x). En tenant un raisonnement symétrique pour (9_N’ on obtient
Y

N 2 N 2
! 8uN ! 8UN
an(un,uy) = E (—) (z,&)pidx + E <—) (&, y)pidy (3.9)
NATNG BN j:O/_l ox z’:()/_l dy

On applique le corollaire(|l.3.3))par rapport a la variable y dans le premier terme et par
rapport & la variable x dans le second, et on obtient les inégalité(3.8). On en déduit immé-
diatement que le probléme (3.5)) est bien posé¢. m

Théoréme 3.1.2 Pour toute fonction f continue sur A2, le probléme admet une so-

lution unique. De plus, cette solution vérifie

lunllz@az) < cllZn fllrzaz) (3.10)

Preuve. Comme P}, (A?) est inclus dans Hj(A?), la continuité et Pellipticité sur PY(A?)
de la forme an(.,.) résultent de la proposition précédente, combinée avec l'inégalité de
Poincaré-Friedrichs. Comme I'espace P ((A?)) est de dimension finie, la forme linéaire :vy —

(f,vn)n est nécessairement continue sur P9 (A?) donc d’aprés Lax-Milgram dit alors que
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le probléme ([3.5)admet une solution unique. Pour obtenir I'inégalité de stabilité (3.10]), on
choisit vy égal & uxn dans I’énoncé du probléme(3.5)) on utilise les propriétés de 'opérateur
IN :

‘uNﬁIl(A?) <an(un,un) = (f,un)n = (Inf,un)n
Puis on applique le corollaire(|l.3.3)par rapport a chaque variable z et y, ce qui donne :

1 1
lunliazy < (uw, un) 3 (En f,In )i < 3PN Tn fllzzan) lun 2 a)

Grace a l'inégalité de Poincaré-Friedrichs, on en déduit 1'inégalité désirée. m

3.1.2 Estimation d’erreur

Théoréme 3.1.3 On suppose la solution u du probléme dans H™ pour un entier
m > 1 et la donnée f dans H"(A?) pour un entier r > 2. Alors, pour le probleme dis-

cret, on a la majoration d’erreur

s = unllnaey < eVl + N7 llraz) (3.11)

Preuve. On va étudier l'erreur entre les solutions des problémes(2.3))et (3.5)).Pour cela, la

discrétisation étant conforme, on utilise la majoration qui s’écrit :

) a—ay)(vy,w ,wy) — (f,w
|lu—un|lmiazy < ¢ inf  (Jlu—vn|grazy+  sup ( vy N>—|— sup (f, wn) — (f, wn)n
on EPY (42) wyerd(a2)  Wnllm@e)  wyerg a2y llwnlaz)
(3.12)

L’idée pour majorer les deux premier termes consiste approcher u dans P, (A?). En effet,

on constate aisément que

inf U— v < inf U — UN— 3.13
e 14 onllny < IE e ovaallan, (313)

et en outre, pour tout vy € P (A?) et tout wy € P%(A?), le polynome VoyVwy est

dans Poy_1(A?), donc a(vy, wy) — an(vy, wy) =0

\V/U)N c ]P)N(AQ), (CL — CLN)(UN_l, wN) =0. (314)
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Pour majorer le dernier terme, on déduit de la propriété d’exactitude de la formule de

quadrature que, pour tout fy_; dans Py_;(A?),

()= (Fowwly = [ F@hun@de=(Fwn)y = [ (F=fo-)@hoy()dn=(f= i)y
A A
Par définition de 'opérateur d’interpolation Zy et I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :
(frwn) = (frwn)n < (If = fv-illzae) + 32T — fyaallzzoz) llwsllz2az)

on obtient donc la majoration

(f?wN) — (f?wN)N

su <c(||f -1 + inf — fn- .
wvernary  onllms )< elf = Infleny +  dnf o) I = Fvallieas)
(3.15)
En insérant (3.13)),(3.14)et(3.15))dans(3.12))on obtient I'estimation
— < inf —UN— +||f-Z. + inf —fn- :
lu “N||H1(A2)—C(vN_le}Pn?V_l(Az)||U ov-tlmon I =Infllzgnt -~ b= fvllzne)
(3.16)

L’erreur entre les solutions exacte et discréte est donc bornée par la somme d’une erreur
d’approximation sur la solution, d’'une erreur d’approximation et d’interpolation sur la
donnée.

Dans le derniére inégalité, on choisit vy_1 égal a H}\’,O_lu et fnv_1 égal a IIy_1f on obtient :

lu = unllmpz) < elllu =Tyl ullaaz) + [1f = I fllzae) + 1 = Ovoafllrzae). (3.17)

Finalement,

HU — UNHHl(AQ) < C(NlimH’U,HHm(Az) + N7T||f||Hr(A2)>. (318)

Théoréme 3.1.4 Sous les hypotheses du théoreme précédent, pour le probleme dz’screton

a la majoration d’erreur

lu — unllr2az) < (N7 [Jullmmiaz) + N7\ fll e (az) (3.19)
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Preuve. On a

fA2 (u - UN)(l’a y)t(l’, y)da:dy

|lu —un|lr2a2) = sup (3.20)
te12(A2) [#]] 22 (a2
Pour toute fonction ¢ dans L?(A?), on résout le probléme :
Trouver w dans H}(A?) tel que
(3.21)

Yo € Hy(A?), a(w,v) = [, t@,y)v(z,y)dedy

et on rappelle voir remarque(2.1.2))que,’ouvert A% étant convexe, la solution w appartient
a H?(A?) et vérifie :
|l zzaz) < cl[t][z2(a2) (3.22)

On voit que
/Xu—mwuwﬂ@wmuwzaw—umw> (3.23)
A2

On utilise la formule(3.14)), on obtient pour tout polynéme wy_; de P (A?)
[ (= ) )t g)dody = a =, w) + 0 = ) = s )
A

=a(u—uy,w)+a(u —un,wy-1) —an(u — un, wWy_1)
= a(u — uy, w) + alu, wy_,) — aluy, wy_1) — ay(w, wy_1) + ay(uy, wy_,)
= a(u — uy, w) + (f,wy-1) = (f,wn-1)n + (an — a)(un, wy-1)
= a(u —uy,w) + . [l y)wn-i(z, y)dedy — (f, wy-1)n

d’aprés utilise la formule(3.14)et la propriété de Cauchy-Schwarz on en déduit immédiate-

ment que
/Q(U—UN)(if,Z/)t(ﬂ% y)drdy < c(|lu—un|maz)|w—wn_1|gi a2y F | f—Zn fll 22y |wn-1]m1a2))-
A

On choisit alors wy_1 égal a H]l\}(llw et on utilise le propriété d’erreur de H}\}(il et de Zy on
obtient

/AZ(U—UN)(x,y)t(l‘, y)dady < c(|u—un | a2 | w=TI" ywlm a2y | f=In fll 2o TR wl i az)
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= (u—uy)(z,y)t(x,y)dedy < c(N_1|u — un|ma2)||w] g2z + N7 f]
A2

H7-(A2)|w|H1(A2))

on combinent cette derniére estimation avec (3.20)et(3.22)et on utilisant le théoréme pré-

sident

A folms
USC < oV — gy RO ey
Ht||L2(A2> 1]l 2(a2)

‘w‘}p(Az))
1] 2(a2)
alors on a

lu — unllr2z) < o(N""[Jullmmiaz) + N7\ fllmeaz)-

|
Régularité de la solution

On démontre le probléme ([2.2)), on considére une fonction v satisfaisant a : v € C%(A)

Remarque 3.1.5 On peut donner une autre interpolation du probleme comme suit.

3.1.3 Description de I'implémentation

En dimension d = 2 par exemple, on obtient par les mémes arguments que la formule (3.9)).

Montrons d’abord que, pour tout uy,vy € P& (A?), on a :

N N
an(un,vn) ZZAUN (s &i)on (&ir §5)pip; (3.24)

i=0 j=0
Autrement dit, il s’agit de voir que l'intégration par parties "discréte"fonctionne dans ce
cas. Pour cela, on remarque que, si uy et vy appartiennent a Py (A?), donc le produit
unvy dans Py (A?)leur dérivées partielles premiéres par rapport a une des variables sont
de degré < 2N — 1 par rapport a cette variable, de sorte que qu’en utilisant la propriété

d’exactitude de Gauss-Lobatto, on peut écrire

N N

Ouy Ov Ouy Ov

an(uy,vy) =Y > ( 89?[ 6;\] + 8; &;V) (& &)pip
i=0 j=0

N
-3 [ (55 we dmﬁz /. (G222 ) 6o
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Soit maintenant uy,vy € P%(A?), on intégre par parties I'expression ci-dessus, puis on

retourne a l'intégration discréte :

2
an UN,UN Z/ <88;ZVUN> z fg dI/Jj Z/( ) fz, )dy/)z‘

N N
Q*uy Puy
N _ZZ ( 9e2 N Oy? ”N) (&, &i)pip;
On en déduit

ay(un,vn) = —(Auy,vn)N

Soit I;, 0 < j < N, les polynomes de Lagrange associés aux points &; (c’est-a-dire les
polynomes de Py(A?) qui valent 1 en ; et sannulent en &, 0 < k < N, k # j).Les [;,
1 < j < N —1 forment une base de P (A). une base de P%;(A?) est donc donnée par les
Li(x)l;(y), 1<14,j <N —1, en dimension d = 2. L’équation est satisfaite pour tout
vy dans P (A?) si et seulement si elle est satisfaite pour tout élément de cette base. En
utilisant la formule précédente et le fait que les point p;,1 < j < N — 1, sont positifs, on
voit en dimension d = 2 par exemple qu’elle est satisfaite pour vy égal & [;(x)l;(y) si est
seulement si

—Aun(&, &) = f(&, &)

De méme, le fait que uy s’annule sur OA? se traduit par les fait que uy s’annule en N + 1
points sur chaque coté, en (N + 1)? points sur chaque face. Par ces arguments, on obtient
une formulation équivalente du probléme(3.5)), pour la grille =

Trouver uy dans Py(A?) tel que

—Auy(z,y) = f(z,y) (r,y) €ENQ,
(3.25)
un(z,y) =0 (x,y) € 2N IN.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié 1’équation de poison avec condition aux limite de
Dirichlet homogene ot nous avons fait la recherche des solutions dans 'espace H} () qui a
une dimension infini.

Nous passons ensuite & les espaces des polynomes P%;(€2) de dimension fini a l'aide de la
méthode de Galerkin pour obtenir le probléme discret, celle-ci, on va I’étudie par la méthode
de la discrétisation spectrale, qui s’appuie a 'implémentation du probléme dans les points
de collocation de Gauss-Lobatto (o, ...,£x), ol nous avons cherché la solution approchée
et son unicité.

Enfin, nous avons estimée I'erreur entre la solution exacte et approchée en utilisant les

o ) 1,0
propriétés des opérateurs IIy", Zy.
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Résumeé :

Dans ce mémoire nous avons étudié un probleme de Dirichlet homogene
on utilisant la méthode de discrétisation spectrale dans |'espace des polyn6mes

PLIAT), pour ce |a on a utilisé les racines de dérivé des polyndmes de Legendre

(€1 En—1)-
Le but de ce travail est d’ obtenir a la meilleur solution approche .

Mots clés : Polyn6me de Legendre, Equation de Laplace, Condition de Dirichlet,

Discrétisation de spectrale.
Abstract :

In this memory we studied a homogeneous Dirichlet problem is using the
spectral discretization method in the space of polynomials #%{A"}, for there
were used derivative roots of Legendre polynomials (&:--En-1)-

The aim of this study is to obtain the best solution approach.

Keys words: Legendre polynomial, Laplace equation, Dirichlet condition,

Spectal discretization.



	Dédicace
	Remerciements
	Notations
	Introduction
	Notions Préliminaires
	Les espaces discrets
	Polynôme de Legendre 
	Formule de quadrature

	Problème de Dirichlet, Approximation et interpolation polynômiale
	Problème de Dirichlet
	Approximation de Galerkin

	Approximation et interpolation polynômiale sur l'intervalle 
	Le projection  N 
	Le projection  1,0N 
	Le projection  N1 
	Le projection  iN 

	 Approximation et interpolation polynômiales dans un carré
	Le projection  N  
	Le projection  1,0N 
	Le projection  IN 


	Méthode spectrale pour le problème de Dirichlet 
	Problème discret
	Existence et unicité
	Estimation d'erreur
	Description de l'implémentation


	Conclusion
	Bibliographie

