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NOTATIONS

» Vv = grad(v) = ( gxz > : Le gradient d’'un vecteur v.
Y
2
» D*v= V¥ = < gfv %’;U ) : La matrice Hessienne
wyV Oyl
2
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ov
> Ha—nﬂ = (Vg + Vo) - n.
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INTRODUCTION

Pendant les derniéres années, la simulation numérique apparait comme un
outil trés important : elle permet de réaliser autant d’expérience que voulu, et
de modifier les paramétres physiques, dans les seules limites du logiciel. Ainsi la
simulation numérique permet de réduire le nombre d’expériences nécessaires.
Elle permet aussi parfois de faire des expériences qui seraient trop cotiteuses,

impossibles a réaliser, ou méme dangereuses.

En calcul de structure, 'outil de base pour la simulation numérique est
la méthode des éléments finis. Introduite dans les années 50, elle a été lar-
gement diffusée dans le monde industriel dans les années 1960-70 grace a de
nombreux travaux, citons notamment le livre de Zienkiewicz. D’un autre coté,
les travaux de nombreux mathématiciens ont permis d’établir le formalisme
mathématique nécessaire pour cette méthode. Citons notamment les livres de
Ciarlet ([7]) et Strang et Fix , parus pendant les années 1970. Tous ces livres
font encore office de références, de nos jours. La méthode des éléments finis
est incontournable dans la résolution numérique des équations aux dérivées
partielles. Ces équations possédent de nombreuses applications dans la mo-
délisation de phénomeénes naturels, notamment en physique, en chimie et en

biologie, les chercheurs sont souvent intéressés a obtenir une approximation
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numeérique précise de leur solution.

Ce mémoire reprend un travail effectué durant mon circuit d’études de
Master 2 en Analyse numérique et modélisation.
Ce mémoire se divise en quatre chapitres.

Le premier chapitre regroupes quelques rappels sur les espaces de Sobolev.

Les espaces de Sobolev jouent un role fondamental dans la théorie varia-
tionnelle des équations aux dérivées partielles, ainsi que dans la théorie des
éléments finis. Ces connaissances sont nécessaires pour maitrise la base ma-
thématique mais il est tout a fait possible de n’en retenir que les principaux
résultats de projections et en omettant la partie analyse des espaces de So-
bolev pour une pratique élémentaire des éléments finis, et on a compléter par
I’analyse de 'erreur d’interpolation dans les espace de Sobolev.

Le seconde chapitre nous commencons par présentes quelques rappels sur la
méthodes des éléments finis. Aprés l'introduction de quelques notations et

quelques premiéres remarques sur le maillage.

On cherche & construire des espaces d’éléments finis possédant plus de ré-
gularité que la continuité globale et I'appartenance a H*(2) pour cella nous
avons faire appel aux éléments finis de classe C° (élément fini d’Hermite) et
il est aussi possible de revenir a des triangulations conforme et d’obtenir la
régularité C* et H? par la construction d’éléments finis Argyris, HCT com-
plet. Ensuite, la partie suivante pour évaluer les erreurs d’interpolation, on va

d’abord considérer le cas d’un maillage régulier.

Le troisiéme chapitre le plus important, présente comment on construire
des fonctions globalement de classe C! et polynomiale par morceaux a partir
des fonctions qui seulement continues et a l'utilisation de 'opérateur d’inter-

polation qui résulte dans le contexte de la méthode des éléments finis.
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L’opérateur d’enrichissement Fj, a été introduit pour la premiére fois dans
le contexte de la méthode des décomposition des domaines pour les méthodes
des éléments finis non conformes classiques. Les estimations concernant cet
opérateur ont été obtenu par l'utilisation des estimations discrétes élémen-
taires. L’opérateur Ej a un grand avantage par rapport a l'intérpolé de La-
grange et celui de Clément. En effet, 'opérateur de Lagrange d’une fonction
ne peut étre défini que si la fonction en considération est continue. Par contre
I'opérateur de Lagrange a une propriété trés importante; c’est le fait qu’il

présente une projection, i.e.,
Hh(Hh"U) = Hh’l).

En fin, le dernier chapitre est consacré a I’étude mathématique du probléme
Bi-Laplacien, nous proposons le type formulation variationnelle de probléme
continus. Pour la discrétisation, nous utilisons la méthode "C® Symmetric

Interior Penalty Method".




CHAPITRE 1

ESPACES DE SOBOLEV H' ()

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et propretés concernant les espaces

de Sobolev pour plus de détails voir Brézis, Brenner-Scott.([9, 11])

1.1 DEFINITIONS

On adoptera dans ce qui suit les notations suivantes :

Q) désignera un ouvert borné de R?, D'(2) 'espace des distributions définies sur
a=(ap,az),q; €NJi=1,2
un multi-indice et on notera
D* =01"05%, ol =1+ ao.

Définition 1.1.1 On note H'(Q) l’ensemble des éléments qui satisfont :

o

H'(@) = {u e @) 5

€ L*(Q),i=1,2}. (1.1)

Plus généralement on introduit les espaces suivants :

5



1.1. DEFINITIONS CHAPITRE 1. ESPACE HM

Définition 1.1.2 Pour m € N

H™Q) = {u € D'(Q); D*u € L2(Q) |a| <m}. (1.2)

Les dérivées étant prises au sens des distributions. H™(£2) est un espace de Hilbert pour

le produit scalaire

(U, 0) = Z /QDauDav dx. (1.3)

la|<m
La norme associé & ce produit scalaire
1/2
fullna = 32 [ 1Dl (14)
la|<m Q

Par convention, H%(Q) = L*(Q). Enfin, pour m > 1, nous introduisons la semi-norme

1/2
[l = Y /Q |Du? | | (1.5)
|a|=m
de sort que
ullma = (lullf-ra + lulma) . (1.6)

On définit 'espace HE(€2) comme le noyau de 7, i.e.,
Hy(Q) = {u € H'(Q),u00 = 0}

Corollaire 1.1.3 (H(Q), ||.||n1(q)), i-e. Uespace Hi(2) muni de sa norme ||.||g1(q)), est

un espace de Hilbert.

Preuve. Le sous-espace (Hj(Q), ||.|[#1()) de Hilbert H'(Q) est fermé par définition, et
donc c’est un Hilbert. Comme ||.[| g1 () est une norme équivalente & la norme ||.[| g1 () sur

Hj(€2), on en déduit que (Hy(Q), [|.|[#1(q)) est un Hilbert. m

Définition 1.1.4 Soit un entier m > 1. On note

e =)

et H=™(Q) = (HM(Q))', le dual de H*(Q), équipé de la norme

—m (f,u)g—m JHT(Q
Vi€ H™Q), |fll-ma= sup UL

e HE 0 w0
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Proposition 1.1.5 .
i) Sim >m', H™(Q) est contenu, avec injection continue, dans H™ (Q).

i) H™(Q) munit du produit scalaire (1.3) est un espace de Hilbert.
Preuve. La partie i) est évidente, car si m > m/,
[llm .2 < Jlullm g

Pour prouver la partie ii) Nous rappelons tous d’abord que les espaces LP se sont des
espaces complets (voir Brézis), et pour démontrer (ii) il suffit de montrer que H™(2) est
complet pour la norme ||u||;, q. Soit (u,) une suite de Cauchy dans H™(2). Alors (uy,),
de Cauchy dans H™,

donc

(Un)n et (D%up), de Cauchy dans L*(S2),

mais L’espace L? est complet (Riez).

Alors

u, — u dans L>.
(1.7)

D%, — w dans L>.

On a u, € H™(2), donc
/ D%u,p = (—1)‘0‘| / U, D%,
Q Q

par passage a la limite n — oo on obtient

/ngp: (-1)'@'/@% Vi € D(Q).

Q
/D“ugpz/wgp.
Q )

donc u € H™(Q2), ce qui signifie H™ est complet. m

Alors D € L?, D = w,

Théoréme 1.1.6 (Analogue du Théoréme de Bolzano-Weierstrass)

De toute suite bornée dans H'(S)), on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement

dans H'(Q).
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Remarque 1.1.7 SiQ est lipschitzien, (H' () est différent de H~(Q) et ne s’identifie
pas & un sous-espace de D'(1).

Ezemple, Uapplication v — [, vdo est dans (H'(Q))', mais est nulle sur D(2), alors
que ce n’est évidemment pas 'application nulle. On dit que (H'(S))" n’est pas un espace

de distributions. Par contre, si Q = R?, alors (H*(R?)) = H~1(R?).
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1.2 DENSITE ET INJECTIONS

Théoréme 1.2.1 C=(Q) est dense dans H™(Q)) pour tout m > 0.
Preuve. . Voir ([10]). =

Théoréme 1.2.2 Soit Q un ouvert borné de R? de frontiére Lipschitzienne et soit m et
k deux entiers satisfont k — m > 1. Alors il existe une constante C' tel que pour tout
u € H*(Q) nous avons :

1D ull oo () < Cllulk0- (1.8)

De plus, il existe une fonction de classe C™ égale presque partout ¢ u dans 'espace L*()).

Preuve. . Voir ([1]). =

Théoréme 1.2.3 1. Pour d > 2, linjection de H'(Q2) dans LP(Q) est continue pour
tout nombre réel p qui satisfait a la fois 1 < p < oo et p < po,

ou py vérifie
1 1 1

o 2 d

et cette injection est compacte pour tout p < pg.

2. Pour d > 1, Uinjection de H™(Q) dans C"(Q) est continue pour tout n et m, tels

que

Preuve. . Voir ([1]). =
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1.3 THEOREME DE TRACE

Le but de cette section est de donner un sens mathématique a la valeur

d’une distribution u € D'(Q) sur la frontiére 9 de Q.

Théoréme 1.3.1 Théoréme de trace

1. D(Q) est dense dans H*(Q).

2. Supposons que le domaine Q est suffisamment régulier (de classe C*, par exemple),

alors on définit l'opérateur de trace o par

Yo : HY(Q)NCY(Q) — L*(092) N C°(09) 1L9)
1.9
u = Yo(u) = ujaq

L’application linéaire vy définie par (1.9) se prolonge par continuité ¢ une application

linéaire et continue de H' () dans L*(0RQ), i.e., il existe une constant c tel que :
ullz2a0) < ¢ [lullio, Vu € HY(SQ). (1.10)
Preuve. Pour simplifier, nous démontrons le résultat pour le cas :

Q=R = {(z,y) € R% y >0}

> Ov(z,y)
vx,02:—2/ v(z,y)—————d
0 =2 [ of) =y

En utilise I'inégalité 2ab < a® + b2, on obtient :

fo(z, 0) < / ()P +

Nous intégrons par rapport a x on obtient ainsi,

ov(z,y) |’
oy ‘ )dy

vl z200) < Cllv|la1@
n

Théoréme 1.3.2 Formule de Green

Vu € HY(Q), Vv € HY(Q),
—/Auv dQ:/Vu.Vv—/ VO, U.
Q Q Ll9)

10
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1.4 EQUIVALENCE DES NORMES

Lemme 1.4.1 (Poincaré).
Soit Q un ouvert borné de R?. Alors, il existe une constante strictement position C ne

dépendant que de ) et telle que
Yo € Hy(Q), vl < C||Vlz2. (1.11)

Preuve. Nous démontrons I'inégalité (1.4.1) pour les ¢léments de C§°(€2). Soit a, b deux

réels tels que Q Cla, b[x]a, b[. Alors
o= [0,
lu(z) 2 < /I dult,z) [
ot

/ V(W)L

—a)" 2|V (w)|Z.

Donc,

dt

Ce qui implique que,

/Q fu() Pz < C|[V ()2

Par argument de densité le résultat reste vrai pour les éléments de Hj(2). En effet, si

u € HL(Q) il existe u, € C5°(Q) telle que :

lim ||un ullF) = lim / | — ul? +nh—>nolo/Q IV (u, — u)|* =0. (1.12)

hm |un|2 /|u|2 et 1im/|Vun|2:/|Vu|2

/Q ()P < C|V ()22 = / u() P < C|V ()2

Ce qui implique,

Puisque,

11
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Corollaire 1.4.2 soit 2 un ouvert de R™ borné dans au moins une direction de [’espace.

Alors la semi-norme
ooy = ([ [Vof do)'

est une norme sur Hg () équivalente & la norme usuelle induite par celle de H'(2).

Preuve.

Soit v € Hg (). La premiére inégalité
olingey < ol = ([ (o7 + Vo) do)!”
Q
est évident. D’autre part, I'inégalité de Poincaré Lemme 1.4.1 conduit a
ol < e+ 1) [ Vo do = e+ Dy
ce qui prouve que |v|g1(q) est une norme équivalente & [[v||z1(q). ™

Lemme 1.4.3 Sur HZ(QQ), Uapplication v — || A v|joq = |v]2q est une norme équiva-

lente & la norme canonique ||v|2.q, €., il existe une constante ¢ > 0 telle que
Vo € Hy(Q), clvlz0 < || A v]oe-
De plus, nous avons caractérisation

HA(Q) = {v € HA(2),70(v) = 0,71(v) = 0},

12
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1.5 APPROXIMATION DANS LES ESPACES DE SOBOLEV

Dans cette section nous nous intéressons a la construction du polynéme analogue a celui
de Taylor (qui est défini pour des fonctions de classe C*), mais pour les fonctions qui

appartiennent a des espaces de Sobolev.

1.5.1 Polynoéme de Taylor et de Sobolev

Nous commencons par la définition du polynome de Taylor. Soit u € C™ H(RY).

Définition 1.5.1 Le polynome de Taylor d’ordre m évalué au point y est donné par

T u(z) = Z éDau(y)(x —y)°, (1.13)

|a|<m

Définition 1.5.2 (Fonction de troncature) On appelle fonction de troncature toute fonc-

tions qui satisfait les propriétés
1. ¢ € C=(RN)
2. fRN pdr =1

L’exemple suivant montre ’existence de fonctions de troncature. Soit la fonction
e (Va=el®) g 12| < 1

p(z) =
0 silzf|>1

c:/ pdzx.
RN

Alors la fonction ¢ = £ st une fonction de troncature.
c

et soit

Définition 1.5.3 Soit w € H™ 1(Q),B CcC Q,m > 1. Le polynéme de Sobolev d’ordre

m €évalué au point x est donné par

Q"ula) = [ TruC)otiy (1.14)

13
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Proposition 1.5.4 pour tout « telle que |a| < m —1
DT u(z) = T;L_lo“D‘;u(x) Vu € Cl(Q). (1.15)

Dans cas générale, si la fonction u est dans I'espace Sobolev, D“u est dan sens généralise.

Donc on défini le polynéme de fonction

Définition 1.5.5 Soitw € H™'(Q),BCcC Q,m >1
Q"ula) = [ Trut)oliy (1.16)
Proposition 1.5.6 pour tout « telle que |a| < m — 1
D2Qyu(z) = QI Dou(z)  VYu € C1(Q), (1.17)
Preuve. siu € C*(Q), alors
DEQyu(e) = [ DETu()ota)dy

- /B T Do) () dy

= QI Dgu(x).

1.5.2 Représentation d’erreur

Pour f € C™([0,1]), on a
m—1 1

1 - m
k|f(k)(0)—|—m %sm LFm(1 — s)ds
. 0 .

soit uw € C™. Pour z € Q et y € B, on définit f(s) = u(y + s(x —y)),

par des calcul direct on conclu que

% B =3 $Dau(y—|—s(l’—y))(m—y)a. (1.18)
‘ laj=k

14
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Définition 1.5.7 Le reste d’ordre m est défini par
R™u(x) = u(x) — Q™ (x).

Proposition 1.5.8 Le reste R™u(x) satisfait :

avec z = x4 s(y — ), ko(x,2) = (5)(x — 2)*k(z, 2) et

Preuve. Pour z = = + s(y — x), en utilise le changement de variable,
dsdy = s "dsdz

Soit A ={(z,s) :s€(0,1],|(1/s)(z —x) + & — 0| < p}.

On note
(Z,S)EAZ&<S,
|z — 20| + p
alors
(x—y)*=s"(xr —2)"si|a| =m,

a partir de (1.5.1) et (1.18) on obtient

Z//XA 2,5)( + o )) Sin*l(x — 2)*D%u(z)dsdz.

laf

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

Donc
"u(x) = m l‘“uzx—z T $)(z —x)xalz, s)s " tds
R u(z) |()CZW/CIQ!D =2 [ oo+ (/)0 =~ Dtz )5~
=m ko(x,2)D%u(2) dz
Y8

Si on prend

k(r,2) = / b+ (1/8)(z — 2)xalz, s)s~"ds,

15
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et
ko(z,2) = (1/a!)(x — 2)%(x, 2).

Il reste de montré l'estimation (1.21) pour k(zx, z)

Soit t = |z — x|/(Jx — xo| + p). Alors
k(. z|—\/ xal(z:8)6(z + (1/5)( — 2))s™ L ds

/ |p(z + (1/8)(2 — 2))|s " ds (d’aprés (1.22))

< iyt
< @l ze(m) - H
< (1/n)||ll Lo myt™
= (I/n)||¢]lzoem)(p + |2 — 20])" |2 — 2| "
<Cp"(p+ |z —z0])"|2 — 2| "

1

16
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1.5.3 Le potentiel de Riesz
Nous avons tiré des limites pour le reste R™ En termes d’'un "Potentiel Riesz". Dans cette
sous-section, nous tirons des limites diverses pour de tels potentiels.

Lemme 1.5.9 Soit f € LP(Q2), m > n/p. Alors
/Q |2 — 2|7 f(2)|dz < Cod™ 7| £ o (1.25)

Preuve.

Premiérement, pour p =1 et m > 2. alors

/Q & — 2 A d < @ — 2ol

< A7 f -

2™¢ on prend p = 2 et m > n/2. Alors

/ [ — 2|7 f(2)]dz < ( / | — 22O 2| fl o) (Cauchy — Shwartz)
Q Q

d
< C(/ rCm It g flle)  (Coordonnes polaires)
0
— C(d(—n+m)2+n)1/2||f||L2(Q)

= Cd™ ") f| 2@

17
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1.5.4 Lemme de Deny-Lions

Le lemme de Deny-Lions donne un premier résultat d’approximation dans les espaces
Sobolev.

Notation : Pour tout entier £ > 0, P, est I’espace des polynomes de degré total inférieur
ou égal a k. Pour tout entier m, puisque 2 est borné, P, € H™(£2) et on peut définir

I'espace quotient H™(€2)/Px, qui est un espace de Hilbert pour la norme quotient

1| zrm (@), = Inf [|f + pllmg- (1.26)
pEPy

Lemme 1.5.10 (Deny-Lions)
On suppose que §2 est lipschitzien et connexe. Pour tout entier k > 0, il existe une

constante C' telle que
Yo € H(Q) /Py, ]| grrv1 ) e, < Clofkrr,o (1.27)
Preuve.

1. La premiére des choses est de se débarrasser de la norme quotient dans (1.26). Pour
cela, il suffit de construire un représentant convenable de la classe de v. Soit II
I'opérateur de projection orthogonale sur P pour la norme de L*(2) : pour tout

v e LY (), v € Py est défini par

/(Hv —v)qdx = 0,Yq € Py. (1.28)
Q

C’est un systéeme linéaire carré dont la dimension est celle de P;. I1 admet une

solution unique, ITv. De plus, ITv vérifie [I(ITv) = I1v et ||Iv||o.Alors
[ollesiaye, < o = Mollnn = (o = TlEg + b2, )72 (120)
Comme II(v — ITv) = 0, il suffit de montrer qu’il existe une constante D telle que
Vo € H*(Q), telle que v = 0, |[v]|50 < Dlv[i 10, (1.30)

et on aura (1.5.10) avec C' = (1 + D?)'/2,
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1.5. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. ESPACE HM

2. On démontre (1) par I'absurde. si (1) est faux, on peut construire une suite v,, de
H*1 telle que

lim |v,lkr1.0 =0 et ||vg]ro =1 (1.31)
—00

n
Comme v, est bornée dans H**1(Q), grace a une extension du Théoréme (1.1), on
peut extraire de v, une sous-suite, encore notée v,, qui converge faiblement dans
H*1(Q) (en fait le théoréme (1.1) est valable pour des espaces de Banach réflexifs) :

il existe v dans H*™1(Q) telle que

lim v, = v faiblement dans H*™(Q). (1.32)

n—aoo

Mais Ilv, = 0, i.e. fQ vgdx = Opour tout pdans Pp. Donc, en passant a la limite
faible dans cette égalité, on a fQ vgdz = 0 pour tout ¢ dans Py, ce qui veut dire que
[Ty = 0.
D’autre part

lim  9"v, dans L*(Q). (1.33)

n—sinfty
Mais 9*v,, converge faiblement vers 9*™'v dans L?(Q2). L’unicité de la limite en-
traine que 9*"lv = 0. Alors (grace a un résultat difficile), ceci entraine que v € Py.
Donc Ilv = v, et comme Ilv = 0, ceci entraine v = 0.

Enfin, comme l'injection de H*T1(Q) dans H*(Q) est compacte (ce qui est une ex-
tension facile de Théoréme (1.2)), quitte a extraire une sous-suite, v,, converge vers

v =0 dans H*(Q). Ceci contredit le fait que ||v,|[z0 = 1.

Remarques sur les hypothéses : La contradiction ne s’obtient qu’a la fin , quand on
sesterce de la compacité de 'injection. Si on n’a pas cette compacité, on ne peut rien
conclure. Cette injection est fausse si {2 n’est pas borné et I’énoncé du théoréme est faux
dans ce cas car aucun polynéme de Pj, n’appartient a L?(2).

La connexité de Q de permet de conclure que si 9**'v = 0 alors v € Pj. Si  n’est pas
connexe, les polydome ne sont pas les mémes dans chaque composante connexe de €2 et

I’énoncé du théoréme est faux. m
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1.5. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. ESPACE HM

1.5.5 Lemme de Bramble-Hilbert

Ce lemme peut étre considéré comme une généralisation de Deny-Lions.

Lemme 1.5.11 (Bramble-Hilbert)

|U — Qm’U|k,Q S C dmfk\v|m,9.

Preuve.

1. On supose diam (€2) = 1. Alors pour tout u € C™(Q2) "W (£2),on a

’U - QmU|WI§“(Q) < C|"U|W£n(g) Vk = 0, 1, ...... ,m.
Pour k£ = m,
lu — Qmu\wgg(g) = ‘U‘W#L(Q)'
Pour £ =0,
|u— Q" ul[Lr) = R ul[Lr ()
<m Y| / Ko(, ) D*u(2)d= oo
|a|=m &
<cl+1/p" 3| / 4 2| D) de oo
la)=m &
< [ulwp @)
Pour 0 < k£ < m,
u — Q" ulwy (o) = R ulwy o)
< (Y IR Dl poey) 7
la|=k
a 1/p
<C (|Z | Dl -t )
al=k

< C ]u\Wbm(Q).

(1.34)

(1.35)

(1.36)
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2. Pour un domaine général €2, on définit

O={i=1/d)z;z el

Soit u € Wr(Q) et @ € Wi(Q) ot (%) = u(dz).
Par un changement des variables, nous avons
|y () = A" Pl VO <k <m.

Soit QMi(i) = vajb(x) = QMu(dz). Alors

i — Q") < Clitlwy ) (1.37)

= C d" " Plulwy @)
D’autre part

’ﬁ - Qmmwg(m = |7:L - Qmulwg(()) (1.38)

= d"Pu - Q" ulwr(q)-
D’apreés (1.37) et (1.38), on obtient

\u — Qmu|W;f(Q) S C dmik|u’W£n(Q) Y0 S k S m.
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CHAPITRE 2

NOTION D’ELEMENT FINI EN 2D

2.1 INTRODUCTION

L’idée de la MEF est de décomposer (on dit discrétiser) le domaine en un certain nombre
de sous-domaines (les éléments). Les éléments recouvriront I'intégralité du domaine (de la
frontiére pour les éléments de frontiére qui est une autre méthode) et sans chevauchement
entre eux . De plus, on va chercher la fonction solution v comme étant interpolée par des
solutions définis sur chaque élément. Le probléme étant interpolé sur les éléments, on se
doute que le nombre éléments va jouer sur la qualité de cette approximation de la solution.
On se doute également que, comme on résout un probléme comportant des dérivées, c’est
plutét dans les endroits o la solution va varier vite qu’il sera nécessaire de raffiner le
maillage. On veillera également a ce que les éléments ne soient pas trop distordus. Des
critéres dits « de forme » existent. Néanmoins, dans certains cas il est possible de violer
allegrement ces critéres tout en obtenant une trés bonne approximation de la solution.
Bien que la MEF soit théoriquement généralisable a toutes les dimensions d’espace et a

tous les ordres de dérivation, dans la pratique, 'augmentation de ces paramétres accroit de
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2.1. INTRODUCTION CHAPITRE 2. ELEMENTS FINIS EN 2D

maniére dramatique la difficulté et on se contente de résoudre des problémes limités a trois
dimensions en espace et deux ordres de dérivation. Nous avons dit vouloir interpoler le
probléme sur chaque élément. Pour ce faire, il faut prendre une base sur chaque élément.
Plusieurs choix sont possibles, mais en général, les fonctions de base utilisées pour les
éléments finis sont dites interpolantes, c¢’est-a-dire que les valeurs nodales sont les valeurs
des grandeurs inconnues aux noeuds, et que c’est a partir de ces valeurs que 'on effectue
I'interpolation. La méthode la plus simple consiste & utiliser les polynémes de Lagrange.
Dans cette méthode les fonctions de base valent 1 & un noeud du maillage et 0 & tous
les autres. La fonction de base i est alors la fonction valant 1 au sommet i et 0 sur les
autres noeuds et qui est polynomiale sur chaque élément. Il y a autant de fonctions de
base par élément que de nombre de noeuds. On appelle élément la donnée d’une géométrie
(souvent polygonale en 2D, polyédrique en 3D) et de fonctions de base associées a cette
géométrie. D’autres solutions peuvent exister pour les fonctions de base. Par exemple, les
éléments finis d’Hermite ont la particularité d’avoir deux fonctions de base associées a
chaque noeud. La valeur de la solution est alors ajustée avec la premiére fonction alors
que la deuxiéme permet d’ajuster la valeur de la dérivée. Ce type de fonctions de base
peut avoir un intérét pour la résolution de certaines EDP (telle que I’équation des plaques
en MMC), méme si elle nécessite d’avoir deux fois plus de fonctions pour un maillage

donné.
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Définition 2.1.1 Un élément fini est la donnée d’un triplet (T, P,N) tel que :

e T est une partie compacte, connexe, d’intérieur non vide de R2.
e P un espace vectoriel de fonctions définies sur T .

o N est un ensemble de ny formes linéaires (¢, ..., pn) agissant sur les fonctions de

P telle que application :

p = (p1(p), s on(P)),
soit un isomorphisme.

Les formes linéaires (1, ...., on) sont appelées degrés de liberté locaux.

Il est implicitement, supposé que les ¢;, appartiennent & un espace dual d’un grand espace,

e.g, un espace de Sobolev.

Définition 2.1.2 Il existe p;, 1 < i < N, dans P telles que p;(p;) = 0;5, 1 < j < N, et
on a

N
VpEP, p=>_ @ilp)p:
=1

Les fonctions p;, 1 < i < N, sont appelées fonctions de base de l’élément fini T .
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2.2 QUELQUES EXEMPLES D’ELEMENTS FINIS EN 2D

Nous introduisons deux classes d’élément finis communément utilisés dans
I’approximation conforme par éléments finis des probléme de plaques et de
coques minces. La premiére classe C? utilise la famille d’interpolation d’Her-
mite, et la deuxiéme C! présenterons par les deux familles d’interpolations de

Hsieh-Clough-Tocher complet et 1’élément d’Argyris.

2.2.1 L’élément d’Hermite

Définition 2.2.1 Soit P = P3, en utilise ® pour désigne [’évaluation de la fonction en
un point et (-) pour l’évaluation du gradient.
Soit

N ={N1, Ny, ..., Nyp}

Ls

FIGURE 2.1 — Elément d’Hermite.

Proposition 2.2.2 Soit p € P3. Si
Ni(p) = 0,i =1,2,3,...., 10.

Alors, p = 0.
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Preuve. Soit L, Ly et L3 étre des fonction linéaires non négligeable qui définissent les
bords du triangles.

Supposons que le polynéme P € P3, N;(P) =0, pour i = 1,2, ..., 10. La restriction P sur
Ly, nous avons de 2, et z3 sont les racines doubles de P depuis P(z) = 0,P'(2,) = 0 et
P(z3) =0, P'(23) = 0, ol notons la différentiation sur la ligne droite L;.

Mais le seul polynémes du degrés trois dans une variable avec quatre racines est le poly-
noéme zéro. D’ou

P=0sur L;. De méme P =0 sur Ly et Ls.

Nous pouvons donc d’écrire P = cLLsL3. Mais
0= P(Z4) = CL1(2’4)L2<Z4)L3(Z4) — Cc = O,

car L;i(z4) # 0pouri=1,2,3. m

26



2.2. ELEMENTS FINIS EN 2D CHAPITRE 2. ELEMENTS FINIS EN 2D

2.2.2 Eléments finis d’Argyris

Définition 2.2.3 On définit I’élément fini d’Argyris par le triplet (T, Ps, N')

ot P = P% en utilise @ pour désigne I’évaluation de la fonction en un point, ) pour
I’évaluation du gradient et @ pour I’évaluation des trois dérivées secondes, ® — désigne
la valeur de la dérivée suivant la normale.
Soit

N ={Ny, Ny, ...., Noo }

z3

ma my

21 L 2 z9
ms I

FIGURE 2.2 — Elément de Argyris.

Proposition 2.2.4 Soit p € PS. Si

Alors, p= 0.

Preuve.
p=qlLi1LsLs, deg(q) =2
8LZ,LZ- = 0, Li(Zg) 7£ O,Z = 1, 2

01,01,p(23) =0 = q(23)L3(23)0r, L20r,L1 =0,
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alors, ¢(z3) = 0, de la méme fagon ¢(z1) = ¢(z2) = 0.

0
Li(my) =0, %p(ml) =0 = q(m1) =0.

2.2.3 Elément de Hsieh-Clough-Tocher

Les éléments finis de Hsieh-Clough-Tocher sont du type macro-élément (voir figure 2.3).En
effet,chaque triangle T" est subdivisé en trois sous-triangles en ajoutant un point interne
au triangle, et ’espace d’approximation P est un sous-espace des polyndémes de degré 3
sur chaque sous-triangle T;, convenablement assemblés pour que la fonction discréte sur
le triangle T' = U?_, T; appartient a C'(T)).

Soit K un triangle de sommet zq,29,23 et soit z, un point interne au triangle 7. Nous

notons 7T; les triangles de sommets z, 211 , 2j192, ¢ = 1,2, 3. Soit

FIGURE 2.3 — L’élément HCT.

P={peC'(T);peP (L), i=123},

ol P3(T;) est lespace des polynomes de degré inférieur ou égale a 3 sur T;. Soit en fin

817 5? . ap ..
N = {p(zl), 1(zz)7 2(zz), 1=1,2,3, n(a”)7 1<4,5< 3},

I’ensemble des degrés de liberté.

Définition 2.2.5 on définit I’élément fini HCT-C par le triplet (T ,Pr, N ).
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2.3 MAILLAGES

Définition 2.3.1 (Triangulation)
Un maillage ou triangulation est un recouvrement du polygone €2 par des triangles. En

notant {1, ..., Ty, } ces triangles, on a donc

Ne
O =Jr.
i=1
On dit que la triangulation est admissible si pour tout i # j, l'ensemble T; N'T; est soit

vide, soit réduit a un point qui est un sommet a la fois de K; et de Tj, soit égal a un

segment qui est une aréte a la fois de T; et de T}.

Par la suite, les triangles T; sont appelés mailles et les arétes des triangles sont appelées
faces.
Pour tout 1 < i < N, nous notons h; le diamétre de la maille 7; (défini comme la plus

grande des longueurs des arétes de T;) et nous posons

h = max h;.
1<i<N.

Ce paramétre caractérise la finesse globale du maillage.
Nous notons {s; 1, si2, Si3} les trois sommets de la maille 7;. En regroupant tous ces som-
mets, nous obtenons un ensemble de points de cardinal noté N, et dont les éléments,

appelés sommets du maillage, sont numérotés sous la forme {sy, ..., sn.}.
De plus nous supposons l'existence d’un élément de référence T' définit par :

T ={(z,y) €R%2>0,y>0,0+y<1}. (2.1)

Les transformations affines générant le maillage s’expriment sous la forme
VT €T, Fr(i)=Ari+br, 2eT. (2.2)

Introduisons maintenant quelques quantités géométrique caractérisant un maillage
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Définition 2.3.2 (Quantités géométriques).
Pour tout T' € Ty, on note

hr = diam(T).
pr = sup{diam(S)|S boule contenue dans T}.

Définition 2.3.3 (Famille de triangulations réguliére)

Une famille de triangulations Ty, h > 0 est dite réguliére s’il existe une constante og > 1
telle que

Yh > 0.VT € Ty, hr

= — < 0yp. 2.3
Ry < =

Lemme 2.3.4 Supposons (2.2). On a

|T
| det(Ar)| = = (2.4)
Tl
h
[Ar]| < —T (2.5)
i
-1 hg
[A7 ]l < —. (2.6)
Preuve.
\T]:/dx:/|detAT|d:%
T T
— |det Ag| / di
T
= |det A7||T).
avec |det Ap| = 21

7|
On utilise la norme matricielle subordonnée a la norme euclidienne

Az
&l >

|[Ar[| = sup
££0
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on pose & = & — & et ||#]] = p; (ps le rayon de boule inscrite dans T).
AT i’l — i‘g
g = sup 1A= 22l
T=pp P
Ao + by — Apdy — by ||
up

= S

F=p; Pr
Fr(z1) — Fr(a
 qup I1FrCi1) = P
E=psp Pr

1
= —_ Sup |21 — 2o
T E=py
S ChT.
1Az =]
=l -
On pose x = z1 — x5 et ||x|| = pr (pr le rayon de boule inscrite dans T').

”A—lH = sup ||A;1<I1 — x2>H
4 T=pT 1%
D ||A;1$2+bT—A;IZL‘1 _bTH

|AZ" || = sup
x#0

= su
T=pT Pr
E - F
_ up IFr@) = Fr(ey)]
T=pr Pr

1
— — sup [lz1 — o]

T z=pr
1
< hp—.
%,
. hr
On a de (2.3) op = — < 0y.
Pr
Alors
1
1 _o
pr  hr
On obtient
IAZH] < chz.
[

Lemme 2.3.5 (Inégalité de trace discréte) VI € Ty, e € OT et Vv € PH(T) il existe une

constante C' indépendante de h tel que

ov

elll5-lI5e < C IVelor (2.7)
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Preuve.
Nous passons au triangle de référence 7. On utilise le fait que les normes sont équivalente

en dimension finie donc on

106/0nllo.e < [[Vadllz-

On a d’une part

[90/0n5; = lell|0v/onl]5.,
d’autre part on a ! :

| Ar||?

HV@@H(%,TA = Tdet(Ar)]

IVavllgr ~ [IVavll -

h
lsi le maillage 7j, est régulier, i.e., Jog, tel que VT € Ty, L <o
PT
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2.4 RESULTATS D’APPROXIMATION

Dans la section précédente on a examiné quelques éléments finis, avec lesquels on peut
construire des sous-espace (de dimension fini) des espaces de Sobolev par l'introduction

de ce qu’on appelle 'opérateur d’interpolation local.

Définition 2.4.1 Soit (T, P,N) un élément fini. Soit {p; : 1 <i <k} C P la base dual
de N'. St la fonction v est telle que tous les o; € N', i = 1,..., k, sont bien définies, alors

["interpolé local est défini par .
Hrv = Z @i(v)p;. (2.8)
i=1
On introduit 'opérateur d’interpolation linéaire continu
Mp(v) : HYYT) — H™(T),
avec 0 <m <[
Théoréme 2.4.2 1[I existe une constante C' telle que :
v =7 (V)| gmery < CRT |0l gy Yo € HY(T),

ol

[l atigry = [ 2.

1. Cas des éléments de Hermite
En raisonnant de maniére analogue, il faut que v soit de classe C'! pour que Iz (v)
soit bien défini dans le cas des éléments de Hermite. Il faut donc que [ + 1 > 2.

Alors [ +1 =2 m=1:
‘U — HT(U)|H1(T) < O.h.|U|H2(T)
2. Cas des éléments d’Argyris
Dans ce cas, Il7-(v) n’est bien défini que si v est de classe C2, donc pour des v € H'*?

avec [+ 1 > 3.

nous avons donc : [ +1 =3, m =2 : [v —zp(v)|g2r) < C.h.|v|gs(r).
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De facon générale,les éléments finis C' ne rentrent pas dans la classe des familles
d’éléments finis affines. Ceci est d au fait que les dérivées normales a certains noeuds sont
utilisées, soit dans la définition de l'espace P( pour les triangles de Hermite, et HCT-R),

soit comme des degrés de liberté (triangle de HCT-C).

Définition 2.4.3 On dit qu’une famille de triangles de Hsiesh-Clough-Tocher (T, P,N)

est réqulicre si les conditions qui suivent sont simultanément vérifiées :
(i) Il existe une constante o telle que Z—; < o pour tout T.
(11) La quantité hy tend vers zéro.

(111) Soit T un triangle de sommets z;, 1 < i < 3. Notons Fr ['unique transformation
affine du plan qui vérifie Fr(3;) = z (cf.figure (2.4)). Alors le point 2 = F;*(z)

appartient a un sous-ensemble compact fixé B de Int(T) 2,

Z)=Fr(21)

d
A

i3

FIGURE 2.4 — Dans une famille réguliére d’éléments de Hsieh-Clough-Tocher, tous les
points 2 = F.!(2) appartient & un sous-ensemble compact fixé B de Int(T)

Les conditions (i) et (ii) ci-dessus sont les conditions usuelles de régularité des familles
affines d’éléments finis. La condition supplémentaire (ii) exprime précisément de quelle

maniére le point 2z doit varier dans 7.

2)intérieur de T.
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Théoréme 2.4.4 Etant donné une famille réguliére d’éléments de Hsieh-Clough-Tocher

complet (T, P,N), il existe une constante C indépendante de T telle que
lv — AT, < Chy ™ |v|ar pour m =0,1,2, (2.9)
pour toute fonction v e H*(T).

Preuve. Voir (|7]) [Ch.6,page 344|. =
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CHAPITRE 3

OPERATEURS D’ENRICHISSEMENT

3.1

INTRODUCTION

Pour les problémes elliptiques d’ordre 4, si les données sont suffisamment
réguliéres, alors la solution du probléme est aussi réguliére et dans ce cas
I'utilisation des méthodes conformes donne des bonnes résultats, mais ceci
exige l'utilisation des éléments de classe C! ce qui est difficile en dimension 2

et de plus en dimension 3.

Dans ce chapitre nous introduisons " les opérateurs d’enrichissement " ou
de "moyennisation d’Oswald" (|11]) pour construire des fonctions globale-
ment de classe C* (Argyris, Hsieh-Clough-Tocher) et polynomiale par mor-

ceaux a partir des fonctions qui seulement continues (Lagrange par exemple).

Ces opérateurs mesurent la distance entre I'espace des éléments finis de

classe CV et Despace H2.([5, 4])
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3.2 UN OPERATEUR D’ENRICHISSEMENT BASE SUR HCT

Notation et définitions

Pour toute la suite  désigne un ouvert borne régulier de R?, de frontiére 9€).

Ts une triangulation régulier de €, &, est 'ensemble des arétes, & est I'ensemble des
aretes intérieurs, 52 est I’ensemble des arétes bord. N}, est I'ensemble des noeuds. 7, est
I’ensemble des triangles ayant le noeud x comme sommet.

Soient

Vi = {Uh € CO(Q) DU € Pk(T), VT € E}

1
lolla = [olfr+ HII[[U]]II%,E-

TeTh ecéy

La construction de Ej, utilisant 1’élément finis Hsieh-Clough-Tocher par ’espace W}, C
HZ(2). Les degrés de liberté de de w € W), sont (i) les valeurs du dérivées de w jusqu’a
l'ordre 1 au sommet intérieurs et (ii) les valeurs de la dérivées normale de w aux points

milieu du bord au &;.

Il existe un opérateur Ej, :Vj, — HZ(Q) cet opérateur est défini par :

soit v € Vj, est défini w = Ejv,

w(z) =v(xr) si x une sommet intérieur. (3.1)
pour x € T,
1
(Vw(x)) = \ (3.2)
ar>

Pour m, un point centre du borne de &} défini par :

Ou, 1§ 0u
m6_2 on

(me). (3.3)
on TETs
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Lemme 3.2.1

> (gl = Evvlg ey + bl = Envlip gy + v = Envlips )
TET,

>3 —||[[—]]||L2 () VU E Vi (3.4)

e€e€y
Preuve. Soit T € Tarbitraire, a partir de la forme (3.1)
—4 2 2 Ehv
h'llv = Bwolli e = > [Vor — Bw)PP + ) | | (3.5)
TeVr TeMr
Ou Vr est I'ensemble des trois sommets de T et M est 'ensemble des points médians
de les 3 bords du 7.

Soit x € Vr qui est intérieur 2, nous avons par (3.2).

V(vr — Epv) = |7_‘ Z [Vur — Vogp]. (3.6)
T €Tz

D’autre part, & un sommet x € Vp dans 0f), nous avons
V(UT — EhU) = (V’UT). (37)

On prend la dérivé a partir de (3.6)et (3.7) celui.

EJVW—mm%wiij Wﬁw' (3.8)

€V}, TEV), e€E,

Ou &, est I'ensemble des bords &,  en commun.

De méme nous avons

S Her B OZ—M [ (3.9)

TzeEMp ecEp

Ou &, est 'ensemble des 3 bords du 7. On obtient finalement a partir de (3.7), (3.8),
(3.9),

Y htllor = Eyollf,qy < C Z

TeTH el

Le reste des évaluations dans (3.4) suivant alors des évaluations inverses standard .

Le corollaire suivant est immédiat par des évaluations inverses standard. [ ]
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CHAPITRE 3. OPERATEURS D’ENRICHISSEMENT

Corollaire 3.2.2

Ep(v) < Cllv|,
Z, |||[[8 v = En(v)/0ne] |72 < Clvlli,
ecép,
Z lo(v — Ep(v))/0t]|I22) < Cllvll,
eESh
Zall {o(v = En(v))/0ne} 1720 < Clloll7,
et}

>

6651

mE I {o(v — En(v))/One} 172 < Cllvlli,

Preuve.

1 .On montre I'inégalité de stabilité

| Epv ’%{2(9)
TeT T€eTh

< C(Z hy? || B — UH%Q(T) + Z |U|§{2(T))

TeT

TeT,

Yv € V.
Yv € V.

Yv € Vh.

Yv € V.

Yv € V.

< (Z | Epv — Uﬁﬁ(T) + Z |U‘12LI2(T))

<o) HHH )22 + > ol

ecly, TeT,

< vl

2 . Pour l'inégalité (3.11) est évidente, car Ej, est de classe C'.

3Eh( )

="Mz )

3 Y [0 = En(v))/0t] 1%

e€e&y ’ ‘

Car la dérivé tangentielle d'un élément de Lagrange est continue,

pour

HOEw(v) /0117

(3.10)
(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

— = 0. De méme

39



3.2. L’'OPERATEUR Ey CHAPITRE 3. OPERATEURS D’ENRICHISSEMENT

4 . Montrons celle sur la moyenne :

1 _

HH {o(v — En(v))/Onel} 12y < lel*llv = En(v)ll72()
v

< lellllz, Mz

1 0v.
< gz carfel <1

< Jolli-
5 .Pour montrer I'inégalité (3.14) on utilise le Lemme suivant :

Lemme 3.2.3 VT € T, e € 9T , Vv € P*, il existe une constante h < Cle|, tel
que

HUH%Z(e) < C‘6|va”%2(T)'

[0l 220 :/zP ds = h/@%zg.

Avec x = Az + b et dz = |detAldz.

Preuve. On a

On utilise inégalité de trace sur le triangle de référence T', on obtient

[0]220 < CHIVHIs 7, (3.15)
mais
IVilEay = [ (V3P
T
= / |AVv|?|det A| " d.

T

Donc :
|A]”
et

mais ﬁ'{:)ﬁ‘ ~ 1, donc

”U||%2(e) < Oh||V@”i2(T)a
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et puisque le maillage est réguliére : 3C, h < Cle| = ||UH%2(€) < Cle||Vv[[Z2ip)- m

On prend w = v — Epv, Yv € V},, Alors
HHU}H%%@ < |wlH (-

Un calcul direct

1 _
WHWH%%) < le| ™ wlfz

.0V
< e 1||[[%]]”2L2(e)

< [Jvlln-
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3.3 L’OPERATEUR D’ENRICHISSEMENT

Dans cette section nous construirons les opérateurs qui reliant les éléments fins de classe
C° de Lagrange, par les éléments fins de classe C! de Argyris.

Soit 75, une triangulation de €, avec h est le diameétre de T, et V, € H 1(Q) T'espace
d’éléments finis Py, de Lagrange (k > 2) associé au 7.

L’espace Vj, est définit par {@, € C°(Q) : ¥yr € PY(T), VIV € Tp}

On considére 'opérateur d’enrichissement E, Vi, — W, qui définit par :

Soit p un noeud
(Env)(p) = v(p). (3.16)

a un noeud p, la fonction Ej, satisfaits

1
V( E — (V
VU= 7] Z ool
€Tp
. (3.17)
[V2 EhU ? Z
| p| T€7;;

En conclusion, & un point p € 9T ou la dérivée normal est un degré de liberté pour

I’élément fini d’Argyris, on définit

8Ehv 1 aUT

(p) = ——(p). (3.18)
8” ‘7;‘ Ter. 877,
Lemme 3.3.1
Z (hzlv = Enoll 72y + hi’lv — Envlip g + v — Envlie ) (3.19)
TET,
<Y Plipay + ) |uu i), Yoe i
TeﬁL eeé'
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Preuve. Soit T' € T, a partir de (3.3) et le transformation affine !

hptllv = EwollZecry = Z(\V(UT — Eyv)* + hz V2 (vr — Epo)?)

zevr

+y Olor = Ewv) Ehv ). (3.20)

2€N}
ot N'(T) est 'ensemble des six sommets sur 97" avec la dérivée normale est un degré de
liberté. Les premiers et les troisiéme sommes du (3.20) peuvent étre estimés comme dans
la preuve du Lemme (3.4), il reste la deuxiéme somme.

D’apreés 'inégalité (3.17) nous avons

Vi(vp — Eypv) = IT\ > Vi(op —vr). (3.21)
T T,

Il suit alors du transformation affine

Z hz V2 (op — Eh”)|2 <C Z |UT'|§{2(T)

z€vT T,

La preuve du lemme est complétée par les arguments utilisé en Lemme (3.4).

Corollaire 3.3.2 Nous avons
|Epole) < Cllolln Yo € Vi (3.22)

Soit 11, : C(Q) — Vi, Uopérateur d’interpolation de Lagrange. Satisfait lestimation
d’erreur suivante :
Z(h;le — w32y + hy’|lw — w3 oy + [Hawlie o)

TeT
< Clwlieo- (3.23)

D’ailleurs, nous avons

Hh(Ehv) =0 Yovev,. (3.24)

lchangement de triangle de référence T vers le triangle T'
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Preuve.

On commence par inégalité de stabilité (3.22), on a

‘Ehv‘?ﬁ(m S Z v — Ehv‘?ﬂ(T) + Z ’U’%P(T)

TeTh TeTh
S Do = Envl ey + [oleen] S ol
TET,

Depuis Hh(Ehv) et v ont dofs identique, un avantage d’utiliser un parent C!' dans la
construction de 'opérateur d’enrichissement. Le résultat (3.24) montre que la composition

E}, o 11}, se comporte comme un Opérateur quasi-interpolation . m

Lemme 3.3.3 Nous avons, pour s > 2,

€ — Eh(nhf)\m(ﬂ) < C’hmm(s’3)*2|§

Ho) VE € H (). (3.25)

Preuve. Soit T € T et
S(T) = UpeT

pEVT

L’ensemble des triangles qui ont au moins un sommet commun avec 7.

A partir de la définition de E), cela

|EhHh§’H2(T) < Cllélu2(scry)-

(d’aprés les estimation utilisé dans les preuve du Lemme 3.1.1 et Lemme 3.2.1) et Ej, (IT,€) =

¢ dans T si € € P?(S(T)). Par conséquent nous avons
1€ — En(T8) () < CR™ D72 o) VE € HY(9). (3.26)

Par le Lemme de Bramble-Hilbert .(|2, 8|)
Pour achever la démonstration, nous faisons une sommation sur tous les triangles de 7.

L’estimation de E), correspondante aux éléments P, Lagrange donne :

€ — EW(T048) |1y < CRMMRTD=2|¢

w VE € HY(Q). (3.27)

On note que les résultats pour Ej, sont aussi valables pour les Py-Lagrange, en prenant

en consécration les conditions aux limites,et elles peuvent étre démontrer aprés une petite
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3.3. L'OPERATEUR Ey CHAPITRE 3. OPERATEURS D’ENRICHISSEMENT

modification des estimées pour les triangles de bord.(plus de détails dans ([6]) On utilise
toujours Ej, pour désigner lopérateur d’enrichissement correspondant a les éléments de

Lagrange P, avec ou sans prendre en considération les conditions aux limites. m
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CHAPITRE 4

ELEMENTS FINIS
CONTINUS /DISCONTINUS

Ce chapitre est consacré a un exemple modéle qui montre I'utilité des opérateurs Fj, et

Ey,.

4.1 UN PROBLEME MODELE D’ORDRE QUATRE

Le probléme pour le bi-Laplacien

Au=f 2eQ
(4.1)
u:@:(), x € 0f)
on

(probléme biharmonique sur (4.1) un domaine polygonal avec des conditions aux limites

de Dirichlet homogeénes ).

1. Ce probléme peut étre résolut numériquement en utilisant des méthodes conformes
de classe C''. La méthode d’¢léments finis basée sur ces éléments (par exemple 1'¢1¢-

ment Argyris ou I’élément Bogner - Fox - Schmit est compliquée, et encore plus dans
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la dimension trois .

2. Il est connu aussi qu’on peut résoudre le probléme par des méthodes d’éléments finis

non conforme (par exemple les éléments de Morly ).

3. La construction des méthode des éléments finis non conformes est aussi trés com-
pliquée et il n’est pas facile de démontrer la convergence de la méthode si elle est

non conforme.

4. Elles utilisent des éléments d’ordre inférieur 1,2 mais ceci ne donne pas de trés

bonnes résultats si la solution est trés réguliére.

5. On sait trés peu d’éléments 3D pour les problémes d’ordre quatre.

Une autre alternative pour résoudre le probléme est d’utiliser la formulation mixte qui

consiste a :
Chercher (o,u) € H'(Q) x H}(Q) such that

Jqonde— [, V- Vude=0 Vu € HY () (4.2)

Jo Vo -V dx = [, fv dz Vv € Hy(Q)

En Ce formulation mixte, le probléme biharmonique est divisé en deux problémes d’ordre
deux, nous avons seulement besoin d’utiliser des espaces d’éléments finis qui sont des

sous-espaces d’¢léments. H'(Q),i.e., C° éléments.

1. Il n’est pas facile de trouver des formulations mixtes corrects pour plus compliqués

problémes d’ordre quatre.

2. Dans la formulation mixte, nous utilisons un espace d’éléments finis pour I'inconnu

w et un espace d’éléments finis pour u. la méthode mixte ne fonctionne que si la
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paire d’éléments finis satisfait la Ladyzhenskaya - état Brezzi - Babuska.

Il N’est pas facile de trouver de telles paires d’éléments finis!

. A la fin on a encore besoin de résoudre un probléme de point de selle, ce qui est

plus compliqué de résoudre un probléme de SPD.
Les inconvénients des méthodes d’éléments finis classiques pour des problémes d’ordre

quatre con étre surmontés par des méthodes de pénalité intérieur.
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4.2 FORMULATION DU PROBLEME PAR METHODE SIP

Les inconvénients des méthodes d’éléments finis classiques pour des probléme d’ordre
quatre peuvent étre surmontés par des méthodes de pénalisation intérieur. La méthode que
nous somme entrain d’utiliser est la méthode " C° Symmetric Interior Penalty Methode"

en Anglais.

Notation 4.2.1 Soit T;, une triangulation réguliere de Q.

On considere 'espace des éléments finis continus de Lagrange :
Vi, = {v € C°(Q);v/r € Pp(T), (k >2), VT € Tp,v =0 sur'}. (4.3)

Alors il est claire que Vi, C Hg ().

Si e une aréte intérieure commune de T (voir la figure 4.1).

FIGURE 4.1 — deux triangles adjacents et un triangle du bord

Alors on définit le saut et la moyenne sur une aréte intérieure e par :

[v] =v-n~ +ov,nt et {v}= M
Pour les probléemes d’ordre quatre on définit :
v v 5
|[(9_nﬂ =(Voy+Vou_)-n et 2" (V=v)n

Si e une aréte du bord (voir la figure 4.1) alors

[v] =vrn et {{Vv}} = Vor.
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4.2. LA METHODE SIP CHAPITRE 4. ELEMENTS FINIS CG/DG

0
Du lemme (2.3.5 )(puisque a_v = Vv - n), on peut déduire facilement que :
n

Y lell{{vVelige < C Y ol (4.4)

e€ely, TeT,
> lell o0 /on*} 170 < C D loliea, (4.5)
ecéy, TeT

La formulation variationnelle SIP est basé sur le résultat suivant :

Lemme 4.2.2 Soit u solution de (4.1), siu € H*(Q),v € V,, C H} (). Alors

/fvdx—g;/v% V2vdx+§/{{an2}}|l ]|ds.

On
2u Vo = Zazu (92

2,j=1

Preuve. Nous avons (par intégration par parties) :

/T (A*u) do = L A(Du)v de.

_/aTa(A“)vds—/V(Au).w du.

on
= / 3(Au)v ds — / Aua—ds + / AuAvdz,
aT 871 871 T
mais on a :
/ AulAvdr = /(fﬁu + O3u) (v + d3v)dx
T T
= /((3%1@%1} + OFudsv + Oaud?v + Osudiv)dx
T
/ 812u822vdx = 8fuagvn2ds — / (92812u32vdx
T aT T
= D udyvnads — Os01u0svnyds + / 0201101 Osvd.
aT aT T
/ (922u8121)dx = 822ualvn1ds — / 81822u81vdx
T aT T

:/ O2udvn,ds — 0281u81vn2d3+/8281u8182vd:v.
ar aT T
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Donc
2 2 v
/ AulAvdxy = / Vu : Voudz —I—/ Au—ds — Os01u0rvn ds — O201u0 1 vNods
T T on T oT
= / Viu: V%dx—k/ Au@ds — 010un,0qvds —/ O201uns0yvds
T on T oT
:/VZu : Vzvdm—/ a(a2u)82vds—/ 8((91u)81 ds.
T or  On or  On
On note que :
9_,9.,96 ,906_,9_ .9
on oz n28y’ o Mon T Mo
g——ng%—na etg—ng—l—ng
ot Cox oy’ T oy Con ot

Ce qui donne

d(Au) 9%u\ (v 0%u
2 o 2, . 2 — A o a - ot
/Q(A u)vdxr = /TV uw: Vvdr + /aT o vds /aT <8n2> (8n> ds /E)T (871815

Par sommation sur tous les triangles de 7, en utilisant le fait que v est l'interpolé de

o1 = 5], =o
o I

/N vdx_Z/v% Vzudx+2/<an2>|[ ﬂds.

TeTh e€ly

Lagrange donc

et le fait que u € H*(Q) donc

on obtient :

Par conséquent,

/fvdx—Z/VQu v%da:+2/(an2)|[ ﬂds,

TeTh ec&y,

2
u
et puisque v € H*(Q), alors — € H'(Q) sa trace est continue sur chaque e, et donc on

on?

peut écrire :

/va dx_TeT/v% V2vdx+§/{{an2}}ﬂ ﬂds,

o1
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et méme sous forme symétrique :

/fvdx—Z/Wu V2vdx+2/{{an2}}|[ :ds.

TeT, ecéy

G e 2 5] 5]

puisque les deux derniers termes sont pratiquement nuls. m

Remarque 4.2.3 Les termes de stabilisation ne s’annulent pas lorsqu’on se restreint
sur les éléments de l'espace Vi, car les dérivées suivant la normale de ces éléments est

discontinue.
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4.3 LE PROBLEME DISCRET

D’aprés le lemme précédent, si u est suffisamment réguliére elle résout le probléme varia-

tionnel suivant :

an(u,v) =/ fode Yvev, "
(w,0) = 3 / V2w : Viude .
=
A ]2

Zallsl -

On définit les espaces de Sobolev suivants :

HYQ,T) = {v e L*Q) :vp € H(T), VT €Ty}

Trouver u;, € V), tel que
(4.8)
an(up,v) = [ fode Yv eV,

Proposition 4.3.1 Les deuz quantités suivantes || - || et ||| - |||n définissent deuz normes

sur Vj,. Ces deuz normes sont équivalentes sur H3(Q,Ty).

lolls = > 1ol + ) ‘H [9v/on] IIL, c)- (4.9)

TET, €€5h

0l = 3 lefiy + 32 1) goeson?} 12,0, + 3 Ll 100 on] [,

TeTh ecéy 665;,

Preuve. Il est claire que
[vlln < [llollln Yo € B, Ts).

D’autre part, on d’aprés le lemme 2.3.5

C
Z |0£|H {ov?/on*} 11, < = Z i

ecy TETh

Ce qui implique que :

lollle < Cllvlln Yo € HYQ,Ta) Vo € HYQ, Ta).
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Propriété de la forme bilinéaire ay(., .)

a. La forme bilinéaire a;(.,.) est continue
an(w,v) < 2[lwll[a[l[ollln Yo,w € HQ,Ty). (4.10)

Preuve. Nous avons

2| Z /{8211)/8722} [0v/On] ds|

e€€y €

e C
< S G [Pufon] o+ 1o 00/0n] )

e€ly ’

< e+ —|| [0v/on] |17, -
TeT, EEgh

(C est la constante apparait dans le lemme 2.3.5 ) et donc,
an(w,v) < C*[||w||[alllv]l|n Vo,w € H(Q,Th). (4.11)

b. La forme bilinéaire a(.,.) est coercive

e= % fowev 3 [ ({5 5] {5 5])
Zalla] -

oo [t ({2} [ s [ (5]

Lemme 4.3.2 Pour o suffisamment grand ap(.,.) est coercitive sur Vj,

ap(v,v) > —||v||h Yv € V. (4.12)

=% fiveeee s [y ] o S 5] 7]
=123 [ [

o4

Preuve.
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Il suffit de montrer que

25 5 [ o=

eesy

On a d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

S HENRI= () (g

ecéy eeép ecp
<2(0 X o) (St
Te‘Th eEgh

1 _
<8C Y [olhay + 5 D lel T v/on] I,

TET e€e&y

1 .
=35 D oty +20 ) lel ™M [9v/0n] |11,

TeT eesy
1 o _ 1
<5 2 Wl + 5 2 Il 1v/0n] 1, = 510l
TeT, ecéy,
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4.4 ESTIMATION D’ERREUR A PRIORI

4.4.1 L’estimation concréte

Théoréme 4.4.1 Soit f € HY(Q) (I = 0,1,2,..) et u € H*(Q) avec s € (2,1 + 4] la

solution du probléme (4.1). Alors nous avons [’estimation d’erreur suivante
| — up ||, < CRMMERFD=2 (4.13)

Ou uy, est la solution du probléme approcher (4.8), avec k > 2 est lordre de ’espace V},

de l’élément finis de Lagrange.

Preuve. D’aprés (4.3.1) et Pestimation d’erreur d’interpolation suivante (|12, 7]) Soit

IT: C(2) — V}, Popérateur de Lagrange.

he? (1€ = TN 2agry + B3 1€ — g gy + 1 1€ — Tt oy

< Cllélzsry YT € T € € H¥(T).

| — Ml < Chm™nE+D=2, (4.14)

De plus, par lestimation d’erreur standard pour projection orthogonal Py (£2), donc

1/2
Osc(f) = (Z hrllf — flliz@)) < O, (4.15)

TeT,

De plus nous avons

lu = wnlln < CLinf lu = wnlly + Ose; ()]
veEV)

4.4.2 Poste-Traitement

Soit Ej, : V), —» HZ(Q) opérateur d’enrichissement définit dans le chapitre précédent. La
fonction d’élément finit C* de Ejuy, obtenu a partir de wy, par le poste-traitement donne

I'approximation de u dans l'espace H?((2).
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Théoréme 4.4.2 Sous les hypothése du Théoréeme (4.4.1), nous avons :
|u — EhUh|H2(Q) < Cpmimsk+1)=2, (416)
Preuve. On conclus a partir du corollaire (3.3.2), (3.3), Théoréme (4.4.1) et (4.4.1) que

|U — Ehuh|H2(Q) S |u — EhHhu|H2(Q) + |Eh(Hhu — uh)|H2(Q)
< O(hmin(s,k+1)—2 + ||Hhu . Uh”h)
< C(R™mERD72 4 My — w4 u — up )

< C«hmin(s,k+1)72'

Donc la méthode de "CV interior penalty method" est aussi approprie pour calculer les
solution approximatives pour les probléme d’ordre quatre.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire, nous avons utilisé la méthode de pénalisation intérieur
([3]) cette méthode peut étre prolongée a des domaines et a des solutions
non réguliers. En construisant une application FEj; défini pour les éléments
finis de classe C?, qui envoie ces éléments a des éléments de classe C*t. Cette
méthode "SIP" permet de construise une solution approchée de classe C! par

la procédure de post-traitement.

Les méthodes de "SIP" ont des avantages par rapport aux méthodes clas-
siques finis non conformes d’éléments qui ne sont pas facile & implémentés.
L’approche développée dans ce mémoire peut également étre appliquée aux

conditions aux limites générales et les problémes d’interfaces limite.

Par conséquent, 'opérateur Ej joue un role essentiel dans l'estimation

d’erreur.

Les méthodes "SIP" peuvent appliquée aux problémes de perturbations

singulieres, probléme d’ordre quatriéme, problémes non linéaires elliptiques
([4])-
La généralisation aux probléme 3D et les systémes d’équations aux dérivées

partielles est mise comme une perspective.
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Abstract

In this paper we look at the Oswald averaging technique for constructing
functions globally C'and piecewise polynomial class from functions that
only continuous and use of operator interpolation resulting in context of
the finite element method.
One considers the case of a smooth bounded domain
Q C R?of class C*.

Keywords : interpolation, space of sobolev, error estimate.



