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Notations

€,€,\ des petites parametres positives.

o(e) La distribution de Dirac.

N : corps des naturels .

R : corps des réels.

R : corps des réels positives.

C : corps des complexe.

Re(a) : la partie réels de nombre o € C.

[0,7] : 'intervalle fermé 0 < ¢t < T .

[a,b] : I'intervalle fermé a < x < b.

Ly([a,b]) : 'espace des fonctions intégrable pour la mesure de Lebesgue dx .
C%([a, b)) : I'espace des fonctions 0 fois continue différentiable [a,b].

VVVVYVVYVYVVYYVYYVYY

1ii



Table du figure

» Figure 1.1 :Courbe représentative de la fonction gamma.
» Figure 1.2 :La fonction de Mittag-Leffler a un seul parametre.
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INTRODUCTION GENERALE

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet présque aussi ancien que le calcul

différentiel classique, ces origines remontent a la fin du 171eme (yoir [1]), I"époque ou

Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et intégral. En par-

ticulier, Leibniz a présenté le symbole £ pour désigner la n!*™M€ dérivée d'une fonction

f. Quand il a annoncé en 1695 dans une lettre a I'Hopital, 'Hopital a répondu, que signifie
4% sin = 17 Cette lettre est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que nous
& 17 Cette lettre est aujourd’hui ad lep dent de ce q
appelons la dérivation fractionnaire.

De nombreuses tentatives pour résoudre les équations faisant intervenir différents
types d’opérateurs d’ordre non entier peuvent étre trouvées dans la littérature. Plusieurs
mathématiciens ont fourni des contributions importantes au calcul fractionnaire jusqu’au
milieu du 20-ieme siecle, citons a titre d’exemple :

P.S. Laplace(1812), J.B.J. Fourier(1822), N.H. Abel(1823-1826), ]. Liouville(1832-1873), B.
Riemann(1847), H. Holmgren(1865-1867), A.K. Grunwald(1867-1872), A.V. Letnikov(1868-
1872), H. Laurent(1884), P.A. Nekrassov(1888), A. Krug(1890), J. Hadamard(1892),

O. Heaviside(1892-1912), S. Pincherle(1902), G.H. Hardy et J.E. Littlewood(1917-1928), H.
Weyl(1917), P. Levy (1923), A. Marchaud(1927), H.T. Davis(1924-1936), A. Zygmund(1935-
1945), E.R. Amour(1938-1996), H. Kober(1940), D.V. Widder(1941), M. Riesz(1949)

L'étude des problemes fractionnaires est d’actualité et plusieurs méthodes sont appli-
quées pour la résolution de ces problemes. Néanmoins les méthodes basées sur le principe
du point fixe un role trés important.

Les théoremes du point fixe sont les outils mathématiques de base qui montrent 'exis-
tence des solutions dans divers types d’équations. La théorie du point fixe est au coeur
de I’analyse non linéaire car elle fournit les outils nécessaires pour avoir des théoremes
d’existence et d"unicité dans nombreux problemes non linéaires.

La méthode du point fixe est associée aux noms de plusieurs mathématiciens célebres
tels que Cauchy, Liouville, Lipschitz, et Picard. En fait, les précurseurs de la théorie du
point fixe approché sont explicites dans les travaux de Picard. Toutefois, c’est le mathé-
maticiens polonais Stefan Banach, qui est crédité sur le placement d’une idée abstraite.

Cependant, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi, depuis
seulement un peut plus de 30 ans, elle a été objet de quelques conférences spécialisées.
Pour la premiere conférence, le mérite est attribué a B. Ross qui a organisé la premiere
conférence sur les calculs fractionnaires et ses applications a 'université de New Haven
en juin 1974, et il a édité les débats. Pour la premiere monographie le mérite est attribué a

1
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K.B. Oldham et J. Spanier, qui ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974
apres une collaboration commune, commencé en 1968.

De nombreuses définitions ont été alors données sur la dérivation et I'intégration frac-
tionnaire. Pour plus de détails sur ce sujet on poura consulter ([2], [3], [4]).

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre d’étude de quelques pro-
blemes aux limites pour des équations différentielles ordinaires fractionnaires.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres partagés de la maniere suivante :

Premier chapitre : Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et définitions
des fonctions spécifiques et quelques approches sur les dérivées fractionnaires utiles tout
au long de ce mémoire.

Deuxieme chdpitre : Ce chapitre est consacré pour la présentation de quelques théo-
rémes du point fixe utils pour nos applications a la troisieme chapitre .

Troisiéme chapitre : Dans ce chépitre, nous étudions quelques résultats d’existences et
d’unicité pour des équations différentielles fractionnaires en utilisant la théorie du point
fixe.



Chapitre 1

Eléments du calcul fractionnaire

1.1 fonctions élémentaires du calcul fractionnaire

1.1.1 La fonction Gamma

L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler I'(z),
qui est définie par 'intégrale suivante :

+oo
I'(z) = / t*te7'dt, z > 0; Re(z) > 0. (1.1)
0

avec'(1) = 1,I'(04) = +o00, I'(2) est une fonction strictement décroissante pour 0 < z < 1.

T(x)
iy

FIGURE 1.1 — Courbe représentative de la fonction gamma
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La fonction Gamma I'(z) vérifie la relation de récurrence suivante :
[(z+1)=2I'(2), 2>0 (1.2)
qui se démontre par une intégration par parties, en effet :
+oo Foo t=+o0 +oo
[(z+1) = /0 ettty — /0 tFe~tdt = l — tZet} . + 2z /0 e tdt = 2I'(2).

La fonction gamma d’Euler généralise la factorielle car I'(n + 1) = n!, Vn € N, en effet
I'(1) = 1, et en utilisant (1.2) nous obtenons :

re) = 1.0(1) =1,
r'3) = 20(2) =2.1=2,
I'(4) = 3I(3) =32 =3,
Dn+1) = nl(n)=n(n—1)! =n 13)

Nous montrons maintenant que I'(3) = /7.
De la définition (1.1) nous avons

1 ‘oo
F(—) —/ t~2etdt.
2 0

Si nous posons ¢ = y?, alors dt = 2ydy, et nous obtenons maintenant

+oo
r(%) =2 /0 eV dy. (1.4)

De facon équivalente, on peut écrire :

1 +o0o 2
F(i) = 2/0 e "dz. (1.5)

Si nous multiplions ensemble (1.4) et (1.5) nous obtenons :

1\ 1? too oo L,
[r (—)] =4 / / e~ @) dady. (1.6)
2 0 0

L’équation (1.6) est une intégrale double, qui peut étre évaluée en coordonnées polaires

pour obtenir
1\ 1? 3 (e,
(= =4 e " rdrdd = . (1.7)
2 o Jo

Ainsi, I'(3) = /7.
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L’équation fonctionnelle (1.2) entraine pour les entiers relatifs positifs n (voir [5])

F<n+1> _ 135.0n-1) o

2 2n

F<n+ %> _ 1.4.7...§3n— 2)F<%)7

F<n+ i) _ 1.5.9...§n— B)FGL)’

et pour les valeurs négatives,

F(—n+1>= (=1)"2" V.

1.35..(2n — 1)

1.1.2 La fonction Béta

La fonction Béta est définie par une intégrale définie de la fagon suivante :

1
B(p,q) = / 1=t dt, pg e Ry (1.8)
0
La fonction de Béta peut aussi étre définie en termes de la fonction Gamma :

B(p,q) = p,q € Ry (1.9)

1.1.3 La fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler est nommée d’apres un mathématicien suédois qui l’a défini
en 1903. Cette fonction est une généralisation directe de la fonction exponentielle, e”, et il
joue un role majeur dans le calcul fractionnaire. Les représentations de la fonction Mittag-
Leffler a un et a deux parametres peuvent étre définies en terme d"une série de puissances :

Eolz) = > ——F—— - ak+ > 0, (1.10)
k=0

Boplz) = > =—F—= 7 ak o 0,8 > 0. (1.11)
k=0

De la définition (1.11), il en résult que :

By pla) = ﬁ



1.1 fonctions élémentaires du calcul fractionnaire

En effet, par définition on a,

Eop(x)

$k

I'(ak + B)

[M]¢

k=0

Ik+1

C(a(k+ 1)+ p)

M8

T

-1

xxk

ZCk

+(a+7))

Z I'(ak + (a+ B))
W—Fx

k=1
Z ['(ak
k=0
1

1
m +2Eq 048 (x)

(1.12)

La fonction Mittag-Leffler se réduit a des fonctions simples. Par exemple,

El,l (.’13‘)
E ()

Egyl (Z’Q)

> T T .

= — = €
> P
— [(k+1) — k!
i (L’k B l i xk-i—l B et — 1
—T(k+2) xe=(k+1)! T
0 22k © 2k

pr— P— h

kzzo T(2k + 1) kzzo o1~ coshi@)



1.1 fonctions élémentaires du calcul fractionnaire
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FIGURE 1.2 - La fonction de Mittag-Leffler & un seul parametre
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FIGURE 1.3 - La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres
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1.2 Dérivée et intégrale fractionnaires de Riemann-Liouville

1.2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.2.1 Soit f : [a,b] — R. L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de
f est définie par la formule suivante :

1

It f(t) = m/ (t —7)* L f(1)dr, (1.13)

ot av est un nombre réel positif.

Théoreme 1.2.1 Soient f € Ly[a,b] et o > 0, alors l'intégrale I f(t) existe pour tout t € |a, b]
et la fonction I¢ f elle méme est un élément de f € Ly[a, b].

Preuve :
Pour la démonstration, on renvoit a [6].

Théoreme 1.2.2 Soient o, f > 0 et ¢ € Ly[a,b]. Alors
317 0(x) = 177 ¢(x),

Pour tout x € [a, b].

Preuve:
Ona:

I3 1] ¢(x) =

pour tout x € [a, b].
Par la théoréme Fubini, On obtient :

118 ¢(x) / / — 7)1 (7)dtdr

= = T T — _7_,871 T
‘r<a>r<5>/a¢”/7< DT )

En effectuant subsutitution ¢t = 7 + s(x — 7), on arrive a :

1

1810 ¢(x) = W

/x ¢(7) / [(z = 7)1 = s)]* " [s(e = 7)]" (& — 7)dsdr

1
/gb — 7)ot 1/ (1 —s)* 1" dsdr
0

I'(a)L'(8)
['(a+5)

aTh _a,Bl _046
1100 = gy [ o) =) = 12 (),

1
D’aprés la définition de la fonction Béta, on a / (1—s)* 171 = , et par la suite

on aura :
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Exemple 1.2.1

Ift—a)" = ﬁ/(t—T)a_l(T—a)ndT
1 arn 1 —x)* landx
=m0 [ A

B I‘(oz—l—n—i—l)(t_a) o 19

En prenant o = 0.5,n = 1 et a = 0, on obtient :

I'(2)
O'5t — t1'5.
0 I'(2.5)
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1.2.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.2.2 Soit f une fonction intégrable sur [a,t|. Alors la dérivée fractionnaire d’ordre p
(n — 1 < p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

, B rdr [t nep1
e T A e (T
P
= ). (1.15)

Exemple 1.2.2 Dans cet exemple on va calculer la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouwille de la fonction f(t) = (t — a)* Soientn —1 <p <neta > —1. Alorsona:

I
RpP(¢ — a:—_/ t— )" PN — )T
EDYE )" = Fr g [ T )

En effectuant le changement de variables T = a + s(t — a) on obtient :

R yp a 1 ﬁ n+a—p ! - n—p—1 _«
DYt —a)* = —F(n—p)dt”(t_a>+ /0(1 s)" P ls%ds
_ F(n+a—p+1)6(n—p,a+1)(t_a)a7p
I(n—pl(a—p+1)

F'n+a—p+1Hl'(n—p)l(a+1)

= Tm-plla—p+ Dinta—prnt 9"
- Tla—p+1) '

Remarque 1.2.1 En générale, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d une constante
n’est pas nulle ni constante, mais elle est définie par :

C

RDP —
PIC= 1)

(t—a)™”.

1.2.3 Propriétés

1. Composition avec les intégrales fractionnaires[3]
o ADY(ITf(t)) = f(t). Autrement dit, 'opérateur de différentiation fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville est un inverse gauche de I'opérateur d’intégration fractionnaire, et

en générale on a
SDIIEf(1) = DY f ().

En particulier, si p — ¢ < 0, on écrit souvent

SDUTf() = IR E().

Rp-p(R R — R Ep (t —a)*
o "D P(ED]f(t)) = "D f(t) ZQD(] tam, (m—1<q<m).

C’est-a-dire que la différentiation ; t I'intégration fractionnaire ne commutent pas en gé-
néral.
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2. Composition avec les dérivées d’ordre entier[3]

SEDLF(0) = "Dy

et

n dn B n+p ”1f t—a)kp"

On déduit alors que la différentiation fractionnaire et la différentiation conventionnelle ne
commutent que si f*)(a) = 0 pour tout k = 0,1,2,....,n — 1.

3. Composition avec les dérivées fractionnaires[3]
Pourm—-1<g<metn—-—1<g<mn,ona:

i _ t—a) Pt
Rpp(Rpa) — Rppta _ Rpa—Fk ¢t (
a t (a t) a t ; |:a t f( )i|t:a1—‘<_p _ k + 1)
et
- (t —a) 7"

SD(EDY) = Fopt =Y [0y )]

p t=al(—q—k+1)

Dong, les deux opérateurs de dérivations fractionnaires D} et *D} ne commutent que
dans le cas trivial p = ¢ ou si

[fo*kf(t)]t:a = 0,pour toutk =1,2,...,n

et
[aRDf_kf(t)]t:a = 0,pour tout k = 1,2,...,m
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proposition 1.2.1

Soient « et 3 deux nombres complexes et f € C°([a, b]).

iy I¢IPf)=12"Pf (Re(a) >0, Re(a) > 0) (1.16)
i) SN0 = 0, Re(a) > 1 (117)
i) lim (I7f)(t) = f(t),  Re(a) >0. (1.18)

Preuve :
i) Pour la demonstration on utilise la fonction Béta d’Euler . En effet :

I = Fo [ =T s

= ; o — ) Ys — VB f(r)drds
- ForE | [ -9 = s

en utilisant le théoréme de Fubini, on pourra permuter I'ordre d’intégration et on obtient :

IRIZO) = m/ f(T)[/(t—S)al(s—T)'B1d81dr.

Le changement de variable s = 7 + (¢ — 7)1, nous donne :

1

t
[ ts=ntds = ent [ e
T 0

L(a)I'(8)
F(a+ﬁ)

= (t—T7)HFt

RN = rrts [ 0=y = (1))

ii) Pour justifier la deuxiéme identité on utilise les théoremes classiques de dérivation
d’une intégrale dépendant d’un parametre et la relation fondamentale de la fonction gamma
d’Euler :

I'(a) = (o — 1I'(a —1).

iii) Pour la derniere identité, on considere la fonction f € C°([a,b]), on a

@ _ 1 ! a—
1200 = o5 [ =71
De la relation (1.14) on peut écrire :
(t—a)®

(Igl)(t) = m — 1 quand o — 0+.
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Dongc,
ugfxt)_r“(;j)f‘)f(t)' - i [ - s e
< s [ =) - s
- ] ) - Tl
b [ =) - s (119)

D’une part, on a f est continue sur [a, b] qui nous permet d’écrire :
Vt, 7 €la,b), Ve>0, 30>0: |[T—t|<d=|f(1)— f(t)] <e,
ce qui entraine :

0%

! a—1 ! a—1 _ -7
/M(t — () — f()]dr < g/”(t )t = 5 (1.20)
D’autre part,ott. M = supgc(, 4 | f(£)]-

1

t—o a1 1
o / (t— ) f(r) — F(0)]dr

T / (t =) N(F ()] + LF ()] dr

IN

t—5
< 2sup |fQ) [ (t-)ldr, Vi€ oy
£€lat] a
_ 2M<(t _a“)a _ %) (1.21)
Une combinaison de (1.19), (1.20) et (1.21) nous donne :
Iz - %f@' < gl 2M (= o) =07

1 (0% (0% (6%
= Taapl M-t - o)

en faisant tendre o vers 0", on obtient :

. «a (t B a)a
Jim, (L)) — mf(t)‘ S¢
autrement dit :
lim (12)(8) = (8] < & Ve >0,

c’est-a-dire que :

lim (13f)(t) = f(t)

a—0t
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1.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Dans la modélisation mathématique l"utilisation des dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville meéne a des conditions contenant les valeurs limites des dérivées fractionnaires
en la borne inférieure t = a.

Une certaine solution de ce probléme a été proposée par M. Caputo.

Deﬁnition 1.3.1 Soient p > 0, n € N*avecn — 1 < p < net f une fonction telle que
L= f € [a,b]. La dérivée fractzonnazre d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par :

1

DU = g [ (=

- (L)

1.3.1 Lien avec la dérivée Riemann-Liouville[3]

Soient p > 0,n € N*avecn — 1 < p < n.Si YDy f(t) et *Df f(t) existent, alors on a :

P P f(k t_a)kp
CDyf(t) = EDy F(1) Z (T (1.22)

de (1.22), on déduit que
CDYf(t) = EDY (1),

si f® =0pourk=0,1,2,...n — 1.

1.3.2 Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire[3]

Si f est une fonction continue, alors :
CDLIRf(t) = f(t) (1.23)

et

—_

n—

O (a)(t — a)t
reDn) = sy -y AL (124

0

i

Alors on déduit que 'opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo est un inverse
gauche de 'opérateur d’intégration fractionnaire mais il n’est pas un inverse droit en
général.
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Exemple 1.3.1 e La dérivée de la fonction f(t) = (t — a)*
Soient n un nombre entier et p un nombre non entier avec) < n—1<p <neta >n—1. Alors:

I'a+1)

Ta—ntnl 9"

f7 () =

d’on r( ) .
ot Pl )
F(n—p)F(a—n—i—l)/a(t_T) (7 —a)*"dr.

En effectuant le changement de variables T = a + s(t — a) nous obtenons :

CDI(t —a)* =

Ot - = ]FO)(I?‘ (z 1_)n =y / (t —7)" PN — a)* dr
_ Lla+1) —a)*P 1 s) P lg¥ s
= T phla—nint 9 /0(1 ) d
B F(a+1)ﬁ(n—p,a—n—|—1)<t_a)a_p
F'n—plla—n+1)
_ Na+DHI'(n—pl(a—n+1) (t— a)o
I'(n—plla—n+1)I(a—-p+1)
_ T(a+1) (t— a)o?
- T(a—p+1)

Remarque 1.3.1 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante est nulle,

autrement dit :
“Drc =o.



Chapitre 2

Quelques théoremes du point fixe

2.1 Théoréeme du point fixe de Banach

Ce théoréme est dit aussi le théoreme de 'application contractante, c’est la base de la
théorie du point fixe. Ce théoréme garantit I’existence d"un point fixe unique pour toute
application contractante d'un espace métrique complet dans lui méme.

Définition 2.1.1 Soient (X, d) un espace métrique complet et T' une application de X dans X.
On dit que T est une application Lipschitizienne s'il existe une constante positive k telle que I'on
ait :

Ve,y e X0 d(T(2), T(y)) < kd(z,y).

e Si k < 1, T est appelée contraction.

Théoréme 2.1.1 Soit T une application continue sur un espace de Banach X. alors les assertions
suivantes sont vraie :
1) S’il existe x,y € X tels que

lim T"(z) =y,

n—-+oo

alors y est un point fixede T, i.e. T(y) = y.
2) SiT(X) est un ensemble compact dans X et pour tout € > 0 il existe un x. € X tel que

1T (ze) = ]| <e,
alors T admet un point fixe.

Preuve :
1) Soity,, = T™(x),n = 1,2,... Si T est une application continue, alors

ce qui preuve la premiére assertion.
2) Supposons que les hypotheses de 2) sont remplies. Alors pourn =1,2,...onaz, € X
tel que :
1
T (x) — 2| < e (2.1)
T(X) est un ensemle compact implique qu’il existe une sous suite convergente (T'(z,, )%

de (T'(z,,)),2 de limite z. Alors en exploitant (2.1) et le fait que T est continue, on déduit
que z est un point fixe de 7.

16
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Théoréme 2.1.2 (Théoréme du point fixe de Banach)[7] Soient X un espace de Banach et T' :
X — X une application contractante. Alors T admet un point fixe unique, autrement dit :

NreX: Te =uzx.

Preuve :
Existence
Considérons la suite (z,,),en définie par

z, =T(z,), n>1
LEQEX

On démontre que (z,) est une suite de Cauchy dans X.
Pour m <n,ona:
20 = Zmll < [Tmar = ll + [ Zmee = T | + oo 4 (|20 = 2]
Puisque T est une contraction, alors :
”xp-&-l - xp” = HTxp - Txp—IH < k”‘”p - C(7p—1||a pour p > 1.

En répétant cette inégalité, on obtient :

|zn — Tl < (K™ 4™+ [ 1| |
< K14k A+ + kN ||y — x|
< e — ol
- 1-k

On déduit que la suite (), est de Cauchy dans X qui est complet, donc (x,,),, converge
vers ¢ dans X.
Puisque T est continue, alors :

r= lim z,= lim T(z,_;)=T(lim z, ;) =Tz
T——+00 T——+00 T—+00

Donc, z est un point fixe de 7.
Unicité
Supposons que Tz = z et Ty = y. Alors :

le =yl = 1Tz = Ty|| < kllz -y,

puisque k < 1, on déduit que ||z — y|| = 0 c’est-a-dire x = v,
d’ot1 'unicité du point fixe de 7.
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Le théoréme du point fixe de Banach se généralise de la maniére suivante :

Théoréme 2.1.3 Soit T une application sur un espace de Banach X telle que T soit une contrac-
tion sur X pour un entier positif N. Alors T' admet un point fixe unique.

Preuve :
Le théoréme du point fixe de Banach implique qu’il existe un point fixe pour 7.
Appelons z, ce point fixe. Maintenant, il suffit de noter que :

1T (o) — @ol| = 1T (T (w0)) — T™ (wo) || < kT (0) — o

ceci implique que T'(zg) = zpcar 0 < k < 1.
L'unicité est clair puisque un point fixe de T est également un point fixe pour 7.

2.1.1 Théoreme du point fixe de Brouwer

Soient N > 1, R > O et f € C(Bg, Br) avec Br = {z € RY,||z|| < R}.
(on muni RY d’une norme notée |.||) Alors f admet un point fixe, ¢’est-a-dire qu’il existe
r € Brtel que: f(z) = x.

Définition 2.1.2 On dit qu’un espace topologique X a la propriété du point fixe si toute
application continue T' : X — X possede un point fixe.

Théoréme 2.1.4 (Théoréme du point fixe de Brouwer)[8] Soit B,, la boule unité fermée de RY .
La boule B, a la propriété du point fixe pour tout n € N*.

2.1.2 Théoreme du point fixe de Schauder

Ce théoreme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour la démonstration de
I'existence d"un point fixe d"une application continue sur un convexe compact dans un es-
pace de Banach. Le théoreme du point fixe de Schauder affirme qu'une application conti-
nue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Théoreme 2.1.5 (Théoréme du point fixe de Schauder)[8] Soient K un sous ensemble non
vide, compact et convexe d'un espace de Banach X et T' : K — K une application continue.
Alors T admet un point fixe.

Preuve:
Soit T : K — K une application continue. Comme K est compact, alors 7" est uniformé-
ment continue. Donc pour ¢ fixé, il existe 0 > 0 tel que, pour tout z,y € K,ona:

[z -yll<d=|T(x)-T(y) [<e,

de plus, il existe un ensemble fini de points {1, z3, ..., z,} C K tel que les boules ouvertes
de rayon J centrées aux z; recouvrent K; c’est-a-dire, K C U B(z;,0).

1<j<p
Sion pose L := vect(T(x;))1<j<p, alors L est de dimension finie, et K* := KN L est compact
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convexe de dimension finie.
Pour 1 < j < p, on définit la fonction continue 7); : X — R par:

0 si||x—az;]|>46

_ lla=ayl
1 0

51 non

Il est clair que 1); est strictement positive sur B(xz;, §) et nulle en dehors. On a donc, pour
p

tout r € K, Z Y;(z) > 0, et par la suite on peut définir sur K les fonctions continues

positives p; par :

pour les quelles on a Z @;(z) =1, pour tout z € K.

j=1
Posons maintenant, pour x € K,

= Z @;(x)T

La fonction g est continue (somme des fonctions continues) et prend ses valeurs dans K*
(car g est un barycentre des 7'(x;) ).

Si on prend la restriction g/K* : K* — K*, (d’apres le théoreme de Brouwer) g possede
un point fixe y € K*.

De plus :

Ty)—y = T(y) —9y)
= D @wTh) - w)T
= Y e(10) -1 ).
Orsip;(y) # 0alors || y — x; ||< 6, et par suite || T'(y) — T'(x;) ||< €. Donc, on a pour tout j

[T -yl < Z% I T(y) =T () |l

< ij(y) =

Donc, pour tout entier , m on peut trouver un point y,, € K tel que || T(ym) — ym [|[< 27
Et puisque K est compact, alors de la suite (y,,)mez On peut extraire une sous suite (v, )
qui converge vers un point y* € K. Alors 7" étant continue, la suite (7(y,,, )) converge vers
T(y*), et on conclut que T'(y*) = y*, c’est-a-dire y* est un point fixe de 7" sur K.
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|
Pour les applications, la généralisation suivante s’avere utile.

Théoreme 2.1.6 (Théoréme du point fixe de Schauder généralisé)[8] soit F' un ensemble fermé
convexe sur un espace de Banach X et soit T : F' — F une application continue telle que T'(F') est
un sous-ensemble relativement compacte de F. Alors T' admet un point fixe.

Théoreéme 2.1.7 Supposons que T est une application continue entre deux espace de banach X et
Y. Si K est un ensemble compact dans X alors, T'(K) est un ensemble compact dans'Y.

Preuve :

Soit T': X — Y une application continue et soit X un ensemble compact dans X.
supposons une suite arbitraire (y,,) C T'(K). Alors il existe une suite (z,) C K telle que
T(xy,) = y, pour tout n. Puisque K est compact, alors il existe une sous-suite (x,, ) conver-
gente de (z,,) dans K, i.e. il existe un élément = € K tel que z,,, — = quand k — +o00. De
plus, puisque T est continue, nous avons

Tp, = T =Yy, = T(x,,) = T(x) € T(K).
Ceci temine la preuve.

|
Soit T' : X — Y une application entre deux espaces de Banach. Les différents notions
de continuité utilisées dans ce chapitre sont : T est dite
e Continue :si pour tout z € X et tout e > 0, il existe § = (z, €) tel que quelque soit
ye X:
ly —2lx <0 = [IT(y) = T@)lly <e

e Uniformement continue sur A : (A € X), si pour tout € > 0, il existe § = J(e) tel que
quelque soient z,y € A nous avons :

ly —zllx <0 =[T(y) = T(x)ly <e

SiTh: X =Y, (A€ A), un ensemble d’applications entre deux espaces de Banach.

T) est dite

e Equicontinue sur A: (A € X), si pour tout € > 0, il existe § = d(¢) tel que quelque soient
z,y € A et quelque soit A € A nous avons :

ly = zllx <= [Ta(y) = Ta(@)[ly <e

Théoreme 2.1.8 (Théoréme d’Ascoli-Arzela)[9] Soit A C C(K,R"), (K = [a,b] C R).

A est relativement compact (i.e, A est compact) si et seulement si :

1. A est uniformément borné.

2. A est équicontinu.

e On rappelle qu’une fonction f est uniformément bornée dans A s'il existe un constante M > 0
telle que :

1P = Slelllg|f($)| <M, VfeA
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2.1.3 Théoreme du point fixe de Kranoselskii

On a vu précédement deux théoremes principaux de la théorie du point fixe a savoir le
théoreme de Schauder el théoreme de l'application contractane de Banach. Kranoselskii a
combiné ces deux théoreme.

Théoréme 2.1.9 (Théoréme du point fixe de Kranoselskii )[10]

Soit F' un ensemble non vide, fermé, et convexe d’un espace de Banach X. Ty et T, sont deux
applications de F dans X telles que :

1. Tl(l‘) +T2(y) e F, Vr,yeF,

2. T est une contraction,

3. T est compacte et continue.

Alors, Ty + T, admet un point fixe dans F, autrement dit, il existe x € F tel que T (x)+T»(z) = .

Preuve :
Supposone que les applications 7} et T, satisfont les hypothéses du théoreme. En particu-
lier, il existe k& € (0,1) tel que:

1T1(z) = Th(W)|| < kllz —yll, =,y € F.
Ceci donne :

I =T () = (I = T)y)l| = ||z = yll = [ITu(z) = Ta)]| = (1 = B)llz -y,

et
11 = T)(x) = (I = T)y)ll < llz =yl + [[T(z) = Ta(y) || < (1 +F)llz -yl

Par conséquent, I — Ty : ' — (I — T1)(F) est un homémorphisme et (I — 77)"! existe,
puisque (I — T7)(F) est continue. De plus on remarque que pour tout y € F, 'équation

z="Ti(z) + Ta(y)

a une solution unique = € F' selon le théoréme du point fixe de Banach. De cette derniere
équation nous concluons que Ty(y) € (I — T1)(F) pour touty € F et que (I —Ty) 'Ty :
F — F est bien définie comme étant une application continue. Puisque 75 est une appli-
cation compacte, il s’ensuit que (I — 71)'Ty : F — F est aussi une application compacte.
Finalement, le théoreme du point fixe de Schauder généralisé nous garantit la conclusion
du théoréme.

Pour plus de détails, nou recommandons toute personne intéressée par les théoremes
du point fixe de parcourir le livre [7] par Smart ou des résultats suplémentaires et beau-
coup plus de références peuvent étre trouvées.



Chapitre 3

Etude de l'existence et 'unicité de
solutions d’une équation différentielle
fractionnaire

Dans ce chapitre, nous étudions ’existence et 1'unicité de solutions pour une équation
différentielle fractionnaire non linéaire avec des conditions intégrales aux limites .
Nos resultats sont basés sur 1’application de deux théoremes du point fixe.
e Le théoreme du point fixe de Banach.
e Le théoreme du point fixe de Krasnoselskii.

3.1 Présentation du probleme

Nous considérons 1'équation différentielle fractionnaire non linéaire avec des condi-
tions intégrales aux limites :

CDoy(t) = f(ty(t)), te T =[0,1] (3.1)
y(0) = / y(s)ds (3.2)
y(1) = / (1 — 55 y(s)ds (3.3)

ot “ D désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre «,
l<a<20<pf<1letf:[0,1] x R — R une fonction continue .

22
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3.2 Préliminaires

Pour I'étude de nos probléemes, nous avons besoin de quelques définitions et propriétés
de calcul fractionnaire. (Pour plus de détails on renvoit par exemple a [2],[3],[11],[12]).

Lemme 3.2.1 ([12]) soit o > 0, alors I'équation différentielle
“Dh(t) =0

admet une solution
h(t) = co + it + cot* + ...+ cpit"

¢ €Ri=1,...netn=]|a]+ 1,([a] est la partie entiére de o ).
Lemme 3.2.2 ([12]) soit o > 0, alors

I1°YD* = h(t) + co + c1t 4+ cot® + ... + ¢y 1™, (3.4)
oic,eR,i=1,...,netn=[a]+ 1

Lemme 3.2.3 Soit 1 < a < 2et soit h : J x R — R une fonction continue . Alors, le probleme
au limites :

“Dy(t) =h(t), teJ (3.5)
ywzéy@w (3.6)
ym:Au—Wﬁmm (3.7)

admet une solution unique définie par :

' <%0421?2(o<) B @ﬁf@) (1- Sﬂ h(s)ds.

1 1
“:O_E> %:O_M&HQ'
Preuve :

En appliquant le lemme(3.2.2), le probleme (3.5)-(3.7) se réduit a une équation intégrale
équivalente :

y(t) = ISh(t) + co + et

= ﬁ /Ot(t — 8)* 'h(s)ds + ¢ + cit, (3.8)
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pour certaines constantes cy, c; € R.
En intégrant et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :

/Oly(s)ds: (/S(s— 7)o h(r )dT)) ds+co+ 5

b
Fublnl—(—// — )7 (7)) ds + o+ 5

%/

ol

< >h()ds+co+%
(1 -

:/D ar( ) “hir m)dr -+ o+ 5 (3.9)

d8+60+5

En appliquant (3.8), on trouve :
y(O) = Co,

et par (3.9), nous arrivons a

Alors,
1 A\
¢ = —2/ uh(T)alT (3.10)
0

Maintenant, nous opérons (3.7) et (3.8), on obtient :

/01(1 — 5) 1y (s)ds = / / — ) h(r)drds

1
—i—co/ (1—s)~ 1ds+cl/ (1—s)tsds
0 0

c’est-a-dire :
1 1 . 1 1 s 51 )
1 —35)*""h(s)ds +c —I—C——//l—s (s —7r)* “h(r)drds
s [a= s e = s [ [ a9 =0 he

INGe
1 1
+ co/ (1—5)""tds + cl/ (1 —5)""tsds.
0 0

Aprés la simplifications, on obtient :

L ' — ) 1h(s)ds + ¢ c:L e — )Y r — $)* Y h(r)drds
F(oz)/o(l )*"h(s)ds + co + 1 F(&)/0/5(1 )7 (r = s)* h(r)drd
MR RS

Ce qui peut s’écrire sous la forme :
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(1—%)00—#—(1 5(@1+1) e = // (1—8)""Yr —s)* h(r)drds

_m/o (1 - $)* h(s)ds (3.11)

Sion posey; = (1 — %), ety =(1— ),alors (3.11) devient :

6(54—1)

MCo + Y201 = ﬁ/o /05(1 —8) (r — 5)*h(r)drds — ﬁ/o (1 —5)* 'h(s)ds.

En utilisant (3.10), on obtient :

a-l N 1 — ) h(s)ds
o = %r / / (r = 5)" hir)drds = /0 (1= 5)*h(s)d
10[2;2( )/O (1 — 5)*h(s)ds (3.12)

Une combinaison de (3.8), (3.10) et (3.12), nous donne :

y(t) = ﬁ/{) (t — 5)* Th(s)ds + %Fl(a) /0 / (1—5)""1(r — 5)*  h(r)drds

oy 0o [ - ) oo

! (71042;2(04) a algfa)) (1- S)Q} h(s)ds

3.3 Résultat d’existence et d"unicité
Notre premier résultat d’existence est basé sur le théoréme de 1’application contrac-
tante de Banach.

Théoreme 3.3.1 Supposons que la fonction f : [0,1] x R — R est continue et qu’il existe une
constante L > 0 telle que

(Hy) : |f(t,z) = f(ty)l < Lz —yl, t€[0,1], 2,y € R,

Si LA < 1, alors le probleme aux limites (3.1)-(3.3) admet une solution unique, oil

1 B(8,0) 1 o 2
Ma+1) ' Fulla+A0@  mlfla+1)  mlfa+2)  Da+2)

(3.13)
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Preuve :
On définit I'opérateur F' lorsque ¢t € [0, 1] par :

(Fy)(t) = —— /Ot<t—s>a-1f<s,y<s>>ds+ /[ ! /1<1—r>ﬁ-1<r—s>“—1dr

F(Oé) mnl(a) J
(1—s)"" ( 272 2t ) }
— + — 1—35)"| f(s,y(s))ds 3.14
Posons sup |f(t,0)| = M et montrons que F'B, C B,,ou B, ={y € €([0,1],R) : ||y|| < p}
tE[O 1]
etp > M4 Soienty € B,,t € [0,1],0ona:

[FR) ] < s {% [ =t tes

t€(0,1]

’71|F / / — )% f(s,y(s))drds
/ (1= sy £, <>>ds+2|¢l> [ etto i

leF (@) Jo I]al(«
0 (1= ) F (s, y(s) }
< = {m [ 1(|f(s V(5D .0 +11(5.0) )
bt [ == (st - 105,00 + 6,00 ) drds
bt [ 1(|f(8 4(s) = F(s, 001+ 175,00 ) s
S [ (st - 165,00+ 155,00 ) s
E %@ [ =9 (16006 = .01 150 Y . 615)

On pose u = i e,(1—7r)=(1—u)(1l—s),dr=(1—s)duonobtient:

1 1
/ / (1—r) — 5)* Ldrds = / (1-— s)‘”ﬁ_lds/ (1— u)ﬁ_lua_ldu
0 0

B(6, @)

= ——. 3.16
a+ 3 (3-16)
Par substitution dans (3.15), et aprés la simplifications, on trouve :
1 B(p, «) 1
Fy) @) < (Lp+ M + +
KON < o+ 0 5+ e 3 * e D
2|7, | 2 }

+ 3.17
@12 ' Ta+2 >

< (Lp+ M)A <p, (3.18)
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C’est-a-dire F'B, C B,,
Maintenant, supposons que z,y € €([0,1],R) et t € [0, 1], alors on obtient :

1 t o1
\(Fz) — (Fy)| ii‘;ﬁ]{n ) / (t— )2 (5. 2(5)) — f(s,y(s))|ds
—7"51 —8)* (s x(s)) — F(s.y(s rds
mrr [ (s 0(5)) — S5yl drd

W / (1= )" f(s,2(5)) — £(sy(s))]ds

N L‘) / (1= 8)%1f (s,2(s)) — f(s,y(s))]ds

|’yl]af(al
" aﬁf@ / (1= 5)"1f(s,(s) - f(s,y<s>>rds}
< U~ S5+ e+ 9@ T T D e D
i)
= LAllx —y|

Puisque par hypothese ona 0 < LA < 1, alors F est une contraction.
En utilisant le principe de I’application contractante de Banach, on déduit que le probleme
(3.1)-(3.3) admet une solution unique.

|
Exemple 3.3.1 Considérons le probleme aux limites suivant :
4 1 |ZL’|
“Diy(t) = —— In®(1+¢ 19
W) = gy ) (319)
1
90 = [ ol (3.20)
/ (1— )% y(s)ds (3.21)
Dans cet exemple, o = 3, 3 = 3 et f(t,x) = 7 2J|f||x‘ +1In?(1 +1).
Ona:
L = 1yl

t,x)— f(t = -
o) =160l = E3e e~ sty

6

es

= Z\x—y\

I AN .l
tB3+3\24 x| 2+ |y

L (lz[ =1yl
813\ 2

Ly
— | — .
6 y

IN

IA
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Alors, L = 1.

’ 6
Un calcul simple, nous donne LA = 0,65843166... < 1, et par le théoreme du point fixe de Banach,
on déduit que le probleme (3.19)-(3.21) admet une solution unique

Programme Matlab

g=input{'a="):
b=input({'k="}):

L=input{'L=");

disp('L="),disp(L):

i={1-{1./b.*{b+1))):

digp('i=")disp({i)

r=({1-(1./b}}:

disp('r=");disp(r):

A

=({1./gamma {a+1) ) +{beta (b,a) /{abs () .* (a+b) . *gamma {a) ) )+ {1
A{abs({r).*gamma{a+l) ) )+{{2.*ak3 {i) )./ {abka (r).*gamma {a+2)
P+ (2. /gamma{a+2) ) ;

disgp('A="); disp(k);

if ([L.*RA <1)

disp('admet une scluticn unisus');

gelae

disp ("aucune scluticn'):
end

a=4,/3
b=1./32

L=1./5

L=0.1667

r=-2
A=39483

admet une solution unigue

Théoreme 3.3.2 soit f : [0,1] x R" — R™ une fonction continue et qui satisfait la condition
(Hl) et:
() : |f(t,)] < p(t), ¥(t,2) € [0, ety € €([0, 1], RY)

Supposons que :

55, ) L 2| 2 }
L{ e+ M@ e+ i+  Tatyf " G2

Alors,le probleme aux limites (3.1)-(3.3) admet une solution unique.
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Preuve:

sup [u(t)] = [lu(2)]l-
te(0,1]

1 B(8, ) 1 2|72 2
Ta+1)  ulla+B)(@)  mifa+1)  mla+2) r<a+2>}

Onpose: = ul{ -
et B ={y € %([0,1],}) : |ly|| < p*}, On définit les deux opérateurs P et ) on B, par :

(Py)(t) = ﬁ / (t— 5 f(s.y(s)ds, te[01]

(Qy)(t 1—7" A=1(r — 5)* L f (s, y(s))dsdr
i / (1= 9°7 f(s.y(s))ds
%jgza) [ = st
/0 (1= ) f(s,y(s))ds, € [0,1]
Soit z, € B,-, nous écrivons :
P+ Qul < L o spmtas P oo g tanas
- A gt 2l / (11— )" (s, y(s))ds

20lpll [ a
_—af(a)/o (1 —s)%ds

1 (8. a) 1 2] &
< ||HJ||{F(OéJr ) ulla+BT(@)  [mTla+1)  |[mT(a+2) F(oa+2)}
<p*

Alors, Pz + Qy € B-
on a aussi :

B(S,q) 1 2|7 2
1Q(@) =@yl < Lilz =] ”{ M@+ B@ e+l  mii@+2)  Tat?) }

En exploitant (3.22), nous conculons que () est un contraction.
D’apres la définition de 'opérateur P, on en déduit que la continuité de f implique celle

de P. En plus, nous avons :
t(t_8>a—1
Pz|| < /—ds
1Pl < el |

[ 4]
S Tty (3.23)
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Ce qui implique P est uniformément borné. Maintenant, on trouve P est compact. Nous
avons :

(Py)(11) — (Py)(ts) = ﬁ / 'ty — )2 (s, y(s))ds — ﬁ / Yt — 5 f(s,y(s))ds
L § a-l — ! — ) (s, y(s))ds
+@( =t spteds = [ s s pted

— /: (ty — s)a_lds)

En tenant compte de la condition (H;), on pose f* = sup |f(t,z)|.
(t,2)€[0,1]x B,

Alors, nous écrivons :

[(Py)(t1) — (Py)(t2)] =

e A (R R e e
/ (ta — )" f(s,y(s))ds

/0 {(tg —5)* 7 — (1 _s)al] ds + /:@2 getas|

(Py)(0) = (Po) ()| < s =15 629

<

(a)

un simple calcul nous améne a :

Le deuxieme membre de (3.24) est indépendant de y et tend vers zéro lorsque t, —t; — 0
est équicontinue. En utilisant le théoréeme d’Ascoli-Arzela, nous déduisons que P est com-
pact dans B,-. Ainsi, tous les hypotheses du théoreme du point fixe de Krasnoselskii sont

satisfaits. Ce qui implique que le probleme aux limites (3.1)-(3.3)a une solution unique
[0,1].



Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié 1'existence et l'unicité de la solution d"un probleme difé-

rentielle fractionnaire non linéaire avec des conditions intégrales aux limites, Les résultats
d’existence et d"unicité sont prouvés en utilisant les théorémes du point fixe .
Pour cela, nous avons commencé par des préliminaires ot nous avons rappelé quelques
notions des dérivées fractionnaires comme la dérivée fractionnaire de Riemann-liouville
et de Caputo, et quelques outils de base du calcul fractionnaire avec quelques proprietés.
Par la suite, nous avons énoncé quelques définitions et théoréemes du point fixe que nous
aurons besoin par la suite, ainsi que les démonstrations détaillées, qui nous ont permis de
prouver l'existence et 1'unicité de solutions.
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Résumé
Dans ce mémoire nous avons étudié I'éxsistence et l'unicité de solution pour une équation
différentielle fractionnaire non linéaire avec des conditions intégrales
aux limites,en particulier, on a présenté I'éxistence et l'unicité pour certaines classes
d'équations différentielles d'ordre fractionnaire au sens de Caput.
Pour ceci nous avons utilisé le théoréme du point fixe de Banach et le théoréme du point
fixe de krasnoseliskii .

Abstract

In this paper we studied the exsistence and uniqueness of solution to a nonlinear fractional
differential equation with integral condition boundary, in particular, it presented the existence
and uniqueness for certain classes of differential equations of fractional order in the sense of
Caputo.

For this we used the fixed point theorem and the theorem of Banach's fixed point krasnoseliskii.
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