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Notations et conventions

— Ω : Un domaine ouvert borné de Rn .

— V : espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.) et la norme associée ‖.‖.

— K : est un ensemble non vide convexe fermé de V .

— a(., .) : V × V −→ R bilinéaire, continue et V-elliptique sur V × V
a(., .) continue :∃ c > 0 ∀u, v ∈ V |a(u, v)| ≤ c‖u‖V ‖v‖V .
a(., .) coercive :∃α > 0∀u, v ∈ V |a(u, u)| ≥ α‖u‖2V .

— ∂t =
∂

∂t
.

— ∂tt =
∂

∂tt
.

— ∇g = (
∂g

∂x1
, ...,

∂g

∂xn
).

— V
′ :l’espace dual de V .

— −→ convergence forte.

— ⇀ convergence faible.
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Introduction

Dans les cinquante dernières années, les inéquations variationnelles sont devenues un outil
pertinent dans l’étude des problèmes non linéaires en physique et en mécanique. La théorie des in-
équation variationnelles ont été faites a partir des résultats concernant les problèmes unilatéraux
obtenus par Signorini [4] et Fichera [5]. La théorie mathématiques obtenus par Stampacchia [6],
Lions et Stampacchia [7] et puis développés par : Brézis [8],[9], Stampacchia [10], Lions [11], Mosco
[12], Kinderlehrer et Stampacchia[13], et pour lapproximation des inéquations variationnelles on
rappelle, les contributions de Mosco [14], Glowinski, Lions et Trémolières [15] ou Glowinski [16].
Les inéquations variationnelles permettent souvent par une résolution approchée de proposer une
modélisation des courants océaniques et des mouvements des masses d’air de l’atmosphère pour
les météorologistes, la simulation numérique du comportement des gratte-ciel ou des ponts sous
l’action du vent pour les architectes et ingénieurs, des avions, trains ou voitures á grandes vitesse
pour leurs bureaux d’études concepteurs, mais aussi l’écoulement de l’eau dans un tuyau et de
nombreux autres phénomènes d’écoulement de divers fluides.
Ce mémoire est divisé en 3 chapitres.
On début notre travail par un chapitre reprend de façon générale, les définitions, et les résultats
fondamentaux qui seront essentiels pour comprendre les chapitres suivantes.
Le deuxième chapitre mentionne quelques-uns des résultats des études précédentes d’inégalité
variationnelle parabolique et elliptique (l’existence et l’unicité).
Dans le dernier chapitre, nous avons étudié l’existence et l’unicité d’inégalité variationnelle hy-
perbolique.
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Chapitre 1

Préliminaires mathématiques

Dans ce chapitre, nous abordons certains concepts mathématiques que nous devrions connaître
pour un usage dans notre thème.

1.1 Rappels

Définition 1.1.1 Une fonction f : V → R est dite convexe lorsque :

∀(x, y) ∈ V 2 ∀λ ∈ [0, 1]

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

Définition 1.1.2 Une fonction f : V → R est dite strictement convexe si :

∀(x, y) ∈ V 2, x 6= y, ∀λ ∈ [0, 1]

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y)

Définition 1.1.3 Soit J une fonctionnelle convexe de V dans R∪{+∞} semi continue inférieur

faiblement (s.c.i) pour la topologie forte. Si vn est une suite de V faiblement convergente vers v

alors J(v) ≤ lim
n→+∞

inf J(vn)

Définition 1.1.4 Une fonction J de V dans R ∪ {+∞} est semi-continue supérieurement sur

V si elle satisfait aux conditions équivalentes

— ∀α ∈ R; {u ∈ V, J(u) ≥ α} fermé.

— Si un est une suite de V faiblement convergente vers ū alors : lim
n→+∞

sup J(u) ≤ J(ū).

2



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES U.K.M.O

Définition 1.1.5 Un ensemble C est dit convexe si :

∀x, y ∈ C ∀λ ∈ [0, 1] λx+ (1− λ)y ∈ C

Définition 1.1.6 Une fonction J de V dans R ∪ +∞ est semi-continue inférieurement sur V

si :

— ∀α ∈ R {u ∈ V, J(u) ≤ α} est fermé.

Définition 1.1.7 Soit J une fonctionnelle de V dans R̄, convexe et semi-continue inférieure-

ment. Soit K un sous-ensemble convexe, non vide et fermé de V . J est propre c’est-a-dire qu’il

existe un élément v0 de K tel que

J(v0) < +∞ .

Définition 1.1.8 Soit l’espace V avec produit scalaire(·,·)V et la norme ‖·‖V .Soit A : V → V

(1) A est un opérateur monotone si :

(Au−Av, u− v)V ≥ 0, ∀u, v ∈ V (1.1)

(2) A est un opérateur strictement monotone si

(Au−Av, u− v)V > 0, ∀u, v ∈ V, u 6= v,

(3) A est fortement monotone s’il existe un constante m > 0 telle que :

(Au−Av, u− v)V ≥ m ‖u− v‖2V .∀u, v ∈ V

(4) A est un opérateur contractant si :

‖Au−Av‖V ≤ ‖u− v‖V .∀u, v ∈ V

(5) A est Lipschitzienne continue s’il existe M > 0 telle que

‖Au−Av‖V ≤M ‖u− v‖V ,∀u, v ∈ V

page 3



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES U.K.M.O

(6) A opérateur est hemicontinue si la fonction de valeur réelle

Φ→ (A(u+ Φv), w)V est continue dans R, ∀u, v, w ∈ V .

Proposition 1 Soit (V, (., .)V ) est un espace de produit scalaire et soit φ : V → R une fonction

différentiable aux sens Gâteaux, les condition suivantes sont équivalentes :

(a) φ est une fonction convexe; (1.2)

(b) φ satisfait l′ingalit : φ(v)− φ(u) ≥ (∇φ(u), v − u)V ,∀u, v ∈ V ; (1.3)

(c) le gradient de φ est un oprateur monotone i.e : (∇φ(u)−∇φ(v), u− v)V ≥ 0∀u, v ∈ V

(1.4)

Preuve. voire[1]

1.2 Les espaces fonctionnelles

1.2.1 L’espace Lp(0, T ;V )

Soit un intervalle [0, T ] ⊂ R (en général T < +∞)et un espace de Banach V avec un norme
‖.‖V , on désigne par LP (0, T, V ) l’espaces des classes de fonctions t −→ f(t), qui sont mesurables
à partir de [0, T ] −→ V pour la mesure dt et telles que :

‖f‖Lp(0,T,V ) = (

∫ T

0
‖f(x)‖pV dx)

1

p < +∞ (p 6= +∞)

‖f‖L∞(0,T,V ) = sup
t∈[0,T ]

ess‖f(t)‖V < +∞

Les espaces Lp(0, T, V ) sont des espaces de Banach pour la première norme si p 6= +∞, et pour
la deuxième norme si p = +∞.
Si V est un espace de Hilbert équipée avec un produit scalaire (., .)V , alors l’espace L2(0, T, V )
est aussi un espace de Hilbert pour la produit scalaire :

(f, g)L2(0,T,V ) =

∫ T

0
(f, g)V dx

1.2.2 Les Espaces Lp

soit Ω est un sous-ensemble ouvert de RN , pour p donné avec 1 ≤ p < +∞ On désigne pour
Lp(Ω) l’espaces des fonctions v mesurables sur Ω et telle que :

‖v‖Lp(Ω) =

(∫
Ω
|v(x)|pdx

)1

p <∞ (1.5)
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES U.K.M.O

L’espace Lp(Ω) muni de la norme(1.5)est un espace de Banach Pour p = 2, L2(Ω) est un espace
de Hilbert, le produit scalaire correspondante a la norme(1.5)étant donné par

(u, v) =

∫
Ω
u(x)v(x) dx

On va identifier l’espace Lp(Ω) a son dual(ce qui n’est pas vrais dans d’autres cas, pour
p 6= 2).
Pour p = ∞ , L∞(Ω), est l’espace des(classes de) fonction v mesurables et essentiellement bor-
nées sur Ω i.e.il existe une constant C telle que |v(x)| ≤ C p.p sur Ω. C’est un espace de Banach
pour la norme

‖v‖L∞(Ω) = sup essx∈Ω|v(x)| = inf {C; |v(x)| ≤ C p.p x ∈ Ω}

-La notion de convergence faible dans Lp(Ω;RN ) devient comme suit :
— Si 1 ≤ p < +∞, alors vn ⇀ v, faible dans Lp(Ω;RN ) si :∫

Ω
vn(x)u(x) dx −→

∫
Ω
v(x)u(x) dx ∀u ∈ Lq(Ω) (Lp)

′
= Lq q est conjugué de p)

— Si p =∞, alors vn ⇀ v faible étoile dans L∞(Ω) si :∫
Ω
vn(x)u(x)dx dx −→

∫
Ω
v(x)u(x)dx ∀u ∈ L1(Ω)

1.2.3 Espace de Sobolev Wm,p(Ω)

Soit 1 ≤ p ≤ ∞, on a D(Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ D
′
(Ω), soit Ω est un sous-ensemble ouvert de Rn,

C’est la définition de l’espace de Sobolev Wm,p(Ω)

Wm,p = {v,Dαv ∈ Lp(Ω), pour |α| ≤ m}

ou Dαv est la dérivée au sens des distributions pour tout v ∈ Lp(Ω).
L’espace Wm,p(Ω) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme

‖v‖Wm,p(Ω) =

 ∑
|α|≤m

‖Dαv‖pLp(Ω)


1

p

— si p =∞
‖v‖Wm,∞(Ω) = max

|α|≤m
‖Dαv‖L∞(Ω)

De façon évidente, on a Wm,p(Ω) = Lp(Ω). La semi-norme sur Wm,p(Ω) est définie par

|v|Wm,p(Ω) =

 ∑
|α|=m

‖Dαv‖pLp(Ω)


1

p

— si p 6=∞
|v|Wm,∞(Ω) = max

|α|=m
‖Dαv‖L∞(Ω)

Dans le cas p = 2, on utilise la notation

Wm,2(Ω) = Hm(Ω)
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES U.K.M.O

Définition 1.2.1 Soient B1 et B2 deux espaces de Banach, on dit que B1 s’injecte d’une façon

continue dans B2 si ‖v‖B2 ≤ ‖v‖B1
.

On dit que B1 s’injecte d’une façon compacte dans B2, si l’image de tout borné de B1 est relati-

vement compact dans B2.

Théorème 1 (Rellich-Kondrachov)).On suppose Ω borné de classe C1. On a

(1)- si p < N , alors W l,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗[ où 1
p∗ = 1

p −
1
N

(2)- si p = N , alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,+∞[,

(3)- si p > N , alors W l,p(Ω) ⊂ C(Ω̄), avec injections compactes .

En particulier W 1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω)avec injection compacte pour tout p.

Preuve. voir[1]

1.3 Théorème de Stampacchia

Théorème 2 (Stampacchia) Soit V un espace de Hilbert et soit a(., .) une forme bilinéaire conti-

nue et coercive sur V . Soit K 6= 0 un sous ensemble fermé et convexe de V . et L(.) de forme

linéaire ,il existe un unique u ∈ K telle-que

a(u, v − u) ≥ L(v − u), ∀v ∈ K

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l’unique élément de K qui minimise la

fonctionnelle J : V −→ R définie par J(v) =
1

2
a(v, v)− L(v) pour tout v de K, en particulier :

∃!u ∈ K J(v) = min
v∈K

J(u)

Preuve. voir. [1]

page 6



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES U.K.M.O

1.4 Théorème de représentation de Riesz

Théorème 3 Soit V un espace de Hilbert, pour tout F ∈ V ′ (dual de V), il existe un unique

v ∈ V telle que :

F (u) = (u, v), ∀u ∈ V

et en plus :

‖F‖V ′ = ‖v‖V

Théorème 4 Soit V un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire noté 〈., .〉.

Soit K un partie convexe fermé non vide de V .

Si a(u, v) une forme bilinéaire qui soit

Continue sur V × V : ∃c > 0 ∀u, v ∈ V, | a(u, v) |≤ c‖u‖‖v‖

Coercive sur V : ∃α > 0 ∀u ∈ V a(u, u) ≥ α‖u‖2

Si L(.) une forme linéaire continue sur V

Sous ces conditions, il existe un unique u dans K tel que

∀v ∈ K a(u, v − u) ≥ L(v − u)

Preuve. voir [1]

1.5 Théorème de la Projection

Théorème 5 (Projection sur un convexe fermé). Soit K ⊂ V est un convexe fermé non vide.

Alors pour tout f ∈ V , il existe u ∈ K unique tel que :

‖f − u‖ = min
v∈K
‖f − v‖

De plus u est caractérisé par la propriété :

(u− f, u− v) ≤ 0,∀v ∈ K

On note u = PKf= Projection de f sur K .

page 7



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES U.K.M.O

Preuve. voir [1]

Hm(Ω) =

{
w ∈ L2(Ω) :

(
∂

∂x1

)α1

...

(
∂

∂xn

)αn
, w ∈ L2(Ω), 0 ≤ α1 + ...+ αn ≤ m

}
,

Hm
0 (Ω) = complite C∞0 (Ω) dans Hm(Ω),

H−m(Ω) = dual Hm
0 (Ω),

H1
Γ1

(Ω) =
{
w ∈ H1(Ω) : w = 0 dans Γ1

}
Pour s est réel positif ou nul, Hs(Ω) est définie par interpolation et H−s(Ω) est le double de

Hs
0(Ω). Nous désignons par <,> l’appariement de dualité entre H−α(Ω) et Hα(Ω), 0 ≤ α ≤ 1

2
.

Ensuite, pour g ∈ L2(Ω), h ∈ Hα(Ω), 0 ≤ α ≤ 1

2
, nous avons < g, h >=

∫
Ω ghdx.

La forme bilinéaire a(, ) est définie par a(g, h) =
∫

Ω∇g.∇hdx et

G =
{
w ∈ H1

Γ1
(Ω) : w ≥ φ dans Γ2

}
où φ(x) ∈ C1(Ω̄) et φ(x) ≤ 0 sur Γ2.
Ensuite, nous définissons la fonction de distance d par d(x) = dist(x, ∂Ω) et l’ensemble

Vδ =
{
x ∈ Ω̄ : d(x) < δ

}
Soit δ0 un nombre positif, tel que 1/δ0 Bounds les principaux des courbures ∂Ω. Étant donné
que Ω est bornée et ∂Ω ∈ C2, il est connu que d(x) ∈ C2(Vδ0) ; voir [[?]]. Nous avons également
mis Ensuite,

Uδ = {x ∈ Ω : d(x) < δ}

sδ = {x ∈ Ω : d(x) = δ}

alors sδ est une C2 surface pour 0 ≤ δ ≤ δ0. Nous allons utiliser les lemmes suivants tard.

Définition 1.5.1 Soient X et Y sont des espaces de Banach, X ⊂ Y avec enrobage espace

continu,Cs([0, T ], X) est défini comme étant l’espace des fonctions v : [0, T ] −→ X tel que la

fonction réelle d’une variable réelle

t −→ 〈h, v(t)〉X′,X

est continue sur [0, T ] pour tout h ∈ X ′.

Lemme 1 Soient X et Y sous les conditions de la dernière définition

1. Si, en outre, X est un espace de Banach réflexif, alors

L∞(0, T ;X) ∩ C([0, T ];Y ) ⊂ Cs([0, T ];X).

2. Soit U un autre espace de Banach tel que X ⊂ U ⊂ Y est le plongement et X ⊂ Y

est compact. Si F est bornée dans L∞(0, T ;X) et ∂F
∂t = {ḟ ; f ∈ F} est bornée dans

Lr(0, T ;Y ), avec r > 1 alors relativement compact F dans C([0, T ];U).

page 8



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES U.K.M.O

Preuve. voir [11]

Lemme 2 (Gronwall) Si (yn), (fn)et(gn) sont des suites non négatives et

yn ≤ fn +
∑

0≤k<n
gkyk pour n ≥ 0, (1.6)

alors

yn ≤ fn +
∑

0≤k<n
fkgk exp(

∑
k<j<n

gj) pour n ≥ 0. (1.7)

page 9



Chapitre 2

Inéquation variationnelles elliptique et

parabolique

2.1 Inéquation variationnelles elliptique

2.1.1 Inéquation variationnelles elliptique de 1reespèce

Définition 2.1.1 On appelle inéquation variationnelle elliptique de 1reespace est un’ inéquation

de la forme :


Trouver u ∈ K tq

a(u, v − u) ≥ L(v − u) ∀v ∈ K
(2.1)

tel que

* K ⊂ V espace de Hilbert.

* a(, ) forme bilinéaire sur V × V .

* f ∈ V ′, V ′ duale de V .

* L(v) = 〈f, v〉.

Théorème 6 Soit V espace de Hilbert sur R, Si a(., .) : V ×V −→ R forme bilinéaire continue et

coercive sur un espace vectoriel V , L(.) :−→ R forme linaire sur V est K sous ensemble convexe

non vide de V alors l’inéquation variationnelle (2.1) admet une solution unique .

10



CHAPITRE 2. INÉQUATION VARIATIONNELLES ELLIPTIQUE ET PARABOLIQUEU.K.M.O

Preuve.

1 L’unicité :
Supposons u1, u2 solution de (2.1) Alors

a(u1, v − u1) ≥ L(v − u1) ∀v ∈ K (2.2)

a(u2, v − u2) ≥ L(v − u2) ∀v ∈ K (2.3)

On prend v = u2 dans (2.2) et v = u1 dans (2.2)
On obtient

a(u1, u2 − u1) ≥ L(u2 − u1) (2.4)

a(u2, u1 − u2) ≥ L(u1 − u2) (2.5)

On additionnée (2.4) et (2.5) on trouve a(u1, u2 − u1) + a(u2, u1 − u2) ≥ 0 alors a(u2 −
u1, u1 − u2) ≥ 0 et a cette inéquation on trouve a(u1 − u2, u1 − u2) ≤ 0 alors

α‖u1 − u2‖2V ≤ a(u1 − u2, u1 − u2) ≤ 0

=⇒ ‖u1 − u2‖V = 0 =⇒ u1 = u2

d’où l’unicité .

2 L’existence :
Soit ρ > 0 et soit le problème auxiliaire suivant :{

Trouverw ∈ K
(w, v − w) ≥ ρ(−a(u, v − w) + L(v − w)) + (u, v − w)∀v ∈ K

u fixé dans V.
a(u, v) = (Au, v) et L(v) = (l, v) d’après Théorème de représentation de Riez donc on a :

(w, v − w) ≥ (−ρAu+ ρl + u, v − w)∀v ∈ K

On pose Fρ,u := ρ(−Au+ l) + u
On obtient

(w, v − w) ≥ (Fρ,u, v − w)∀v ∈ K

D’aprés la théorème de projection w est existe et unique w = PkFρ,u .
On définit Tρ : u −→ w pour ρ > 0 fixé Tρu = w Si Tρ admet un point fixé Tρu = w
alors u est solution de (2.1.1) alors solution de (2.1).
Donc il suffit de montrer que Tρ est strictement contractantente C-à-d

‖Tρ,u1 − Tρ,u2‖ 5 C‖u1 − u2‖

‖w1 − w2‖ ≤ C‖u1 − u2‖

Avec C < 1
u1 −→ w1, u2 −→ w2

(w1, v − w1) ≥ (Fρ,u1 , v − w1), ∀v ∈ K (2.6)

(w2, v − w2) ≥ (Fρ,u2 , v − w2), ∀v ∈ K (2.7)
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Donc pour v = w2 dans (2.6) et v = w1 dans (2.7)
On a
(w1 − w2, w1 − w2) ≥ (Fρ,u1 − Fρ,u2 , w1 − w2)
D’ou

‖w1 − w2‖2 ≤ ‖Fρ,u1 − Fρ,u2‖‖w1 − w2‖2

=⇒ ‖w1 − w2‖ ≤ ‖ũ1 − ũ2‖ = ‖(−ρA+ I)(u1 − u2)‖ ≤ ‖−ρA+ I‖L(v).‖u1 − u2‖

∃ ρ > 0 tq ‖−ρA+ I‖ ≤ 1

On a :

‖(−ρA+ I)v‖2V = ((−ρA+ I)v, (−ρA+ I)v) = ρ2(Av,Av)− 2ρ(Av, v) + (v, v) ≤

≤ ρ2‖A‖2.‖v‖2 − 2ρ(Av, v) + ‖v‖2 ≤

≤ ρ2‖A‖2.‖v‖2 − 2ρ‖A‖‖v‖2 + ‖v‖2

On utilise la coercivité (2ρ(Av, v) ≤ −2ρα‖v‖2) donc

‖(−ρA+ I)v‖2V ≤ (ρ2‖A‖2.‖v‖2 − 2ρ(Av, v) + ‖v‖2) =⇒≤ (ρ2‖A‖2 − 2ρα+ 1)‖v‖2

Pour ρ ∈
]
0,

2α

‖A‖2

[
=⇒ ‖−ρA+ I‖ < 1

D’où Tρ(0 < ρ <
2α

‖A‖2
)est strictement contraction alors :

Tρ admet un point fixe unique alors w = u = Tρu
- Par conséquent u vérifie (2.1)

2.1.2 Inéquation variationnelles elliptique de 2eespèce

Définition 2.1.2 On appelle Inéquation variationnelle elliptique de 2eespèce toute inéquation de

la forme


Trouver u ∈ K

a(u, v − u) + j(v)− j(u) ≥ L(v − u) ∀v ∈ K

Théorème 7 Soient V un espèce de Hilbert,K 6= ∅ convexe fermé de V j : V −→ R propre

convexe et semi continue inférieurement a(., .)V × V −→ R forme bilinéaire continue et coercive
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f ∈ V

Alors l’inéquation variationnelle
Trouver u ∈ K

a(u, v − u) + j(v) + j(u) ≥ (f, v − u) ∀v ∈ K
(2.8)

Admet une solution unique.

Preuve.
1 L’unicité :

Supposons u1 et u2 solution de(2.8) alors

a(u1, v − u1) + j(v)− j(u1) ≥ (f, v − u1) ∀v ∈ K (2.9)

a(u2, v − u2) + j(v)− j(u2) ≥ (f, v − u2) ∀v ∈ K (2.10)

On prend v = u2 dans (2.9) et v = u1 dans (2.10)
On obtient

a(u1, u2 − u1) + j(u2)− j(u1) ≥ (f, u2 − u1) ∀v ∈ K (2.11)

a(u2, u1 − u2) + j(u1)− j(u2) ≥ (f, v − u2) ∀v ∈ K (2.12)

On trouve par sommation de (2.11) et (2.12) :

a(u1, u2 − u1) + a(u2, u1 − u2) ≥ (f, u2 − u1) + (f, u1 − u2)

α‖u1 − u2‖2 ≤ a(u1 − u2, u1 − u2) ≤ 0

=⇒ ‖u1 − u2‖ = 0 =⇒ u1 = u2

D’où l’unicité .
2 L’existence :

On définit le problème auxiliaire pour u fixé dans K et ρ > 0{
Trouverw ∈ K
(w, v − w) + ρj(v)− ρj(w) ≥ −ρ(a(u, v − w)− (f, v − w)) + (u, v − w) ∀v ∈ K

(2.13)
Le problème (2.13) admet une solution unique (d’âpre le théorème de Weierstrass)
Tρ : u 7−→ w w solution du problème (2.13),on montre que Tρ admet un point fixe.
Il suffit de montrer que Tρ est strictement contractant c.à.d
‖Tρ(u1)− Tρ(u2)‖ ≤ C‖u1 − u2‖ ∀u1, u2 ∈ V. c < 1
‖w1 − w2‖ ≤ C‖u1 − u2‖ tq wi = Tρ(u1) i = 1, 2
Alors :

(w1, v − w1) + ρj(v)− ρj(w1) ≥ −ρa(u1, v − w1) + ρ(f, v − w1) + (u1 − v − w1) (2.14)

(w2, v − w2) + ρj(v)− ρj(w2) ≥ −ρa(u2, v − w2) + ρ(f, v − w2) + (u2 − v − w2) (2.15)

On prend v = w2 et v = w1 respectivement dans (2.14) et (2.15) on obtient

−‖w1 − w2‖2 ≥ ρa(u1 − u2, w1 − w2)− (u1 − u2, w1 − w2)
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=⇒ ‖w1 − w2‖2 ≤ −ρa(u1 − u2, w1 − w2)− (u1 − u2, w1 − w2) ≤

≤ (−ρA(u1 − u2) + (u1 − u2), w1 − w2) ≤ ((−ρA+ I)(u1 − u2), w1 − w2) ≤

≤ ‖−ρA+ I‖.‖u1 − u2‖‖w1 − w2‖

=⇒ ‖w1 − w2‖ ≤ ‖−ρA+ I‖.‖u1 − u2‖

Alors ∃ρ > 0? tq ‖I − ρA‖ < 1

‖(I − ρA)v‖2 = (v − ρAv, v − ρAv) = (v, v)− 2ρ(Av, v) + ρ2(Av,Av) ≤

≤ ‖v‖2 − 2ρ(Av, v) + ρ2‖Av‖2

On utilisant la coercivité (Av, v) ≥ α‖v‖2 =⇒ −2ρ(Av, v) ≤ −2ρα‖v‖2

alors ‖(I − ρA)v‖2 ≤ ‖v‖2 − 2ρα‖v‖2 + ρ2‖A‖2.‖v‖2 ≤

≤ (1− 2ρα+ ρ‖A‖2)‖v‖2

si ρ ∈
]
0,

2α

‖A‖2

]
=⇒ 1− 2αρ+ ρ2‖A‖2 < 1

=⇒ ‖I − ρA‖ < 1 alors Tρ est strictement contractante =⇒ Tρ admet un point fixe
unique .

Tρu = u = w d’où u vérifié le problème (2.8)
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2.2 Inéquation variationnelles parabolique

Soient V un espace de Hilbert et K sous ensemble de V .

2.2.1 Inéquation variationnelles parabolique de 1reespèce

Définition 2.2.1 On appelle inéquation variationnelle parabolique de 1reespèce tout inéquation

de la forme : trouver u ∈ K telle que∫ T

0
(u
′
(t), v(t)− u(t)) +

∫ T

0
a(u(t), v(t)− u(t)) ≥

∫ T

0
(f, v(t)− u(t)) ∀v ∈ K.

Théorème 8 On suppose que a(., .) est une forme bilinéaire coercive, soient K un convexe fermé

de V et L(.) une forme linéaire continue sur V , Il existe un élément u de K et un seul tel que

Trouver u(t) ∈ K tel que[
u
′
(t), v − u

]
+ [Au, v − u] ≥ [f, v − u] , ∀v(t) ∈ K p.p

u(x, 0) = u0(x)

(2.16)

Preuve. voir ([16])

2.2.2 Inéquation variationnelle parabolique de 2eespèce

Définition 2.2.2 On appelle inéquation variationnelle de 2eespèce tout inéquation de la forme

trouver u ∈ K telle que

∫ T

0
(u
′
(t), v(t)−u(t))+

∫ T

0
a(u(t), v(t)−u(t))+

∫ T

0
j(v(t))−

∫ T

0
j(u(t)) ≥

∫ T

0
(f, v(t)−u(t))∀v ∈ K

(2.17)

Théorème 9 Soient V un espace de Hilbert , K 6= ∅ convexe fermé de V et j : V −→ R propre

et semi-continue inférieurement a(., .) : V ×V −→ R forme bilinéaire continue et coercive ,f ∈ V

alors l’inéquation variationnelle parabolique suivant



Trouver u(t) ∈ K tel que[
u
′
(t), v − u

]
+ [Au, v − u] +

∫ T
0 j(v)−

∫ T
0 j(u) ≥ [f, v − u] , ∀v(t) ∈ K p.p

u(x, 0) = u0(x)

(2.18)

admet une solution unique.
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Preuve. voir ([16])
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Chapitre 3

Inéquation variationnelle hyperbolique

3.1 Problème (P.C)

Soit Ω un ouvert borné de Rn, n ≥ 2, ∂Ω ∈ C2. Γ1 et Γ2 des sous ensembles disjoints non
vides ouvertes, tel que : ∂Ω = Γ1 ∪ Γ̄2 = Γ̄1 ∪ Γ2 et Γ1,Γ2 ∈ C2, les fonctions f(x, t), u0(x) et
φ(x) sont donnés.

Problème classique (P.C)

Considérons le problème (P.C)

Trouver u vérifiant

ü−∆u = f dans Ω × ]0,+∞[, (3.1)

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x) dans Ω, (3.2)

u = 0 dans Γ1× ]0,+∞[, (3.3)

u(x, t) ≥ φ(x) sur Γ2× ]0,+∞[, (3.4)

∂u

∂v
≥ 0, (u− φ)

∂u

∂v
= 0 sur Γ2× ]0,+∞[. (3.5)

où u : Ω −→ R.
φ ≤ 0 et u0 ≥ φ dans Γ2.
u(x, 0) = u0, u̇(x, 0) = u1 dans le temps initial.
f ∈W 2,∞ (0, T, L2(Ω)

)
.

u0, u1 ∈ H1(Ω) et ∆u0 ∈ L2(Ω).
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3.2 Problème variationnelle (P.V)

Soit V l’espace définie par :

V = {v ∈ H1(Ω) | v = 0 on Γ1}

et
K = {v ∈ H1(Ω)|v = 0 dans Γ1 et v ≥ φ dans Γ2}

Théorème 10 Si u la solution de (P.C) alors u satisfait à la (P.V ) problème :

(P.V )


Trouver u ∈ K tel que

〈ü, v − u〉+ a(u, v − u) ≥ L(v − u)∀v ∈ K.

u(x, 0) = u0, u̇(x, 0) = u1,

(3.6)

où

a(u, v) =

∫
Ω
∇u∇vdx

L(v) =

∫
Ω
fvdx

Preuve. Faible formulation de (3.1)
Soit (v − u) ∈ K une fonction de test, (3.1) a donné∫

Ω
ü(v − u)dx+

∫
Ω
−∆u(v − u)dx =

∫
Ω
f(v − u)dx

on a ∫
Ω
−∆u(v − u)dx =

∫
Γ
∇u.n(v − u)dΓ−

∫
Ω
∇u.∇(v − u)dx

on a ∫
Γ
∇u.n(v − u)dΓ =

∫
Γ1

∇u.n(v − u)dΓ +

∫
Γ2

∇u.n(v − u)dΓ (3.7)

=

∫
Γ2

∇u.n(v)dΓ (3.8)

donc
〈ü, v − u〉+ a(u, v − u) ≥ L(v − u)∀v ∈ K

u(x, 0) = u0, u̇(x, 0) = u1,∀v ∈ K
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Remark. On peut écrire (P.V ) comme suit :

Trouver u ∈ K tel que∫
Ω
üvdx+ a(u, v) = L(v) + 〈N, vn〉, ∀v ∈ V.

〈N, vn − un〉 ≥ 0, ∀v ∈ V.

u(x, 0) = u0, u̇(x, 0) = u1.

(3.9)

où un = u.n, ∂nu = ∇u.n = N.n+ T,N = ∂n.u.n, T = ∂nu−N.n
où n représente l’unité extérieure normale.

Théorème 11 Supposons que la solution u est assai régulier, alors u est une solution de (P.C)

si et seulement si u est une solution de (P.V ).

Preuve. Prenant dans (3.6) v = φ pour tout φ ∈ D(Ω) (puisque v est toujours dans V ). On a
trouvé que

〈ü, φ〉+ a(u, φ) = L(φ), ∀φ ∈ D(Ω) (3.10)

alors, en utilisant la formule générale de Green dans (3.10), on obtient :∫
Ω

(ü−∆u− f)φdx = 0 (3.11)

donc
ü−∆u− f = 0 p.p dans Ω (3.12)

Prenant v = φ dans (3.6) pour tout φ ∈ D(Ω ∪ Γ0).
Avec (3.10), nous trouvons 〈T, φT 〉 = 0 ∀T où T = 0 dans Γ1 a.e. Après, nous prenons v = u+φ
dans (3.6) avec φ ∈ D(Ω ∪ Γ0) et φn ≤ 0 dans γ0, nous trouvons 〈N,φn〉 ≥ 0 avec donné N ≤ 0
dans Γ0. Nous trouvons vn = 0 et vn = 2un dans (3.6), nous obtenions 〈N, un〉 = 0 et (N.un) ≥ 0
alors (N.un) = 0 dans Γ0.

3.3 L’inégalité variationnelle de (P.V)

(I.V )



Trouver u ∈ K tel que∫
Ω
ü(v − u)dx+ a(u, v − u)dx ≥ L(v − u) ∀v ∈ K.

u(x, 0) = u0, u̇(x, 0) = u1,

(3.13)

Avec
L(v) =

∫
Ω
fvdx.

a(u, v) =

∫
Ω
∇u∇v
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3.4 L’existence de la solution

Définition 3.4.1 La fonction u(x, t) est une solution faible de l’inégalité variationnelle hyper-

bolique de(P.V ) , si elle satisfait

(P )



u ∈ L∞(0, T,K), u̇ ∈ L∞(0, T, L2(Ω)) ∩ C([0;T ]);H
1
2 (Ω))

−
∫ T

0
(u̇, v̇ − u̇)dt+

∫ T

0
a(u, v − u)dt

≥
∫ T

0
(f, v − u)dt− (u̇(T ), v(T )− u(T )) + (u̇(0), v(0)− u(0))

∀v ∈ L∞(0, T ;V ), v̇ ∈ L∞
(
0, T, L2(Ω)

)
, v(t) ∈ k, p.p ∈]0, T [,

u(x, 0) = u0, u̇(x, 0) = u1.

(3.14)

Théorème 12 Sous les conditions suivantes :

f ∈W 2,∞ (0, T, L2(Ω)
)
et u0 ∈ K,u1 ∈ H1(Ω) avec ∆u0 ∈ L2(Ω).

Donc, il existe une solution u de la problème (P.C) qui vérifie :

(i) u ∈ L∞
(
0, T ;H1(Ω)

)
, u(t) ∈ K.

(ii) u̇ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).

Preuve. La démonstration de ce théorème est basée sur cinq étapes.

3.5 Étape 1 : Discrétisation de temps

Considérons une partition régulière de l’intervalle de temps [0, T ] dans I sous-intervalles.
Inspiré sur la méthode de Newmark, nous vous proposons l’approximation suivante du problème
(P iV ) a chaque instant t = ti; i ∈ 1, 2, . . . I.

Problème (P iV ) Trouver ui ∈ K, u̇i ∈ H1(Ω) et üi ∈ L2(Ω) satisfaisant à l’inégalité :

(P iV )



∫
Ω

(
üi + üi−1

2

)
(v − ui)dx+ a

(
ui + ui−1

2
, v − ui

)
≥ Li(v − ui) ∀v ∈ k.

Li(v) =

∫
Ω
f ivdx

f i := f(x, ti),

(3.15)

La méthde de Newmark avec des paramètres β = 1
4 , γ = 1

2 comme suit :
ui = ui−1 + ∆tu̇i−1 +

∆t2

2

üi + üi−1

2

u̇i = u̇i−1 + ∆t
üi + üi−1

2
.

(3.16)
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Le calcul de ui, u̇i, üi

ui = ui−1 + ∆tu̇i−1 +
∆t2

2

üi + üi−1

2

u̇i = u̇i−1 + ∆t
üi + üi−1

2

alors, ∫
Ω

üi + üi−1

2
(v − u̇i)dx+ a

(
ui + ui−1

2
, v − ui, v − ui

)
≥ Li(v − ui)

Nous avons
üi + üi−1

2
=

2

∆t2
(ui − ui−1 −∆tu̇i−1)

Donc

2

∆t2

∫
Ω
ui(v−ui)dx+

1

2
a(ui, v−ui) ≥ 2

∆t2

∫
Ω

(ui+∆tu̇i−1)(v−ui)dx−a(ui−1, v−ui)+Li(v−ui), ∀v ∈ K

γ

∫
Ω
ui(v − ui) + β a(ui, v − ui) ≥ L̃(v − ui),∀v ∈ K.

ã(ui, v − ui) ≥ L̃(v − ui), ∀v ∈ K.

Pour l’existence et l’unicité, on utilise le théorème de Stampacchia

vérification de Les hypothèses :
soient ui−1 ∈ H1(Ω), u̇i−1 ∈ H1(Ω) et üi−1 ∈ L2(Ω)

On a

ã(u, v) =

∫
Ω
uv dx+

∆t2

4
a(u, v) (forme bilinéaire).

Où a(u, v) =
∫

Ω∇u.∇v dx, est une forme bilinéaire continue et coercive.

La continuité de ã(u, v)

|ã(u, v)| =|
∫

Ω
uvdx+

∆t2

4
a(u, v)| (3.17)

≤ λ1(‖u‖L2(Ω).‖v‖L2(Ω) + ‖∇u‖L2(Ω) + ‖∇v‖L2(Ω)) Cauchy-Schwarz (3.18)

≤ λ1(‖u‖H1(Ω).‖v‖H1(Ω) + ‖∇u‖H1(Ω) + ‖∇v‖H1(Ω)) (3.19)

La coercivité de ã(u, v)

ã(v, v) ≥ λ2(‖v‖2L2(Ω) + ‖∇v‖2L2(Ω)) (3.20)

≥ λ2(‖v‖2H1(Ω) + ‖∇v‖2H1(Ω)) Poincaré (3.21)

et

L̃(v) =
∆t2

2
Li(v) +

∫
Ω

(ui−1 + ∆tu̇i−1)vdx− ∆t2

4
a(ui−1, v).

Où Li(v) =
∫

Ω f
iv dx ≤ ‖f i‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ C‖v‖H1(Ω) est linéaire et continue grâce à l’inté-

gralité de Cauchy Schwarz.
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La continuité de L̃(v)∣∣∣L̃(v)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∆t22
Li(v) +

∫
Ω

(ui−1 + ∆tu̇i−1)v dx− ∆t2

4
a(ui−1, v)

∣∣∣∣ (3.22)

≤ c
(
‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) + ‖ui−1‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) + ‖u̇i−1‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) + ‖∇ui−1‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω)

)
(3.23)

≤ c
(
‖f‖L2(Ω)‖v‖H1(Ω) + ‖ui−1‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω) + ‖u̇i−1‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω) + ‖∇ui−1‖H1(Ω)‖∇v‖H1(Ω)

)
(3.24)

K = {v ∈ H1
Γ1

(Ω), v ≥ ∅ sur Γ2} est un sous ensemble fermé et convexe de H1(Ω).
Donc toutes les conditions de Stampacchia sont satisfaites, et par conséquent il existe un unique
ui ∈ K telle que

ã(ui, v − ui) ≥ L̃(v − ui) ∀v ∈ K.

Algorithme
1. Au moment initial t = 0, u0 = u(0) = u0, u

1 = u̇ = u1, ü
0 = ∆u0 + f0, f0 = f(0).

2. Pour chaque pas ti, donné ui−1, u̇i−1, üi−1 nous obtenons ui comme la solution unique de
problème variationnelle∫

Ω
ui(v − ui)dx+

∆t2

4
a(ui, v − ui) ≥ L̃(v − ui),∀v ∈ K

qui a une solution unique.
3. Enfin, on obtient u̇i, üi par la méthode de Newmark.

3.6 Étape 2 : Solution approximative du problème (P.C)

Premières approximations

Dans cette étape, plusieurs séquences sont construites à partir de la solution du problème
d’approximation (P iV ), 1 ≤ i ≤ I, lorsque I −→ ∞ . Pour ce faire, nous définissons sur chaque
sous-intervalle [Ti−1, ti), les fonctions suivantes :

hI(t) = ui−1 + u̇i−1(t− ti−1) +

(
üi−1 + üi

4

)
(t− ti−1)2∀t ∈ [i−1, ti);

hI(T ) = uI , ḣI(T ) = u̇I .

. (3.25)

hI(ti−1) = ui−1, hI(ti) = ui on peut voir que hI(t) ∈ C1(0, T ;H1(Ω)) et hI est C2 en tout
sous-intervalle (ti−1, ti).

ḣI(T ) = u̇i−1 +
üi + üi−1

2
(t− ti−1), t ∈ [ti−1, ti). (3.26)

Pour tout i = 0, . . . , I, ḣI(ti) = ui

ḧI(ti) ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)), tel que

ḧI =
üi + üi−1

2
t ∈ [ti−1, ti). (3.27)
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a l’instant ti on obtient pour tout i = 0, . . . , I

lim
t→ti

hI(t) = ui−1 + u̇i∆t+
üi + üi−1

2
∆t2 = ui = hI(ti) (3.28)

lim
t→ti

ḣI(t) = u̇i−1 +
üi + üi−1

2
∆t = u̇i = ḣI(ti) (3.29)

alors hI(t) ∈ C(0, T ;H1(Ω)).

Remark. Il n’y a aucune garantie que hI ∈ K pour tout t ∈ [0, T ].

Autre approximation

Maintenant, on choisit quatre autres approches à une solution du problème (P.C) qui sont
aussi convergents lorsque I →∞. Nous définissons :

lI(t) = ui−1 +
ui + ui−1

∆t
(t− ti−1), ∀t ∈ [ti−1, t

i) (3.30)

hI∗(t) = hi =
ui + ui−1

2
,∀t ∈ [ti−1, t

i) (3.31)

h](t) = u̇i,∀t ∈ [ti−1, t
i) (3.32)

uI∗(t) = ui,∀t ∈ [ti−1, t
i) (3.33)

Remarque. On note dans ce cas, lI(t), hI∗(t), uI∗(t) dans K pour tout t ∈ [0, T ].

3.7 Étape 3 : A priori estimations

Pour obtenir des estimations a priori le lemme suivant.

Lemme 3 soient ui, u̇i et üi la solution de problème (P iV ), 1 ≤ i ≤ I et hI définie par (3.25)

pour tout sous-intervalle (ti−1, ti) de (0, T ) vérifier∫ ti

ti−1

1

2

d

dt

∥∥∥ḣI(t)∥∥∥2

L2(Ω)
dt+

∫ ti

ti−1

1

2

d

dt
a(hI(t), hI(t))dt ≤ Li(ui − ui−1) (3.34)

avec

a(u, v) =

∫
Ω
∇u∇vdx

Preuve. On prend v = ui−1 dans (3.15), pour obtenir :∫
Ω

(üi + üi−1)
ui − ui−1

2
dx+ a

(
ui + ui−1,

ui − ui−1

2

)
≤ Li(ui − ui−1). (3.35)
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Premièrement, nous réécrivons le premier membre de l’équation (3.35) en terme de hI(t). Utilisant
(3.35), nous pouvons prouver

ui − ui−1

2
=

∆t

2
u̇i−1 +

∆t2

4

üi + üi−1

2
(3.36)

ui + ui−1 = 2ui−1 + ∆tu̇i−1 +
∆t2

2

üi + ¨ui−1

2
(3.37)

∆t

2

∫
Ω

(üi + üi−1).u̇i−1dx+
∆t2

4

∫
Ω

(üi + üi−1).

(
üi + üi−1

2

)
dx

+
∆t2

2
a

(
ui−1,

∆t2

4

(
üi + üi−1

2

))
+

∆t3

4
a

(
u̇i,

üi + üi−1

2

)
+

∆t4

4
a

(
üi + üi−1

4
,
üi + üi−1

2

)
+ ∆ta(ui−1, u̇i−1) +

∆t2

2
a(u̇i−1, u̇i−1)+

∆t3

4
a

(
üi + üi−1

2
, u̇i
)
≤ Li(ui, ui−1).

Maintenant, le premier élément de cette expression, correspond à (3.35), on obtient∫ ti

ti−1

1

2

d

dt

∥∥∥ḣI(t)∥∥∥2

L2(Ω)
dt+

∫ ti

ti−1

1

2

d

dt
a(hI(t), hI(t))dt

hI(t), t ∈ [ti−1, ti)∥∥∥ḣI(t)∥∥∥2

L2(Ω)
=

∫
Ω

(
u̇i−1 +

üi + üi−1

2
(t− ti−1)

)
.

(
u̇i−1 +

üi + üi−1

2
(t− ti−1)

)
dx

et
1

2

d

dt

∥∥∥ḣI(t)∥∥∥2

L2(Ω)
=

∫
Ω

üi + üi−1

2
)

(
u̇i−1 +

üi + üi−1

2
(t− ti−1)

)
dx

∫
Ω

1

2

d

dt

∥∥∥ḣI(t)∥∥∥2

L2(Ω)
dt = ∆t

∫
Ω
u̇i−1 ü

i + üi−1

2
dx+

∆t2

2

∫
Ω

(
üi + üi−1

2

)2

dx (3.38)

et, dans [ti−1, ti)

1

2

d

dt
a(hI(t), hI(t)) =

∫
Ω
∇ḣI(t).∇ḣI(t)dx =

∫
Ω
∇
(
u̇i−1 +

üi + üi−1

2
(t− ti−1)

)
.

∇
(
ui−1 + u̇i(t− ti−1) +

üi + üi−1

4
(t− ti−1)2

)
dx =

∫
Ω
∇u̇i−1.∇ui−1dx

+

∫
Ω
∇u̇i−1.∇u̇i−1(t− ti−1)dx+

∫
Ω
∇u̇i−1.∇

(
üi + üi−1

4

)
(t− ti−1)2dx

+

∫
Ω
∇
(
üi + üi−1

2

)
.∇ui−1(t− ti−1)dx

+

∫
Ω
∇
(
üi + üi−1

2

)
.∇u̇i−1(t− ti−1)2dx

+

∫
Ω
∇
(
üi + üi−1

2

)
.∇
(
üi + üi−1

4

)
(t− ti−1)3dx.

(3.39)

page 24



CHAPITRE 3. INÉQUATION VARIATIONNELLE HYPERBOLIQUE U.K.M.O

alors, ∫ ti−1

ti

1

2

d

dt
a(hI(t), hI(t))dt = ∆t

∫
Ω
∇u̇i−1.∇ui−1dx

∆t2

2

∫
Ω
∇u̇i−1.∇ui−1dx+

∆t3

3

∫
Ω
∇u̇i−1.∇

(
üi + üi−1

4

)
dx.

+
∆t2

2

∫
Ω
∇
(
üi + üi−1

2

)
.∇ui−1dx

+
∆t3

3

∫
Ω
∇
(
üi + üi−1

2

)
.∇u̇i−1dx

+
∆t4

4

∫
Ω
∇
(
üi + üi−1

2

)
.∇
(
üi + üi−1

4

)
dx

De (3.35)-(3.39), nous trouvons le résultat.

Proposition 2 Soit hI définir avec (3.39), alors

1. ‖h(tk)‖H1(Ω) est borné par un constant dépend de I et k, 1 ≤ k ≤ I

2. hI et ḣI sont limitées dans C(0, T ;L2(Ω)) avec une constante indépendant de I.

Preuve. Pour tout k tell que 1 ≤ k ≤ I

k∑
i=1

∫ ti

ti−1

1

2

d

dt

∥∥∥ḣI(t) ∥∥∥2

L2(Ω)
dt =

1

2

(∥∥∥ḣI(tk)∥∥∥2

L2(Ω)
−
∥∥∥ḣI(0)

∥∥∥2

L2(Ω)

)
.

∫ ti

ti−1

1

2

d

dt
a(hI(t), hI(t))dt =

1

2
(a(hI(tk), h

I(tk))− a(hI(0), hI(0)))

Puis par lemme(3) , et 1 ≤ k ≤ I

1

2

(∥∥∥ḣI(tk)∥∥∥2

L2(Ω)
+ a(hI(tk), h

I(tk))

)
≤ 1

2

(∥∥∥ḣI(0)
∥∥∥2

L2(Ω)
+ a((hI(0), hI(0))

)
+

k∑
i=1

Li(ui−ui−1).

(3.40)
Maintenant, nous obtenons supérieure né pour la cote second mandat adroite (3.40) ; il donne
que

ui + ui−1 = hI(ti)− hI(ti−1) (3.41)

alors

k∑
i=1

Li(ui − ui−1) =

k∑
i=1

Li(hI(ti), h
I(ti−1)) (3.42)

=

(
k∑
i=1

(Li − Li+1)(hI(ti))

)
+ Lk(hI(tk) + L1(hI(0)); (3.43)
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Donc

|Li(h(tk))| ≤
∣∣∣∣∫

Ω
f ih(tk)

∣∣∣∣ (3.44)

≤ ‖f‖2‖h(tk)‖2 (3.45)
≤
(
‖f‖L∞(0,T,L2(Ω))

)
‖h(tk)‖H1(Ω) (3.46)

≤ C1‖h(tk)‖H1(Ω) (3.47)

et

|Li(h(tk))− Li+1(h(tk))| ≤ ‖f i − f i+1‖2‖h(tk)‖2 (3.48)

≤
(∥∥∥ḟ∥∥∥

L∞(0,T,L2(Ω))

)
‖h(tk)‖H1(Ω) (3.49)

≤ C2‖h(tk)‖H1(Ω). (3.50)

on prend la valeur absolu de (3.42), et on utilise (3.44) et (3.48)l’application de l’inégalité de
Hölder∣∣∣∣∣

k∑
i=1

Li(ui − ui−1)

∣∣∣∣∣ ≤ C1∆t
k∑
i=1

‖hI(ti)‖H1(Ω) + C2

(
‖hI(tk)‖H1(Ω) + ‖hI(0)‖H1(Ω)

)
.

lorsque C1, C2 sont des constants positives. Ainsi, de (3.40) ce implique que :(∥∥∥ḣI(tk)∥∥∥2

L2(Ω)
+ a(hI(tk), h

I(tk))

)
≤
(∥∥∥ḣI(0)

∥∥∥2

L2(Ω)
+ a(hI(0), hI(0))

)
(3.51)

+ 2

(
C2∆t

k−1∑
i=0

‖h(ti)‖H1(Ω)+C1

(
‖hI(tK)‖H1(Ω)+‖hI(0)‖H1(Ω)

))
. (3.52)

Maintenant, comme la forme bilinéaire a(., .) est coercitif alors il existe des constantes posi-
tives C1, C2 et C3 indépendantes de I et k tel que :

‖hI(tk)‖2H1(Ω) ≤ C1 + C2‖hI(tk)‖H1(Ω) + C3∆t
k−1∑
i=0

‖hI(ti)‖H1(Ω), (3.53)

pour tout 1 ≤ k ≤ I.
Supposons que C1 > 1 alors

‖hI(tk)‖H1(Ω) ≤ C1 + C2 + C3∆t

k−1∑
i=0

‖hI(ti)‖H1(Ω), (3.54)

l’application de l’inégalité Grönwall discrète ( voir Lions [11] ), on obtient

‖hI(tk)‖H1(Ω) ≤ CeT , C ∈ R+. (3.55)

Alors hI(tk) borné dans H1(Ω) par une constante indépendante de I et k. De (3.52) on obtient
que ḣI est borné dans L2(Ω) par une constante indépendante de I et k. Par conséquence, ḣI

linéaire par morceau∥∥∥ḣI(t)∥∥∥2

L2(Ω)
≤ max

{∥∥∥ḣ(ti−1)
∥∥∥2

L2(Ω)
,
∥∥∥ḣ(ti)

∥∥∥2

L2(Ω)

}
∀t ∈ [ti−1, ti]
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alors hI(t) borné dans L2(Ω), borné dans C(0, T ;L2(Ω)), alors

hI(t) = hI(0) +

∫ t

0
ḣI(s)ds.

Ensuite, il est difficile de prouver hI(t) borné dans C(0, T ;L2(Ω)) par constante indépendante
de I pour tout t ∈ (0, T ).

Corollaire 1 Soit hI définie par (3.25) il existe des sous-suites, nous notons avec I,

lorsque I → +∞ on obtient

hI ⇀ h faible ∗ dans L∞(0;T ;L2(Ω)) (3.56)

ḣI ⇀ ḣ faible ∗ dans L∞(0;T ;L2(Ω)) (3.57)

Preuve. lorsque L∞(0;T ;L2(Ω)) = [L1(0;T ;L2(Ω))]
′ et L1(0;T ;L2(Ω)) séparable Banach,

le résultat est directement voir (Brézis [1]),noter que la limite de ḣI et ḣ, est unique dans
D
′
(0;T ; [L2(Ω)]faible) (voir [11] Lions).

Une autre estimation a priori

Proposition 3 Soient lI(t), hI∗(t), hI] (t) et uI∗(t) définir par (3.25)-(3.30) alors

1.
∥∥hI∗(t)∥∥H1(Ω)

et
∥∥uI∗(t)∥∥H1(Ω)

sont bornées par une constante indépendante de I pour tout

t ∈ [0;T ].

2.
∥∥lI(t)∥∥

H1(Ω)
,
∥∥∥l̇I(t)∥∥∥

L2(Ω)
et
∥∥∥hI] (t)∥∥∥

L2(Ω)
sont bornées par une constante indépendante de

I pour tout t ∈ [0, T ].

3. ḧI est bornée dans L∞(0;T ;H−1(Ω)).

Preuve. De la définition hI nous avons ui = hI(ti) pour tout 0 ≤ i ≤ 2I ,

hI∗(t) =
hI(ti) + hI(ti−1)

2
, ∀t ∈ [ti−1; ti) (3.58)

et

uI∗(t) = u̇I(ti)∀t ∈ [ti−1; ti) (3.59)

et hI∗ ∈ L∞(0;T ;H1(Ω)) et ui ∈ H1(Ω) pour tout i,et

∥∥hI∗∥∥H1(Ω)
=

∥∥∥∥hI(ti) + hI(ti−1)

2

∥∥∥∥
H1(Ω)

≤ 1

2

(∥∥hI(ti)∥∥H1(Ω)
+
∥∥hI(ti−1)

∥∥
H1(Ω)

)
;∀t ∈ [ti−1; ti)

(3.60)
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alors le résultat par la proposition (2) hI∗(t) est borné dans L∞(0, T ;H1(Ω)) par constante
indépendante de I. Le même, uI∗(t) est borné dans L∞(0;T ;H1(Ω)) par une constante indépen-
dante de I. Maintenant , lI linéaire par morceau

‖lI(t)‖H1(Ω) ≤ max{‖lI(ti−1)‖H1(Ω), ‖lI(ti)‖H1(Ω)}∀t ∈ [ti−1, ti],

et lI(tk) = hI(tk) et ‖hI(tk)‖H1(Ω) sont bornés par une constante indépendante de l et k,
‖lI(t)‖H1(Ω) est borné par une constante indépendante de I. Pour prouver que l̇I est borné

l̇I(t) =
ui + ui−1

∆t
,

par (3.36) et (3.25) peut être réécrite comme :

l̇I(t) = u̇i−1 =
∆t

2

üi + üi−1

2
=
ḣI(ti−1) + ḣI(ti)

2
∀t ∈ [ti−1, ti).

Alors ∥∥∥ḣI(t)∥∥∥
L2(Ω)

=

∥∥∥∥∥ ḣI(ti−1) + ḣI(ti)

2

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

(3.61)

Ainsi, encore une fois par la proposition (2),
∥∥∥ḣI(t)∥∥∥

L2(Ω)
est bornées par une constante indé-

pendante de I pour tout t ∈ (0, T ). Toutefois

‖hI]‖L2(Ω) =
∥∥∥ḣI(ti)∥∥∥

L2(Ω)
, ∀t ∈ [ti−1, ti).

Finale, du bornitude ḧI en ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)) en effet , On obtient comme résultat direct de
la bornitude précédente et l’équation peuvent être écrites en termes ḧI et hI∗ comme

ḧI −∆(hI∗) = f I0 ∈ Ω. (3.62)

tel que f I0 (t) = f(0) pour tout t ∈ [ti−1, ti).

3.8 Étape 4 : Convergence des solutions approximatives

Corollaire 2 Soient lI(t), hI∗(t), hI] (t) et uI∗(t) défini par (3.30)-(3.33) respectivement . alors il

y a égale séquence dépend de l’indice I comme I −→∞alors il existe séquence nous obtenons les

convergences suivantes

lI ⇀ l faible ∗ dans L∞(0, T ;H1(Ω)). (3.63)

l̇I ⇀ l̇ faible ∗ dansL∞(0, T ;L2(Ω)). (3.64)

hI∗ ⇀ h∗ faible ∗ dansL∞(0, T ;H1(Ω)). (3.65)

uI∗ ⇀ u∗ faible ∗ dansL∞(0, T ;H1(Ω)). (3.66)

hI] ⇀ h] faible ∗ dansL∞(0, T ;L2(Ω)). (3.67)

ḧI ⇀ ḧ faible ∗ dansL∞(0, T ;H1(Ω)). (3.68)
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Preuve. La preuve est similaire à celle du corollaire (1).

Corollaire 3 Soient ḣI et lI défini par (3.25) et (3.30) respectivement. Alors il existe sous

-suites, égale notée avec l’index I, tel que I −→∞

lI −→ l dans C([0, T ];Hβ(Ω)) ∩ Cs([0, T ];H1(Ω)), 0 ≤ β ≤ 1 (3.69)

ḣI −→ ḣ dans C([0, T ];Hα(Ω)) ∩ Cs([0, T ];L2(Ω)), −1 ≤ α ≤ 0 (3.70)

éventuellement après un changement sur un ensemble de mésure nulle.

Preuve. La preuve de ce résultat est une conséquence de la bornitude de ḣI , ḧI , l et l̇ et le lemme
(1).

L’unicité des limites faible ∗
Dans cette partie, nous allons montrer que tous les termes (3.56), (3.65), (3.68) et (3.69) sont

égaux h = l = h∗ = u∗. Alors, à partir (3.56) et en utilisant la formule Barrow C1les fonctions
[ti−1; ti], nous avons

‖hI(t)− hI∗(t)‖L2(Ω) =

∥∥∥∥hI(t)2
+
hI(t)

2
− hI(ti−1)

2
− hI(ti)

2

∥∥∥∥
L2(Ω)

=

∥∥∥∥∥1

2

∫ t

ti−1

ḣI(s)ds−
∫ ti

t
ḣI(s)ds

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤

∥∥∥∥∥1

2

∫ t

ti−1

ḣI(s)ds

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥1

2

∫ t

ti−1

ḣI(s)ds

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ ∆t
∥∥∥ḣI(s)∥∥∥

L∞(0,T ;L2(Ω))
−→ 0

où I −→ ∞. Pour tout h et h∗ sont égaux à L∞(0, T ;L2(Ω)) et que h∗ ∈ L∞(0, T ;H1(Ω))
comme ḣ ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)).De même, il est démontré que h et u∗sont égales à H1(Ω). De plus,
et ensuite l̇ est bornée dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

‖lI(t)− uI∗(t)‖L2(Ω) = ‖lI(t)− lI(ti)‖L2(Ω)

=

∥∥∥∥∫ ti

t
l̇I(s)ds

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ ∆t
∥∥∥l̇I(s)∥∥∥

L∞(0,T ;L2(Ω))
−→ 0

où I −→∞. De même, il est démontré que ḣ et ḣ] coïncider avec L2(Ω).Alors, l = u∗ = h∗ = h.
Désormais, on note cette limite par u. En résumé, nous avons montré les convergences suivantes.
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Théorème 13 Soient hI , lI , hI∗, hI]etu
I
∗ sont donnés par(3.25), (3.30) (3.31), (3.32) et (3.33)

respectivement. Alors il existe u tel que

lI ⇀ u faible ∗ dansL∞(0, T ;L2(Ω)). (3.71)

l̇I ⇀ u̇ faible ∗ dansL∞(0, T ;L2(Ω)). (3.72)

l̇I∗ ⇀ u faible ∗ dansL∞(0, T ;H1(Ω)). (3.73)

lI∗ ⇀ u faible ∗ dansL∞(0, T ;H1(Ω)). (3.74)

uI∗ ⇀ u faible ∗ dansL∞(0, T ;H1(Ω)). (3.75)

hI] ⇀ u̇ faible ∗ dansL∞(0, T ;L2(Ω)). (3.76)

∇(hI∗) ⇀ ∇(u) faible ∗ dansL∞(0, T ;L2(Ω)). (3.77)

D’autre part, nous avons la limite

lim
I→+∞

(hI − hI∗) = 0 (3.78)

lim
I→+∞

(hI − uI∗) = 0 (3.79)

lim
I→+∞

(lI − lI∗) = 0 (3.80)

formatent dans L∞(0, T ;L2(Ω)).

Corollaire 4 Soit hI et lI sont donnés par (3.26),(3.30). Alors il existe u tel que

ḣI −→ u̇ dans C([0, T ];Hα(Ω)) ∩ Cs([0, T ];L2(Ω))), −1 ≤ α ≤ 0 (3.81)

lI −→ u dans C([0, T ];Hβ(Ω)) ∩ Cs([0, T ];H1(Ω), 0 ≤ β ≤ 1 (3.82)

Preuve. De Corollairee 2 et l’unicité des limites faible ∗.

Théorème 14 Soit hI? et uI? sont donnés par (3.30) et (3.33) respectivement . Alors

hI? − uI? → 0 in D′(0, T ;H1(Ω)),

lI − uI? → 0 dansL∞(0, T ;Hr(Ω)), 0 ≤ r ≤ 1, (3.83)

où I −→∞.
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Preuve. Soit ϕ ∈ D(0, T ). Soit I ≥ I0, où I0 est telle que support ϕ est de continuer à [δ0, T−δ0]

avec δ0 =
T

I 0
, pour que supp(ϕ) ⊂ [δ, T − δ] ,devient δ = T

I . Alors

∫ T

0
(hI? − uI?)ϕdt =

I−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

(hI?(t)− uI?(t))ϕ(t)dt (3.84)

=

I−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

(ui−1 − ui)θI(t)ϕ(t)dt (3.85)

=
I−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

ui(ϕδ − ϕ)(t)dt, (3.86)

devient ϕδ = ϕ(t+ δ)et pour tous,|ϕ− ϕδ| ≤ cδ, devient c = max

∣∣∣∣dϕdt
∣∣∣∣. par conséquent,

∥∥∥∥∫ T

0
(hI? − uI?)ϕdt

∥∥∥∥
H1(Ω)

≤ cδ2
I−1∑
i=0

‖uI‖H1(Ω) (3.87)

≤ cδ2

(
(I − 1)

I−1∑
i=0

‖uI‖2H1(Ω)

) 1
2

(3.88)

≤ cδ2((I − 1)2C)
1
2 . (3.89)

≤ ĉδ222

= ĉδ2T/δ = ĉδT −→ 0 if δ −→ 0.

Où, c, C et ĉ sont des constantes positives . Prouver (3.83) en utilisant les convergences, à la
suite

lI ⇀ l faible ∗ dans L∞(0, T ;H1(Ω))

l̇I ⇀ l̇ faible ∗ dans L∞(0, T ;L2(Ω)).

Laisser 0 < r = θα + (1 − θ)β < 1, et pour r 6= 1/2. Il existe un ensemble A ⊂ [0, T ] tel que
mes(A) = 0 pour toutes t1, t2 ∈ [0, T ] \A, avec t1 ≤ t2

‖ lI(t2)− lI(t1) ‖H1(Ω) ≤Mθ ‖ lI(t2)− lI(t1) ‖θL2(Ω)‖ l
I(t2)− lI(t1) ‖1−θ

H1(Ω)
(3.90)

≤Mθ

(∫ t2

t1

∥∥∥l̇I(t)∥∥∥
L2(Ω)

dt

)θ
(3.91)

≤Mθ(t1 − t2)1/2. (3.92)

En particulier, pour toutes t ∈ [ti−1, ti] \A, alors

‖uI∗ − lI‖Hr(Ω) = ‖lI(ti)− lI(t)‖Hr(Ω) ≤Mθ(ti − t)
θ
2 −→ 0, (3.93)

lorsque I −→∞.
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Théorème 15 Soit u la limite présentée dans le théorème (13), alors

u ∈ L∞(0, T ;K) (3.94)

u̇ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) (3.95)

ü ∈ D′(0, T ;L2(Ω)) (3.96)

∇u ∈ D′(0, T ;H(div)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)) (3.97)

Preuve. Selon la relation (3.15), nous avons∫
Ω
ḧIvdx+ a(hI∗, v) ≥ Li(v) ∀v ∈ K

cette inégalité est vraie pour v(t) ∈ L2(0, T ;V ); v(t) ∈ K p.p et∫ T

0

∫
Ω
ḧIv(t)dxdt+

∫ T

0
a(hI∗, v(t)) ≥

∫ T

0
L∗(v(t))dt, ∀v ∈ L2(0, T.K)

v(t) = ϕ(t)ω(t) tel que ϕ(t) ∈ D(0, T ); ω(t) ∈ D(Ω) nous avons intégration par parties, nous
trouvons le premier terme

−
∫ T

0

∫
Ω
ḣv(t)dxdt+

∫ T

0
a(hI∗, v(t)) ≥

∫ T

0

∫
Ω
f∗(v(t))dt,

pour v(t) = −ϕ(t)ω(t) on trouve∫ T

0

∫
Ω
ḧv(t)dxdt+

∫ T

0
a(hI∗, v(t)) =

∫ T

0
f∗(v(t))dt (3.98)

nous pouvons aussi prouver que∫ T

0
a(hI∗, v(t))dt −→

∫ T

0
a(hI∗, v(t))dt, si I −→∞ (3.99)

et cela ∫ T

0

∫
Ω
f∗(v(t))dxdt −→

∫ T

0

∫
Ω
f(v(t))dxdt. (3.100)

Donc ∫ T

0

∫
Ω
u̇v̇(t)dxdt+

∫ T

0
a(u, v(t))dt =

∫ T

0

∫
Ω
fv(t)) dxdt∀v ∈ (D(0, T )× Ω). (3.101)

Prouver, (3.94)il suffit de voir que uI∗ = u ∈ K et depuis uI∗
∗−→ u dans (L∞(0, T ;H1(Ω))

alors uI∗
∗−→ u dans L∞(0, T ;K) où (3.94). Nous avons (15) directement par ḣI ∗

⇀ ḣI dans
L∞(0, T ;L2(Ω)) avec une fonction de test v(t) ∈ D(0, T ;K) trouvé :∫ T

0

∫
Ω
üv(t)dxdt−

∫ T

0
∆(u)v(t)dt =

∫ T

0

∫
Ω
fv(t)dxdt ∀v ∈ (D(0, T )× Ω)
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ü−∆u− f = 0 p.p dans Q = (0, T )× Ω. (3.102)

Comme u̇ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), alors ü ∈ D′(0, T ;L2(Ω))

ü = (∆u+ f) ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω))

ü ∈ D′(0, T ;L2(Ω)) ∩ L∞(0, T ;H−1(Ω)) où (15).
Tel que ∇(hI∗) −→ ∇(u) dans L∞(0, T ;L2(Ω)) et ∇u ∈ H(div) =⇒ ∇u ∈ D′(0, T ;H(div))

où ∇u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩D′(0, T ;H(div)) où (3.97).

Théorème 16 Soit u la limite de précédent en théorème 13, alors u vérifie la condition ( 3.2)

Preuve. De corollaire 4
lI −→ u ∈ C([0.T ];L2(Ω)).

Ensuite, comme lI(0) = u0 pour tout I, nous pouvons passer à la limite et d’obtenir que u(0) =
u0.
D’autre part

hI −→ u̇ dans Cs([0.T ]);L2(Ω)),

alors ∫
Ω
ḣI(0)vdx −→

∫
Ω
u̇(0).vdx,∀v ∈ L2(Ω)

Qui donnent hI(0) = u1 pour tout I alors∫
Ω
u̇(0).vdx =

∫
Ω
u1.vdx,∀v ∈ L2(Ω).

3.9 Étape 5 : La limite u est solution de problème (P.C)

Dans cette étape, nous allons montrer que la limite faible u est une solution faible de problème
(P.C). Pour cela, il suffit de montrer que u est solution du problème (P.V)

(P.V )


Trouver u ∈ K tel que

〈ü, v − u〉+ a(u, v − u) ≥ L(v − u) ∀v ∈ K.

u(x, 0) = u0, u̇(x, 0) = u1.

(3.103)

Considérons le problème suivant

(P iV )

{
〈ḧI , v − hi〉+ a(hi, v − hi) = Li(v − hi) + 〈∂nhin, vn〉 ∀v ∈ K
〈∂nhi.n, vn − uin〉 ≥ 0 ∀v ∈ K

(3.104)

qui provient des propriétés des solutions du problème (P iV ). À l’aide de fonctions hI∗ et uI∗. On
définit dans le problème précédent sur l’intervalle [0, T ] l’inégalité suivante :
∫ T

0
〈ḧI , v(t)− hI∗〉dt+

∫ T

0
a(hI∗, v(t)− hI∗)dt =

∫ T

0
LI∗(v(t)− hI∗)dt+

∫ T

0
〈∂n(hI∗)n, vn(t)〉 dt∀v ∈ L1(0, T ;V )∫ T

0
〈∂n(hI∗).n, vn(t)− uI∗n〉 dt ≥ 0 ∀v ∈ L1(0, T ;K)


(3.105)
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où ∫ T

0
〈ḧI , v(t)− hI∗〉dt = −

∫ T

0
〈ḣI , v̇(t)− ḣI∗〉dt+ 〈ḣI , v(t)− hI∗〉|T0 (3.106)

= −
∫ T

0
〈ḣI , v̇(t)− ḣI∗〉dt+ 〈ḣI , v(T )− hI∗〉 − 〈ḣI(0), v(0)− hI∗〉 (3.107)

Et nous avons
ḣI ⇀ u̇ dans L∞(0, T ;L2(Ω))

et le fait que v(t) ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), alors nous pouvons passer à la limite sur I, on obtient∫ T

0

∫
Ω
ḣI v̇(t)dxdt −→

∫ T

0

∫
Ω
u̇v̇(t)dxdt.

∫ T

0
a(hI∗, v(t))dt −→

∫ T

0
a(u, v(t))dt,∫ T

0

∫
Ω
LI∗(v(t))dt −→

∫ T

0

∫
Ω
L(v(t))dxdt.

alors, nous avons∫ T

0
〈ḧI , v(t)− hI∗〉dt −→ −

∫ T

0

∫
Ω
u̇(v̇(t)− u̇(t))dxdt+

∫ T

0

∫
Ω
u̇(T )(v(T )− u(T ))dxdt (3.108)

−
∫ T

0

∫
Ω
u̇(0)(v(0)− u(0))dxdt. (3.109)

et ∫ T

0
a(hI∗, v(t)− hI∗)dt −→

∫ T

0
a(u, v(t)− u(t))dt. (3.110)∫ T

0
LI∗(v(t)− hI∗)dt −→

∫ T

0
L(v(t)− u(t))dt. (3.111)

alors

−
∫ T

0
〈u̇, v̇(t)− u̇(t)〉dt+

∫ T

0
〈u̇(T ), v(T )− u(T )〉dt−

∫ T

0
〈u̇(0), v(0)− u(0)〉dt (3.112)

+

∫ T

0
a(u, v(t)− u(t))dt =

∫ T

0
L(v(t)− u(t))dt+ lim

I−→∞

∫ T

0
〈∂n(hI∗)n, vn(t)〉 (3.113)

D’autre part ∫ T

0
〈∂n(hI∗)n, vn(t)− uI∗n(t)〉 dt ≥ 0 ∀v ∈ L1(0, T ;K) (3.114)

alors ∫ T

0
〈∂n(hI∗)n, vn(t)〉 dt ≥

∫ T

0
〈∂n(hI∗)n, u

I
∗n(t)〉 dt ∀v ∈ L1(0, T ;K) (3.115)
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enfin, nous obtenons

−
∫ T

0
〈u̇, v̇(t)− u̇(t)〉dt+

∫ T

0
a(u, v(t)− u(t))dt =

∫ T

0
L(v(t)− u(t))dt+

∫ T

0
〈∂n(hI∗)n, vn(t)〉

(3.116)

−
∫ T

0
〈u̇(T ), v(T )− u(T )〉dt+

∫ T

0
〈u̇(0), v(0)− u(0)〉dt (3.117)

tel que ∫ T

0
〈∂n(hI∗)n, vn(t)〉 ≥ 0 (3.118)

Donc

−
∫ T

0
〈u̇, v̇(t)− u̇(t)〉dt+

∫ T

0
a(u, v(t)− u(t))dt ≥

∫ T

0
L(v(t)− u(t))dt (3.119)

−
∫ T

0
〈u̇(T ), v(T )− u(T )〉dt+

∫ T

0
〈u̇(0), v(0)− u(0)〉dt (3.120)

Alors u est une solution faible de (P.V ) au sens de Définition 3.4.1.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a établi un résultat d’existence d’une inéquation variationnelle hyper-

bolique de première espèce. On a trouvé une solution faible au sens de la définition (3.4.1). Les

problèmes des inéquations variationnelles hyperboliques de deuxième espèce restent ouverts de

même pour les problèmes non linéaires et leurs problèmes de point de vue

1. Unicité de la solution.

2. Régularité de la solution faible.
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Résumé

Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions l’existence des solutions de l’inéqation variationnelle
hyperbolique par la méthode Roth.

Mots clés : Inégalité, variationnelle, hyperbolique, méthode de Roth.

Abstract

In this memory, we study the existence of the solutions of an hyperbolic variational inequality
via Roth method.

Keywords : variational inequality, hyperbolic problem, Roth’s method.
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