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séances d’hémodialyse

Soutenu publiquement le : mai 2016

Devant le jury composé de :
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Introduction 1

Introduction

La théorie des séries temporelles est appliqué de nos jours dans des domaines
aussi varies que l�économétrie, la médecine...etc. On s�intéresse à l�évolution au
cours du temps d�un phénomène, dans le but de décrire, expliquer, puis prévoir
ce phénomène dans le futur.

Les séries temporelles sont considérées à tort comme étant une branche exclu-
sive de l�économétrie, cette dernière est une discipline qui est relativement jeune
alors que les séries temporelles ont été utilisées bien avant, par exemple : en as-
tronomie et en météorologie.

Ce mémoire est partagé en deux parties ; la première est constitue de trois
chapitres, le premier expose l�établissement publique hospitalier d�Adrar, le se-
conde est consacré pour les préliminaires où nous mentionnons quelques rappels
sur les séries temporelles et leurs caractéristiques, outils les trés importants, et
dans le troisième chapitre, nous présentons di¤érentes classes de modèles : AR,
MA, ARMA et ARIMA en étudiant leurs propriétés (la stationnarité, les fonc-
tions d�autocorrélation simples et partielles,...) et la deuxième partie de ce chapitre
traite la méthode de Box-Jenkins et leurs quatres étapes, notons que l�ouvrage de
Box-Jenkins "Time series analysis, forcasting and control" publié en 1970 a pro-
posé une démarche de prévision pour les séries univariées, fondée sur l�utilisation
de modèles ARIMA.

Dans la deuxième partie, nous avons vu une application de la méthodologie de
Box-Jenkins sur des données réelles pour obtenir le meilleure modèle qui représente
cette série a�n de faire la prévision.



Chapitre 1

L�établissement publique
hospitalier d�Adrar

1.1 Dé�nition du centre Hospitalier d�Adrar

L�hôpital "Ben Sina" à Adrar est construie le 12/12/1975. Il est Situé au centre
de la wilaya, c�est une institution public qui prend en charge les personnes selon
leurs besoins : urgence, analyses, les soings préventifs, senssibilisation médicale.

L�hôpital est à la disponibilité de 102160 personnes, ayant un espace de 49860
km2. Il subvient au besoin de 3 daïra, 8 communes.

L�hôpital "Ben Sina" ayant un personnel de 729 personnes : 6 personnes re-
spensable, 50 personnes administratifs, 226 agents administratifs, 25médecins spé-
cialistes, 70 médecins généralistes, 5 bsycologues, 12 dentistes, 408 para-médical,
3 pharmaciens, 22 agents de sécurités.

Il se compose de 12 départements et 27 unités interieurs et exterieurs. Il
contient 284 lits répartis selon les besoins des services : Services médical Hommes,
Services médical Femmes, Services médical chirurgical, Services médical des Ur-
gences, Services médical des Analyses, Services médical Pediatrie et maternel,
Services médical de maternité, services médical d�hémodialyse.

1.2 Les principaux services de centre hospitalier
d�Adrar

L�hôpital d�Adrar contient quatre blocs principaux :

a) Bloc des soins :

2
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- O¤re des soins d�urgences.

- Les soins préventifs.

- Les visites général.

b) Centre générales et spéciales :

- Consultations générals et spécialsées.

- Radio et analyses.

- Soins préventifs.

c) Polyclinique multiservices :

- Nouveaux équipement au services des citoyens.

- Les soins préventifs et principales.

- Prise en charge totale au service de pédiatrie.

- Opérations dentaires.

- Radio et analyses.

- Entretien général.

d) Centre de protection maternel et de pédiatrie :

- Protection et suivi des mères enceintes.

- Suivi des vaccins d�enfants.

1.3 Répartition administratif de centre hospita-
lier d�Adrar et ses services

Il est composé de trois unités :

1. Etablissement d�activités sanitaires : Dirige toutes centres médicales et or-
ganise les programmes de senssibilisation médicales pour l�entretient.

2. Etablissement économique : Dirige l�équipement de l�hopital comme la nour-
riture, les machines médicales, étude de la situation �nancière de l�établis-
sement selon les services économiques. En plus de la gestion des salaires et
budget de toutes l�équipement.

3. Service personnel (employeurs) : Prend en charge les employeurs et leurs
conditions de travail.

Ses taches prend en charge toutes les besoin des habitants :

- Organise et prévoit les soins.

- Applique le programme préventif.
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- Applique les programmes national et régional de santé pour les habitants.

- Joue un rôle important dans le développement environnemental, la protec-
tion dans les service d�hygiène et des �eaux sociaux.

1.4 Explication des services organisateurs de l�hô-
pital

L�hôpital se compose de quatre services : La direction régional de la gestion
des utiles médicals, service économique, service sanitaire, service des archives.

1.4.1 La direction régional de gestion des utiles

Se compose de :

a) Bureau gestionnaire de ressource humaine : il s�intéresse au service des em-
ployeurs des leurs recrutement, ses droits, ses obligations, sa sécurité sociale
pendant son travail jusqu�à la �n de son recrutement.

b) Bureau d�étude et de comptabilité : Soins complet du patient, compris toutes
exigence de confort.

1.4.2 Service économique

Il dé�nit un planning annuel des travaux générales ; entretiens, équipement,
materiel, construction et assurances globales.
Ce service se compose de neuf bureaux principeux :

- Bureau de comptabilité et �nance : Enregistre toute entrée et sortie a carac-
tère matériel ou �nancière telle que les salaires.

- Bureau comptabilité et de convention : S�occupe d�imprimer les bons de
commandes pour l�ensemble des services, ainsi que la situation �nancière
mensuel, trimestriel et annuel.

- Bureau �nancier : S�occupe de toute ce qu�est relatif au �nance.

- Bureau d�achat : Se charge des besoins �nanciers de l�entreprise.

- Bureau de la gestion des magazins ou moyens géneraux : Suivi des atelier
de couture et buandrie.

- La cuisine : S�occupe de la restauration équilibrée des patients et des per-
sonnels.

- Bureau de budget et comptabilité : C�est la gestion de toutes dépense et
achats, préparation des budgets annuel chaque �n d�année.
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1.4.3 Services sanitaire

C�est la direction principale de toutes les services, il contient trois bureaux :

- Bureau de reception des malades : Il établis une �che technique en indiquant
toutes informations consernant le patient jusqu�à sa sortie ou décès.

- Bureau de subdivisions sanitaire et prevention : C�est un service d�accompa-
gnement, de suivi et de coordination avec toutes service sanitaire constituée
en huit secteurs : Adrar, Bouda, Temantit, Tsabit, Adgha, Fenoughil, Ta-
mest.

- Bureau des services hospitaliers : C�est un bureau qui s�occupe des tout
services et divisions relatif aux malades et contient dix services division-
naire (urgence, chirurgie, médecins générales, la médecine hospitaliaire des
internes, bloc opératoire, labo, maternité, pharmacie, pédiatrie, radio...).

1.4.4 Services archives

S�intéresse a conservation et organisation des dossiers. Archives de la direction,
subdivision, les services et les bureaux au niveau du secteur sanitaire de toute la
Wilaya.

1.5 Informations sur l�hémodialyse

L�insu¢ sance rénale : on parle de l�insu¢ sance rénale lorsque 50% des né-
phrons sont détruits. Les conséquences sont :

1. Signes Biologiques : Augmentation dans le sang : Urée + créatinine, potas-
sium, sodium, phosphore et diminution de : calcium, globules rouges (ané-
mie).

2. Signes cliniques : Troubles cardiaques, hypertension artérielle, diminution
des perfermances physiques, intellectuelles.

Lorsque les reins ne fonctionnent plus correctement, ils ne peuvent plus remplir
leurs fonctions. Une des fonctions des reins est l�épuration. Les reins débarrassent
des déchets et des éléments chimiques dont l�organisme n�avez pas besoin.

En hémodialyse, un rein arti�ciel (hémodialyseur) est utilise pour éliminer les
déchets ainsi que les éléments chimiques et le liquide en excès dans le sang.
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Dé�nition 1.5.1 L�hémodialyse est le traitement extra-corporel du sang à l�aide
d�un rein arti�ciel. Elle consiste en un échange entre le sang du patient et une
solution voisine du plasma. cette technique met en oeuvre :

1. Une circulation extra corporelle (lignes à sang).

2. Une machine de dialyse (générateur).

3. Un dialyseur ou rein arti�ciel.

Le principe est de mettre en contact le sang du patient avec un liquide de
composition déterminée (le dialysat) à travers une membrane semi perméable
(rein arti�ciel), a�n de retirer l�eau en excès et les substances de petites tailles
(urée, phosphore,...).

La séance d�hémodialyse est une séance varie de 3 à 5 heures et cette séance
a lieu en moyenne 3 fois/semaine.

Fig. 1.1 �Organigramme de l�hôpital d�Adrar



Chapitre 2

Préliminaires

On donne dans ce qui suit certains notations et dé�nitions dont on aura besoin
dans les chapitres suivants.

2.1 Série chronologique

L�étude des séries temporelles, correspond à l�analyse statistique d�observations
régulierement espacées dans le temps. Elles ont été utilisées en diverses domaines :
en astronomie, en métiorologie, en théorie du signal, ...etc [9]; [13]; [23].

Dé�nition 2.1.1 La série chronologique est un ensemble des observations d�une
variable statistique faites à un intervalle régulier (année, trimestre, mois, jour,...).

Alors une série chronologique est constituée par une suite ordonnée d�observa-
tions d�une grandeur du temps d�un même phénomène à des dates di¤érentes (par
exemple la température moyenne journalière en un lieu donné, le prix du baril de
pétrole chaque jour,...). Les dates sont souvent équidistantes (séries mensuelles,
trimestrielles ou annuelles) sauf dans quelques cas (par exemple les données jour-
nalières en économie ne sont pas toujours disponibles les jours non ouvrables).
L�étude d�une série chronologique fXt; t = 1; :::; Tg consiste à dissocier les di¤é-
rents mouvements qui la composent et à l�analyser. La représentation graphique
s�impose en début d�analyse de toute chronique a�n de faire apparaître les élé-
ments fondamentaux.

2.1.1 Exemples des séries temporelles

Nous allons voir quelques séries et considérer leurs chronogrammes.
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Exemple 2.1.1 Les populations de la France et des Etats-Unis, en millions d�ha-
bitants

Fig. 2.1 �Population française en millions d�habitants

Fig. 2.2 �Population des Etats Unis en millions d�habitants

Les démographes peuvent-être intéressés par la prévision de la population à 10
ans, à 20 ans.
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2.2 Composantes d�une série temporelle

Cette décompostion est fait en fonction des quatres éléments suivants [9]; [17] :

a. Tendance (Tt) : La tendance à long terme ou trend est le facteur représen-
tant l�évolution à long terme d�un phénomène et traduit l�aspect générale
de la série, par exemple : croissance de la consommation d�éléctricité, dimi-
nution de la population rurale. La tendance prend plusieurs forme :

1. Tendance linéaire : Tt = a+ bt:

2. Tendance quadratique : Tt = a+ bt+ ct2:

3. Tendance polynomiale d�ordre q : Tt = b0 + b1t+ b2t
2 + :::+ bqt

q:

4. Tendance logistique : Tt = c
1+be�at où a; b; c 2 R+:

b. Cycle (Ct) : C�est une succession de mouvement persistant des variations de
mouvement ascendant (période de prospérité) et de mouvement descendant
(période de dépression). Pour de longues séries, un mouvement cyclique peut
se superposer à la tendance.

c. Saisonnalité (St) : Le facteur saisonnier, noté St, se répète à un intervalles
de temps égaux avec une forme à peu prés constante. Il peut être dû au
rythme des saisons ou à des facteur humains. Si p désigne la période du
mouvement saisonnier : St = St+p, le facteur saisonnier est totalement dé-
terminé par p coe¢ cients saisonniers. Il s�agit de la présence ou non d�un
e¤et périodique.

d. Résidu ("t) : Constitue la partie non expliquée par la tendance, le cycle ou
la saisonnalité. Elle résultante de �uctuations irrégulières, en particulier ac-
cidentelles, dont le caractère est exceptionnel et imprévisible (catastrophes
naturelles, grèves, guerres. . . ) dues à des facteurs perturbateurs non perma-
nents.

2.3 Test de détection de la saisonnalité et de la
tendance

L�examen visuel du graphique ne permet pas toujours de déterminer avec cer-
titude l�existence d�une saisonnalité [6].
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2.3.1 Analyse de la variance et test de Fisher

Le test de Fisher à partir de l�analyse de la variance permet de pallier l�incon-
vénient précedent.

Soit
N : le nombre d�années, p le nombre d�observations (la périodicité) dans l�année

(trimestre p = 4, mois p = 12, etc).

Xij : la valeur de la chronique pour la i�eme année (i=1,...,N) et la j�eme période
(j=1,...,p). Deux e¤ets absents sont testés contre deux e¤ets signi�cativement
présents :

1. Si l�e¤et période est signi�catif, la série est saisonnière.

2. Si l�e¤et année est signi�catif, la série est a¤ectée d�une tendance.

Le déroulement du test est le suivant :

a. Calcul de la variance totale du tableau. Soit ST la somme totale des carrés :

ST =
NX
i=1

pX
j=1

�
Xij �X ::

�2
;

avec X :: =
1

N � p

NX
i=1

pX
j=1

Xij : moyenne générale de la chronique sur les N�p observations.

X i: =
1

p

pX
j=1

Xij : moyenne de l�année i.

X :j =
1

N

NX
i=1

Xij : moyenne de la période j.
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Nous obtenons :

ST =

NX
i=1

pX
j=1

�
Xij �X ::

�2
=

NX
i=1

pX
j=1

�
Xij �X i: +X i: �X :j +X :j +X :: �X :: �X ::

�2

=
NX
i=1

pX
j=1

��
X i: �X ::

�
+
�
X :j �X ::

�
+
�
Xij �X i: �X :j +X ::

��2
=

NX
i=1

pX
j=1

�
X i: �X ::

�2
+

NX
i=1

pX
j=1

�
X :j �X ::

�2
+

NX
i=1

pX
j=1

�
Xij �X i: �X :j +X ::

�2
= p

NX
i=1

�
X i: �X ::

�2
+N

pX
j=1

�
X :j �X ::

�2
+

NX
i=1

pX
j=1

�
Xij �X i: �X :j +X ::

�2
ST = SA (année)+ Sp (période)+ SR (résidus).

Annéesnpériodes 1 . . . j . . . p Moyennes années
1 X11 X1j X1p

. . .

. . .

. . .

i Xi1 . . . Xij . . . Xip X i: =
1
p

pP
j=1

Xij

. .

. .

. .
N XN1 . . . XNj . . . XNp

Moyennes périodes X :j =
1
N

NP
i=1

Xij X :: =
1

N�p

pP
j=1

NP
i=1

Xij

Tab. 2.1 �Calculs des moyennes par année et par période
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Somme des carrés degré de liberté désignation variance

Sp = N
pP
j=1

�
X :j �X ::

�2
p� 1 variance périodes Vp =

Sp
p�1

SA = p
NP
i=1

�
X i: �X ::

�2
N � 1 variance année VA =

SA
N�1

SR =
NP
i=1

pP
j=1

�
Xij �X i: �X :j +X ::

�2
(p� 1) (N � 1) variance résidu VR =

SR
(p�1)(N�1)

ST N � p� 1 variance totale VT =
ST

N�p�1

Tab. 2.2 �Analyse de la variance pour détecter une saisonnalité et/ou une ten-
dance

Nous utilisons les résultats du tableau précidente pour e¤ectuer l�analyse de
la variance de la série. A partir de ce tableau, nous pouvons construire les tests
d�hypothèses.

b. Test de l�in�uence du facteur colonne (période, mois ou trimestre ; H0 : pas
d�in�uence). Fisher empirique Fc =

Vp
VR
que l�on compare au Fisher lu dans

la table : F�V1;V2 à V1 = p � 1 et V2 = (N � 1) (p� 1) degrés de liberté.
Si le Fisher empirique est supérieur au Fisher lu dans la table, on rejette
l�hypothèse H0 , la série est saisonnière.

c. Test de l�in�uence du facteur ligne (année ; H0 : pas d�in�uence). Fisher
empirique Fc = VA

VR
que l�on compare au Fisher lu dans la table : F�V3;V2 à

V3 = N � 1 et V2 = (N � 1) (p� 1) degrés de liberté. Si le Fisher empirique
est supérieur au Fisher lu, on rejette l�hypothèseH0, la série est donc a¤ectée
d�une tendance.

Exemple 2.3.1 Test de détection de la saisonnalité et de la tendance à partir
des données du tableau (p = 4 et N = 3)

dates T1 T2 T3 T4 X i:

1994 1248 1392 1057 3159 1714
1995 891 1065 1118 2934 1502
1996 1138 1456 1224 3090 1727
X :j 1092.33 1304.33 1133 3061 X ::=1647.67

Tab. 2.3 �Ventes trimestrielles



Chapitre 2. Préliminaires 13

a. Test de saisonnalité : Fc =
Sp =3

SR =6
= 237:14 que l�on compare à F 0:053;6 = 4:76.

La série est donc saisonnière.

b. Test de tendance : Fc =
SA =2
SR =6

= 5:63 que l�on compare à F 0:052;6 = 5:14,
l�hypothèse H0 est rejetée ; la chronique est a¤ectée d�une tendance.

2.4 Notion d�opérateur de retard L et de di¤é-
renciation �

La manipulation pratique ou théorique des séries temporelles se trouve considé-
rablement simpli�ée par l�usage de l�opération retard (Lag operator). Dans l�ana-
lyse des séries temporelles, l�opérateur retard, noté L, est l�opérateur qui, à tout
élément d�une série temporelle, associe l�observation précédente [16].

Dé�nition 2.4.1 On appelera opérateur retard L, l�opérateur linéaire dé�nie par :

L : Xt ! L(Xt) = LXt = Xt�1;

et opérateur avancé F , dé�ni par :

F : Xt ! F (Xt) = FXt = Xt+1:

Avec la convention : L0 = I (opérateur identité) et on notera que :

LpXt = Xt�p:

On a également :

LqXt = Xt�q et F qXt = Xt+q;

L�qXt = F qXt = Xt+q:

Dé�nition 2.4.2 Notons � l�opérateur de di¤érenciation dé�ni par :

�Xt = Xt �Xt�1, 8t � 2:

Dé�nition 2.4.3 On peut dé�nit l�opérateur linéaire de di¤érenciation d�ordre k
par la formule de réccurence :

�(k)Xt = �(�
(k�1)Xt):

L�opérateur retard simpli�e grandement l�écriture des équation relatives aux
séries. Il permet d�écrire une équation de réccurence comme un polynôme de l�opé-
rateur retard appliqué à une séries.
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2.4.1 Propriétés de l�opérateur retard

Examinons les propriétés de l�opérateur L :

1. La = a, l�opérateur d�une constante a est une constante.

2. L0Xt = Xt:

3. (1� L)2Xt 6= (1� L2)Xt en e¤et :

(1� L)2Xt =
�
1� 2L+ L2

�
Xt = Xt � 2Xt�2 +Xt�2 6= Xt �Xt�2:

4. (Li + Lj)Xt = LiXt + LjXt = Xt�i +Xt�j.

5. Li (LjXt) = LiXt�j = Xt�i�j, de même Li (LjXt) = Li+jXt = Xt�i�j:

6. L�iXt = Xt+i.

7. Si jaj < 1 la somme in�nie (1 + aL+ a2L2 + a3L3 + :::)Xt =
Xt

(1�aL) :

2.4.2 Inversion d�opérateurs polynomial

Considérons l�opérateur :

�(L) =

pX
i=0

�iL
i = I + �1l + :::+ �pL

p;

où les �i sont des nombres réels avec �0 = 1. Nous avons besoin de dé�nir
l�inverse d�un tel opérateur. On a la décomposition :

�(L) =

pY
i=1

(1� �iL);

où ��11 ; :::; ��1p sont les racines du polynôme �. Un opérateur du type 1� �L
est inversible si et seulement si j�j 6= 1. On a plus précisèment

(1� �L)�1 =

8>>>><>>>>:
+1P
i=0

�iLi si j�j < 1;

�
+1P
i=1

��iL�i si j�j > 1:

Lorsque toutes les racines de � sont de module di¤érent de 1, on a :

�(L)�1 =

pY
i=1

(1� �iL)
�1
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Proposition 2.4.1 L�opérateur �(L) est inversible si et seulement si toutes les
racines de � ont un module di¤érent de 1. Dans ce cas

�(L)�1 =

+1X
j=�1

 jL
j;

Où
+1P
j=�1

j jj < +1. On a  j = 0 pour tout j < 0.

2.5 Processus bruit blanc

Dé�nition 2.5.1 Un prcessus stochastique est une famille de variables aléatoires
fXt; t 2 Ig toutes dé�nies sur (
; A; P ) [23].

I est un ensemble qui representera N ou Z.

Dé�nition 2.5.2 Le processus "t est un bruit blanc faible s�il existe �2 telle que :

8>>>><>>>>:
E("t) = 0 pour tout t;

var("t) = E("2t ) = �2 pour tout t;

cov("t; "t�h) = E("t"t�h) = 0 pour tout t et h 6= 0:

L�hypothèse d�indépendance des variables aux di¤érentes dates permet toute-
fois de dé�nir un bruit blanc fort.

Dé�nition 2.5.3 Le processus "t est un bruit blanc fort si

8>>>><>>>>:
E("t) = 0 et var("t) = E("2t ) = �2 pour tout t;

L("t) = L("t�h) pour tout t et h;

"t et "t�h sont indépendantes pour tout t et pour tout h 6= 0:
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2.6 Stationnarité

La stationnarité joue un rôle central dans la théorie des séries chronologique.
En statistique, deux notions sont généralement considérés : la première notion de
stationnarité peut se dé�nir de façon forte par une stabilité en loi du processus
[9]; [16].

Dé�nition 2.6.1 Un processus (Xt) est stationnaire au sens fort si pour tous
t1 < t2 < :: < tn tel que ti 2 Z;8i = 1; :::; n et h 2 Z, on a légalité en loi :

(Xt1 ; :::; Xtn)
L
= (Xt1+h; :::; Xtn+h):

Ainsi un processus aléatoire est strictement stationnaire si toutes ses caracté-
ristiques, c�est-à-dire tous ses moment, sont invariants pour tout changement de
l�origine du temps, cette notion revient à dire que la loi temporelle est invariante
en temps.

Cette dé�nition toutefois peut être a¤aiblie donc on dit que le processus est
stationnaire au second ordre.

Dé�nition 2.6.2 Un processus (Xt) est stationnaire au second ordre si :

1. Pour tout t, E(X2
t ) < +1:

2. Pour tout t, E(Xt) = �:

3. Pour tout t et pour tout h, 
(h) = cov(Xt; Xt+h), indépendante de t:

2.7 Non stationnarité

La classe des processus non stationnaire est relativement vaste, il existe dif-
férents types de non stationnarité, on présente deux classes des processus non
stationnaires : les processus TS et DS [6].

Dé�nition 2.7.1 (Xt) est un processus non stationnaire de type TS s�il peut
s�écrire sous la forme :

Xt = f(t) + "t;

où f(t) est une fonction polynômiale du temps, linéaire ou non linéaire et ("t)est
un processus stationnaire.
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Le processus TS est le plus simple (et le plus répandu ) est représenté par une
fonction polynômiale de degré 1. Le processus TS porte alors le nom de linéaire
et s�écrit :

Xt = a0 + a1t+ "t:

Si "t est un bruit blanc (gaussien ou non), les caractéristiques de ces processus
sont alors : 8>>>><>>>>:

E(Xt) = a0 + a1t+ E("t) = a0 + a1t;

V ar(Xt) = 0 + V ar("t) = �2" ;

cov(Xt; Xs) = 0 pour t 6= s:

Ce processus TS est non stationnaire car E(Xt) dépend du temps. La chro-
nique retrouve son mouvement de long terme qui est ici la droite de la tendance.

Dé�nition 2.7.2 (Xt) est un processus non stationnaire de type DS, ou intégré
d�ordre d, noté I(d), si la processus obtenu aprés "d" di¤érenciation est station-
naire.

Zt = (1� L)dXt = �
dXt;

est stationnaire.

Donc, la dé�nition des processus DS repose sur la présence des racines uni-
taires.

Dé�nition 2.7.3 Les processus DS sont des processus que l�on peut rendre sta-
tionnaires par l�utilisation d�un �ltre aux di¤érences :

(1� L)Xt = � + "t;

où "t est un processus stationnaire, � est une constante réelle.

Le processus de première ordre s�écrit :

(1� L)Xt = � + "t , Xt = Xt�1 + � + "t:

La constante � dans le processus DS permet de dé�nir deux processus di¤é-
rents :
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1. � = 0 : le processus DS est dit sans dérive, il s�écrit

Xt = Xt�1 + "t:

Comme "t est un bruit blanc. Pour étudier les caractéristiques de ce modèle,
écrivons-le sous sa forme développée :

Xt = Xt�1 + "t

= Xt�2 + "t�1 + "t

= Xt�3 + "t�2 + "t�1 + "t

:

:

:

Si le premier terme de la série est X0, le modèle s�écrit :

Xt = X0 +
tX
"i

i=1

:

Les caractéristiques de ce processus sont (en supposant X0 certain) :8>>>><>>>>:
E(Xt) = X0;

V ar(Xt) = t�2" ;

cov(Xt; Xs) = �2" min(t; s) si t 6= s:

Pour stationnariser ce modèle, il su¢ t d�appliquer l�opérateur de di¤érencia-
tion :

Xt = Xt�1 + "t , (1� L)Xt = "t:

2. � 6= 0 : le processus nommé processus DS avec dérive. Il s�écrit :
Xt = Xt�1 + � + "t;

sa forme équivalente est :

Xt = Xt�1 + � + "t

= Xt�2 + 2� + "t�1 + "t

= Xt�3 + 3� + "t�2 + "t�1 + "t

:

:

:
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Si la valeur d�origine X0 connue, on a alors :

Xt = X0 + �t+

tX
i=1

"i:

Les caractéristiques de ce processus sont :8>>>><>>>>:
E(Xt) = X0 + �t;

V ar(Xt) = t�2" ;

cov(Xt; Xs) = �2" min(t; s) si t 6= s:

La stationnarisation de ce processus est réalisé en utilisant l�opérateur de dif-
férenciation premières :

Xt = Xt�1 + � + "t , (1� L)Xt = � + "t:

Soit en employant la forme développée :

Xt = X0 + �t+
tP
i=1

"i et en calculant : Xt�1 = X0 + � (t� 1) +
t�1P
i=1

"i:

On a : Xt �Xt�1 = (1� L)Xt = � + "t:

2.8 Théorème de Wold

Si (Xt)t2Z est un processus centré et stationnaire au second ordre , alors on a
la décomposition [6] :

Xt =
+1X
j=0

 j"t�j + Vt , t 2 Z

Où :

1.  0 = 1 et
+1P
j=0

 2j < +1:

2. ("t)t2Z est le bruit blanc de (Xt)t2Z :

3. (Vt)t2Z est un processus déterministe.

4. Cov("t; Vs) = 0 , 8s; t 2 Z:
Ce résultat informatif est peu utile en pratique car les coe¢ cients  j sont

inconnus, nous verrons que certaines modélisations font intervenir une in�nité de
terme.
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En�n, le processus Xt peut être réécrit en utilisant l�opérateur de retard L,
On aura dans le cas réel (Vt = 0) :

Xt = "t +  1"t�1 +  2"t�2 + :::

Xt = "t +  1L "t +  2L
2"t + :::

Xt = (1 +  1L+  2L
2 + :::)"t;

alors

Xt =  (L)"t:

2.9 Série linéaire

Dé�nition 2.9.1 Une série Xt est dite linéaire si elle peut s�écrire :

Xt = �+
+1X
i=�1

 i"t�i;

où "t s BB (0; �2"),  0 = 1 et la suite ( i) est absolument sommable, c�est

-à-dire
+1P
i=�1

j ij <1.

Une série Xt est dite linéaire et causale si elle est linéaire avec  i = 0, i < 0 :

Xt = �+
+1X
i=0

 i"t�i:

On admettra qu�une série linéaire est stationnaire. L�étude des séries non cau-
sales conduit à des résultats non intuitifs di¢ cillement utilisables.

2.10 Autocovariance et Autocorrélation

Dé�nition 2.10.1 Pour une série stationnaire (Xt), on dé�nit la fonction d�au-
tocovariance, pour tout t par [5] :


X(h) = cov(Xt; Xt�h)

= E(XtXt�h)� E(Xt)E(Xt�h):
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Remarque 2.10.1 La fonction 
X(h) est paire i.e : 
X(h) = 
X(�h):

Dé�nition 2.10.2 Pour une série stationnaire (Xt), la fonction d�autocorréla-
tion (FAC) est la fonction notée �X qui mesure la corrélation de la série avec
elle-même décalée de h périodes, sa formule est la suivante, pour tout t :

�X(h) = corr(Xt; Xt�h)

=
cov(Xt; Xt�h)p

var(Xt)
p
var(Xt�h)

=

X(h)


X(0)
:

Cette fonction �X(:) est à valeurs dans [�1; 1], et �X(0) = 1.

Dé�nition 2.10.3 La matrice d�autocorrélation du vecteur (Xt; Xt�1; :::; Xt�h+1)
est :

R(h) =

0BBBBBBBB@

1 �(1) �(2) ::: �(h� 1)
�(1) 1 �(1) ::: �(h� 2)
�(2) �(1) 1 ::: �(h� 3)
:
:
:

:
:
:

:
:
:

:::
:
:
:

�(h� 1) �(h� 2) �(h� 3) ::: 1

1CCCCCCCCA
2.11 La fonction d�autocorrélation partielle

Nous pouvons dé�nir l�autocorrélation partielle de retard h comme le coe¢ -
cient de corrélation partielle entre Xt et Xt�h, c�est -à-dire comme étant la cor-
rélation entre Xt et Xt�h l�in�uence des autres variables décalées de h périodes
(Xt�1; Xt�2; :::; Xt�h+1) ayant été retirée.

En reprenant les notations de la partie précédente, on introduit la matrice
R�(h) obtenue on remplaçant la dernière colonne deR(h) par le vecteur (�(1); :::; �(h))
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R�(h) =

0BBBBBBBBBBBB@

1 �(1) �(2) : : : �(h� 2) �(1)
�(1) 1 �(1) : : : �(h� 3) �(2)
�(2) �(1) 1 : : : �(h� 4) �(3)
: : : : : : : :
: : : : : : : :
: : : : : : : :

�(h� 3) �(h� 4) �(h� 5) : : : �(1) �(h� 2)
�(h� 2) �(h� 3) �(h� 4) : : : 1 �(h� 1)
�(h� 1) �(h� 2) �(h� 3) : : : �(1) �(h)

1CCCCCCCCCCCCA
On dé�ni la fonction d�autocorrélation partielle :

	X(h) =
jR�(h)j
jR(h)j pour tout h:

2.12 Graphiques pour les séries temporelles

Chronogramme : L�étude d�une série temporelle commence par l�examen
de son chronogramme. Il en donne une vie d�ensemble, montre certains aspects,
comme d�éventuelles ruptures, un changement dans la dynamique de la série.

Corrélogramme : Un corrélogramme est la représentation graphique de la
fonction d�autocorrélation, qui est un concept lié à celui de corrélation il s�agit non
pas d�un calcul entre deux chroniques di¤érentes mais entre la série et elle-même
à di¤érents décalages dans le temps permettant de déceler des liaisons internes à
la série.
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Les modèles d�une série
chronologique

Les modèles ARIMA permettent de combiner trois types de processus tem-
porels : les processus autorégressifs (AR), les processus moyenne mobile (MA) et
les processus intégrés (I). Dans le cas général, un modèle ARIMA(p,d,q) est une
combinaison de ces trois types de processus, p, d et q désignant respectivement
l�ordre du processus autorégressif, l�ordre d�intégration et l�ordre de la moyenne
mobile. Ces di¤érents modèles seront décrits dans ce qui suit.

3.1 Modèle autorégressifs d�ordre p

On exprime souvent l�évolution d�une série en fonction de son passé. Les mo-
dèles autorégressifs sont les modèles les plus explicites pour exprimer cette dépen-
dance, nous supposons que "t est indépendant de Xt�1; Xt�2; Xt�3; :::[8]; [23]:

Dé�nition 3.1.1 Le modèle Xt est un modèle autorégressif d�ordre p noté AR(p),
s�il satisfait à l�équation

Xt = c+ �1Xt�1 + �2Xt�2 + :::+ �pXt�p + "t , pour tout t 2 Z;

où 8>>>><>>>>:
�j 2 R, j = 1; :::; p;

"t s BB(0; �2);

�p 6= 0:

23
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On peut donc écrire

�p(L)Xt = c+ "t;

où
�p(L) = 1� �1L� �2L

2 � :::� �pL
p:

3.1.1 La stationnarité

Le modèle AR(p) est stationnaire si toutes les racines de �(L) soient à l�ex-
térieur du cercle unité i.e : les racine de �(L) en leur module supérieures à 1
[12]; [23]:

Supposons que p = 2. Appelons s1 et s2 les racines réelles ou complexes de

1� �1Z � �2Z
2 = (1� Z

s1
)(1� Z

s2
);

et on voit que le développement en série de 1 � �1Z � �2Z
2 est possible si les

racines de ce polynôme sont en module strictement supérieures à 1. Dans ce cas
Xt est stationnaire, de moyenne � = c=(1� �1 � �2).

Remarque 3.1.1 En toute généralité, un processus AR(p) véri�é une relation de
la forme �(L)Xt = c+ "t où c est une terme constante. De cette forme générale,
il est possible de se ramener à Xt = �1Xt�1 + �2Xt�2 + ::: + �pXt�p + "t par
une simple translation : il su¢ t de considerer non pas Xt mais Yt = Xt � � (�
correspond ici à l�espérance de Xt).

3.1.2 Autocorrélation d�un AR(p)

La fonction d�autocovariance :


(k) = E(XtXt+k) = E(XtXt�k):

On préfère travailler avec la forme E(XtXt�k), car les "t sont non-corrélés avec
les Xt�k, k > 0. On a

XtXt�k = �1Xt�1Xt�k + �2Xt�2Xt�k + :::+ �pXt�pXt�k + "tXt�k:
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Et donc


(k) = E(XtXt�k)

= �1
(k � 1) + �2
(k � 2) + :::+ �p
(k � p) + E("tXt�k); k > 0:

Donc on obtient


(k) =

pX
j=1

�j
(k � j); k > 0:

En divisant l�égalité par 
(0), on obtient

�(k) =

pX
j=1

�j�(k � j); k > 0:

Calcul de 
(0)


(0) = �2X = E(X2
t )

= E(Xt(�1Xt�1 + :::+ �pXt�p + "t))

= �1
(1) + :::+ �p
(p) + E(Xt"t)

= �1
(1) + :::+ �p
(p) + �2" :

On divise les deux membres par 
(0), on obtient


(0) = �2X =
�2"

1� �1�(1)� :::� �p�(p)
:
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3.1.3 Estimation

Pour estimer les coe¢ cients �j, on introduit les équations de Yule Walker.

On écrit l�équation aux di¤érences �(k) =
pP
j=1

�j�(k � j) (k = 1; :::; p) sous forme

matricielle :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�1�(0) + �2�(1) + :::+ �p�(p� 1) = �(1); k = 1

�1�(1) + �2�(0) + :::+ �p�(p� 2) = �(2); k = 2
:
:
:

�1�(p� 1) + �2�(p� 2) + :::+ �p�(0) = �(p); k = p

Soient RP la matrice du système

Rp =

0BBBBBBBB@

1 �(1) �(2) : : : �(p� 1)
�(1) 1 �(1) : : : �(p� 2)
�(2) �(1) 1 : : : �(p� 3)
: : : : : : :
: : : : : : :
: : : : : : :

�(p� 1) �(p� 2) �(p� 3) : : : 1

1CCCCCCCCA
�
0
= (�1; �2; :::; �p);

�
0
= (�(1); �(2); :::; �(p)):

Les équations de Yule Walker s�écrivent

Rp�
0
= �

0
;

d�où
�
0
= R�1p �

0
:

Les �j s�obtiennent donc uniquement à partir des �(j), ce qui permet d�obtenir
une estimation des �j, à l�aide des �̂(j) (j = 1; :::; p)

�̂0 = R̂�1p �̂0:
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3.1.4 Fonction d�autocorrélation partielle �(k)

Dans un modèle autoregressif d�ordre p, il est possible de montrer que :

�(k) =

8>><>>:
1 si k = 0
�(1) si k = 1
�p si k = p
0 si k > p

Dans la pratique, on dispose d�un corrélogramme partiel estimé �̂(k). Pour les
modèles AR(p) les corrélogrammes partiels �̂(k) sont nulles pour tout k > p.

Exemple 3.1.1 Le corrélogramme d�un modèle AR(1), avec � = �0:5:
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Exemple 3.1.2 Le corrélogramme d�un modèle AR(1), avec � = 0:2:

Le tableau suivant illustre les propriétés des fonctions d�autocorrélation simple
et partielle du modèle AR [11]; [16] :
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Processus Fonction autocorrélation simple Fonction autocorrélation partielle

AR(1) Décroissance exponentielle (�1 > 0) Pic signi�catif pour le premier retard :
ou sinusoïdale amortie (�1 < 0). positif si �1 > 0 et négatif si �1 < 0. Les

autres coe¢ cients nulls pour des retards >1.
AR(2) Décroissance exponentielle ou Pics signi�catifs pour le premier et second

sinusoïdale selon les signes de retards. Les autres coe¢ cients sont nuls
�1 et �2. pour des retards >2

AR(p) Décroissance exponentielle et/ou Pics signi�catifs pour les p premiers
sinusoïdale. retards. les autres coe¢ cients sont

nuls pour des retards >p.

Tab. 3.1 �Con�guration théorique de FAC et FACP

Exemple 3.1.3 Considérons le modèle Autorégressif d�ordre1 :

Xt = c+ �Xt�1 + "t avec "t v BB(0; �2"); (3.1)

où c et � sont des constantes. Si on utilise cette équation en remplaçant t par
t � 1, obtenons Xt�1 = �Xt�2 + "t�1, par substitution de cette dernière équation
dans l�originale équation, on a

Xt = c+ �(�Xt�2 + "t�1) + "t

= c+ "t + �"t�1 + �2Xt�2:

Et par substitutions successives, on obtient

Xt = c(1 + �+ :::+ �k�1) + �kXt�k +
k�1X
j=0

�j"t�j

Si j�j < 1 on peut représenter Xt par :

Xt =
c

1� �
+

1X
j=0

�j"t�j

Dans ce cas Xt est une série linéaire . Observons que cette écriture s�obtient
aussi directement à l�aide de l�opérateur de retard.

En e¤et, l�équation (3.1) s�écrit

(1� �L)Xt = c+ "t:
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Supposons que j�j < 1, nous avons évidemment que � 6= 1 et donc

Xt =
c

1� �L
+

1

1� �L
"t:

Ensuite, comme j�j < 1 on peut e¤ectuer le développement en série
1

1� �L
= 1 + �L+ �2L2 + :::

Et par ailleurs, c=(1� �L) = c=(1� �), donc

Xt =
c

1� �
+ "t + �"t�1 + �2"t�2 + :::;

est stationnaire, de moyenne : E(Xt) = � = c=(1� �):

3.2 Modèle moyenne mobile d�ordre q

Dé�nition 3.2.1 On appelle modèle moyenne mobile d�ordre q, noté MA(q), un
modèle stationnaire Xt véri�ant une relation du type [12]; [23] :

Xt = �+ "t �
qX
i=1

�i"t�i, pour tout t 2 Z;

où les �i sont des réels, �q 6= 0 et "t s BB(0; �2").

Introduisant l�opérateur moyenne mobile :

�(L) = 1� �1L� �2L
2 � :::� �qL

q:

On peut noté de façon équivalente :

Xt = �+�(L)"t:

Un MA(q) est toujours stationnaire quelles que soient les valeurs de �, il est
de moyenne �.

Propriété 3.2.1 Un MA(q) est inversible si les racines de

1� �1Z � �2Z
2 � :::� �qZ

q = 0;

sont en module strictement supérieures à 1.

Remarque 3.2.1 Si Xt vMA(q), alors Xt est stationnaire.

Nous considérons dans ce qui suit que le modèle Moyenne Mobile est centré.
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3.2.1 Autocorrélations d�un MA(q)

Les autocorrélations des modèles MA(q) est :


(h) = E(XtXt+h):

Ce qui est plus adéquat ici, car il y a non-corrélation des "t avec le futur.

La fonction d�autocovariance est donné par :


(h) = E(XtXt+h)

= E(("t � �1"t�1 � :::� �q"t�q)("t+h � �1"t+h�1 � :::� �q"t+h�q))

=

8<:
(��h + �1�h+1 + :::+ �q�h+q)�

2
" si 1 � h � q;

0 si h > q:

Pour h = 0


(0) = (1 + �21 + �22 + :::+ �2q)�
2
" :

La fonction d�autocorrélation :

�(h) =

8>>>>><>>>>>:

1 si h = 0;

��h+�1�h+1+:::+�q+h�q
1+�21+�

2
2+:::+�

2
q

si 0 < h � q;

0 si h > q:

Remarque 3.2.2 Dans les modèles MA(q), les corrélogrammes �(h) sont nulles
pour tout h > q.
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Exemple 3.2.2 Le corrélogramme d�un modèle MA(1), avec � = �0:85

Exemple 3.2.3 Le corrélogramme d�un modèle MA(1), avec � = 0:5
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Le tableau suivante illustre les propriétés des fonctions d�autocorrélation simple
et partielle du modèle MA [11]; [16] :

Processus Fonction autocorrélation simple Fonction autocorrélation
partielle

MA(1) Pic signi�catif pour le premier retard : Décroissance exponentielle
positif si �1 > 0 et négatif si �1 < 0. Les (�1 < 0) ou sinusoïdale amortie
autres coe¢ cients sont nuls pour des retards >1 (�1 > 0).

MA(2) Pic signi�catifs pour le premier et le second Décroissance exponentielle ou
retards. Les autres coe¢ cients sont nuls pour sinusoïdale selon les signes de �1
des retards >2. et �2.

MA(q) Pic signi�catifs pour les q premiers retards. Les Décroissance exponentielle et/ou
autres coe¢ cients nuls pour des retards >q. sinusoïdale.

Tab. 3.2 �Con�guration théorique de FAC et FACP
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Exemple 3.2.4 Soit le modèle Moyenne Mobile d�ordre 1 :

Xt = "t � �"t�1;

il est clair que E(Xt) = 0 et var(Xt) = �2"(1 + �
2), donc

cov(Xt; Xt�1) = cov("t � �"t�1; "t�1 � �"t�2)

= cov(��"t�1; "t�1)
= ���2"

et

cov(Xt; Xt�2) = cov("t � �"t�1; "t�2 � �"t�3)

= 0

d�où cov(Xt; Xt�k) = 0, 8k � 2:

Alors pour un modèle MA(1) :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

E(Xt) = 0;


 (0) = var(Xt) = �2"(1 + �
2);


 (1) = ���2" ;

� (1) = ��=(1 + �2);


 (k) = � (k) = 0 pour k � 2:

3.2.2 Conditions de stationnarité et d�inversibilité pour
AR(p) et MA(q)

1. Un processusAR est toujours inversible. Il est stationnaire lorsque les racines
de �(L) en module strictement supérieure à 1.

2. Un processus MA est toujours stationnaire. Il est inversible si les racines de
�(L) sont en module strictement supérieure à 1.

Nous pouvons maintenant combiner les deux modèles, moyenne mobile et au-
torégressif.
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3.3 Modèle autorégressif moyenne mobile ARMA(p; q)

Dé�nition 3.3.1 On appelle modèle autorégressif moyenne mobile, le modèle
ARMA(p,q) véri�ant une relation du type [6] :

Xt �
pX
i=1

�iXt�i = c+ "t �
qX
j=1

�j"t�j 8t 2 Z, (3.2)

où "t est un bruit blanc centré de variance �2"et c constante arbitraire, �p 6= 0,
�q 6= 0 et les polynômes �(L) et �(L) n�ont pas de racines communes.

L�équation (3.2) est équivalente à l�écriture :

�(L)Xt = c+�(L)"t;

où8<:
�(L) = 1� �1L� :::� �qL

q;

�(L) = 1� �1L� :::� �pL
p:

On supposera que les polynômes � et � ont de racines en module strictement
suppérieur à 1 et n�ont pas de racine commune, et de plus le degré de � et � sont
p et q respectivement, on dira dans ce cas que cette écriture est la forme minimale
[23].

Par un calcul identique à celui fait pour un AR(p), on obtient que � = E(Xt)
véri�e :

(1� �1 � �2 � :::� �p)� = c:

Par la stationnarité,

1� �1 � �2 � :::� �p 6= 0;

et
� = c=(1� �1 � �2 � :::� �p):

Ainsi peut encore s�écrire :

Xt = �+
1� �1L� �2L

2 � :::� �qL
q

1� �1L� �2L2 � :::� �pLp
"t:

On peut alors écrire la représentation :

Xt = �+

1X
i=0

 i"t�i ,  0 = 1:
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et aussi la représentation :

Xt = c+
1X
i=1

�iXt�i + "t:

Par ailleurs, Xt est inversible si les racines de �(L) sont en module strictement
supérieures à 1.

3.3.1 La stationnarité

Ce modèle est stationnaire si toutes les racines de �(z) en module supérieur à
1.

3.3.2 Autocorrélation simple et partielle d�un ARMA(p; q)

Autocorrélation simple : L�autocovariance vaut [6] :


(k) = E(XtXt�k)

= E((

pX
i=1

�iXt�i + "t �
qX
j=1

�j"t�j)Xt�k):

L�autocovariance croiséee entre Xt�k et "t est :


X"(k) = E("tXt�k):

Donc, on a :


(k) =

pX
i=1

�iE(Xt�iXt�k)�
qX
j=1

�jE("t�jXt�k) + 
X"(k)

=

pX
i=1

�i
(k � i)�
qX
j=1

�j 
X"(k � j) + 
X"(k), k � 0:
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où

E(Xt"t) = E((

pX
i=1

�iXt�i + "t �
qX
j=1

�j"t�j)"t)

= E("t"t)

= �2" ;

"t n�est pas corrélé avec le passé

8>>>><>>>>:

X"(k) = 0 si k > 0;


X"(k) = �2" si k = 0;


X"(k) 6= 0 si k < 0:

Remarque 3.3.1 La fonction 
X"(k) n�est pas paire.

Si k > q, tous les 
X"(k) = 0, et on a :

8>>>><>>>>:

(k) =

pP
i=1

�i
(k � i);

�(k) =
pP
i=1

�i�(k � i):

Pour un ARMA(p,q), la structure d�autocorrélation ne suit pas un schéma
connu jusqu�au délai q mais ensuite le comportement est le même que celui d�un
AR(p).
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Exemple 3.3.1 Les corrélogrammes du modèle ARMA(2,1), ARMA(1,2) respec-
tivement de gauche à droite :

Autocorrélations partielles : pour k � p, il n�y a pas de schéma bien précis.
Pour k � p, on retrouve le même comportement que pour un MA(q).

Le tableau suivant illustre les propriétés des fonctions d�autocorrélation simple
et partielle du modèle ARMA [11]; [16] :

Type de modèle Con�guration typique d�une Con�guration typique d�une
FAC FACP

ARMA(1,1) Décroissance géométrique à partir du Décroissance exponentielle
premier retards, le signe est �1 > 0 ou sinusoïdale amortie
déterminé par �1 � �1. �1 < 0.

ARMA(p,q) Décroissance exponentielle ou Décroissance exponentielle ou
sinusoïdale amortie tronquée aprés sinusoïdale amortie tronquée
(q-p) retards. aprés (q-p) retards.

Tab. 3.3 �Con�guration théorique de FAC et FACP pour modèle ARMA

3.4 Modèle Autorégressif moyenne mobile inté-
gré ARIMA(p; d; q)

Lorsque l�on a une série (Xt) à non stationnarité, il convient de la modéliser
à l�aide d�un modèle ARIMA(p,d,q) où d désigne l�ordre de di¤érenciation (ou
d�intégration) [2]; [15].
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Dé�nition 3.4.1 (Xt) est un modèle autorégressif moyenne mobile intégré sta-
tionnaire noté ARIMA(p,d,q) s�il admet la représentation :

�(L)�dXt = �(L)"t:

Où 8<:
�(L) = 1� �1L� �2L

2 � :::� �pL
p; �p 6= 0;

�(L) = 1� �1L� �2L
2 � :::� �qL

q; �q 6= 0:

La série (Xt) est une série non stationnaire alors que la série Yt = �dXt

est une série stationnaire. Estimer les paramètres du processus ARIMA(p,d,q)
pour la série (Xt) non stationnaire revient à estimer les coe¢ cients du processus
ARMA(p,q) pour la série (Yt) stationnaire.

3.5 Méthode de Box et Jenkins

La méthodologie de Box et Jenkins permet de déterminer le modèle ARIMA
adéquat pour la modélisation d�une série chronologique, donc il s�agit de construire
un modèle restituant le mieux possible le comportement d�une série temporelle.
Cette méthodologie suggère quatre étapes : l�identi�cation, l�estimation, la vali-
dation et la prévision du modèle [2]; [5]; [9].

3.5.1 Identi�cation du modèle

L�identi�cation consiste à spéci�er les trois paramètres p; d; q du modèle
ARIMA(p,d,q). La stationnarité du modèle est d�abord testée par étude graphique,
de corrélogramme et test de dickey fuller augmenté. Si la série n�est pas station-
naire, il convient de la transformer stationnaire. L�ordre d�intégration "d " est le
nombre de fois que la série initiale a été di¤érenciée pour obtenir la stationna-
rité. Les autocorrélations et les autocorrélations partielles permetent d�estimer les
ordres p et q pour les modèles AR et MA :

1. Les autocorrélations partielles sont nulles au delà de l�ordre p.

2. Les autocorrélations sont nulles au dela de l�ordre q.

Test de Dickey Fuller simple : Dickey et Fuller sont les premiers à fournir
un ensemble d�outils statistiques formels pour détecter la présence d�une racine
unitaire dans un processus autorégressif du premier ordre, ce test permet de tester
l�hypothèse



Chapitre 3. Les modèles d�une série chronologique 40

8<:
H0 : Le modèle a une racine unitaire,

H1 : le modèle n�a pas de racine unitaire.

Ce test est regroupée en 4 cas :

yt = �yt�1 + "t H0 : � = 1;

yt = �+ �yt�1 + "t H0 : � = 0 et � = 1;

yt = �+ �yt�1 + "t H0 : � 6= 0 et � = 1;

yt = �+ �t+ �yt�1 + "t H0 : � = 0; � = 0 et � = 1:

Test de Dickey Fuller augmenté : Dickey et Fuller en 1981 étendent ensuite
cette procédure de test à des processus autorégressifs d�ordre p, il s�agit alors des
tests ADF «Augmented Dickey-Fuller » .

Ce test permet de tester8<:
H0 : Le modèle a une racine unitaire,

H1 : le modèle n�a pas de racine unitaire.

Ce test peuvent être regroupés en 4 cas :

yt = �yt�1 +

pX
i=1

�iyt�i + "t H0 : � = 1;

yt = �+ �yt�1 +

pX
i=1

�iyt�i + "t H0 : � = 0 et � = 1;

yt = �+ �yt�1 +

pX
i=1

�iyt�i + "t H0 : � 6= 0 et � = 1;

yt = �+ �t+ �yt�1 +

pX
i=1

�iyt�i + "t H0 : � = 0; � = 0 et � = 1:

Pour simpli�er, on écrira :
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�yt = �yt�1 +

pX
i=1

�i�yt�i + "t avec � = �� 1 "Modèle[1]",

�yt = �+ �yt�1 +

pX
i=1

�i�yt�i + "t "Modèle[2]",

�yt = �+ �t+ �yt�1 +

pX
i=1

�i�yt�i + "t "Modèle[3]".

Nous pouvons résumer la stratégie d�ADF à partir de schéma suivant :

Fig. 3.1 �Stratégie simpli�ée des tests de racine unitaire.
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3.5.2 Estimation des paramètres d�un modèle ARIMA

L�estimation des paramètres d�un modèle ARIMA(p,d,q) lorsque p; d; q sont
supposés connus peut se réalise par di¤érentes méthodes dans le domaine tempo-
rel, et parmi ces méthodes on a :

1. Maximum de vraissemblance.

2. Dans le cas q = 0, on utilise les équations de Yule Walker.

Plusieurs logicieles informatiques impliment ces méthodes d�estimation d�un
modèleARIMA (Eviews, Spss,...), notamment les méthodes du maximum de vrais-
semblance.

Critères de choix des modèles

Souvent il n�est pas facile de déterminer un modèle unique [16]. Le modèle qui
est �nalement choisi et celui qui minimiser l�un des critère à partir T observations.

Critère standard

1. L�erreur absolue moyenne (Mean Absolute Error) :

MAE =
1

T

TX
t=1

j"tj :

2. L�erreur quadratique moyenne (Mean Squared Error) :

MSE =
1

T

TX
t=1

"2t :

3. La racine carrée de l�erreur quadratique moyenne (Root Mean Square Er-
ror) :

RMSE =

vuut 1

T

TX
t=1

"2t :

4. Ecart absolu moyen en pourcentage (Mean Absolute Percent Error) :

MAPE =
100

T

TX
t=1

���� "tXt

���� :



Chapitre 3. Les modèles d�une série chronologique 43

Plus la valeur de ces critères est faible, plus le modèle estimé est proche des
observations.

Critère d�information

1. Akaike (1969) :

AIC(p; q) = log(�̂2") + 2
p+ q

T
:

2. Schwarz (1977) :

BIC(p; q) = log(�̂2") + (p+ q)
log T

T
:

3. Hannan_Quinn(1979) :

'(p; q) = log(�̂2") + (p+ q)c
log(log T )

T
, avec c > 2:

3.5.3 Validation du modèle

Aprés avoir estimé les di¤érents modèles ARIMA, il convient à présent de vali-
der ces modèles, en servant d�une part, des tests de signi�cativité des paramètres
pour les coe¢ cients et d�autre part, d�une analyse sur les résidus estimés.

Signi�cativité des paramètres

Les coe¢ cients du modèle doivent être signi�cativement di¤érent de zéro, pour
ce faire on utilise le test classique de student.

On rejette l�hypothèse nulle H0 : �j = 0; si jtcj �
��T �T�q�� ; où jtcj = ��� �̂�̂�̂ ��� :

Remarque 3.5.1 Si l�on montre que l�un ou plusieurs paramètres du modèle ne
sont pas signicativement di¤érents de 0, on estime à nouveau le modèle.

Validation de l�hypothèse de bruit blanc des résidus

Pour que les modèles obtenues soient valides, il convient de véri�er que les
résidus estimés suivent bien un bruit blanc.

Test de bruit blanc

Ce test repose sur l�absence de la fonction d�autocorrelation d�un bruit blanc.
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Il existe plusieurs tests d�absence d�autocorrélation, ces tests regroupent en
deux groupes : les tests paramétriques et non peramétrique, on s�intéresse au test
paramétrique de Box Pièrce.

Statistique de Box Pièrce :

Le test de Box Pièrce permet d�identi�er les processus de bruit blanc. Cette
statistique permet de tester cov("t; "t�h) = 0, pour tout h (�(h) = 0, 8h). Ce test
s�écrit : 8<:

H0 : �(1) = �(2) = ::: = �(h) = 0;

H1 : Il existe i tel que �(i) 6= 0:

Pour e¤ectuer ce test, on utilise la statistique de Box et Pièrce Q, donnée par :

Q = T
hX
k=1

�̂2(k):

Où h est le nombre de retards, T est le nombre d�observations et �̂(k) l�auto-
corrélation empirique.

Asymptotiquement, Q suit un {2 à h degré de liberté. Nous rejetons l�hypo-
thèse de bruit blanc au seuil h si Q est supérieure au quantile d�ordre (1� �) de
la loi du {2 à h degré de liberté.

Les tests de normalité :

En utilisant le test de Bera and Jarque, basé sur le skewness (coe¢ cient d�asy-
métrie de la distribution) et la kurtosis (aplatissement des queues).

En notant �k le moment d�ordre k de la distribution

�k = E((X � E(X))k):

On appelle Skewness le coe¢ cient

s = �3=�
3=2
2 ;

et la Kurtosis
k = �4=�

2
2:
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Le test de Bera and Jarque repose sur le fait que, si la distribution suit une
loi normale. Alors la quantité

BJ =
T

6
s2 +

T

24
(k � 3)2;

suit asymptotiquement une loi du {2 à 2 degrés de liberté. Si BJ � {21��(2) on
rejette l�hypothèse H0 de normalité des résidus au seuil �:

3.5.4 La prévision

C�est la dernière étape de la méthodologie de Box and Jenkins.

Etant donné une série stationnaire, observée entre 1 et T , on cherche à faire
de la prévision à horizon h, et donc de prévoir XT+1; :::; XT+h.

Il s�agit de calculer les prévisions optimales du modèle ARIMA estimé, à savoir
XT (h) la prévision deXT+h sachant l�ensemble d�information disponible en T , noté

X̂T+h = E(XT+h=XT ; XT�1; :::; X1):

Prévision d�un modèle AR(p)

Le modèle s�écrit :

Xt = �1Xt�1 + :::+ �pXt�p + "t:

La prévision optimale à la date T + 1, faite à la date T est

X̂T+1 = E(XT+1=XT ; XT�1; :::; X1):

Donc
X̂T+1 = �1XT + :::+ �pXT+1�p:

De façons analogue

XT+h = �1XT+h�1 + :::+ �pXT+h�p + "T+h:

Donc
X̂T+h = E(XT+h=XT ; XT�1; :::; X1):

De façons réccursive

X̂T+h =

8<:
�1X̂T+h�1 + :::+ �h�1X̂T+1 + �hXT + :::+ �pXT+h�p pour h � p;

�1X̂T+h�1 + :::+ �pX̂T+h�p pour h > p:
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Prévision d�un modèle MA(q)

Soit le modéle MA(q)

Xt = "t + �1"t�1 + :::+ �q"t�q = �(L)"t:

La prévision optimale à la date T + 1 est

X̂T+1 = �1"T + :::+ �q"T+1�q:

De façons analogue

X̂T+h =

8<: �hX̂T + :::+ �qX̂T+h�q pour h � q;

0 pour h > q:

Prévision d�un modèle ARMA(p,q)

(Xt) est un ARMA(p,q), alors :

Xt =

pX
i=1

�iXt�i + "t �
qX
j=1

�j "t�j:

Donc

XT+h =

pX
i=1

�iXT+h�i + "t �
qX
j=1

�j "T+h�j:

On a alors

X̂T+h =

pX
i=1

�iX̂T+h�i �
qX
j=1

�j "̂T+h�j:

Où

"̂T+h�j =

�
0 si h > j;
"T+h�j si h � j:
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Application de la méthode de
Box-Jenkins

Nous intéressons à appliquer la méthode de Box-Jenkins sur des données réelles
notée "dialysea" qui représente le nombre des séances d�hémodialyse tirée de l�ho-
pital Ibn Sina d�Adrar, les données considérées sont mensuelles et la période re-
tenue pour l�étude est de janvier 2011 à aoùt 2015.

Moisn Années 2011 2012 2013 2014 2015
janvier 582 606 776 875 890
fevrier 510 555 709 786 828
mars 573 588 769 912 926
avril 417 623 729 992 936
mai 545 673 651 871 890
juin 625 638 749 901 916
juillet 656 706 771 925 900
août 554 619 744 854 892
septembre 545 661 758 911
octobre 593 707 777 911
novembre 529 707 730 867
décembre 592 738 778 959

Tab. 4.1 �Nombre des séances d�hymodialyse.
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Avant de construire le modèle de prévision, nous commonçons par l�analyse de
graphique de la série puis l�analyse de la stationnarité à l�aide du test de racine
unitaire ADF.

4.1 Etude de la stationnarité

Le graphe de la série dialysea montre que la série est non stationnaire :

Fig. 4.1 �Représentation graphique de la série brute

On utilise aussi le test de racine unitaire (test ADF) pour con�rmer la non
stationnarité :
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Modèle sans tendance et avec constante :

La série a une racine unitaire car la p-value > 0.05, la constante est non
signi�cative (la probabilité critique a¤ectées à la constante est supérieurs à 0.05).
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Modèle avec tendance et avec constante :

La série a une racine unitaire (la p-value>0.05), la tendance et la constante
sont signi�cative (la probabilité critique < 0.05).
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Modèle sans tendance et sans constante :

La série à une racine unitaire (p-value>0.05).

D�aprés ce qu�on a vu précédemment, la série dialysea est non stationnaire.
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4.2 Stationnarisation de la série

On estime les coe¢ cients de la tendance de la série dialysea puis on l�élimine,
on obtient une nouvelle série nommée tdialyse.

Pour con�rmer l�élimination de la tendance on utlise autre fois le test ADF.

La tendance et la constante sont non signi�cative, en outre la série a un racine
unitaire.
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Pour enlever la racine unitaire, on propose d�étudier la série ddialyse

ddialyse = tdialyse� tdialyse(�1):

D�aprés le test ADF, on rejette l�hypothèse de présence de racine unitaire, ce
qui a¢ rme que la série obtenue est une série stationnaire (p-value<0.05).
Graphique de la série stationnaire :
On remarque que la série �uctue autour d�une moyenne constante.

4.2.1 Modélisation de la série ddialyse

La série ddialyse est stationnaire, on cherche un modèle ARMA(p; q) qui re-
présnte cette série. Pour identi�er le processus qui représente au mieux notre série,
on examine les autocorrelation simples (pour déterminer le nombres de retards de
MA) et partielles (pour déterminer le nombres de retard d�un processus AR)
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Fig. 4.2 �Représentation graphique de la série stationnaire

Corrélogramme de la série stationnaire
L�examen de ce corrélogramme montre qu�il existe des pics important pour le

terme AR et le terme MA .

Estimation de modèles ARMA
Aprés l�estimation des di¤érents modèles, l�analyse de la signi�cativité des coef-
�cients nous conduisons à conserver les trois modèles ci aprés. Seuls les modèles
dont les résidus sont de bruit blancs seront validés.

* MA(1) : ddialyset = "t + 0:766853"t�1:

* ARMA(2,1) : ddialyset = �0:118675ddialyset�2 + "t + 0:702739"t�1:

* ARMA(5,1) : ddialyset = �0:086893ddialyset�5 + "t + 0:748073"t�1:

L�estimation de ces trois modèles avec Eviews est dans les tableaux suivants
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Modèle MA(1)
Modèle ARMA(2,1)
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Modèle ARMA(5,1)
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Test d�autocorrélation
Les résidus des trois modèles ont les autocorrélogrammes suivants

Fig. 4.3 �Autocorrélogramme des résidus du modèle MA(1)



Chapitre 4. Application de la méthode de Box-Jenkins 59

Fig. 4.4 �Autocorrélogramme des résidus du modèle ARMA(2,1)
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Fig. 4.5 �Autocorrélogramme des résidus du modèle ARMA(5,1)

On remarque qu�il ya absence des pics dans les trois autocorrélogrammes i.e :
il ya absence d�autocorrélation des erreurs ce qui montre que les trois modèles sont
signi�catifs, donc l�hypothèse de bruit blanc des résidus est validée. Cependant,
pour choisir le modèle à retenir pour la prévision, nous allons recourir aux critères
d�information. Ces critères permettent d�évaluer la qualité d�un modèle.

Critères d�information

Modèle AIC BIC
MA(1) 10.86086 10.93367
ARMA(2,1) 10.88781 10.99730
ARMA(5,1) 10.89089 11.00039

Tab. 4.2 �Critères d�information pour les trois modèles

D�aprés ces critères, il ressort que le modèle MA(1) dispose d�une qualité su-
périeure car les critères d�information de ce modèle sont minimales.
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Test de normalité pour les résidus du modèle MA(1)
On veut tester la normalité des résidus du modèle MA(1) :

Fig. 4.6 �Normalité des résidus du modèle MA(1)

La statistique BJ < {21��(2) (1:285629 < 5:991) avec � = 0:05; alors on
accepte l�hypothèse H0 de normalité des résidus au seuil � du modèle MA(1).

Test de student des paramètres
Ce test consiste à véri�é que le paramètre du modèle qui a été estimé est

statistiquement di¤érent de 0, le modèle MA(1) s�écrit sous la forme :

ddialyset = "t � �"t�1;

les hypothèses du test sont :�
H0 : � = 0; le coe¢ cient est non signi�catif:
H1 : � 6= 0; le coe¢ cient est signi�catif.

Ainsi, pour � = 0:5, le paramètre du modèle � est statistiquement di¤érent de
zéro car on accepte H1 (jtcj �

��T �T�q��), sachant que : jtcj = ��� �̂�̂�̂ ��� ' j�6:2795j et
T �T�q = T 0:0555 = 2:0003 (T désigne le nombre des observations).

Donc le paramètre � estimé est statistiquement signi�catif.

On peut alors tenter à modéliser la série à l�aide d�un modèle moyenne mobile
d�ordre 1 pour faire la prévision.
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4.2.2 Prévision

Sous EViews, nous obtenons les prévisions suivantes sur 8 mois.

Mois (année 2015) Septembre Octobre Novembre Décembre
Prévisions 927 957 935 980
IC (95%) [903; 936] [942; 977] [921; 956] [963; 991]
Mois (année 2016) Janvier Février Mars Avril
Prévisions 943 997 951 955
IC (95%) [920; 968] [980; 1015] [923; 979] [948; 987]

Tab. 4.3 �Prévision
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Conclusion

Notre travail est basé sur l�application de la méthode de Box-Jenkins sur des
données réelles qui représentent le nombre de séances d�hémodialyse a�n de pré-
voir, en utilisant les modèles ARIMA, à l�aide de test d�ADF, les autocorrélation,
les autocorrélation partiels et les critères d�information notamment AIC et BIC.

On peut conclure à des valeurs prévisionnelles et des résultats satisfaisants et
homogènes qui nous conforte dans notre conviction que la méthode utilisée est la
plus adéquate pour e¤ectuer notre étude.
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