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Resume

ns ce travail, nous avons concentré notre attention sur ['étude des propriétés ther-
modynamiques de certains systémes statistiques classiques et quantiques qui sont
décrits par ["hamiltonien fractionnaire Hy . En premier liew, nous avons présenté les ou-
tils fondamentaux de la construction de la théorie de la dérivée fractionnaire. Ensuite
nous avons donné un aper¢u sur la mécanique quantique fractionnaire en présentant ses
principes et quelques applications de ['équation de Schrodinger fractionnaire puis nous
avons étudié quelques problémes statistiques classiques et quantiques dans le contexte
de la mécanique quantique fractionnaire & D dimensions. La fonction de partition Z N
et les fonctions thermodynamiques pour un gaz parfait libre sont calculées. Nous avons
également calculé les fonctions thermodynamiques pour le cas d'un gaz formé de N oscil-
lateurs fractionnaires portés d une température T toujours dans le cadre de [a mécanique
quantique fractionnaire en utilisant ['ensemble microcanonique et ['ensemble canonique.
Dans ce travail, nous avons concentré aussi sur ['‘¢tude d'un gaz quantique de fer-
mions et de bosons sans interactions (gaz parfait) libre et piegé dans le cas frac-
tionnaire et nous avons abordé le probléme de [a transition de phase pour les bosons en
discutant toutes les grandeurs thermodynamiques y compris la température de Bose en
fonction du paramétre de la fractionalité de la dérivée dans ["Hamiltonien décrivant le
systéme et nous avons montré que les gaz quantiques piégés sont équivalents au gaz
quantique libre. Nous avons trouvé que la fonction de partition du systéme de N oscil-
lateurs quantiques fractionnaires est modifiée et les propriétés thermodynamiques de ce
systéme sont également modifiées.

mots-clés : Dérivation fractionnaire, Mécanique quantique fractionnaire, Bosons, Fer-
mions, Fonction de partition, Fonction de partition grand canonique, Grandeurs ther-
modynamiques, température critique.




Abstract

IN this work, we focus our attention on the study of thermodynamic
properties of certain classical and quantum statistical systems that
are described by the fractional Hamiltonian H,.

In our thesis, firstly, we presented the fundamental tools of the
construction of the theory of fractional derivative. Then we give an
overview of the fractional quantum mechanics by introducing its
principles and some applications of fractional Schrodinger equation
then we studied some classical and quantum statistical problems in
the context of the fractional quantum mechanics in D dimensions.
The partition function Zy and thermodynamic functions for a free
ideal gas is calculated. We also calculated the thermodynamic func-
tions for the case of a gas of N fractional oscillators heated to a tem-
perature T always within the framework of the fractional quantum
mechanics using the microcanonical ensemble and the canonical en-
semble.

In this work, we have also focused on the study of a free and trapped
quantum gas of fermions and bosons without interactions (ideal gas)
in the fractional case, and we addressed the phase transition problem
for the bosons by discussing all thermodynamic quantities including
Bose temperature as function of fractionalité of the derivative in the
Hamiltonian and we showed that the trapped quantum gases is equi-
valent to the free quantum gas. We found that the partition of N
fractional quantum oscillators system function is modified and the
thermodynamic properties of this system are also modified.

Keywords : fractional derivation, fractional quantum mechanics, Bosons,
Fermion, partition function, grand canonical partition function, thermo-
dynamic quantities, critical temperature.
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INTRODUCTION GENERALE

E calcul fractionnaire est la branche d’analyse mathématique qui étudie la
généralisation des notions de dérivation et d’intégration a des ordres arbi-

traires (réels ou complexes).
Les concepts de dérivation et d’intégration fractionnaire sont souvent associés
aux noms de Riemann et de Liouville [1], alors que l'interrogation sur la gé-
néralisation de la notion de dérivée a des ordres fractionnaires est plus an-
cienne. En effet, I'histoire du calcul remonte a la fin du 17 éme siécle, partant
de quelques spéculations de G.W. Leibniz concernant la question de 1"'Hopital,
posée le 30/09/1695, sur la signification de % sin= % [2], [3]-
La théorie de la dérivation et de l'intégration fractionnaire a été longuement
considérée comme une branche relevant des mathématiques sans aucune expli-
cation réelle ou pratique. Durant ces trois derniéres décennies, un intérét consi-
dérable a été porté au calcul fractionnaire par l’application de ces concepts dans
différents domaines de la physique et de 1'ingénierie [4], oli on a pu trouver un
progres significatif des travaux théoriques qui peuvent servir comme base pour
un nombre d’applications dans ces domaines. Donc, un grand effort a été fait
pour essayer de mettre en pratique les résultats déja établis, et un travail de re-
cherche intensif est encore en cours dans plusieurs domaines d’ingénierie pour
I'application de ces concepts d’ordre fractionnaire [5].
Récemment, le calcul fractionnaire entre dans le monde de la mécanique quan-
tique pour l’objectif de généralisation - sans aucune contradiction avec les postu-
lats de la mécanique quantique standard-. Les possibilités de cette généralisation

a été montrée par LASKIN [6], qui a développé une nouvelle mécanique quan-
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tique fractionnaire, et a été réalisée au moyen de 1'approche des intégrales de
chemin de Feynman [7]. L'approche de Feynman dans la mécanique quantique
standard est basée sur l'intégrale de chemin en utilisant la mesure générée par
le mouvement brownien. La généralisation naturelle du mouvement brownien
est le mouvement de Lévy [8]. Du moment que l'intégrale de chemin sur des
trajectoires browniennes conduit a 1'équation de Schrodinger, donc l'intégrale
de chemin sur des trajectoires de Lévy mene a 'équation de Schroédinger frac-
tionnaire. L'équation fractionnaire de Schrodinger comprend la dérivée d’ordre
fractionnaire & au lieu de la dérivée seconde o« = 2 dans I'équation standard de
Schrodinger. Les résultats de la mécanique quantique fractionnaire ont été discu-
tées par plusieurs auteurs [9]]- [22]. Ces dernieres années, Alisultanov [23], [24]
a discuté les possibilités d’introduire ce concept en physique statistique quan-
tique et son interprétation physique. Ils ont également étudié les propriétés ther-
modynamiques de quelques systéemes statistiques quantiques avec hamiltenien
fractionnaire.

Cette thése a pour objet I’étude des propriétés thermodynamiques de certain pro-
blemes de physique statistique classique et quantique basées sur la mécanique
fractionnaire, elle est structurée comme suit :

Dans le premier chapitre, nous évoquerons briévement les différentes définitions
de base de la dérivation et de l'intégration d’ordre non entier et quelques pro-
priétés des opérateurs d’ordre fractionnaire.

Nous poursuivons dans le deuxiéme chapitre la présentation de 1’application du
calcul fractionnaire en mécanique quantique. Nous allons présenter les principes
de la mécanique quantique fractionnaire et quelques applications de 1’équation
de Schrodinger fractionnaire.

Le troisieme chapitre qui sera divisé en deux parties, fera 'objet d’étude des
propriétés thermodynamiques de certains systemes fractionnaires. Dans la pre-
miere partie, nous étudierons les propriétés du systeme de gaz parfait classique

libre et gaz parfait confiné dans un potentiel fractionnaire, en utilisant I'ensemble
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canonique et microcanonique. Dans la deuxiéme partie, nous allons calculer la
fonction de partition grand canonique d'un gaz parfait quantique libre et confiné
dans un potentiel extérieure fractionnaire de bosons et de fermions et nous allons
calculer la fonction de partition d'un gaz quantique formé de N oscillateurs frac-
tionnaires dans le cadre de la mécanique quantique fractionnaire. Nous allons

ensuite déduire les fonctions thermodynamiques dans le cas fractionnaire.
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Cliapitre

ASPECTS FONDAMENTAUX DE
L’ANALYSE FRACTIONNAIRE

1.1 INTRODUCTION

I E formalisme de la dérivation non entiere consiste a généraliser la notion
de la dérivée a des ordres non entiers de dérivation (réels ou complexes).
L’idée pour cette généralisation de la dérivée vers un ordre arbitraire est décou-
verte dans le courrier échangé entre L'Hopital et Leibniz. L'époque ot Newton et
Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et intégrale, Leibniz a
présenté le symbole % pour désigner la n®" dérivée d’une fonction f. Quand il

a annoncé dans un courrier a I'Hopital, I'Hopital a répondu et posé la question a

Leibniz, sur le résultat de cette dérivée <'§;{: ) pour l'ordre n = % ?. Cette lettre de
I"'Hopital, écrite en 1695 [1]. Depuis cet échange de courriers, plusieurs mathéma-
ticiens ont contribué a l'élaboration de la théorie de la dérivation fractionnaire
tels que : P. S. Laplace(1812), J. Fourier(1822), J. Liouville(1832), B. Riemann
(1847), A. Grunwald (1867 — 1872), J. Hadamard(1892), S. Pincherle(1902), H.

weyl(1917), P. Lévy(1923), A. Marchaud(1927) et M. Riesz(1949) [2].
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Plusieurs activités scientifiques comme 1’organisation de colloques internatio-
naux, la parution de plusieurs ouvrages et d'une revue « Journal of fractional
calculus » entierement consacrée au sujet, témoignent de la vitalité actuelle de la
recherche sur la dérivation d’ordre non entier. Il y a plusieurs définitions pour
la dérivation fractionnaire. Ces définitions méme ne menant pas toujours a des
résultats identiques sont équivalentes pour un large panel de fonctions. Tou-
tefois, la définition de la dérivation fractionnaire peut s’établir selon trois ap-
proches. La premiere est 'approche par limites qui est I’approche classique de
Griinwald-Letnikov qui consistent a généraliser la notion de la dérivation en-
tiere. La deuxiéme est 'approche de Riemann-Liouville et Caputo qui, a partir
des primitives, associére la dérivation fractionnaire a l'intégration fractionnaire.
La troisieme approche est spectrale et utilise la transformée de Fourier.

L'objectif de ce chapitre est de présenter les bases théoriques des opéra-
teurs d’ordre fractionnaire nécessaires pour le développement des chapitres qui
suivent, tout en rappelant les définitions et les principales propriétés des opé-
rateurs d’ordre fractionnaire. On notera « 1'ordre de dérivation, D* 'opérateur
de dérivation fractionnaire d’ordre « et I* I'opérateur d’intégration fractionnaire

d’ordre «.
FONCTIONS DE BASE

On a besoin de présenter des fonctions qui jouent un role important dans la théo-
rie de calcul fractionnaire et qui permettent en général de fournir des solutions
aux problemes du calcul fractionnaire. Il s’agit de la fonction Gamma d’Euler, la
fonction Béta et de la fonction de Mittag-Leffler. On va définir aussi la fonction

de Fox.
Fonction Gamma d’Euler I’ (x)

L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction gamma d’Eu-

ler I' (x). La fonction gamma est une fonction complexe, son interprétation est



Chapitre 1. Aspects fondamentaux de 1’analyse fractionnaire 8

simplement la généralisation du factoriel n (n!) et elle permet a n de prendre des

valeurs non entiéres.
Définition

Pour tout nombre complexe x tel que Re(x) > 0, on définit la fonction gamma

d’Euler I (x) par l'intégrale suivante [3] :

I'(x) = /e‘ttx_ldt, (Re(x) > 0) (1.1)
0

L’allure de la fonction gamma est donnée par la figure (|1.1])

FIGURE 1.1 — Graphe de la fonction gamma d’Euler.

Propriétés de la fonction gamma

1. Une propriété importante de la fonction I'(x) est la relation de récurrence
suivante [4] :

I'(x+1) =xI'(x) (1.2)

qu’on peut démontrer par une intégration par parties :

(o] [ee]

T(x+1) = /e‘ttxdt = [—e ']y + x/e_tt"_ldt =axT(x)  (1.3)
0 0
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Puisque I'(1) = 1, en utilisant la relation , on obtient pour x =1,2,3...

r(2) =1r(1) = 1! (1.4)
I(3) = 2r(2) = 2! (1.5)
I'(4) = 3T (3) = 3! (1.6)
donc :
T(n+1) =nl(n) = n(n—1)! = (n)! (1.7)

2. L'autre propriété importante de la fonction gamma est qu’elle posséde des

poles simples pour x = 0, —1, =2, ....Son expression est :

avec :

¢ (x) = [e 't 1t (1.8)
!

Ceci signifie que pour des valeurs entiéres négatives, la fonction gamma

tend asymptotiquement vers 1'infini.

3. On donne quelques valeurs particuliéres de I'(x) :

(a) pour x = 3, T(3) = V7.

(b) pourx =n—+3,T(n+3) = (2n)!

T 22yl

\/7t, n entier positif.

4. La fonction gamma peut étre écrite en termes de deux composantes comme
suit [5] :

[(x) =7 (x,a) +T (x,a) (1.9)

ot 7y (x,a) est la fonction gamma incomplete inférieure. Elle est donnée par :
a
v (x,a) = /e_tt"_ldt, (Re(x) > 0) (1.10)
0

et I' (x,a) est la fonction gamma incompléte supérieure. Elle est défnie par :

T (x,a) = /e_tt"_ldt, (Re(x) > 0) (1.11)

Les fonctions Gamma incomplétes sont utilisées pour obtenir la différentiation et

I'intégration fractionnaire des fonctions périodiques.
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1.2.2 Fonction béta d’Euler

L’autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la fonction béta d’Eu-

ler.
Définition
La fonction béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tous nombres com-

plexes x et y de parties réelles strictement positives par [3] :

1
B(x,y) = /tx_l (1—t)Y 1t (Re (x) > 0, Re (y) > 0) (1.12)
0

Propriétés de la fonction béta d’Euler
Les principales propriétés de la fonction béta d’Euler sont [5] :

1. La fonction béta d’Euler peut prendre plusieurs formes d’intégrales :

/2

B(x,y) = 2/ sin®*~1 0 cos® ! 0d6 (1.13)
0
it px—1
B(x,y) = /Wdt (1.14)
0

2. La fonction béta d’Euler est symétrique :
B(x,y) =B (yx) (1.15)

3. La fonction béta est liée a la fonction gamma par la relation suivante :

B(x,y) = 1;((3;)5_(;)) (1.16)

4. La fonction béta satisfait des équations fonctionnelles telles que :

BOuy) B(x+y1-y) = o (1.17)
B(x,y+1)= x—ykyB (x,y) (1.18)

B(x,x) =2">B <;,x) (1.19)
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Fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler est une fonction importante dans le monde du cal-
cul fractionnaire. Son role est analogue a celui joué par la fonction exponentielle

dans le cas du calcul entier.
Définition

La fonction de Mittag-Leffler, notée E, g, est une fonction spéciale qui s’applique
dans le plan complexe et dépend de deux parametres complexes a et B. La fonc-
tion est définie pour a > 0 [4] :

oo ok

I LT p)

k=0

(1.20)

Il est aussi courant de représenter la fonction de Mittag-Leffler avec un seul

parametre & comme suit :

[ee]

Z ock n 1) (1.21)
La fonction exponentielle usuelle correspond pour une valeur de a =1 :
oo ok
kz%) T k ) ;;) i (1.22)

Fonction de Fox

En 1961, Fox a introduit les H-fonctions qui sont des fonctions spéciales de nature
tres générale. Elles permettent le traitement de plusieurs phénomenes, parmi
lesquels se trouve la diffusion anormale (diffusion fractionnaire). Les fonctions
de Fox H sont des généralisations de celles de Meijer G et elles sont définies par

une intégrale de type Mellin-Barnes [6] :

G (ap, Ag) \ _ pymn (a1, A1), ..., (ap, Ag)
Hyi (2) = Hy; <Z‘ (by, By) AN (b1, B1), ., (by, By) (23

1
= ﬁ/ch(s)zsds (1.24)
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ﬁl" (b] — B]S) ﬁl" (1 — ll]‘ + A]S>
his) = — - (1.25)

- ﬁ F(aj—Ajs) 11[ r(l—bj-i—B]‘S)

j=n+1 j=m+1

et m,n,p,q sont des entiers positifes satisfant 0 < n < p,1 < m < g. Aussi
Aj,j =1,..,pet Bj =1,...,q sont des réells positifes et aj,j =1,.,p et bj =1,..,9

sont des nombres complexes satisfaissant :

Aj(by+v) # By(aj—A—1) ouv,A=0,1,.; h=1,..,m, j=1,.,n (1.26)
OPERATEURS FRACTIONNAIRES

I1 existe plusieurs définitions mathématiques de l'intégration et de la dérivation
d’ordre fractionnaire. Dans ce paragraphe, nous allons présenter une définition
unique de l'intégration fractionnaire et plusieurs définitions de la dérivée frac-

tionnaire.

Intégration fractionnaire

L’idée principale d’intégration fractionnaire est la généralisation d’intégrations
itérées.

Définition

L’intégration fractionnaire d’ordre «, noteé I*, d’une fonction f localement inté-

grable est définie par [7] :

B () = gy [ =0 F ) (1.27)

avec & € R™ et I' () est la fonction gamma d’Euler. Ce type d’intégrale fraction-

naire est appelé intégrale d’ordre fractionnaire « de Riemann-Liouville.

Exemple

Considérons la fonction f (x) = (x — a)P. Alors :

) 1 .
8 (x—a)f = wu/ (x =) (t—a)lfat (1.28)
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Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a + (x —a) 7, d’olt

1

o (X — a)oc-i-ﬁ a—1
Ji(x—a)f =2 [ (1—1)" Pt (1.29)
T (w) 0/
—q)* TP
= (xr&))B (B+1,a) (1.30)

D’apres la formule ([1.16]) , ’équation ([1.29)) devient :

o1t (r=a)f = s s (v o (130

Dérivation fractionnaire

En mathématique, la dérivation fractionnaire a 300 ans d’existence. Tout au long
de ces années, de nombreux mathématiciens ont contribué pour donner plusieurs
approches et déffitions. Dans ce paragraphe on va présenter les quatre approches

les plus pratiques et qui sont celles de Grunwald-Letnikov, Riemann-Liouville,

Caputo et de Riesz.
Approche de Griinwald-Letnikov (G-L)

Une des approches les plus rencontrées de la dérivée d’ordre fractionnaire est
appelée I'approche de Griinwald-Letnikov. L'idée de cette approche est basée sur
la généralisation de la dérivée classique d'une fonction f (x) d’ordre n € N de la

forme [8] :

Df (1) = fimzr: 3 (<1)/ (1) £ (= 1) (132)

ot les coefficients (7) sont donnés par :

Cl) B ]'(nn'—])' (1.33)

En remplagant 1’entier n par & € R (« > 0), I'expression (1.33) s’écrit :

14 w!
(1) R (1:34)
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Donc, la dérivée d’ordre fractionnaire o de G-L est [§] :

CLDAf (x) = lim Y (—1)% (%) (x — i) (1.35)
Lt (um o

olt [x] dénotes la partie entiere de x et & le pas d’échantillonnage ( ) sont appelés

les coefficients binomiaux.
L'approche de Riemann-Liouville (R-L)

L’approche de Riemann-Liouville est I'approche la plus connue et répandue. La
dérivée d’ordre « € R" au sens de Riemann-Liouville d’une fonction f locale-

ment intégrable définie sur [4, c0) est définie par [9]- [8] :

DT () = A (I8 () = oo

[=0 T f e (36

a

avec (n—1) <a < n.
L'approche de Caputo

Caputo a reformulé la définition de la dérivée d’ordre fractionnaire comme suit

(7] :

T fm
chxf( ) =2 [I7*D"f (x) = F(nl— (X)/(xfi t)ugi)n-i-ldt (1.37)

oun0< (n—1)<a<nnecN.
La relation qui relie les deux définitions (1.36)) et (1.37)) est donnée par :

)ktx

KED*f (x) =C D*f (x Z )f(k) () (1.38)

k—a+1

L'approche de Riesz

La dérivée fractionnaire de Riesz est définie par [10] :

1

rrere ] MR (U Bt

—00

Rig (x) =

telque 0 <o < 2,00 # 1.

Il existe une autre repésentation de la dérivée fractionnaire de Riesz :
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F(a+1)sin(F) [+ f(x+)—2f () +f(x=7),

¢, O0<a<?2
(1.40)

Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Les principales propriétés des dérivées et intégrales fractionnaires sont les sui-

vantes [8] [11] :
Linéarité

La dérivation non entiere est un opérateur linéaire. Ainsi, si f et g sont deux

fonctions continues et (y, A) deux réels, on a :

Dy (Af (%) + g (x)) = ADLf (x) + puDzg (x) (1.41)
ou Dy désigne n'importe quelle approche de dérivation fractionnaire.
Regle de Leibniz

Pour n entier, on a :

D) =X (1) /@D g -Ri)

k=0

ot > p-1et RE (x) = s 7 (x— 1) 7 g (v)dr [ 04 (2) (v - 2)" de.
On a lim R}, (x) = 0.

n—o0

Autres propriétés des dérivées fractionnaires

1. Les opérateurs d’intégration d’ordre fractionnaire vérifient la propriété de
semi-groupe, soit :

8 IEF (x) =0 LPF () (1.43)

2. Les opérateurs de dérivation d’ordre fractionnaire (réel ou complexe), ne

vérifient pas la propriété de semi-groupe que sous certaines conditions :

oD% DY f (x) =9 DEMPf (x) (1.44)
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et
oD% DY f (x) =4 DY f (x) (1.45)
si n est entier positif et w arbitraire.
3. Pour &« = 0, DYf (x) est 'opérateur identité (DIf (x) = f (x)).

4. La dérivée d’ordre fractionnaire de I'intégrale de méme ordre d’une fonc-

tion f (x) donne :
oDy f (x) = f(x) avec Re(a) >0 (1.46)

5. Pour &« = n ol n est un nombre entier, 'opérateur ,D% produit le méme

résultat que la dérivation classique d’ordre entier.

6. Si f(x) est une fonction analytique en x, alors sa dérivée fractionnaire

oD% f(x) est une fonction analytique en x.
1.4 CONCLUSION

Ce chapitre est une introduction aux éléments de base de la dérivation fraction-
naire. On a cité quelques notions relatives a cet outil mathématique, quelques
approches des dérivées fractionnaires sont introduites a savoir, I'approche de
Grunwald Letnikov, de Riesz, de Riemann Liouville et celle de Caputo ainsi leurs
propriétés.

Le chapitre suivant aura pour objectif d’approfondir les applications de la dérivée

fractionnaire dans le domaine de la mécanique quantique.
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APPLICATION DU CALCUL
FRACTIONNAIRE EN MECANIQUE
QUANTIQUE

2.1 INTRODUCTION

U départ, le calcul fractionnaire a été longuement considéré comme une
simple théorie mathématique sans aucune explication réelle ou pratique.

En effet, I'intérét de ce concept dans les sciences fondamentales et en ingénie-
rie ne s’est manifesté qu’a la seconde moitié du 20" siecle. Dés lors, beaucoup
de contributions autant théoriques que pratiques ont montré 'importance des
systémes d’ordres fractionnaires et leur intérét dans différentes disciplines telles
que la physique, l'électricité, la biologie, la chimie, 'automatique... etc. Parmi
les applications des dérivées fractionnaires dans la physique, on mentionne les
plus importantes : dans le matiere condensée, Tarasov [1] et Laskin [2] ont large-
ment discuté et montré que I’hamiltonien de certains systémes avec interaction a

longue portée est la somme d’une partie cinétique (x p*) et d'une partie d’inter-

19
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action (e x") ol & et v sont des nombres non entiers ( nombres fractionnaires). A
ce stade, on note que dans la mécanique quantique p* = (—ihiV)" requiert une at-
tention particuliere en raison de « est un nombre fractionnaire. On applique aussi
les dérvées intégrales fractionnaires dans les systémes dynamiques [1]. Dans mé-
canique des milieux fractals [5] [6].Dans la physique de plasmas [7] et [8]et en la
mecanique classique et I'électromagnétisme classique [9] [10] [11].

Récemment, [14 — 21] ont appliqué le concept de la dérivée fractionnaire en me-
canique quantique et ont développé une nouvelle mécanique quantique fraction-
naire.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la dérivation fractionnaire appliquée
en mecanique quantique et nous allons présenter les principes de la mécanique

quantique fractionnaire.
LES PRINCIPES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE FRACTIONNAIRE

En physique quantique, la premiere tentative réussie d’appliquer le concept de
fractalité était 'approche d’intégrale de chemin de Feynman a la mécanique
quantique. Feynman et Hibbs ont reformulé la mécanique quantique comme une
intégrale de chemin au cours des trajectoires browniennes. La généralisation na-
turelle du mouvement brownien (ou le processus stochastique de Wiener) est le
processus stochastique de Lévy. Le fondement de cette généralisation est la théo-
rie des distributions de probabilité stables qui est été développée par P.Lévy. La
propriété la plus fondamentale des distributions de Lévy est la stabilité qui est
conforme avec le théoréme limite centrale généralisé. Ainsi, du point de vue de
la théorie des probabilités, la loi de probabilité stable est une généralisation de
la loi de Gauss [18]. Le processus de Lévy est caractérisé par l'indice de Lévy a
, 0 < a < 2.Dautre part « est la dimension fractale de la trajectoire de Lévy

( dLévy

Fractale = «) [19]. Pour & = 2 on obtient le processus gaussien ou le processus

du mouvement brownien. Comme on le sait, dans le cas gaussien 1’approche de

I'intégrale de chemin a la mécanique quantique permet de reproduire 1’équation
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de Schrodinger pour la fonction d’onde. Dans le cas général nous tirons la gé-
néralisation fractionnaire de 1’équation de Schrodinger. L'équation fractionnaire
de Schrodinger comprend la dérivée d’ordre a au lieu de la dérivée seconde
pour & = 2 dans 1’équation standard de Schrodinger, c’est 1'une des raisons pour

I'emploi du terme «mécanique quantique fractionnaire» (FQM) [20] .
INTEGRALE DE CHEMIN FRACTIONNAIRE

Considérons une particule, en mouvment sous 'action d’un potentiel V(x,t) a
lI'instant intiale t,, allant du point x, au point final x; a I'instant final t;. Le chemin
de la particule est représenté par une fonction du temps x(t) avec x(t,) = x, et
x(ty) = xp.

La mesure fonctionnelle de Feynman pour l'intégrale de chemin est definie par
[21] :

x(tp)=xp

) omifie\ NV/* N im 2
/ DreynmanX (T) ... = I\lllglo dxq..dxn_q < - > X Hexp <28ﬁ (xj —xj-1) )
x(ta)=%aq =
(2.1)

ou m est la masse de la particule, 7 est la constante de Planck, xo = x4, xn = ¥}

etEZ(tb—tu)/N.

L'expression du propagateur prend la forme suivante :

x(ty)=xp —i b
KF (xbtb/xata) = /(t )= DFeynmanx (T) exp |:ﬁ/t 14 (X (T)) dT] (2'2)

La mesure de Feynman se généralise pour la processus du mouvement brow-
nien. La généralisation du processus du mouvement brownien est le processus
stochastique du mouvement de Lévy, et l'intégrale de chemin fractionnaire est

définie comme [12] :

Dais:)_N/“
X

/ Dy askinX (T) ... = lim dxl...delﬁN< =

N—oo
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telle que
i (Dt LB TILYEARN (179,172
Dyt x Dyt ,
h “1h h ,1),(1,1/2)

et o est I'indice de Lévy avec 0 < a < 2. D, est le coefficient de diffusion quan-

tique fractionnaire et pour &« = 2,D, = 1/2m et L, la fonction de 1évy et H la
fonction de Fox.

Comme on le sait, la définition donnée par 1’équation (2.1)) conduit & la méca-
nique quantique standard. Alors la définition donnée par 1'équation (2.3)) conduit
a la mécanique quantique fractionnaire. Laskin [18] a proposé la mécanique
quantique fractionnaire basée sur l'intégrale de chemin fractionnaire :

x(ty)=xp

Kr (xbtb/xata) = /

i [t
Draans (Mexp | 31 [V (x(e)dr]| G
x(ta)=xa ta
out V(x(7)) est I’énergie potentielle.

Pour une particule libre V(x) = 0, I'équation (2.4) devient :

Ky (xpty/xats) Z/DLaskinx(T) 1 (2.5)
o iDa(tb—ta) —1/a 1 7 1/a B
S (B5) e () e
(2.6)

En terme de l'intégrale de Fourier, le propagateur K, s’écrit sous la forme :

1 P Xp — Xy ‘Dtx “(t — Iy
Ky (xpty/xaty) = ﬂ/dpexp <zp( bﬁ ) —i i ;Lb )) (2.7)

On note que l'énergie de la particule libre dans le cas de la mécanique quantique

fractionnaire est donnée par [18] :

E = D, |p|* (2.8)
EQUATION DE SCHRODINGER FRACTIONNAIRE

L’équation de Schrodinger est 1’équation la plus fondamentale dans le mécanique

quantique non-relativiste, décrivant I’évolution dans le temps du vecteur d’état
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|¥ (f)) d’un systéeme quantique arbitraire et jouant le méme roéle que les lois de
Newton de la conservation de I'énergie en mécanique classique non relativiste.
Elle a été établie en 1925 par Erwin Schrodinger et généralisée par Paul Dirac

quelques années plus tard. L'évolution temporelle de |¥ (t)) est décrite par [22] :

HY(7,t) = ihaat‘f’(?, t) (2.9)

ou H est 'opérateur hamiltonien de la particule et /1 la constante de Planck.
En mécanique quantique standard, si la particule est en interaction avec un po-

tentiel scalaire V (r,t), et en 1’absence de champ magnétique, H prendra la forme

suivante :
p\Z
H=_—+V(#t 2.10
Evin (2.10)
ou p = —ihV est1’opérateur de I'impulsion et 7 est 'opérateur de la coordonnée

d’espace de la particule.
L’équation de Schrodinger dépendante du temps standard est écrite sous la
forme :

—h? d

%A‘I’(r,t) +V(r,t)¥Y(7t) = zha‘I’(r,t) (2.11)

Pour trouver I'équation de Schrddinger fractionnaire (I’équation différentielle
fractionnaire de la fonction d’onde ¥(x,t)) qui décrite I’évolution d'un sys-
teme de la mécanique quantique fractionnaire nous pouvons utiliser le noyau

Ky, (xpty/xqt,) qui est difini par 1’équation ([2.4]) :

—+o0
‘Yf(xb, tb) = /dxaKL (xbtb/xata) ‘Fi(xa, ta) (2.12)
ot ¥;(x,,t;) est la fonction d’onde fractionnaire a linstant initiale t = f, et

Y r(xp,tp) c’est la fonction d’onde fractionnaire a l'instant finale.
On applique 1'équation (2.12)) dans le cas particulier que le temps f, ne difféere

que par un intervalle infinitésimal € de t, = ¢,

—+o0
Y(x, t+e) = /dyKL (x,t+y/et)¥(y,t+e) (2.13)
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En utilisant 'approximation de Feynman :

/dTV (x (7)) eV (x+y/2) (2.14)

et la définition donnée par 1'équation (2.4, on a :

—x) .eDy|p|* i xX+y
(x,t+e) /dy2 ﬁ/dpexp< —i— hsV 5 Y(y,t)
(2.15)

On peut développer I'expression précédente en série :

o¥(x,t)
ot

+oo ) _ jDalpl .
/dyexp 2)7'((ﬁ T ) X <1—%£V <x—;—y>> ¥ (y,t)(2.16)

Ensulte en tenant compte des définitions des transformations de Fourier,

Y(x,t)+e

1 .
o(p,t) = 5 [ dxexp(=Fx)¥(xt) (2.17)

Yot = 5o [ dpexp(T)p(p 1) (218)

et en introduisant la dérivée fractionnaire quantique de Riesz (7V)* [12] :

(¥ (1) =~ [ dpep(Lx) 1ol p(p,1) (219)

on obtient :

Y(x,t)+ eaxféf’t) =%¥(x,t)+i

8%)“ (hV)" ¥ (x,t) — i%V (x)¥(x,t)  (2.20)

Donc I'équation différentielle fractionnaire de la fonction d’onde ¥ (x, t) est [10] :

— Dy (WV)" ¥(x,t) + V (x) ¥(x,t) = iﬁal{jg’t) (2.21)
L'équation peut étre réécrite sous la forme :
HY(x,t) = fiaqj( ) (2.22)

ot

ol H est I’'Hamiltenien fractionnaire :

H=—D, (hV)* +V (x) (2.23)



2.5

Chapitre 2. Application du calcul fractionnaire en mécanique quantique 25

avec (V)" est la dérivée fractionnaire de Riesz a une dimension [10] :

(0¥ (x5 6) = =5 [ dpexp (L) pl* p(p,1) (224)

Pour une particule qui se déplace dans un espace tridimensionnel sous l'in-
P q P P

fluence du potentiel V (7, t), 'hamiltonien fractionnaire est écrit sous la forme :

H = Dy [p|" + V(7 1) (2.25)
= Do(=H2A)¥2 4V (#,1) (2.26)
Ici il faut noter que D, est un coéfficient qui ajuste les unités physiques avec le

dimension [D,] = erg!~*cm®sec*.
Et I’équation de Schrodinger fractionnaire dépendante du temps a 3D est [19] :
Do (—12N) 2 (r,t) + V(r, ) ¥ (1, t) = z'h;t‘l’(r,t) l<a<?2 (2.27)

La dérivée fractionnaire de Riesz (—h?A)*/2 est définie comme :

(—H2A)* /¥ (r, )

r)|pl* ¢(p,t) (2.28)

ot ¢(p,t) est la transformée de Fourier de la fonction d’onde ¥ (r, t) :

rexp(—%pr)‘i’(r, t) (2.29)

¢(p,t) =

HERMITICITE DE L'OPERATEUR HAMILTONIEN FRACTIONNAIRE

Alors que les opérateurs utilisés en mécanique quantique sont tres souvent
complexes, les grandeurs physiques qu’ils permettent de calculer sont toujours
réelles. De ce fait, les opérateurs de la mécanique quantique doivent étre des
opérateurs hermitiques.

Les opérateurs hermitiques satisfont la relation suivante :

(¢,Gx) = (G, x)" (2.30)
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Pour prouver 'hermiticité de H,, il faut démontrer que :

(@, (V)" x) = {(hV)*, x) (2.31)

preuve

L’'Hamiltonien fractionnaire H, défini par 1’équation ([2.26)) est un opérateur auto-

adjoint dans I'espace muni du produit scalaire :

@0 = [ dxg (o) x (o) (232

avec :

Hy = —D4(hV)* + V(x,t) (2.33)

ou le signe * indique le conjugué complexe .
donc on peut écrire :

“+00

(0,990 = [ dxg (x, )V x(x, 1 (234

+o0o
(Vogx0) = [ dx V9" (xt)x(x, 1) (235)

avec V*x et V*¢ sont les dérivées de Riesz quantiques fractionnaires :

1 . A
V() = -5 / dk exp (ikx) [K[* £ (K, £) (2.36)

1 . an
Vi (x,t) = e /dkexp(zkx) |k|* ¢ (k, t) (2.37)

KX (k,t) et g(k,t) sont les transformées de Fourier des fonctions x(x,t), ¢(x,t) :

2l t) = ﬁ [ dxexplikox(x, ) (2.38)

Got) = 5 [ dxexplikn)p(x, 1 (239)

On note que, en utilisant I’équation (2.36)) et I'équation ({2.38)), 'équation ([2.34])

peut étre écrite comme :
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(9,90 == — [ kK" 206 0) (o [ dxg* (v ) explikn))  (240)
= — [ kK" (o [ dvexplikn)x(x, )¢ (1) (2.4)
= (V. x)
donc :
(¢, Vix) = (V. x) (2.42)

L’énergie moyenne d’un systéme quantique fractionnaire avec hamiltonien H,

est:

Eo = / T W (x, ) HO¥ (x, £) = (¥, Ho¥) (2.43)

—00

Tenant compte de 1’équation (2.30), on a :

400 +o0
E, = / dx¥* (x, ) Ho ¥ (2, ) = / dx(H ¥ (x,1))"¥ (x,t) = E:

— o0 —o0
Comme conséquence physique, I'énergie du systéeme est réelle. Ainsi, I'Hamilto-
nien fractionnaire H, défini par I'équation ((2.33)) est hermitien ou opérateur auto-

adjoint dans "espace muni par le produit scalaire défini par I'équation ([2.43)),

(¢, Hax) = (Hy ¢, X) (2.44)
Notons que I'équation conduit a ’équation importante :
9 5
g/dx‘i’ (x, )Y (x,t) =0 (2.45)

qui montre que la fonction d’onde reste normalisée.

En multipliant 1’équation (2.21)) par ¥*(x, t) et le conjugué de 1'équation (22.21])

par —Y¥ (x,t), et en sommant les deux équations résultantes, on obtient :

mgt (F* (x, ) ¥ (x,1)) = ¥* (x,8) He¥ (x,8) — ¥ (3, £) HI¥" (x,)  (2.46)
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Intégrons cette relation sur tout I'éspace et en utilisant le fait que 'opérateur H,

est auto-adjoint, on trouve 1’équation ([2.45).

L”]:ZQUATION DE SCHRODINGER FRACTIONNAIRE INDEPENDANTE
DU TEMPS

Un cas particulier tres important de 1'équation de Schrodinger est la situation
lorsque le potentielle V(x, t) ne dépend pas du temps. En fait, ce cas particulier
couvrira la plupart des problemes importants en mécanique quantique. Comme
son nom l'indique, il est la situation lorsque le potentiel ne dépend que de la
position (il peut étre une constante).

Si V(x,t) = V(x), alors 'équation de Schrodinger fractionnaire devient :

a¥ (x,t)

— Dy (WV)* ¥ (x,t) + V (x) ¥(x,t) = ih P

l<a<2 (2.47)

Lorsque V indépendante du temps, il devient possible d’utiliser la technique
de séparation des variables, dans lequel la fonction d’onde est écrite comme le

produit de deux fonctions, dont chacune est une fonction d"une seule variable :

Y(xt) = f(0)¥(x) (2.48)

En substituant dans I'équation de Schrodinger, on obtient :

o FWFO) g e - nd FEFO)

axa at (2'49)
La simplification des dérivées donne :
1 . 2 _ in%G
W(—szh ﬁlf(x) +V(x)¥(x)) = 1) (2.50)

Comme le membre de gauche de 1'équation ne dépend que de t et que
le membre de droite ne dépend que de x, il ne pourra y avoir de solution de
la forme que si I'équation est égale a une constante (qui ne dépend
donc ni de t ni de x). Cette constante a la dimension d’une énergie, appelons-la

E. Dés lors % = Ef(t) et par conséquent f(t) = exp(—‘Et). Tandis que [19] :

o

)
— Dyh Ry

Y(x)+ V(x)¥(x) = E¥(x) (2.51)
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qu’on appelle “I’équation de Schrodinger indépendante du temps”.
Par conséquent la forme la plus générale de la solution dans laquelle les variables

d’espace et de temps sont séparées :

Y(x,t)= exp(—%Et)‘F(x) (2.52)

DENSITE ET COURANT DE PROBABILITE

La densité de probabilité p(r,t) pour trouver l'existence d’une particule dont la

fonction d’onde ¥ (7, t) (¥ (7, t) est normée) est donnée par [24] :

p(rt) = [¥(r, 1)’ (2.53)

Sachant que la probabilité dP de trouver la particule a l'instant ¢ dans le volume
d3r en r est [24] :

dP = o(r,t)dr (2.54)

Par conséquent l'intégrale de la densité de probabilité p(r, t) sur tout ’espace est
donc constante ( normalisation ), mais sa valeur locale peut varier. Les variations
de p(r,t) donnent lieu & un courant de probabilité J(r,t) qui obéit a I’équation

suivante :

ap(art,t) +div](r,t) =0 (2.55)

ce qui impose qu’il y ait conservation locale de probabilité. Si notre particule
est soumise a la seule action du potentiel V(r,t), son équation de Schrodinger

fractionnaire correspondante s’écrit :

Do (—1*A) 2 (1, ) + V (1, £)¥ (1, 1) = z'hgt‘l’(r,t) (2.56)

qui a pour complexe conjugué :

Do (=AY 2" (r, £) + V (r, £)¥* (1, 1) = —ih;)t‘P* (r,t) (2.57)
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Pour trouver le vecteur de la densité de courant de probabilité dans le cas

fractionnaire, on multiplie I’équation (2.56) par ¥*(r,t) et 'équation (2.57) par

—Y¥(r,t), et on somme les deux équations résultantes, on obtient :

* Y (y
D, {II;* (, t)(—hZA)MZ‘Y(T, t) —¥(r, t)(_hZA)a/Z\Y* (r, t)} =ih { i((;/tt))§t§*<(;lt2)+ }

(2.58)

or :

‘I’*(r,t)i‘f’(r,t) +‘I’(r,t)i‘¥*(r,t} = aat(‘I’(r,t)‘I’*(r,t))

Donc :

iha—p

=D, [‘I’*(r,t)(—th)“/z‘I’(r,t) —\F(r,t)(—th)“/zxf*(r,t)} (2.59)

L'équation (2.59)) prend aussi la forme suivante [19] :

apg{t) + DTf“w ¥ (1, (= 12A) 2T (1, 1) = ¥ (1, 1) (—20) IV (1,1)] = 0

(2.60)

Et en mettant :

.0 = 22 (0 () () T (1) ¥ (A T (1)
(2.61)
J(r,t) est la densité de courant de probabilité dans le cas fractionnaire.

Si nous remplacons #V par p, I'équation (2.61)) devient :
J(r,t) = Do (¥ (r, ) (P) 2719 (r, 1) = ¥ (1, ) (PP) 271 pY(r, 1)) (2.62)

Nous pouvons exprimer 1'équation (2.62)) en terme de 1'opérateur de la vitesse

défini comme :
@
dt

0= (2.63)

ou 7 est I'opérateur de la coordonnée d’espace.
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En utilisant la regle générale de la mécanique quantique pour la différenciation

de l'opérateur :

ar i
- = 7 [Hu1l, (2.64)
ona:
0= % [Hyr — Hyt] (2.65)
En outre, a I'aide de 1'équation f (p)r —rf (p) = —iﬁ% qui détient pour toute

fonction f (p) de I'opérateur de I'impulsion, et en tenant compte de ’équation
(2:25) pour I'hamiltonien H, (p,7), on obtient 'équation de 1'opérateur de vi-

tesse :

~2

2-1
0 =aD, P27 p

(2.66)

Ici p est I'opérateur de I'impulsion. En comparant les équations et on
conclue que :

j= % (YY" +¥70Y) (2.67)
Pour obtenir le courant de densité de la probabilité égale a 1 (le courant lorsque
une particule traverse unité de surface par unité de temps) la fonction d’onde de

particule libre doit étre normalisée :

‘F(r,t):,/;)exp(;pr—;ilft), E=D,|p|", 1<a<2  (268)

ot1 v est la vitesse de la particule, avec v = aD,p* 1.

Lorsque a« = 2, D, = 1/2m, on retrouve les résultats bien connus en mécanique
quantique usuelle. Donc les nouvelles équations et (2.62)) sont la générali-
sation fractionnaire des équations bien connues pour le vecteur du courant et de

la densité de probabilité de la mécanique quantique standard.

APPLICATIONS DE LA MECANIQUE QUANTIQUE FRACTIONNAIRE

Particule libre

Comme premiere application de I'’équation de Schrodinger fractionnaire, on
considere le cas de la particule libre qui exprime le cas plus simple que l'on

puisse imaginer.
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Considérons une particule libre dont 1'énergie potentielle est nulle (ou a une
valeur constante) en tout point de l’espace. La particule n’est donc soumise a
aucune force et I’équation de Schrodinger fractionnaire dépendante du temps

devient :

a¥(r,t)

Du(=H*A)"2¥ (r,t) = ih— =,

Y(r,t =0) =¥o(r) (2.69)

En utilisant la tansformation de Fourier définie par 1’équation (2.29) et la la défi-

nition de la dérivée fractionnaire de Riesz a 3D donnée par l'équation (2.28), on

obtient :
o . a /t
Du|pl” 9(p,t) = th)gz) (2.70)
avec la condition initiale :
+0oo
3 . T
w(p) = 9(pt =0) = [ @rexp (~ipy ) ¥olr) (271)
L'équation (2.70) admet comme solution générale :
I @
¢(p,t) = Cexp(—7Da|p["t) (272)

ot C est une constante. La transformation de Fourier inverse donne la solution

finale de 1’équation (2.69) :

__1 003'73 p(r—r)  Dup't /
¥(r,t) = (2nh)3_/d r_ d°pexp | i W i— Yo(r') (2.73)

L’intégrale sur p peut étre exprimée en termes des fonctions de Fox H;g et la

solution du probleme de particule libre devient [19] :

1/«
i) I
I \iDyt

Substituant dans 1'équation (2.74) ¥o(r) = d(x), on trouve que le noyau

(1,1),(1,1/a),(1,1/2)
(1,1),(1,1/2),(2,1)

(2.74)

1 7 1
Y(r,t)=—— [ & Hy;

—0o0

] ‘Ijo(i’/)

K% (x,t|0,t) de I'équation de Schroédinger fractionnaire est écrit sous la forme :

1/
KO (x,4]0,4) =~ HIZ 1( ) ) |r|\(1<'11)1'(1'1/a)'(1'1/2)]

27ta |r|? 33

h \iDyt ,1),(1,1/2),(2,1)
(2.75)
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Pour a = 2, le noyau K° (x, |0 ,t) devient :

m \3/2 imr?
K% (x,t|0,t) = (727_[%31}) exp <2ﬁt ) (2.76)
Particule dans une boite

Dans ce paragraphe on va traiter le probleme de la particule dans une boite dans
le cas fractionnaire comme deuxieme application de 1’équation de schrodinger
fractionnaire.

En physique, la particule dans une boite (ou puits de potentiel carré) est une re-
présentation simple d’un systeme relevant de la mécanique quantique. On étudie
une particule confinée dans une région finie de I'espace grace a des murs de po-
tentiel infini aux bords de cette région. La particule n’est soumise a aucune force
a l'intérieur de la boite, mais y est retenue par une force infinie aux bords. C’est
une situation similaire a un gaz confiné dans un récipient. Pour simplifier, le cas
unidimensionnel sera premiérement traité. On en déduira les équations dans le

cas tridimensionnel.

Le cas unidimensionnel

On considére une particule confinée dans un puits de potentiel infini :

[ oo pour |x| >a
V(x) - { 0 pour ’.X| S a (277)

\Y

Zone | Zone [1 Zone 11

FIGURE 2.1 — Puits de potentiel infini a une dimension.
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Pour le cas unidimensionel, I’équation de Schrodinger indépendante du temps

de cette particule peut-étre écrite comme :
— Dy (hV)*¥ (x) + V(x)¥(x) = E¥(x) (2.78)

ot E = D, |p|" est 'énergie totale de la particule.

Ce puits de potentiel comporte un mur impénétrable en x = —a et x = a. A
cause de ce mur de potentiel infiniment haut, la particule aurait une énergie
infinie, la particule ne peut pas se trouver dans l'intervalle [—a, a] ot V est infini.
Sa densité de probabilité de présence doit donc y étre nulle et sa fonction d’onde

doit nécessairement s’annuler des que x atteint les bords de l'intervalle.
Y(x)=0 |x|]>a
Pour la région a l'intérieur de la boite V(x) = 0 et 'équation se réduit a
= Da(hV)*¥ (x) = E¥(x) (2:79)

avec (hV)* est la dérivée fractionnaire de Riesz qui est définie par 1'équation
(2.24) .

L'équation (2.79) peut-étre écrite sous la forme :

V% (x,t) + k*¥(x,t) =0 (2.80)

E

P ) S
avec : k% = Do

La solution générale de l'équation différentielle fractionnaire (2.80), exprimée

avec les fonctions cosinus et sinus est [13] :
¥ (x) = Asin(kx) + B cos(kx) x| <a (2.81)

ou A et B sont des nombres complexes.

et I’énergie qui lui correspond est :

E = D h*k" (2.82)
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A ce stade, on a donc :

0 a<x
¥(x) = Asin(kx) + Bcos(kx) |x] <a (2.83)
0 —a<x

On a mentionné que la fonction ¥ (x) est une fonction continue. La condition de

continuité en x = —a et x = a4, implique que :
Asin(ka) + Bcos(ka) =0 (2.84)
— Asin(ka) + Bcos(ka) =0 (2.85)

La combinaison de I'équation ([2.84) et 1’équation (2.85)) donne :

Asin(ka) =0
Bcos(ka) =0

dongc, les solutions se répartissent en deux catégories : celles avec A = 0 et celles
avec B = 0. Les solutions impaires ont B = 0, alors ka = n7 pour n = 2,4,6,... .

Les niveaux d’énergie deviennent :

j hnrm
E(lmp) - D o
" u 2a )
et les fonctions d’onde :
‘Pﬁf’“”)(x) = Asin(%x) x| <a

Les solutions paires ont A = 0, alors ka = n7 pour n = 1,3,5,... .Les niveaux

d’énergie deviennent :

(r) _ hnm o
Ei” = Da( 2a )
et les fonctions d’onde :
‘I’Szp)(x) = Bcos(%x) x| <a

La combinaison des solutions paires et impaires donne :

- les niveaux d’énergie :
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hnr

En == Da(j

) n=1,23,.. (2.86)

- les fonctions d’onde :

_ | Cosin(55(x+a)) n=1,2,3,.. pour |x|<a
11jrl('x) - { g 0 pOllI' ‘X| Z a (287)

Maintenant afin de trouver Cp, on utilise le fait que la probabilité de trouver la
particule quelque part est égale a 1. D’ou1 la valeur de 'intégrale de |¥|? sur 'axe
X

/|‘1f —Co/sm (G (x+a) =1 (2.88)
c’est a dire

Co=1/+/a (2.89)
Finalement, la solution complete pour le probleme d'une particule unidimen-
sionnelle dans une boite dans le cas fractionnaire est [13] :

Y(x,t) = L sin(2Z —iE¢ =1,2,3,.. <
{ (x,t) :1n(2a(x+a))exp( h) n x| <a (2.90)

a
E, = D, (M)« n=123,..
Le cas tridimensionnel

Pour le cas tridimensionnel, la particule est confinée dans une boite parallélépi-
pedique de longueur L, dans la direction x, L, dans la direction y et L, dans la

direction z. Le potentiel est encore nul dans la boite et infini sur les murs.

FIGURE 2.2 — Particule confinée dans une boite cubique.
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Pour la zone intérieure de la boite, ot le potentiel est nul, I'expression trimen-

sionnelle analogue a 1’équation (2.79) s’écrit :

Do (—12A)*'*¥ (x,y,2z) = E¥(x,v,2) (2.91)
2[R R PN\
D, |- 32 + a2 + 32 Y(x,y,z) = E¥(x,y,2) (2.92)

Cette équation différentielle n’a pas une solution facile, pour cela on va chercher
d’abord les valeurs propres de 1’equation (2.92).

L’Hamiltonien fractionnaire de la particule a l'intérieur de la boite écrite comme :
Hy = Da(_th)a/z (2.93)
On peut s’ecrire 1'équation (2.93) comme :

(1
HDL = sz[x(—hz)a/z 1 (MAIX/2> (2.94)

ou m est la masse de la particule.

Alors I’équation de de Schrodinger devient :
Ch"/*¥(x,y,z) = E¥(x,y,2) (2.95)

avec C = 2mD, (—h*)*/2~1
1l faut noter ici que /1 est 'opérateur de Hamilton standard d’une particule dans
une boite :

2
h= ﬁAtX/z (296)

et I’équation de Schrodinger standard de cette particule est :

fl‘I’(x, y,z) =¢e¥(x,y,z) (2.97)

ou ¢ est 'énergie :

R
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On reécrit I’équation (2.95) comme :

ChY¥(x,y,z) = Eh~*/>"1%¥(x,y,2) (2.99)
Donc :
Ch¥(x,y,z) = Ee */>"1¥ (x,y,2) (2.100)
Alors :
- /2
CY2 "2 ¥ (x,y,z) = (Es_"‘/zﬂ)“ Y (x,y,z) (2.101)

a partir de I'équation on peut déduire que :
«/2
E — C]*D&/Z <E€74/2+1) (2‘102)

Enfin les valeurs propres sont :

/2
Ch* n2 nd p2\"
E=g¥2_ _ =" ([Zx, ¥V, 7z )
€ (8m)“/2 (L% + 2 + Iz (2.103)

Barriére de potentiel

Maintenant, on va examiner le probleme d’un faisceau de particules incident sur
une barriere de potentiel de largeur a et de hauteur Vj > 0. Cette géométrie
est particuliérement importante car elle comprend I’exemple le plus simple d'un
phénomene de diffusion dans lequel un faisceau de particules est dévié par un
potentiel local. En outre, cette géométrie unidimensionnelle fournit également
une plate-forme pour explorer un phénomene propre a la mécanique quantique
- effet tunnel quantique. Pour ces raisons, nous allons traiter ce probleme pleine-
ment dans le cas fractionnaire.

Considérons la diffusion d'un faisceau de particules d’énergie E venant de la

gauche par une barriere de potentiel rectangulaire V(x) :

W 0<x<a
V(x) = { 0 ailleurs

avec Vp > 0.
Selon la mécanique classique, une particule d’énergie E inférieure a Vo(E < Vj)

serait réfléchie par la barriere. Alors qu’avec 1'énergie E > Vj elle continuerait
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V(x)

V

0 3 A

FIGURE 2.3 — Barriére de potentiel.

sa course avec une vitesse moindre. Mais la fonction d’onde associée avec une
particule libre doit étre continue a la barriére et montrera une décroissance ex-
ponentielle & I'intérieur de la barriére (lorsque E < Vp). La fonction d’onde doit
également étre continue de l'autre coté de la barriere. Donc la particule a une
certaine probabilité d’étre transmise dans la région x > a lorsque E < V.

Nous disposons de trois régions distinctes dans lesquelles nous devons résoudre

I’équation de Schrodinger fractionnaire :

— Dy (hV)*¥(x) + V(x)¥(x) = E¥(x) (2.104)

Dans la région I (x < 0), 'équation a résoudre est :
V*%(x) + k*¥F(x) =0 (2.105)

avec :
E

4

La solution générale de 1'équation ([2.105|) est donnée par :

o

Yi(x) = A 4 Bjem (2.106)
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Dans 1'équation le terme ¢** représente ’onde incidente et qui corres-
pond a une onde allant de gauche vers la droite. Lorsque la particule arrive en
x = 0, elle peut soit étre réfléchie, soit étre transmise. Et I'onde réfléchie est
représentée par le terme e~ ¥,

Le courant de densité de probabilité fractionnaire de 'onde incidente est donné

par:

i) = 2 (0 () (178)3 T ¥ () — ¥() (78)8 1T ¥ (1)
D,h o
i

— A2 2 ek (2 )81 o oikx _ ek (72A) 3 1€efikx)

Donc :
Ji(x) = 2Dy (ki) | Aq[? (2.107)
Et le courant de densité de probabilité fractionnaire correspondant a 1’'onde ré-

fléchie est :

J+(x) = 2D, (kh)* | By |* (2.108)

Tandis que dans la région Il (x > a) on :
VA% (x) + k*¥(x) =0 (2.109)
la solution générale de I'équation est évidemment :
Yi(x) = Az 4 Bye k¥ (2.110)

Le premier terme en ¢/* correspond a une onde allant de gauche vers la droite.
I représente donc I'onde transmise. Par contre le second terme représente une
onde venant de +-co allant vers la gauche. Comme nous n’avons pas de particule
qui provient dans ce sens, nous poserons B3 = 0.

Donc :

Yo (x) = Azel™ (2.111)

Le courant de densité de probabilité fractionnaire de 'onde transmise est donné

par :
Ji(x) = 2D, (kh)* | A3)? (2.112)
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Alors que dans la région II (0 < x < a) I'équation de Schrodinguer fractionnaire
est:

V*%(x) + ﬁ (E-V))¥(x)=0 (2.113)

Nous distinguons les deux cas E > V et E < Vj.
Dans le cas E > V I’équation (2.113]) admet comme solution générale :

Yir(x) = Aze’®* 4 Bye k¥ (2.114)

1

ot K = [ﬁ(};—vo)}“
Dans le cas E < V} la solution générale de I'équation ([2.113)) est :

Yi(x) = Aze™ + Bye * (2.115)

1
o

telle que p = [ﬁ (Vo — E)}
On peut donc obtenir la solution E < Vj a partir de la solution pour E > Vj en
remplagant simplement iK par p dans notre solution.

En général, nous ne cherchons pas a écrire la fonction d’onde dans toutes les
régions mais plutot a calculer le coefficient de réflexion ou de transmission de la
barriere dans les deux cas E < Vjj et E > V| en cas fractionnaire.

Le coefficient de réflexion est défini comme le module du rapport du courant
de probabilité réfléchi J,, sur le courant de probabilité incident J;. Alors que le
coefficient de transmission, défini comme le rapport du courant transmis J; sur

le courant incident J;.

Lecas E > V)

Les expressions de la fonction d’onde dans les différentes régions sont :

Yi(x) = Ale'ikx + Bqeikx x<0
Yir(x) = Ape®¥ + Bpe ¥ 0<x<a (2.116)
‘FH[(X) = A3€ikx xX>a

Comme nous l'avons vu précédemment, le coefficient de transmission est défini

par:

2

T =

Je(x) _ 2Dy (k)* |As* ‘A3 (2.117)

Ji(x) " 2Du(kh)| AP A1




Chapitre 2. Application du calcul fractionnaire en mécanique quantique 42

alors que le coefficient de réflexion est :

Jo(x)  2D4(kn)* B> | By [?

Ji(x) 2Dy (kn)* | A2 | Ad

Les constantes A1, By et Az sont déterminées a partir des conditions que Y (x) et

R = (2.118)

(hV)*¥(x) sont continues en:

-x=0
A1+ Bi=A+B; (2.119)
(ik)* 1Ay + (—ik)* 1By = (iK)* 1Ay + (—iK)* !B, (2.120)
- x=a
Aze’®® = Ape'®® 4 Bye= 'K (2.121)
(ik)* ek Ay = (iK)* 1K Ay + (—iK)* leKaB, (2.122)

La combinaison de I'équation ([2.119)) et I’équation ([2.120) donne :

B = g | (1 (0 DA+ (- (L B (2123)
A2 = i |0 (S DA+ (- (B (2129

La combinaison de I'équation ([2.121]) et 'équation (2.122) donne :

_ Az _ ka1 i(ka+Ka)
B, = T4 (19 [(1 (R) )] e (2.125)
— Az _ L a—1 i(ka—Ka)
Ay = 5 (-1 [(1 (_K) )] e (2.126)
alorson a:
Aj k 1 k k

e

Ty [(1 _ (_I<)lxl):| pl(ka—Ka) _ m [(1 _ <_7K>“71)A1 +(1- (K)oﬁl)Bl
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A k , 1 K 0
e [0 G — e - Gt DA+ (- () By
(2.128)
A partir des équations (2.127)) et (2.128)), on trouve :
2 2
éeika _ {1 B (%“71} B [1 B (%)%1} (2.129)
Aq K\ p 2 o 2 — .
[1 — (k) 1} eiKa _ [1 — (L) 1} o—iKa
By _ [1 — (%)/xfl] [1 — (%K)vcfl} (e~iKa _ giKa) ot

[1 _ (%)a—l]zeiKa _ [1 _ (_LK)uc—l]ze—iKa

Donc nous pouvons déduire que le coefficient de transmission est tel que :

S (N B g
= :1 _ (%)afl: zeiKa _ [1 B (%K)“*lrg*iKa 2 (2.131)

As
Aq

T

et le coefficient de réflexion s’écrit comme :

%)a—l_ [1 . (_LK)zx—l] (e—iKa o eiKa)
- B ) ‘ B 5 '
1— (K)afl ezKa _ [1 _ (7)1)(71} e*lKlZ

La simplification de I'expréssion ([2.131)) donne [13] :

2
_|B
=7

2 _1_(

R (2.132)

(-] -1~ o)

w4{[1- ] [i- <’<K>a—1}2}2sin2<r<a>

-1

(2.133)

Et la simplification de I'expréssion (2.131]) permet d’écrire le coefficient de ré-

flexion comme suit [[13] :

R — 4 {1 - (%)“71}2 {1 — (%K)“*lrsinz(Ka)

{1-to] - o <’<K>a—1f}2 wa{[1-th] o <’;>«—1}2}zsm2<1<a>
(2.134)
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On vérifie facilement que R+ T =1

Lecas E < V)

Comme nous l'avons indiqué précédemment, nous n’avons pas a reprendre tous
nos calculs pour résoudre ce nouveau cas. Nos solutions (2.106)et (2.111f) restent
valables pour les régions I et III alors que pour la région II nous n’avons qu’a

remplacer iK par p. Donc le coefficient de transmission devient :

2
2 1 — (¥ya-1 2 1 ik
T:% | (p)z] -] (2.135)
S | o W E C Ol I
et le coefficient de réflexion
2
e[ e
o po e T
Enfin on peut écrire le coefficient de transmission
T= L 5
{1 + {( )P cos (Brr) — ZCOS(‘BTH>} (’;)51 + sink?(pa) +1
H(k)ﬁ sin (B7) — zsm(%ﬂ)} (%)ﬁ} (e sin? (B ) [1— (4 cos ()]
(2.137)
avec: f=a—1.
Et encore :
T-1—14 sinhZ(pa) {D;1 + Dy} (2.138)
4(%)25 sinz%n { ( ) cos 5”}
Avec :
2
D, = [1+ {(];)ﬁcosﬁn—Zcos(’[ZT)} (];)ﬁ] (2.139)
2
D, = [{(I;)ﬁ sin Bt — 2811’1('82 )} (];)ﬁ] (2.140)
Alors
T~1 =14 sinh?(pa)+
sinh?(pa) { {(%)ﬁ — (%)ﬁ - 2cos(ﬁ7n)(1 — (£)P cos ﬁn/Z)] }
(2.141)
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Et le coefficient de réflexion :

}1 — 2cos (Br) (%)ﬁ + (%)Zﬁ‘zsinhz (pa)

= D3 sinhz(pa) + Dy (2.142)
Avec :
_ [1+{(K)5cosﬁ7r—2cos(’57")}(k)ﬁ 2+
D; = H(’;)ﬁ sin BT — zsm(%n)} (,;;ﬁ]l (2.143)
Dy = H(];)ﬁsinﬁﬂ — ZSin('BzT[)} (l;)ﬂr (2.144)

Oscillateur quantique fractionnaire

N. Laskin [19] a proposé une nouvelle approche fractionnaire pour étudier les
états liés de systémes de quark-antiquark lourds g7 (par exemple charmonium c¢
ou bottonium bb) traités dans le potentiel d’image non-relativiste. Il a supposé

que I’énergie potentielle de confinement de deux quarks localisés est donnée par :

. B>0 (2.145)

V(i =ril) = qigj |ri =1
ou g; et q; sont les charges des quark i et j.
Notez qu’on utilise le terme quarkonium pour dénoter tous les états liés du sys-
téme de quark-antiquark g7.
Pour étudier le probéme des quarkonium, on considére le modele de la méca-

nique quantique fractionnaire non relativiste avec le hamiltonien fractionnaire

[19] :

/

H,p = Dy (—12A)" ? +@ P 1<a<21<p<2 (2.146)

ou r est le vecteur d’espace, g est une constante avec la dimension physique
[q] = erg'/?cm=F/2 et I'opérateur (—ﬁZA)M2 est défini par I'équation (2.28).

Il est facile de voir que ’hamiltonien H, g est la généralisation fractionnaire de
I’hamiltonien H de 'oscillateur harmonique standard :

H = ﬂA + Emw X (2147)

On appelle "l'oscillateur fractionnaire "le modele de la mécanique quantique frac-

tionnaire qui a ’hamiltonien donné par 1'équation (2.146).
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L’équation de Schrodinger indépendant de temps pour 1'oscillateur quantique

fractionnaire est :
Dy (—12A)" ¥ (r) + 2 |r|P ¥ (r) = EY (r) (2.148)

E : I'énergie totale de l'oscillateur.

Contrairement aux exemples traités précédemment, 1’équation fractionnaire de
Schrodinger que 1'on doit résoudre est passablement plus difficile. Pour cela il
serait intéressant de calculer les niveaux d’énergie d'un oscillateur fractionnaire
en une dimension, qui peuvent étre calculés si nous utilisons l"approximation

semi-classique. Nous avons mis 1'énergie totale égale a E, de sorte que :
Ex = Dy |p|" +* |x| (2.149)

ou

1
= (- (E-¢x))

Dans les points de retournement p = 0, le mouvement classique est possible dans
l'intervalle |x| < (E /qz)l/ﬁ.

Une utilisation systématique de la regle de quantification de Bohr-Sommerfeld

[22] donne :
27th(n + fpdx = 4/pdx = 1/”‘4/ (E—q |x|/S (2.150)

ou la notation j{ désigne l'intégrale sur une période du mouvement classique,
xm = (E/q?)YP est le point tournant du mouvement classique.

Pour évaluer la derniere l'intégrale dans le partie droite de ’équation (2.150)).

nous introduisons une nouvelle variable y = x(q%)_l/ #, nous avons donc :
Xm 1 1
1,1
D;”"‘/(E — ¢*|x[P)vdx = TEW/dy(l — P (2.151)
0 Da qZ/ﬁ 0

L'intégrale sur dy peut étre exprimée en termes de la fonction B. Posons z = yf :

/dy(l Pyt/a — ;/zél (1—2z) ;B(;, % +1) (2.152)
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A Tlaide des équations (2.151)) et (2.152) nous réécrivons l'équation ([2.150))

comme :
1 4 1,11 11
)= Fa'B_ -

2mth(n 4+ 2) D}/"‘qz/ﬁE ,BB([%'zx +1) (2.153)

L’équation ci-dessus donne les valeurs de 'énergie des états stationnaires pour

l'oscillateur fractionnaire dans une dimension.
nhBDL/ g2/ 5 1\
E, = <ZB(};,M> <n + 2> (2.154)
Cette nouvelle équation (2.154) généralise le spectre d’énergie bien connu de
l'oscillateur quantique standard.
Ces calculs pour une seule dimension se généralisent tres bien a 3 dimensions.

Pour D = 3, les valeurs de l'énergie sont :

ap b
7Tﬁ Dl/tx 2/,3 atp 3 e
E, = (M <n1 +ny +n3+ 2> (2.155)
B’ w
Atome de Bohr fractionnaire

Le modéle de Bohr est un complément du modele planétaire d’Ernest Rutherford
qui décrit I'atome d’hydrogénoide comme un noyau massif et chargé positive-
ment Ze, autour duquel gravite un électron de masse m et chargé négativement.
L’interaction entre ces deux particules est électrostatique, la force intervenant
étant la force de Coulomb. Ceci nous permet donc d’écrire I'énergie potentielle

de l'électron a une distance r du noyau comme :
V(r)=——+ (2.156)

ou e est la charge de 1’électron, Ze est la charge nucléaire de 1’atome hydrogé-
noids.

L’équation de Schrodinger indépendante du temps de 1'atome hydrogénoide
s’écrit :

—Y(r)=EY(r) (2.157)
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On propose une généralisation de 1'équation de Schrodinger de I’atome de Bohr

et on considére 1'équation de Schrodinger fractionnaire suivante :
Dy (=20 (r) — 5% (r) = EY (1) (2.158)

L’hamiltonien fractionnaire du systéme quantique considéré a la forme :

Ze?
Hy = Dy |P|a - W (2.159)

et I’énergie totale est :

E=E.+V (2.160)

ot E. = Dy |p|" est I'énergie cinétique et V est 'énergie potentielle.

Il est bien connu que dans un systéme en équilibre dynamique, il existe une
relation simple entre le moyenne temporelle de 1’énergies cinétique E. et I'énergie
potentielle, connues sous le nom "théoréme du viriel " [23].

A partir de ce théoréme du viriel, la relation entre 'énergie cinétique et I’énergie

potentielle du systéme avec I” hamiltonien (2.159) est :

aE. = -V (2.161)

Maintenant, nous allons intéresser de trouver les valeurs propres de 1’équation
de Schrodinger fractionnaire pour les atomes hydrogénoides.

Pour évaluer le spectre d’énergie de 1’atome hydrogénoide fractionnaire, rappe-
lons les postulats du N. Bohr :

1” postulat de Bohr :

Sans émission de rayonnement, les électrons ne peuvent graviter autour du noyau
que sur certaines orbites permises. Celles-ci sont déterminées par la condition de

quantification suivante :
Pa, =nh (n=1,23,..) (2.162)

avec a, est le rayon de l'orbite de 1’électron autour du noyau.

2% postulat de Bohr :
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A chaque orbite permise correspond un niveau énergétique déterminé. Les tran-
sitions électroniques d’une orbite vers une autre se font par sauts (Quantens-
priinge) et sont accompagnées de 1'émission ou de l'absorption d’un photon
d’énergie :

w=-S_" (2.163)
ou E; est Iénergie correspondante a 'orbite de départ, Ef est Iénergie correspon-

dante a I'orbite d’arrivée et w est la fréquence du rayonnement émis ou absorbé.

En utilisant le premier postulat et 1’équation (2.161), on obtient :

ni\N  ze?
D. [ =2 - .16
’ (a) i (2.164)
Donc :
ay = agn®/ (=1 (2.165)
ol ag est le rayon de Bohr fractionnaire, avec
aD he\ @)
ag = ( -2 > (2.166)
L'utilisation de 1"équation (2.161) donne le moyenne de 1’énergie totale :
E=(1-aE.) (2.167)
Pour les niveaux d’énergie de 1’atome hydrogénoide fractionnaire on a :
E, = (1 —«) Egn~%/(=1) (2.168)

ou Ey est I'énergie de liaison de 1’électron dans la plus basse orbite de Bohr, qui

est I'énergie nécessaire pour le mettre dans un état E = 0 correspond a oo :

ay 1/(a=1)
Ey = < (Zez) ) (2.169)

a*D, h*

Selon le second postulat de Bohr, on trouve que la fréquence est donnée par :

1wz 1
“= h D, hx o/ (a=1)  pa/(a—1)




2.9

Chapitre 2. Application du calcul fractionnaire en mécanique quantique 50

CONCLUSION

La mécanique quantique fractionnaire est une généralisation de la mécanique
quantique standard, dans ce chapitre on a présenté ses principes notamment
I'équation de Schrodinger. On a défini aussi I’Hamiltonien et montré qu’il est
un opérateur autoadjoint. Nous avons également développé quelques problemes

dans le cas de la présence de dérivée fractionnaire dans le Hamiltonien.
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MECANIQUE STATISTIQUE
FRACTIONNAIRE

3.1 INTRODUCTION

LUSIEURS auteurs ont appliqué le concept du calcul fractionnaire en physique
quantique et développé une nouvelle mécanique quantique fractionnaire.
IIs ont montré aussi que 1’hamiltonien de certains systémes avec interactions a

longue portée est écrit comme :
Hyyw = D |p|* +q° [x]" (3.1)

Récemment, Alisultanov [1] [2] a étudié les possibilités d’introduire ce concept en
physique statistique quantique et il a discuté des propriétés thermodynamiques
de certains systémes avec un hamiltonien définit par 'équation (3.1). Plus pré-
cisément, il a dérivé I'équation d’état et la densité d’états pour un systeme avec
un spectre de puissance fractionnaire décrivantes électrons et les phonons dans

les solides. Cependant, 1'utilisation du calcul fractionnaire dans la physique sta-
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tistique n’a pas été suffisamment exploitée pour voir comment les problemes
fondamentaux de la physique statistique seront affectés.

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les propriétés thermodynamiques de cer-
tains systemes statistiques en utilisant le contexte de 1’hamiltonien quantique

fractionnaire & D dimensions.

MECANIQUE STATISTIQUE CLASSIQUE FRACTIONNAIRE

Gaz parfait

Le gaz parfait est un modele thermodynamique décrivant le comportement des
gaz réels a basse pression, dans lequel les molécules sont supposées rigides et
totalement indépendantes les unes des autres. Les seules interactions qu’elles
peuvent subir lors de leur agitation sont les chocs élastiques entre elles ou avec
les parois du récipient contenant le gaz.

Dans ce partie, on va étudier les proprieties thermodynamique d'un systeme de
gaz parfait le cas fractionnaire a D dimensions ol I'énergie total de ce systeme
est:

E = D, |p|* (3.2)

Pour résoudre le probleme d'un gaz parfait, on utilise la fonction de partition

7.
Fonction de partition

La fonction de partition Z est une grandeur fondamentale qui englobe les pro-
priétés statistiques d'un systeme a 1’équilibre thermodynamique. C’est une fonc-
tion de la température et d’autres parametres, tels que le volume contenant un
gaz par exemple. La plupart des variables thermodynamiques du systeme, telles
que l’énergie totale, 1’entropie, 1’énergie libre ou la pression peuvent étre expri-
mées a l'aide de cette fonction et de ses dérivées [3]].

Pour un systeme d’un gaz parfait constitué de N particules indiscernables, dans

un volume V a la température T et dans le cas fractionnaire, la fonction de parti-
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tion est égale au produit des fonctions de partition individuelles car les particules

sont indépendantes (systeme sans interactions) [4] :

1

Zn =5 (z)N (33)

ou Z; est La fonction de partition d"une particule libre dans ce gaz définie par :

Zy=Y e P (3.4)
n

avec, B =1/KgT .

Il faut noter ici qu’il est intéressant de calculer la fonction de partition d"une
particule libre Z; pour calculer les propriétés thermodynamique d"un gaz parfait
dans le cas fractionnaire.

En utilisant 1’équation (3.2) et I'équation , la fonction de partition Z; peut
s’écrire comme [3] :

71 = Ze*ﬁDa\Pl'x (3.5)
P

Sachant que nous traitons des systémes dans un volume macroscopique, les ni-
veaux d’énergie sont tres serrés. On peut donc remplacer la sommation par une
intégration sur ’espace des phases permis, en comptant un état par volume h”

de l’espace des phases. On a ainsi :
dPpdPx _ o
z= [ =I5 toh (36)

L’intégrale sur x donne la volume V, et on utilise les coordonnées sphériques

pour évaluer l'intégrale sur p, on trouve que Z; devient :

27P72y .
2= 2T [ gttty ,

11 suffit ensuite de poser :

P = BD, \P|"‘ (3-8)

pour transformer Z; en une intégrale figurant dans le formulaire :
D
o

27P/2y g 1/ 1 \¢ b
A ——— P=(——) pale? .
=g po) P 69
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Ce qui donne finalement
27P/2v D
71 = 5 D/D‘F () (3.10)
I'(2)hPa (BDy) &

ouT (x) = [, t* e !dt est la fonction gamma d’Euler.

Notez ici que Laskin [19] a calculé Z; que dans une seule dimension. Le dernier

resultat . peut étre transformé en Z; = )LD’ ou

= (e ey

270777 (2)

(3.11)

est la longueur d’onde thermique généralisée [5].
Lorsque on pose &« = 2 et D = 3, on trouve la longueur d’onde thermique
standard h/+/2tmKgT. Finalement, on obtient la fonction de partition classique

pour le gaz idéal dont I’'hamiltonien fractionnaire :

1 27P/2y py )"
= N'( T (2) hPa (BD,) D/“r< >> 612
N

D
2
< AD) (3-13)

En utilisant la formule de Stirling log N! ~ Nlog N — N , on en déduit 'énergie

La connaissance de la fonction de partition Zy et I'énergie libre F d'un gaz parfait
permet de déterminer facilement les grandeurs physiques qui caractérisent ses

propriétés macroscopiques.
Propriétés thermodynamiques

Energie interne et chaleur spécifique L'énergie interne d’un systeme thermo-
dynamique est une fonction d’état extensive. Elle est égale a la valeur moyenne
de l'énergie cinétique E. . Pour le systtme d’un gaz parfait fractionnaire main-

tenu a la température T peut étre calculée par la formule suivante [4] :

_ dlog Zn
op
NKT (3.16)

U=E. = (3.15)

u="2
«
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On en déduit aussitot la chaleur spécifique a volume constant :

ou D
= —NK (3.17)

=37, " «

Entropie L'entropie est une fonction d’état extensive qui sert a mesurer le degré

de désordre d’'un systéeme. L'entropie canonique S, d'un gaz parfait se déduit de

son énergie libre par la formule [6] :

oF

SC:_aiT

(3-18)

Cependant on a déja calculé 1'énergie moyenne E, il est aussi simple d’utiliser la
relation suivante [6] :

Sc = (u - F) (3-19)

==

Donc :

1% D
S = NK <log ON + " + 1) (3.20)

Equation d’état L’équation d’état d'un systéeme de gaz parfait a I’équilibre ther-
modynamique est une relation entre différents parametres physiques ( tempéra-
ture T, pression P , volume V) qui déterminent son état. A partir de 1’équation
d’état, il est possible de déterminer la totalité des quantités thermodynamiques.
En dérivant par rapport au volume l'expression de I’énergie libre, on ob-

tient ’équation d’état du gaz parfait fractionnaire :

OF  NKT

P = AR (3.21)

Ce résultat remarquable simple, valable pour tous les gaz parfaits quelque soit
I'énergie de leur particules, constitue la célébre équation d’état des gaz parfaits,

que l'on écrit généralement sous la forme :
PV = nRT (3.22)
R est la constante des gaz parfait , qui vaut :

R = NsK (3-23)
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N4 le nombre d’Avogadro.
On remarque ici que 1'équation d’état est indépendante des parametres « alors
que toutes les autres grandeurs thermodynamiques dépendent. Cette remarque

vaut aussi lorsque nous utilisons le ensemble micro-canonique.
Systeme d’oscillateurs fractionnaires

Dans cette section, on va calculer les propriétés statistiques d'un systéme com-
posé de N oscillateurs classiques indépendants a D dimensions décrits par le

hamiltonien suivant :

z

H =Y (Du|pi|" +¢*|xi]") (3.24)
i=1

ol g est une constante de dimension physique [q] = erg'/?.cm™"/2, a et B sont
des parametres tel que; 1 <a <2,1 <v <2,
En utilisant I’ensemble micro-canonique et 1’ensemble canonique pour dévelop-

per les propriétés thermodynamiques de ce systeme.
Ensemble micro-canonique

Pour une valeur de E, V et N fixes, le systéme considéré ne peut prendre que cer-
tains états internes. La connaissance de tous les parametres internes du systeme
(de son état) donne ce qu’on appelle un micro-état.

Le nombre () de micro-états accessibles au systéeme, dont 1'énergie est inférieure
a Ey, est égale au volume de 'espace de phase auquel il peut avoir acces, divisé

par le volume de la cellule élémentaire qui vaut est hPN [4] :

Q= hmlm/d?l/.../d?N/d?l/.../cﬁN (3.25)
H<FE,

Si on exprime d? et d¥ en coordonnées sphériques, c’est a dire / dPp =

%?’;/;/pD—ldp ot /dDr = %752/)2 /rD—ldr, on peut écrire :

2

1 47P N
o= (wr(D)) [ [o tprpl g [ - [xPtd.xf

H<E,
(3-26)
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le volume d’intégration correspond a la condition :
Dapi +@°¥{ + ..+ Daphy + 753 < Eo (3.27)
Or:
Dap§ + q*xY + ... + Dop% + g% = Eo (3.28)
(2 1/« x 2/v 1 dit devi .
Posons : (DT) =pet (q—z) = x, la condition ([3.28]) devient :
P2+ X? + P74+ X3..P5 + X% =E (3.29)
elle représente I'équation d’une sphere de rayon /Eq dans 1’espace.
Et ’équation (3.26]) devient :
6_1 6_1 6_1 6_1
0=A / / Pi'dpy...p Py / / X axy.x) T dxXy (3.30)
P24+ X34+P2+X2..P3+X%,<Eg
Avec :
AN
1 4 (4m)
A= o (3-31)
" \aDg Bq°*
allégeons 1’écriture de () :
N
oo 1 ( 167° > . (332)
- X711 D D/ N,a,v .
NERPay (D) (7)1 12 (3)
ou:
2D _q 2D _q 2D _q 2D _q
Ny = [ [P PP APy [ [ X7 XX X 633)

P34+ X2+ P3+X3..P4+ X%, <Eg

Pour évaluer wy 4,5 , on peut utiliser les coordonnées polaires en 2N dimensions,

et on trouve :

R2DN(;+7)

<=

WN = KN,a,v

(3-34)
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Donc :

1 1,1y
B)KN,a,ﬁRZDN("‘ Pt (3.35)

o Ky, est un coefficient qui dépend de la dimension n de l'espace et des

1
dwN,aﬁ = ZDN(X +

parameétres « et v. Pour déterminer Ky ,,,, on utilise cette intégrale multiple facile

a calculer :

2D 2D _ 2D _ 2D _
1_/ /P 4P,y 1dPN/.../X1V Xy X0 X ye(— (Xt PR

(3-36)

2D N
I = [/ P17fle dPl} {/X w1l Xm] (3-37)

Le changement de variables u = P? et s = X? donne :

U2 tgcngy] (L[ 2mtgogs]
I= E/ua e\ "du E/SV e\ ds (3-38)

R NG

ou I (.) est la fonction Gamma d’Euler.

on obtient :

d’autre part, on peut écrire :

2D 2D 2D 2D
= / / < 'dP..Py 'dPy / / X XXy dXye(— (B XA R

(3.40)
= /dwNM,e(_Rz) - 2DN(§ + }/)KN,,X,,,/RZDN(H)1e(—R2)dR (3-41)

Effectuons le changement de variable :

t=R? (3-42)

Il vient :

D

1 1 D
I=DN(, +)Knay [ VD1 (343)

D D

= DN(% + %)KN,a,vr <N(a + V)) (3-44)
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Il ne reste plus qu’a identifier ((3.44)) et (3.39)) pour déterminer Ky 4, :

ZDN(% + %)KN,,X,VF (N(l; + ?)) = [;F (Zﬂ ’ BF <?>] ’ (3-45)

Donc :

Bt prey”
e TN DTN (D) 049
Enfin
i (N i oY 141
e (e L o

et le nombre de micro-états est :

a_ L 1677 CBr@IMEre”Y ovesy
mPav (D) ()P T2 (8) ) N(Z (

N!
(3.48)

Maintenant on peut déduire facilement les propriétés thermodynamiques :

Entropie Dans l'ensemble microcanonique, l'entropie statistique a été définie

par Boltzmann par la relation [4] :

5=KzlnQ (3-49)
Donc
N N N
S— Ky ml( 1677 ) BrI"Br " powes
NE\RPav (D) ()P 12 (8) ) N(Z+ 2T (N(2+9))
(3-50)

Energie et chaleur spécifique On peut calculer 1'énergie interne d"un gaz d’os-

cillateurs fractionnaires avec la formule suivante :

1 S DN(1+1)

donc :

1 1
E = D(&—F;)NKBT (352)
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Et la chaleur spécifique de ce gaz est :

ou 1 1
=37 = D(; + ;)NKB (3-53)

Cyv
Ensemble canonique

La fonction de partition canonique de ce systéme classique est donnée par

1
Zn = m(zl)N (3-54)
ou
dPpdPr _ .
74 :/ ’fD o~ BHa(p.r) (3.55)
Alors
D, D
7, = / d ;:g T —B(Dulpl+a2irl) (3.56)
Un simple calcul donne :
7y = 4T (3:57)
' 2 (B) WPav(BDy)P/ (Be2)PT |
Donc :
1 ArPT(2)r(2
Zy = L)L) [ (3-58)

N T2 () APuw (8D ()P
Si on exprime 'énergie de Helmholtz (en utilisant la formule de Stirling)

4T (2)T(F)

v

F = —NKT |1+log (er @) hDav(/BDa)D/”‘(,BqZ)D/V>] (3-59)

Energie et la chaleur spécifique L’énergie interne dans I’ensemble canonique
est donnée par :
dlog Zy 1 1
— = D(—-+ —)NKgT .6
alB (OC + 1/) B (3 O)

et la chaleur spécifique a volume constant est :

u=

ou 1 1
= D(- + —)NKp. (3.61)

Cvzﬁ_ X v

Il est clair que lorsque on met &« = 2 et v = 2 dans les trois dernieres formules on

retrouve les résultats bien connus dans le cas standard [4].
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MECANIQUE STATISTIQUE QUANTIQUE

Le modele standard classe les particules élémentaires en deux grandes familles :
les fermions et les bosons. Les fermions ont un spin 1/2 entier et les bosons
ont un spin entier. Nous allons maintenant nous concentrer sur 1'étude d'un
gaz quantique de bosons et fermions sans interaction (gaz parfait) dans le cas

fractionnaire.
Gaz de bosons en D dimensions

Un gaz de Bose idéal est une version de la mécanique quantique d'un gaz
idéal classique. Il est composé de bosons, qui ont une valeur entiere du spin,
et obéissent a la statistique de Bose-Einstein. La mécanique statistique des bo-
sons a été développée par Satyendra Nath Bose pour les photons, et étendue aux

particules massives par Albert Einstein.

Cas libre

On considere un systeme composé de N bosons de spin zéro sans interaction,
enfermés dans un volume V en équilibre avec un thermostat a la température T.
On suppose aussi que le systéme est décrit par 1'opérateur suivant :
, L, 2 “/2
H, = D, <—h 1; a;&) (3.62)
Les propriétés thermodynamique de ce systeme de bosons sont mieux calculées
en utilisant la fonction de partition. La fonction de partition grand canonique

pour un gaz de Bose est donnée par [4] :

_
1 — ze Pei

D(z,V,T) =]

i

(3.63)

ou B = 1/KgT, Kp étant la constante de Boltzmann et z = ePH est la fugacité
du gaz. Nous constatons que la fugacité z est comprise entre zéro et 1 et u le

potentiel chimique.
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Sachant que les particules sont non relativistes et dans la cas fractionnaire, leur
énergie est :

g = Dyp® (3.64)
Notons que, en utilisant I'équation et 'équation (3.64), la fonction de par-
tition grand canonique peut étre écrite comme :

1
D(z,V,T)=]] T 20 PO (3-65)
p

En utilisant I'expression (3.65|) on peut calculer les quantités thermodynamiques

du systeme.

L'équation d’état L’équation d’état est donnée par :

PV

_ 5p—BDap" —
XT =log(D(z,V,T)) F;log (1—ze ) —log(1—2z) (3.66)
d ad Ze*.BDaPDL z
N = 2o logD(z,V,T) =) 1~ 20 PO + - (3.67)

ou P et N sont respectivement la pression et le nombre moyen de particules du
systeme.
Pour un grand volume V, on peut remplacer la somme en (3.66) et (3.67) par une

intégrale en les coordonnées sphériques a D dimensions :

ZnD/ZV / -1y
- — .68
Xp: 2P p (3.68)

On peut écrire les équations (3.66) et (3.67) comme :

PV 27tD/2V D1
- - = _ 5= BDap*y _ _
KT (Znh) /p dplog(1 — ze ) —log(1l—2z) (3-69)
27‘[D/2V Doty € —BDup" z
/P — . o T 13 (3.70)

Pour évaluer les intégrales dans les équations (3.66) et (3.67), on utilise la repré-

sentation en série :

log(1 — ze FPer") z% ¢~ KEDsP* (3.71)

1 k B0
1 2o o Z " (3.72)
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Par conséquent, I'équation d’état prend la forme suivante :

P 27P/2 1, / D14 —keDpe 1
—=———=) =2 “ldpe *PPP" — Zlog(1 -z .
N__ R / pP R (3.74)
VT (D) (2nn)P 1—ze ™" Vi-z

Evaluant ces intégrales, on obtient enfin deux équations couplées :

P 272721 (2) 1
= I i ~ 2 loe(] — .
KT = ar (9) (e)? (ppg)t 550 " v o8t =) (375)
N _ 27221 () 1 =z

=T

(z) + V2 (3.76)

2]
o

V7T (B) 2h) a(pD0) S

[e0]
ou g (z) = Zi—l; est la fonction de Bose.
k=1
L’équation d’état peut étre obtenue en éliminant z a partir des deux équations

couplées suivantes :

P 1 1
o7 = 3082 (2) — 3 log(1-2) (3.77)
N 1
7 = 3p82(2) + No (3.78)

ou

D D[x % 1/D
A <r<2) (27th)" a(pDa) ) 379)

27P/27 (L)

est la longueur d’onde thermique généralisé et Ny est le nombre de bosons dans

I'état ¢ = 0.

Condensation de Bose Einstien On connait que I'on peut mettre un nombre
quelconque de bosons dans un micro-état particulier. Lorsque la température
du systéme est nulle, tous les bosons doivent se trouver dans 1’état de plus
basse énergie ¢ = 0. Cet état est exclu dans 1'éxpréssion (3.76) et cette derniére
n’est donc égale qu’au nombre de particules qui ne sont pas dans l'état ¢ = 0.

Appelons N, ce nombre. Nous avons :

2nP/2T(2)V
NEZ T (Dé) g

T (2) (27h)” «(BDy) < =) (3-80)

»[Q

Le nombre de bosons dans 1’état ¢ = 0 est, quant a lui, égal a :

z

NOZN—Ne>0=1_Z

(3.81)
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d’ou :

Q

U 1) 1
N

puisque N est grand. On en conclut qu'a T = 0, = 0. Lorsque T augmente tout
en restant trés basse, la majorité des bosons se trouve encore dans le micro-état
d’énergie ¢ = 0 et le potentiel chimique est négatif mais tres faible en valeur
absolue. Par exemple, si N ~ Ny = 6, 02.10% et si Ny = 10%, on voit que y ~
10~2°KgT, ce qui est extrémement petit. On peut donc considérer que le potentiel
chimique est pratiquement nul dans ces conditions. Dans ce cas, le nombre de

bosons qui se trouvent dans les états excités est donné par :

27P/2T(Byy
N, = ol —en(l 8
r (g mu(pn P o

=g

On appelle température de Bose T¢ la valeur de T pour laquelle N;~g = N, elle

est donnée par :
2P/ (Lyy

N = go (1) (3.83)
(%) hD“(;BDa)% ¢
soit : X
D [(9)hPaN  \7
TC == D/Z( 2 )D (384)
k \ 22720 (2)Vgn 1)
En divisant I'équation (3.82]) par 1'équation (3.83)) on obtient :
D
T\«
=N () 85
c

Si T < Tg, le nombre de bosons dans le micro-état e = 0 est égal a :
D
T\ =
No=N (1 — <> ) (3.86)
Tc

A (TD 3 (3-87)
No=N <1— (TTC)>

Les fractions N./N et No/N sont indiqués par 1 et 2 sur la figure (3.1) pour

Pour D =3,0na [7] :

a=1l,a=15eta=2:
Lorsque T < Tg, il est intéressant de calculer 1’expression de quelques quan-
tités thermodynamiques associées au gaz de Bose dans le cas fractionnaire a D

dimensions.
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1.0 4
-
J \\\ ™) a2
a=1.5
0-8 a=1
2)
<_06
=
=
Z 0.4
0.2 - /
S
0.0 T T
4] 1 2 3

T/T

FIGURE 3.1 — Fractions de la phase normale et condensée d'un gaz de Bose en fonction de T/Tc.

Propriétés thermodynamiques

En utilisant les expressions statistiques des

quantités thermodynamiques, on peut facilement obtenir les quantités thermo-

dynamiques du systéeme d’apres 1’équation (3.65). Par example :

Energie et la chaleur spécifique L’énergie interne dans 'ensemble grand cano-

nique d'un systéme de gaz de bosons est donnée par :

y_ _2logD(zV,T) 2KBTVguin (2) 50
a op 2KpTVgain (1)%
cette expression nous conduit a :
o
PV = —
D u

La chaleur spécifique a volume constant est :

ou
- ()
oT /
En utilisant les propriétés :
9gn(z) _
Z oz 8n—1 (Z)
et
0z Dz & %(Z)

oT NV _ﬁgb(z)

T > Tc

r<T. (3.88)
(3.89)
(3.90)
(3.91)
(3.92)
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On trouve :
V(Da+D?) D%p
Cv _ —anan 8 (2) — e T>Tc (3:93)
2
NKp % guen (1) T < Te
Lorsque on pose D = 3, on trouve [7] :
V(3049) 983 (2)
Cv _ | w8y T>Te (3.94)

NKp ‘;g%j\‘g)g%(l) T < Tc

La figure (3.2) montre la variation de la chaleur spécifique d'un gaz parfait de

Bose en terme de T/ Tc.

12
10 a=2
| a=3/2
a=4/3 discontinue au Tc
8 1 a=1 discontinue au T
1=<a<1.5 Cvestdiscontinue
w6
Z
O
a0
2 -
0 / T T T T
0 5 10

TIT,

FIGURE 3.2 — La chaleur spécifique d’un gaz de bosons en fonction de T/Tc.

Entropie L'entropie S d’un gaz quantique de bosons est donnée par :

G_U-F_ D;wVKBg“g’;(Z) ~ NKglogz T > Tc
_U-F_ -
T Diay g, S T<Tc

cas piégé

(3.95)

En présence du potentiel fractionnaire V (x) = ¢° |x|", 'équation d’état est modi-

fiée et le comportement thermique est différent de celui du gaz libre. Le spectre

d’énergie du systéeme devient :

e =Dy |p|* +¢* |x|"

(3-96)
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En utilisant les méthodes de la section précédente, on calcule 1'équation d’état

comme o
%Z—Elog(l—ze_ﬁ(mw +q |x| ))_log(l—Z)
ot i) 6o
N= Z 1 eze B(Dulp|*+42[x|") 1ZTZ

Pour un grand volume V, on peut remplacer la somme en (3.97) par une inté-

grale :

= i/pl)*ldp Jo xP~tdxlog(1 — zeiﬁ(D"‘p“qzxv)) —log(1—z)

r2(2)np

N = D-14p [ DldxM_’_L

p P Jo e PO r2e) T Tz
(3.98)

L’évaluation de l'intégrale spatiale et l'intégrale de I'impulsion donne :
47T (2)r(2
N T P o 8n 0 (%)~ log(1—2)
N— ’ 47TD1"(%)1"(%§ N (3.99)
rz(%)hDva(ﬁ)‘Q+%q¥Da% 824D (2) + 1%

Par analogie avec le gaz libre, le nombre maximal de particules dans les niveaux
excités peut étre obtenu a partir de la limite z | 1, de sorte qu’on obtient mainte-

nant
D D
ArPT(Z)I(7)

maXx __ v

e>0 —

go,n(1) (3.100)
2 (3) hPva (B) "+ g ¥ D

Par conséquent, la température de Bose est donnée par :

Tp = 1 (WFZ (3) th?Da?N) % (3.101)
K \ 42PT(2)T(D)go (1)
et .
v-1- (1) (3102)
ouor = 2

Propriétés thermodynamiques Toutes les propriétés thermodynamiques

peuvent étre trouvées facilement, et nous les citons comme suit :
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T>Tc T<Tc¢
D
No | 0 N (1 - (%) >
D
N, | N N (%)
g(gﬂ)(z) X(QH)(U N
UNKBTig(%)(Z) *NKTB g(%)(l) (TB)
cy | 2(2+1) (280, D (D 8 7.0
Nk | Spm 8@ 5 s e D)5 (5)
$(p ..\ (2) g(p.\1) D
D (7+1) . D (7+1) T T
S | NKg ((U 1) logz> NKg (2 +1) )0 (%)
g(%ﬂ)(z) g(%ﬂ)(l) T 241
F | NKgT <logz e ~NKsTy St (%)
Ces fonctions sont tracées a 3D :
1.0 ——\\\\ )
\\\\\ ’/’ — =
0.8 1 \\\\\ )‘, —=0.7
\ ] 5205
~ L)
Zm 06 1 \\\ \)//1/
|
éu 0.4 ////)\\\\
//// \\\
0.2 - ’//// \\:‘
S
s
0.0 T T T T T
0 1 2 3 4
m,

FIGURE 3.3 — Fractions de la phase normale et condensée d'un gaz de Bose en fonction de T/Tc.

40

30

FIGURE 3.4 — La chaleur spécifiqgue d’un gaz de bosons en fonction de T/TcpourD = 3.
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FIGURE 3.5 — Entropie d'un gaz de bosons en fonction de T/TcpourD =3
0.0
N — =1
A\ —¢=0.7
0.4 \ 05
\
-0.8 4 \\
. N
Fp-1.2 4
¥
74
[N
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-20 4
-2.4
0 ' 1' TlTI[ 2 ' 3
FIGURE 3.6 — Energie libre d'un gaz de bosons en fonctionde T/TcpourD = 3.
Lorsque on pose & = 2, on trouve les résultats obtenus par [8].
En introduisant les parameétre suivants (dimension virtuelle) :
Dua
D/ =D + 7 (3103)
et
D/v
. D, h* 27P/2T (L 4 1)
= « (3104)
27D/2r( DY\ D DI (Q)
2 ((27P7I(R) 2
T\ (@)
I'équation (3.99) peut étre exprimée comme :
PV _ V*
KT =g 8(2) (z) —log(1 —z)
(3.105)

N = %8(%)(2) + 1
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La comparison entre 1’équation (3.105) et 'équation d’état du gaz parfait libre :

= Alog(gﬂ)(z) —log(1—2z)
LV z (3.106)
N = ﬁg(g)(z) +1=
8 o
montre que 1’équation d’état des bosons piégés a une expression similaire a celle
du gaz libre de Bose lorsque la dimension de l'espace est D' = D + D2 et le vo-

lume est V* . En ce sens, on peut dire que le systeme de Bose piégé est équivalent

au systeme de Bose libre [9].
Le rayonnement du corps noir

Une des applications importantes du gaz de Bose concerne 1'émission d'un
rayonnement électromagnétique par un corps chauffé a la température T (rayon-
nement du corps noir). Ce rayonnement est constitué de photons qui sont des
particules de spin 1, donc des bosons.

On va considérer une cavité portée a la température T. Celle-ci est peuplée de
photons qui sont émis et absorbés par les parois. Dans le cas de la mécanique

quantique fractionnaire, on suppose que 1’énergie du photon est écrite comme :
E = D, (ik)" (3.107)

Lorsque &« = 1, D, = c la vitesse de la lumiere.

Comme le nombre de photons contenus dans la cavité maintenue a la tempéra-
ture T est variable, il est tout indiqué d’utiliser I’ensemble grand canonique pour
traiter ce probleme. La fonction de partition grand canonique de gaz de photons

est :
1
1—ze BE

D(z,V,T)=]]

ek

(3.108)

ou ¢ est la polarisation de photon.
A T'équilibre, 1’énergie libre du systeme, dont le volume et la température sont
fixés, doit étre minimum. Comme le nombre de particules est la seule quantité

qui peut varier, on a :

oF
<8N) o =20 (3-109)
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ce qui signifie que le potentiel chimique du gaz de photons est nul. Alors :

1
D(V,T) = I;Im (3.110)

La théorie de la relativité entraine que le photon ne peut avoir que deux états de
polarisation transverse (la polarisation longitudinale est interdite pour un photon
réel). Il faut toujours prendre la dégénérescence associée au spin des photons :

g = 2. L'énergie intene de ce systeme est :

0 E
Uu=-— aﬁlogD (V,T) 22 1—e ﬁE _sz (3.111)

La sommation de I’equation (3.111) peut s’effectuer analytiquement en passant a
la limite continue et en remplacant la somme sur les niveaux d’energie par une

—>
intégrale sur la vecteur d’onde k :

v(2)?
u= I'(lzj)(D/Z/kD 1dk(e‘BE7_1) (3.112)

On connait que I'énergie de photon est
E = hw = Dy (hk)* (3.113)

Alors, on peut transformer l'intégrale sur k par une intégrale sur w, on obtient :

u e
= = / dwu(w, T) (3.114)
Vo

(2)2- DﬁD( £)+1 w2

T (3) (m)P/2DR7* (& =

u(w,T) = 0 (3.115)

est la densité d’énergie de photons. Le cacul de l'intégrale (3.114) donne le loi de

Stefan Boltzman dans le cas fractionnaire :

U _ (22 PhP(KT)s (D D
V" ar(2) ()P (rx " 1) ¢ (a * 1) (3.116)

lorsque « =1, D, = c et D = 3, on trouve :

(KgT)* m* 72 (KgT)*
T W35 15 B33 (3-117)

u
v
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Gaz de fermions

Les Fermions sont des particules qui obéissent a la statistique de Fermi-Dirac et
ils ont un spin demi-entier (c’est-a-dire 1/2, 3/2, 5/2, ...) comme 1’électron, le
muon...

On va maintenant étudier des systemes d"un gaz parfait de N fermions, dans un
volume V , a la température T . On suppose que le spectre de 'énergie de la

particule du systeme est définie comme :
E =D, |p|" (3.118)

Tout comme le gaz de bose, le gaz de Fermi peut étre traité en utilisant ’ensemble

grand canonique. La fonction de partition grand canonique s’écrit par conséquent

l4] :
D(z,V,T) =] (1 + e"“”‘“‘)) (3.119)
ce qui conduit a
logD(z,V,T) =) log (1 + ze_ﬁD“pa> (3.120)
p

Donc I’équation d’état est :

2r =Y log (1+ze FPr")
p . (3.121)
N _ 22021 1zg*ﬁDﬁ(P

+ze*/3Dﬂ’ pe

En utilisant la méme méthode utilisée dans le paragraphe précédent, on calcule

I'équation d’état comme :

27P/2r (P

PV _
KT — Wf b44(2)
. (3.122)
~ ar(2)en.? 2
avec fi (z) =) (—1)" L2F
k=1
L’énergie interne du systeme est donnée par :
u=-— J log(D) = BKTVf (z)i (3.123)
o\ ), T SHAD 3123

la chaleur spécifique du gaz est :

Cy = <aTu> > = ;va%-‘rl(Z))LT + ?Kvg“‘;’j <Z) (D



Chapitre 3. Mecanique Statistique Fractionnaire 75
L’énergie Helmoltz et I'entropie sont :

fosn (2)

F = Nu— PV = NKgT(logz — —* ) (3.124)
fo(z)

E-F D+a  fur(2)
S= = NKp—* — NKpl .
T . 550 (2) plogz (3.125)

En présence de potentiel extérieur V (x) = g°|x|", les propriéties thermodyna-

miques du gaz parfait de fermions devient :

grandeur physique | éxperssion
% 4rPT()0(P)
KT r2(0)wova(p) # g% D vf(2m)®)
Equation d’état 2 DDy Dy
— 47 T(a)l"( l/) f b (Z)
r(8)i0wa(p) P g P 0.8 (7)
Enérgie interne DNKp Tf}gH)(Z)
’ )
f D (2) f D (2)
Chaleurs spécifique | 2NKg (2 +1) /(‘(;;)( - — NKg (2)? f((;z) )
. f Dy 2)
Entropie NKp ((? +1) j(f(?))(z) — logz)
o f(gﬂ)(z)
Energie libre NKgT | logz — f(%)(z)

La méme remarque a propos de I'équivalence du gaz de Fermi piégé avec le gaz

de Fermi libre est également valable ici.

3-3-3

Oscillateurs quantiques fractionnaires

On a vu qu’en mécanique quantique fractionnaire, le spectre d’un oscillateur

fractionnaire en D dimensions peut étre indexé par le nombre quantique 7 re-

présentant le nombre de niveaux d’excitation de l'oscillateur (n est un entier

positif ou nul). Les énergies accessibles sont données par 1'équation :

oun; =0,1,2,...et:

a= _—5"—
2B(L,1+1)

/////

hvDY/ %%/ av

= d
v a+v’ 2

ot B(x,y) est la fonction béta.

(3.126)

(3.127)
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Si on décrit le systeme en utilisant 1’ensemble canonique, les propriétés thermo-

dynamiques peuvent étre étudiées a partir de la fonction de partition canonique :

ZN
N = ﬁl' (3.128)
ou Z; est la fonction de partition canonique individuelle donnée par :
Zi= % P (5.129)
Ny ﬂDZO
_ i o~ B’ (ni+.+np+d)” (3.130)
ni,..., HD—O
o (M+ D=1 _gie(uray
= —— ¢ (3.131)
n;) n! (D —1)!

La derniere relation est due a la dégénérescence de 1’énergie de l'oscillateur quan-
tique a D dimensions. En introduisant la représentation de 4( ¢ est la distribution
de Dirac), I'équation (3.131) peut s’écrire comme :

n _ !k:oo
a5 E eel-penith-0e07) 6

k=—0c0
ou
1 KR o L (K/7—d+D) 010
1= B k:Z_mexp(—ﬁa T —asn (k _d>

ot la fonction de Heaviside 6 (x) résulte de la sommation sur la distribution

delta. En évaluant la fonction de Heaviside, on trouve

B 1 k=co ; T (kl/a —d+ D)
A=D1 kg(,e"p(_ﬁ” N Tem a1 (3.133)
k=00
= (Dil)' Y exp(—pa’k) (kl/a +d— 1) (kl/” —(d— 1)) (3-134)
=
Z 5%, Y- expl(—pa’h (K7 + @ —1))" (3-135)
k=d°

(m)

tel que Sp,; sont les coefficients de Stirling [10]. Pour évaluer la somme dans (

3.114)), on utilise le développement du binome de Newton :

(/7 + (@-1))" = @ 5 (o)’ (3.136)

avec Cj' sont les coefficients du bindme. Par conséquent, la fonction de partition

individuelle prend la forme suivante :

2 ZSDl e

pO kd”

m k=0

exp(—pa’k)k- (3-137)
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Notons ici, qu’on retrouve le résultat standard pour la fonction de partition de
l'oscillateur a une dimension en mettant D = 1, (Séo) =1,Cy=1),etc =1.En
utilisant les abréviations B = £ et b = a”, la dernieére somme en ([3.137) peut

s’écrire sous la forme

ko cr K o\ exp(—bd")
Y exp(—pa’k)ks = ) exp(-—bk) = (8( ) 1—exp(-D)

K=o 3(-b)" e —p)e
(3-138)
et la fonction de partition devient :
1 L g(m) P97\, exp(=bd)
Z1 = Sp i (d—1)" P (3.139)
CE] mz pa(?=1) ,;,(d— 1)P(a(—b)%) 1—exp(-b)
1 R o) omr exp(—bd?)
(D _ 1)| [m;o SDf'lY ]1 o exp(—b) (3'140)
R T v exp(—bd”)
(D—l)'Y( (Y =2)...(Y D+2)1—exp(—b) (3.141)
ot Y est l'opérateur donné par :
- 97 D o7
Y=d-1+ —F=—-—-1+ - (3.142)
o(=b)7 2 A=)

L'équivalence entre (3.140) et (3.141)) est dlie au développement Stirling guidé par

les coefficients Sl()mjl qui satisfont a la formule de récurrence :

st = sV —nst, sV =6, SM=1, n=01,.
st =1, sV=-sW=_1 e (3.143)

Le dévloppement de (3.140) et (3.141) permet de tirer : - Pour D = 2

1 |5 cm) om| exp (=bd7)
21= (D—1)! [ZSDlY 1—exp (—b)
exp (—=bd”) 7.exp (—bd")
1—exp(=b) ~1—exp(-b)

m=0

_ 50+ 505

~ o9
Y = = -1 .
acoy " G144
-Pour D =3
0 nNe o exp(—bd”
z =3[+ sV 4 sPv?| gl
Zi = V(Y- Y =1+ 55 (3.145)
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-Pour D =4
_ L0 | o, @52, oB)oa] exp(—bd7)
z = 3 [53 + 57 + 5272 + 5§ Y]l—exp(—b)
I PP o exp (—bd”) S 0°
7, = 3!Y(Y DY 2)1_exp(_b) ,Y—1+7a(_b)s (3.146)

et ainsi de suite. Il importe-a-dire quelque chose sur la dérivée fractionnaire ap-
paraissant dans ces formules. Pour faire ce genre de dérivée, nous nous référons
a la formule [11]

S

= exp(Ar) = D* exp(Ax) = x “Ey15(Ax) (3.147)

ot E11_5(Ax) est la fonction de Mittag-Leffler. Enfin, nous pouvons écrire la

fonction de partition (3.141) comme :

7 (Y =D +2)p_1 exp(—bd")
YT D=1 1—exp(—b)

(3-148)

A ce stade, on peut vérifier que, pour D =2, d =leto =1, Y = —%, nous

mettons le cas standard pour les oscillateurs harmoniques en deux dimensions :

B 0 exp (—b)
= () 0

1 1
~ [exp (8/2) —exp (—b/2)] [exp (b/2) — exp (—b/2)] (3-150)

A dimension supérieure (D > 4), on suit la méme procédure détaillée dans les
formules (3.144}3.146).

La connaissance de la fonction de partition permet de déterminer toutes les quan-
tités thermodynamiques. Formellement, 1’énergie de Helmholtz, les énergies in-

ternes et 'entropie sont consécutivement données par :

_dlogZy g _ oF

F=—KgTlogZy; U= Y =~37 (3.151)
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CONCLUSION GENERALE

Ans cette these, nous avons appliqué le calcul fractionnaire dans la méca-
nique statistique quantique. Nous avons principalement étudié certains

problémes de la mécanique statistique basée sur la mécanique quantique frac-
tionnaire a D dimensions.
Notre attention a été mise pour montrer comment les propriétés thermodyna-
miques de certains systemes statistiques, décrivant par un hamiltonien fraction-
naire, sont affectés. Un autre intérét et question fondamentale est de récupérer
les résultats de la mécanique statistique standard lorsque les exposants fraction-
naires deviennent entiers.
Dans le premier chapitre, nous avons présenté des notions de base qui nous
semblent utiles pour la compréhension de notre travail relatives au calcul frac-
tionnaire, nous avons présenté les différentes fonctions qui sont tres utilisées et
qui permettent en général de fournir des solutions aux problemes du calcul frac-
tionnaire. C’est ainsi que nous avons donné les définitions les plus utilisées de
I'opérateur fractionnaire et ses propriétés.
Le deuxieme chapitre était réservé aux applications de la dérivation fractionnaire
dans le mécanique quantique, pour cela les principes de la mécanique quantique
fractionnaire sont tout d’abord cités. Par la suite nous avons défini 1’'hamiltonien
fractionnaire et approfondi I'étude de 1’équation de schrodinger fractionnaire et
ses applications.
Dans le chapitre trois, nous avons pu développer quelques problémes de la phy-

sique statistique fractionnaire et nous avons divisé le chapitre en deux parties :
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Dans la premiere partie nous avons étudié quelques systemes classiques fraction-
naires et nous avons calculé :

1. Les propriétés thermodynamiques du systeme de gaz parfait classique frac-

tionnaire en utilisant ’ensemble canonique et nous avons trouvé que toutes

les quantities sont liées au de parametre a sauf I'équation d’état de systéme.

2. Les propriétés thermodynamiques d'un systeme de gaz parfait classique
d’oscilateurs fractionnaires en utilisant I’ensemble microcanonique et 1’en-

semble canonique.

Dans la deuxieme partie nous avons traité le probleme du gaz quantique libre
et piegé dans le cas de la présence de dérivée fractionnaire dans 1’hamiltonien et
nous avons :

- calculé les fonctions de partitions grand canoniques des gaz de bosons et de fer-
mions libres et piegés et nous avons déduit leurs proprietés thermodynamiques.
- vu que le gaz quantique de bosons libre et piégé présente une transition de
phase de second ordre a une température T- qui dépend des parametres frac-
tionnaires « et v et nous trouvé que la température critique est indépendante de
la dimension de boite.

- montré que les gaz quantiques piégés sont équivalent au systéeme de gaz quan-
tique libre.

- calculé la constante de Stephane Boltzmen dans le cas fractionnaire.

- calculé la fonction de partition canonique d"un gaz quantique d’oscilateurs frac-
tionnaire.

Comme un test qui garantit la validité de nos calculs, nous avons comparé nos

résultats avec les résultats standard ot &« = v = 2.
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