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NOTATIONS

» (G désigne en générale un groupe fini.

» End(G) est 'ensemble des endomorphismes de G.

» On note C), le groupe cyclique d’ordre n.

» Sia € End(G), 'image Im(a) = a(G) est souvent notée Ga.

» Si H est un sous-groupe d’un groupe K, ou H est un sous-espace d’un espace vectoriel

K, nous notons H < K pour indiquer que H est maximal dans K.



INTRODUCTION

Le concept de module morphique a été introduit en 1976 par Gertrude
Ehrlich :
Un module sur un anneau est dit morphique si pour toute paire de sous mo-
dules Ny, Nj tels que M/N; = Ny l'on ait M /Ny = Ny, on de maniére équiva-

lente si ¢ € End(M) alors ker ¢ = cokerp.

Aprés I’étude des modules et anneaux morphiques, ’extension du concept

aux groupes a été proposé :
G
Im(p)’

Dans ce document, nous proposons les notions de base pour I'étude de

Si ¢ € End(G) est tel que I'mp < G alors ker p &

groupes :
d’abord le sous-groupe, le groupe quotient, et le groupe produit ; ensuite les
groupes cycliques, 'action de groupes et la formule des classes; enfin les p-

sous-groupes et les groupes nilpotents.

Cela sera suffisant pour aborder les groupes morphiques et le transfert de
la propriété vers le sous-groupe, le groupe quotient et le groupe produit.
L’importance des groupes nilpotents et leurs propriétés et relation avec les

p-groupes nous entrainent vers I’étude des p-groupes morphiques.



CHAPITRE 1

(AENERALITES SUR LES GROUPES

Ce chapitre contient I’essentiel du cours du premier semestre M1 sans dé-

monstrations, et a pour but de faciliter la lecture des chapitres suivants.

1.1 DEFINITIONS DE BASE

1.1.1 Groupes

Définition 1.1.1 Un groupe est un ensemble G non vide, muni d’une loi de composition
iterne telle que :
i) La loi de composition est associative :

VayzeG: (vy): =xyz).

it) La loi posséde un élément neutre noté e :

dee G : Ve, ex=ve=zx.

iii) Tout élément x de G posséde un symétrique (ou inverse) x' :

VeeG I eG :xx' =2’z =e



1.1. DEFINITIONS DE BASE CHAPITRE 1.

1.1.2 Sous-groupes

Définition 1.1.2 Soit G un groupe et H C G, H est un sous groupe de G si :

- H contient ’élément neutre de G : e € H.
- H est stable par la loi de composition de G : x,y € H = zy € H.

- H est stable par inverse :x € H = 2~ ' € H.

Remarque

Soit G un groupe. Une partie H de G est un sous-groupe de G si :

1- H non vide
2-zvyeH=—zyleH

1.1.3 Homomorphismes de groupes

Définition 1.1.3 Soit G et G’ deux groupes, un homomorphisme de groupes (ou simple-

ment homomorphisme) de G dans G’ est une application f : G — G’ vérifiant :
VayeG:fley)=fx)fy)
1) On vérifie alors que :
- f(e)=€" (e et € sont les éléments neutres de G et G')
- ) =(f(x))

2) Soit f : G — G un homomorphisme de groupes si f est bijective, on dit que f est

un isomorphisme de G dans G', dans ce cas G et G' sont dits isomorphes et [’on

note G =2 G’
3) Un homomorphisme de G dans G est appelé endomorphisme de G

4) Un isomorphisme de G dans G est appelé un automrphisme de G

4



1.2. SOUS-GROUPES DISTINGUES, GROUPES QUOTIENTS CHAPITRE 1.

1.2 SOUS-GROUPES DISTINGUES, GROUPES QUOTIENTS

1.2.1 Relation d’équivalence

Définition 1.2.1 Une relation d’équivalence R, est dite compatible a gauche avec la lot

interne de G, si :
r=y (Ry) = axr=ay (Ry))VaedG

i) Si R, existe alors elle est de la forme x =y (R,) < a7 'y € €, (€ étant la classe de

I’élément neutre de G).
it) € est un sous goupe de G.

i11) Reciproquement, H étant un sous groupe de G, la relation définie par :
xRy < 'y € H est une relation d’équivalence compatible a gauche avec la loi

de groupe.

En résumé Une relation d’équivalence compatible a gauche avec la loi de groupe, est de
la forme 7'y € H, H étant un sous groupe quelconque de G.
On peut introduire de méme, les relations d’équivalence compatibles a droite et montrer

qu’elles sont de la forme xy~! € H, H sous groupe de G.

1.2.2 Classes selon un sous-groupe

R, (respectivement R;) étant une relation d’équivalence compatible a gauche (respective-
ment a droite), H le sous groupe qui la caractérise, 7, (respectivement Z4) la classe d'un

¢lément x modulo R, (respectivement R;) alors :
e 7,—{xy:ye H}=2aH.
e 7;—{yr:y€e H} = Hx

e tH et Hx seront dites classe a gauche et classe a droite modulo H.

5



1.2. SOUS-GROUPES DISTINGUES, GROUPES QUOTIENTS CHAPITRE 1.

o Les classes €, et g4 de I'élément neutre e de G sont égales a H
e [’application de H dans xH définie par z — x2z est une bijection.

e SixH NyH n’est pas vide alors tH = yH.

Ce qui nous permet de déduire :

e Dans un groupe fini, l'ordre (nombre d’éléments) d’un sous groupe quelconque est

un diviseur de 'ordre du groupe.

e L’ensemble quotient mod R, est noté G/R, ou (G/H),; ses éléments sont les classes
a gauche.

(G/H)y={«xH,x € H}; de méme (G/H)q ={Hz,v € H}.

1.2.3 Cas d’un groupe commutatif

H sous-groupe de G étant donné, R, = Rq = R.

G G
Il est alors possible de munir I’ensemble quotient — (noté aussi E) d’une loi :

R

T+y=7+y.

Soit f I’application de GG dans % définie par f(x) = z,Vz € G.

G
f est un homomorphisme surjectif et ainsi T est un groupe. Il est dit groupe quotient de

G par H

1.2.4 Cas d’un groupe non commutatif

Dans ce cas R, et R; engendrées par la donnée d’un sous-groupe H sont généralement
distinctes. On se propose de choisir convenablement H de sorte qu’elles soient équivalentes

(on entend par 14, que les classes a gauche et a droite de tout élément x coincident)

- On a alors :
VeeG:aH=Hx; H=aoHx ' =2 'Hax.

Un tel sous-groupe est dit distingué dans G et on note dans ce cas H <G.




1.3. GROUPES CYCLIQUES CHAPITRE 1.

- De tels sous-groupes existent toujours.

({e} et G par exemple).
- Il est alors possible de munir (G/H), = (G/H)s = G/H d’une loi :

Ty = xy.
qui en fasse un groupe, G/H est dit groupe quotient de G par H.

- Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. les deux propositions suivantes sont

équivalentes :

i) H est un sous-groupe distingué dans G

ii) Il existe un groupe G’ et un homomorphisme f: G — G’ tel que H = ker(f)
e G/fw) =}

1.3 GROUPES CYCLIQUES

Définition 1.3.1 Soit G un groupe, a € G et m € 7Z.
Sim > 0 on note a™ ’élément (a.a.a...), m fois.

La=t...), —m fois.

Sim < 0 on note a™ lélément (a™'.a~
Sim =0 :a° = e (I’élément neutre de G).

Ainsi se trouvent définis tous les éléments a™, n € Z, comme on peut vérifier les régles de
calcul usuelles telles que : a"™™=a".a™ et (a™)™ = a™™, pour tous les éléments m,n de
Z.

On dit qu’un groupe G est cyclique (ou monogéne) s’il existe un élément a € G tel que
G ={a", meZ};aestdigénérateur du groupe cyclique G.

Soit G un groupe ; l'ordre d’un élément a de G est le plus petit entier positif n tel que

=€

Proposition 1.3.2 si G est un groupe cyclique, alors :

ou bien G est isomorphe au groupe additif Z ou bien G est isomorphe ¢ —.

nz




1.4. PRODUIT DE GROUPES CHAPITRE 1.

Définition 1.3.3 Un groupe G est dit homocyclique s’il est le produit direct de groupes

cycliques isomorphes.

1.4 PRODUIT DE GROUPES

Définition 1.4.1 Soit (A;)ie; une famille d’ensembles, chacun d’eux étant muni d’une
loi de composition.

On appelle loi produit des lois des A;, la loi sur [[ A; (i € 1) telle que :
(ai)ier - (bi)ier = (aibi)ier

Proposition 1.4.2 Siles (A;)icr sont des groupes, alors [[ A; (i € 1) Uest aussi.
De plus, pour tout i, la projection d’indice i p; : [[ Ai — A; est une homomorphisme

de groupes.

Proposition 1.4.3 Soit (G;)icr une famille de groupes et pour tout i, p; : [ G;i — G; la
projection d’indice i. Alors pour tout groupe H, et toute famille (g;)ie; d’homomorphismes
de groupes (g; : H — G, ), il existe un unique homomorphisme h : H — ] G; tel que

gi =pioh,Viel.

Proposition 1.4.4 Soit G un groupe, H et K deux sous groupes de G tels que : G = HK,
HnNK ={e}, Ve e H Vy € K : xy = yx, alors Uapplication (z,y) —> xy est un

1somorphisme de H x K dans G

Proposition 1.4.5 Soit G un groupe, Hy, Hy, Hs, ..., H,,, une suite finie de sous groupes
de G tel que :

iii) ¥ (i,5) € [Ln] x [L,n],i #j : Vo e H;,VyeH; :xy=uyx.




1.5. NORMALISATEUR CHAPITRE 1.

Alors Uapplication (1, ..., T,) — 1.2, est un isomorphisme de Hy X Hy X ... X H,, dans

G.

Preuve. Par récurrence sur n :

1.5 NORMALISATEUR

Définition 1.5.1 Soit G un groupe et S une partie de G. On appelle normalisateur de S
Uensemble Gs = {z € G : xSz~! = S}.

Proposition 1.5.2 Soit G un groupe, S une partie de G ; l’ensemble Gg est un sous

groupe de G.

Proposition 1.5.3 Soit H et K deux sous groupes de G tels que K C Gy alors :
-KH=HK
- KH est un sous groupe de G

- H est distingué dans KH (H<KH)

Remarque 1.5.4 (Vt € KH, tHt™' C H) = (Vt*' € KH, H C t7'Ht), t,t~! étant
arbitraire dans KH on en déduit que : (Vt € KH, tHt ' C H) & (Vt € KH,tHt™' = H)

Proposition 1.5.5 Soit G un groupe, H et K deuz sous-groupes de G tels que K C Gy,

alors :

i) KN H est distingué dans K

. K _KH
W ornE S H




1.6. OPERATION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE CHAPITRE 1.

1.6 OPERATION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE

Définition 1.6.1 Soit G un groupe et S un ensemble. On appelle opération de G sur S

toute application de G x S dans S : (x,s) — x.s vérifiant :
o z.(y.s) = (zy).s Ve,y € G;Vs € S.
e cs=sVseS.

On dit ausst que S est un G-ensemble.

Proposition 1.6.2 Si G opere sur S, on a :
i)Vee G, T,: S — S /T,(s) =x.s est un permutation de S.

it) Uapplication x — T, est un homomorphisme de groupe de G dans le groupe P(S)

des permutations de S.

Réciproquement, si f : G — P(S) est un homomorphisme de groupe,

(x,8) — z.s = f(x)(s) définit une opération de G sur S.

Exemples :

1) Opération naturelle de P(S) sur S :si x € P(S) et s € S, x.5 = x(s)..

2) Opération par automorphisme intérieur ou par conjugaison : si G est un groupe,
(z,8) —> x.5 = sz~ est une opération de G sur G.
Remarques : Si GG est un groupe, 'application h, : G — G définie par :

1

h.(y) = zyz~" est un isomorphisme de G dans G dit automorphisme intérieur de

G.

3) Opération d’un groupe G sur 'ensemble S des parties de G :

(z,A) — Ax~L.

10



1.6. OPERATION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE CHAPITRE 1.

4) Si G opére sur T, alors G opére sur Z(T) :
(,A) — 2. A={zy/y € A}
5) Opération par conjugaison d’un groupe G sur l’ensemble des sous-groupes de G :
(v, H) — xHz ™!

Remarque :

Deux parties A et B de G sont conjuguées, s’il existe x dans G tel que zAz~! = B.

6) Opération par translation a gauche de G sur G :

(z,y) — x.y = zy (produit d’éléments de G).

7) Soit G un groupe, (x,y) — yz~! est une opération de G sur G.

Définition 1.6.3 Soit S un G-ensemble, alors :
SizeG,seS et(rs)=s, ondit que s est invariant de x (ou que s est five par x).

SitVr € G x.s = s alors s est dit invariant de G.

Exemple :

Soit E I'ensemble des sous-groupes de G. G opére par conjugaison sur F.

H € FE est distingué dans G, si c¢’est un invariant pour cette opération.

Proposition 1.6.4 Si G opére sur S, et s € S ; l'ensemble G4 formé des éléments x de

G tel que x.s = s est appelé groupe d’isotropie de s ou stabilisateur de s ou fixateur de s.

Exemple : Si H est un sous-groupe de G :
Gy = Normalisateur de H = {z € G/ x.H = H} = {z € G/zHxz™' = H}. Nous
avons bien entendu considéré 'opération par conjugaison d’un groupe sur ’ensemble des

SOus-groupes.

11



1.6. OPERATION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE CHAPITRE 1.

Définition 1.6.5 Si G opere sur S et s € S, on appelle orbite de s ou trajectoire de s
lensemble Gs = {x.s;x € G}.

un ensemble K est appelé orbite si c’est ['orbite de 'un de ses éléments.

On dit que G opére transitivement sur S, si S est une orbite. Dans ce cas, on dit que S

est un G-ensemble homogéne.
Exemple :

1) G opére transitivement sur G par translation.
G = {z.s,x € G} = Gs pour un s quelconque.

2) Si H est un sous-groupe de G, G opére transitivement par translation a gauche sur

G G
(E)g. <E)g = {zyH,z € G} pour yH quelconque.

3) G n’opére pas transitivement sur GG par conjugaison sauf si G = {e}.

remarque :

{e} est une orbite et e n’appartient & aucune autre orbite.

4) Si G opére sur S et si s € S, alors G opére transitivement sur l'orbite G's comme
suit :
G xGs — Gs

(z,y.8) — zy.8

Définition 1.6.6 Si S et T sont deur G-ensembles, on appelle homomorphisme de G-
ensembles de S dans T, une application f : S — T telle que :
flz.s) =z.f(s);Vr € G,¥s € S.

Si f est bijective, [ est dite isomorphisme de G-ensembles.

Proposition 1.6.7 Soit S un G-ensemble homogéne, s € S et G le groupe d’isotrope de

G
s, alors (=), est un G-ensemble homogéne (lorsque G opére par translation a gauche) et

Gs

G
— et S sont des G-ensembles isomorhes.

G,

12



1.6. OPERATION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE CHAPITRE 1.

Preuve. Soit f : <G£>g — S définie par f(zGs) = x.s

S

1) f est bien définie.

2) f est un homomorphisme de G-ensembles.
3) f est injective.

4) f est surjective.

Proposition 1.6.8 Si G opere sur S, S est la réunion disjointe de ses orbites.

Remarque 1.6.9 On dit qu’une famille (x;);e; d’éléments de S est une famille d’élé-
ments représentatifs des orbites de S, si pour chaque orbite K, il existe i € I unique tel
que x; € K.

On dit qu’une partie H de S est un ensemble d’éléments représentatifs des orbites, si pour
chaque orbite K, on a : card(H N K) = 1.

La proposition précédente s’écrit :

S = UGz;(i € I) Union disjointe

(x;)ier famille d’éléments représentatifs des orbites.

Corollaire 1.6.10 1) Card(S) = > (G : Gy,). (z;)ier famille d’éléments représentatifs
des orbites.

En effet, si G opére sur S, alors G opére transitivement sur toute orbite Gx;,et Gz;

et(G
G

)g sont des G-ensembles isomorphes. Le résultat s’en suit.

2 Cas de l'opération par conjugaison de G sur S (Formule des classes).
CardG = > (G : Gy,)
H ensemble d’éléments représentatifs des orbites.

Vorbite Gz = {yzy~',y € G est appelée classe de conjugaison de .

Remarque 1.6.11 La classe de conjugaison de x a un seul élément, si et seulement si

est un élément de centre de G.

13



1.7. THEOREMES DE SYLOW ET P-GROUPES CHAPITRE 1.

La formule des classes peut donc s’écrire :
(G:1)=(Z:1)+>(G:G,)/x e D.

D ensemble d’éléments représentatifs des orbites de cardinal supérieur a 1.

1.7 THEOREMES DE SYLOW ET P-GROUPES

1.7.1 théoréme de sylow

Définition 1.7.1 Un groupe fini G est appelé un p-groupe (avec p nombre premier) si
(G : 1) est une puissance de p.

Si H est un groupe et K un sous-groupe de H et si K est un p-groupe, on dit que K est
un P-SOUS-groupe.

On dit que K est un p-groupe de sylow de H si :
1) (H :1) = p"m avec p ne divise pas m.
2) (K:1)=p"

Proposition 1.7.2 (Théoréme de burnside).

Le centre d’un p-groupe non trivial n’est jamais trivial.

Proposition 1.7.3 (Petits p-groupes).

Tout p-groupe d’ordre p ou p* est abélien.

Théoréme 1.7.4 Si G est un groupe fini d’ordre p"m (p premier), p ne divise pas m,

alors :
i) Tout p-groupe de G est inclus dans un p-sous-groupe de sylow de G.
i1) Deux p-sous-groupes de sylow sont toujours conjugués.

iii) Si s est le nombre de p-sous-groupes de sylow de G, on a :

s=1(p)ets]|(G:1).

14



1.8. GROUPES NILPOTENTS CHAPITRE 1.

1.7.2 Sous-groupes distingués dans les p-groupes

Proposition 1.7.5 (Réciproque du théoréme de Lagrange pour les p-groupes).

Soit G un groupe d’ordre p*. Pour tout § < a, G contient un sous-groupe distingué d’ordre

P

Définition 1.7.6 (Sous groupe mazimal).
Un sous-groupe M de G est dit maximal si c’est un sous-groupe propre, tel que M et G

soient les seuls sous groupes de G contenant M.

Proposition 1.7.7 (Sous-groupes mazrimauzr d’un p-groupe).

Tout sous-groupe mazimal d’un p-groupe d’ordre p® est d’ordre p*~! et est distingué.

1.8 GROUPES NILPOTENTS

Définition 1.8.1 (Groupes nilpotents).

Rappelons que pour deux sous-groupes H et K de G, on note [H, K] la cloture normale
dans G de l'ensemble des éléments hkh™*k™ ou h € H etk € K.

La suite centrale descendante (Cp,(G))nen d’un groupe G est définie ainsi : Co(G) = G et
pour tout n > 1, C,,(G) = [G, C,m1(G)].

Un groupe G est dit nilpotent s’il existe un entier m tel que Cy,(G) = {1¢}.

Le plus petit indice m satisfaisant cette condition est appelé lindice de nilpotence de G.
Proposition 1.8.2 Les p-groupes sont nilpotents.
Corollaire 1.8.3 Tout produit direct de p-groupes est nilpotent.

Théoréme 1.8.4 (Structure des groupes nilpotents).

Un groupe nilpotent est produit direct de ses p-sylow.

15



1.9. THEOREME DE FRATTINI CHAPITRE 1.

1.9 THEOREME DE FRATTINI

Définition 1.9.1 (Eléments mous d’un groupe).
Un élément d’un groupe est dit mou si pour toute partie S C G telle que S et cet élément

engendrent le groupe, S engendre le groupe.

Exemples :

L’élément neutre est toujours un élément mou. Par exemple Z ne contient aucun élément
mou autre que 0. Puisque pour tout m € Z, on peut choisir n premier a m et différent de

+1. Alors m et n engendrent Z, mais m tout seul n’engendre pas Z.
Proposition 1.9.2
(i) L’ensemble ® des éléments mous d’un groupe est un sous-groupe.
(1) © est méme un sous-groupe caractéristique.

(i1i) @ est l'intersection de tout les sous-groupes maximauz.

Définition 1.9.3 (Sous-groupe de Frattini).
Le sous-groupe de tous les éléments mous d’un groupe G est apellé le sous groupe de

Frattini et est noté ®(G).

Théoréme 1.9.4 (Théoréme de Frattini).

Le quotient d’un p-groupe par le sous-groupe de Frattint est un F,-espace vectoriel.

1.10 QUELQUES GROUPES CLASSIQUES

1.10.1 Le groupe diédral

Proposition 1.10.1 Soit n > 1, alors il existe un et un seul groupe, a isomorphisme

pres, engendré par deux éléments 7,0 avec T # o, o(T) =n, o(c) =2 et oTo =771

16



1.10. QUELQUES GROUPES CLASSIQUES CHAPITRE 1.

Ce groupe est réalisé par le sous-groupe suivant de Oa(R).

cos2mE  —sin2nk cos2mE  sin2rk
. - - n n . n n < .
Soit M Lme% cos?w% ] L‘m?#% —cos2mk O<k<n

Soient

P cos?w% —Sin27r%
' sin2rk  cos2rk
n n

=0 4]

alors o(t) =n, o(s) = 2, sts” ' =t71.

Un tel groupe s’appelle le groupe diédral d’ordre 2n et se note D,,.

2. Les groupes Dy et Dy sont abéliens. Sin > 3 est impair, on a centre D, = {Is} ; si

n=2m >4 est pair on a centre D,, = {Iy, 7} ot T =t".

3. Soit G un groupe fini non commutatif engendré par a,b, avec o(a) = o(b) = 2, soit

n = o(ab), alors on a o(G) =2n, n > 3 et G est isomorphe a D,,.

3. Soit K = ko le sous-groupe cyclique d’ordre 2 de D,, engendré par s, H = k,, le sous-
groupe cyclique d’ordre n de D,, engendré part, alors D,, est produit semi-direct de

K par H

1.10.2 Le groupe quaternionnien d’ordre 8

Soit les matrices de Gly(C),

alors :
Hg :={£L,£A, £B, £ AB} est un sous-groupe de Gly(C) d’ordre 8.
On a A> = B?=(AB)*= -1, AB=—BA =

]

17




1.10. QUELQUES GROUPES CLASSIQUES CHAPITRE 1.

Le centre de Hg est {15}, Hg n’est pas commutatif et tout élément de Hg— centreHy est

d’ordre 4.

Le groupe Hg s’appelle le groupe quaternionien d’ordre 8.

Proposition 1.10.2 Soit G un groupe non commutatif d’ordre 8. Alors G est isomorphe
au groupe diédral Dy ou au groupe quaternionien Hg. Ces deux groupes ne sont pas iso-

morphes.

18



CHAPITRE 2

(GROUPES MORPHIQUES

Le deuxiéme chapitre est consacré d’abord aux définitions des morphismes
morphiques et des groupes morphiques. Ensuite a I’étude de certains classes

de groupes morphiques.

2.1 ENDOMORPHISMES MORPHIQUES

Définition 2.1.1 Soit a € End(G).
On dit que a est normal st Ga<G.

G
On dit que o est morphique si et seulement si v est normal et Ca = ker(a).
Q@

Proposition 2.1.2 Soit G un groupe et o € end(QG) ; les assertions suivantes sont équi-

valentes :
1) « est morphique.
2) 3B € end(G) avec ker(a) = GB et Ga = ker([3).
3) 3B € end(G) avec ker(a) = GB et Ga = ker([3).
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2.1. ENDOMORPHISMES MORPHIQUES CHAPITRE 2.

G
Preuve. 1) — 2) si 0 : Ca ker(a) est un isomorphisme, définissons § : G — G
o

par B(g) = o0(gGa), alors f € end(G), G = a(%) = ker(a), ker(8) = Ga car o et

injectif

2) — 3) évident.

12

) ) B ¢ G
3) — 1) B étant donnée comme dans 3), alors Ga = ker(5) <G et Ga = ker(d)
Gp = ker(a). m

Proposition 2.1.3
o Tout automorphisme de G est morphique.
e L’endomorphisme trivial 0 défini par g0 =1 Vg € G est morphique.

e Soit G = H x K et la projection o € End(G) définie par (h,k)o = (h,1), alors o

G
est morphique car Go = H x 1 <G et o >~ 1 x K =ker(o).
o

o (Considérons les groupes Cy =< a >, Cy =< b > et G = Cy x (Y.
Soit o : Cy — Cy définie par o(a*) = b**, et définissons a et B dans end(G) par
a(z,y) = (1,0(x)) et (z,y) = (1,y).
Ona:GB=1xCy=ker(a) etker(f)=Cyx1=1x (Cy)o = Ga.
a n’est pas morphique car % >~ Oy x Cy tandis que ker(a) = Cy.
Maintenant on définit 0 : Cy — Cy par 0(b*) = a*. Puis nous définissons  :
GGH Getvy:G— G par n(z,y) = (x,1) et y(z,y) = (0(y),o(x)), alors

G
— =2 Oy = ker(m) et — = Cy = ker(y) donc m et v sont morphiques, mais

G Gy
Ty = « n'est pas morphique.

e Le composition d’endomorphismes morphiques n’est pas mécessairement un endo-

morphisme morphique. (voir ce qui précede)

e Sia € End(G) est morphique alors « est injectif si et seulement si « est surjectif.

G
Puissque o = ker(a) alors évidemment ker(a) = 1 si et seulement si Ga = G.
o

e Sia € End(G) est morphique, alors pour tout automorphisme o de G oo et ao le

sont ausss.
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2.2. GROUPES MORPHIQUES CHAPITRE 2.

2.2 GROUPES MORPHIQUES

Définition 2.2.1 Un groupe G est dit morphique si pour tout couple Ny, Ny de sous

G
groupes distingués de G, les deuzx conditions N =N et N = N, sont équivalentes.
2 1

Proposition 2.2.2 Soit G un groupe.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1- G est morphique.
2- Tout endomorphisme normal de G est morphique.

G G
3- St K aG est tel que?%NqG, alorsﬁ’é )
. G G
4- St K<G, K # 1, est tel queE%’NqG alorsN%K.

Exemples :

e (, est morphique pour tout n > 1 mais le groupe cyclique infini C,, n’est pas

morphique.

En effet, pour tout endomorphisme normal a de C,, on a ——— = (C,)a, et le

ker(«)

“— et ker(a) sont cycliques de méme ordre, donc isomorphes.

(Cn)ax

Csx =< a > n’est pas morphique par (2.1.3) car 'endomorphisme a

groupe

ks a2k est

injectif mais non surjectif.

e (; x (4 n’est pas morphique puisque ’endomorphisme a défini dans (2.1.3) est

normal mais n’est pas morphique.
e Soit GG un groupe morphique et K <G alors :

1- Si K 2 @G alors K = (.

2- Si%2GalorsK:1.
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2.3. GROUPES UNI-SERIE MORPHIQUES CHAPITRE 2.

Eneﬂ:etsiK%“Galors%%Kdonc%§1etG:K.

Si%%GalorsgngoncKzl.

e Tout groupe simple est morphique.

2.3 GROUPES UNI-SERIE MORPHIQUES

Définition 2.3.1 On dit que G est un groupe uni-série si son réseau de Sous groupes
distingués est de la forme G =Gy D Gy D Gy D ... D G, = 1.

Définissons alors la hauteur uni-série de ses sous groupes distingués par 1¢(Gy) =n — k.
0<k<n.

Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :
1) Si G est uni-série, K <G et H<G alors 1g(K) = 1g(H) si est seulement si H = K.

2) Si G est uni-série et K <G (K = Gy par exemple) alors G/K est uni-série avec
Go/K D G1/K D ... D Gy/K =1 pour réseau normal, et donc 1g/x(G/K) =k et

3) Un sous groupe normal de G peut ne pas étre uni-série (considérer Ay D Ky D 1

avec Ky = Cy x Cy).

Proposition 2.3.2 Soit G un groupe uni-série avec réseau de sous groupes distingués

G=GyD>G1 DGy D...DG, =1, alors :
1- Si H A G est aussi uni-série alors 1¢(H) = 1y(H)
2- En particulier si G; = G /Gy, alors i =n — k.

Preuve. Si H < G est aussi uni-série alors 16(H) = 15(H).
Nous montrons d’abord le résultat suivant : si K < H alors K < G.
Soit H = Hy D Hy D ... D H,, = 1 le réseau de sous groupes normaux de H, tel que

K = Hy, pour un certain k, soit g € G et h € H ; puisque H < G, alors gh = h'g pour un
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2.3. GROUPES UNI-SERIE MORPHIQUES CHAPITRE 2.

certain b’ € H, et K9 = g'Kg, on a (K9)" = KM9 = (K")9 = K9.

Puisque K < H, donc K9 < H pour tout g € G, donc H = H9 D H{ D ... D HJ, = 1 est
aussi une chaine de sous groupes normaux de H. Puisque H est uni-série, il s’ensuit que
HY = H; pour tout i, donc H; <G pour tout i car g € G est arbitraire.

En particulier, K <G comme préconisé.

Maintenant supposons que H = Gy, alors la chaine H = Gy, D Gg11 D ... D G, = 1 se

compose de sous-groupes normaux de H, et il s’en suit que
H=G,D>Gr1D...0G, =1
et
H=Hy>DOHD..DOH,=1

représentent le réseau de sous-groupes normaux de H, donc m = n—k et H; = Gy; pour
tout 1 =0,1,...,n — k.
En particulier 1¢(H) =n—k=m = 1y(H).

SiGi’éEalorsi:n—k;eneﬁet:
Gy,

si Gy = N alors G; est uni-série; nous obtenons donc k = 1(G/Gy) = 1¢(G;) = n —i
k

donc i =n — k.

[

On peut maintenant caractériser les groupes uni-série morphiques.

Théoréme 2.3.3 Soit G un groupe uni-série, et soit G = Go O G; D ... D G, =1 son
réseau des sous groupes normMaul.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1- G est morphique.

2- 51 Gg =G, k=1,2,...,n, alors G >~ Gy.

k n—k
Preuve.
G . G
(1) = (2), supposons que N ~ G, _k, puisque G,,_p <G, on a e = Gy par (1).
k n—k
(2) = (1), soit a € end(G) normal, on écrit ker(a) = Gy et Im(a) = G;.
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2.3. GROUPES UNI-SERIE MORPHIQUES CHAPITRE 2.

Donc G; & G /Gy, alors i = n — k par (2.3.2) d’ou Gy, = G/G; par (2), ce qui prouve que

« est morphique. m

Corollaire 2.3.4 Si G possede un réseau normal G O S D 1 alors G est morphique.
En effet pour Go = G et Gy = S, Gy = 1, supposons que G/Gy = Go_y, si k = 0,2 alors
G/Go_ = Gy est clair, si k=1 alors G/S = S donc G/Go_p = G/S = S = Gy.

Exemple :

Le groupe diédral D3 est morphique.
Preuve. :

Le réseau normal de D3 est D3 D A D 1 ot A est le sous groupe normal d’indice 2. =
Proposition 2.3.5 Le groupe symétrique S,, est morphique pour tout n > 1.

Preuve. S; = 1 est morphique, Sy = (5 est morphique, S35 = D3 est morphique, et .S,, est
morphique pour n > 5 par le corollaire précédent car son réseau normal est S,, D A, D 1.
Finalement si Sy D Ay D K4 D 1 désigne le réseau des sous groupes normaux de Sy alors

S, est morphique par le théoréme (2.3.3) car Sy /Ay 2 Ky et Sy/ Ky 2 Ay m

Théoréme 2.3.6 Un groupe abélien engendré par un nombre fini d’éléments est mor-
phique si et seulement s’il est fini et toute composant p-primaire posséde la forme (Cpe)"

pour un certain n >0 et k > 0.

Ainsi les groupes abéliens (C,x)" sont morphiques pour tout p premier et k entier & > 0.
Notons que Cy x C} est morphique mais son sous groupe Cs x Cy n’est pas morphique.
Le groupe diédral Dy = C5 x Cy est morphique par le théoréme 2.3.6, cependant pour les

groupes diédral supérieurs, la situation est comme ce qui suit :

Proposition 2.3.7 Sin € Z, n > 2, le groupe diédral D,, est morphique si et seulement

st m est impair.

Preuve. Soit G = D, = {1,a,d?,...,a" %, b,ba,ba?, ...,ba" 1} ou a™ = b*> = 1 et aba = b,

on écrit A =< a > «4G.
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Si K <G et n est impair, alors soit K C A ou bien K = G.

Si K ¢ Ail existe x = ba™ € K, on vérifie que a* = axa 'z~ " alors a? € K.

Puisque 2 et n =| a | sont relativement premier, il s’en suit que a € K, d’ou b € K, alors
K=aG.

Supposons d’abord que n est impair, et montrons que G est morphique, en montrons que
tout endomorphisme est soit trivial ou bien un automorphisme.

Supposons par contre que « # 0 et a ¢ aut(G), alors ker(a) C A et Ga C A, donc
| ker(a) | et | Ga | sont impairs, mais alors |G| = | ker(a) | = | Ga | est impair
(Contradiction).

Si n = 2m, montrons que D,, n’est pas morphique.

Soit N = (a™), alors N et A sont des sous groupes normaux de G, puisque G/A = Cy = N
mais G/N = D,, 2 A, il s’en suit que G n’est pas morphique par le proposition 2.2.2. =

Proposition 2.3.8 Aucun des groupes de quaternion QQ4, n’est morphique.

Preuve. Notons G = Qq, = {a,b /a®™ = 1,a" = b?, aba = b), et soit A = (a) et N = (a");
alors A<G et N <G.

Nous avons G/A = Cy =2 N mais G/N 2 A, en effet sin =2 G/N = Cy x Cy 2 A alors
que si n > 2 alors G/N = (aN,bN) = D,, 2 A car A est abélien. =

2.4 GROUPES FORTEMENT MORPHIQUES

Proposition 2.4.1 (Importante)

Les assertions suivantes sont équivalentes pour un groupe morphique :

(1) Tout sous groupe normal de G est isomorphe & une image de G.
(2) Toute image de G est isomorphe a un sous groupe de G.

G G
Preuve. (1) = (2) : I'image 174 de G étant donnée, soit N =~ K par (1) pour N < G.
G
Comme G est morphique, e = N par 2.2.2.

= K par 2.2.2.

=ie

(2) = (1) : Si K <G alors % =~ N pour certain N <G par (2),
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Définition 2.4.2 Soit G un groupe, G est dit fortement morphique s’il est morphique et

st les conditions de (2.4.1) sont vérifiées.

I1 est clair que tout groupe simple est fortement morphique.

D3 est morphique mais n’est pas fortement morphique : si A < D3 est le sous groupe
cyclique d’ordre 3 alors D3/A = (5, mais D3 n’a pas de tel sous groupe normal.

De la méme maniére A4 est morphique mais n’est pas fortement morphique.

Il est clair que le groupe cyclique fini C,, est aussi fortement morphique (si K < C,, alors

C, /K est cyclique et son ordre divise n).

Théoréme 2.4.3 Un groupe abélien fini est fortement morphique si et seulement s’il est

morphique.

Preuve. Si G est morphique, il suffit par 2.4.1 de montrer que toute image G /K s’injecte
dans G. Par le théoréme de décomposition primaire, on peut supposer que G est un p-
groupe (p est premier), mais dans ce cas 1a le théoréme est bien connu.

Voir par exemple B.Baumslag et B.Chandler (Theory and problems of groups theory,

Schawms ouline series, Mcgraw-hill 1968). m

Théoréme 2.4.4 Soit G un groupe fortement morphique, si K <G et K1 <G alors :
G/K = G/K; si et seulement si K = K.

Preuve. Soit G/K = G/K;.

Puisque G est fortement morphique, soit G/K = N = G/K; ou N < @G, il s’en suit par
222 que K 2 G/N = K; car G est morphique.

Réciproquement, soit K = K.

Puisque G est fortement morphique, soit G/K = N et G/K; = N; ou N et Ny sont
normaux dans G, alors G/N = K = K; =2 G/N; par 2.2.2, alors N = Ny, d’ou :
G/K=G/K,. m

Théoréme 2.4.5 Soit G un groupe uni-série, et G = Gy O G; D Gy D ... D G, =1 son

réseau de sous groupes normaux. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(1) G est fortement morphique.

(2) Tout sous groupe normal de G est isomorphe a une image de G.
(3) G/Gy = G, pour tout k =1,2,...,n.

(4) Toute image de G est isomorphe & un sous groupe normal de G.

Preuve.

(1) = (2) par la définition d’un groupe fortement morphique.

(2) = (3) par 2, il existe N <G tel que G/G, = N, posons N = G; alors G/G), = G,
alors i =n — k.

(3) = (4) G/N étant donné, N <G, soit N = Gy, puisque G est uni-série ; appliquons (3).
(4) = (1) par 2.4.1, il suffit de montrer que G est morphique, par 2.3.3 il est suffisant de
montrer que G/Gy = G, = G/G,_x = Gy mais G/G,,_; = G; pour un certain i par
(4), alorsi=n — (n—k) = k par 2.3.2. m

Corollaire 2.4.6 Tout groupe simple est fortement morphique.

Corollaire 2.4.7 Supposons que G D S D 1 sont les seuls sous groupes normauz de G,

alors G est fortement morphique si et seulement si G/S = S.

Conséquence : A, et S, pour n > 5, sont tous uni-série morphiques de hauteur 2 mais

ne sont pas fortement morphiques.

2.5 PRODUIT DIRECT

Proposition 2.5.1 Si P = G x H est morphique, alors G et H sont aussi morphiques.

Preuve. a € end(G) étant donné, avec Ga < G, définissons @ € end(P) par : (g, h)a

G GxH P
(ga, h), alors ker(a) = ker(a) x 1 et Pa = Ga x H < P donc o >~ (%éxﬂ = 5=
ker(a) = ker(a) x 1 = ker(a). m

I

Définition 2.5.2 Un groupe G est dit hamiltonien s’il est non abélien et tout sous groupe

est normal.
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Proposition 2.5.3 aucun groupe hamiltonien n’est morphique.

Preuve. Tout groupe hamiltonien posséde le groupe quaternion ()3 comme un facteur
direct, par (2.5.1), il suffit de montrer que Qg n’est pas morphique.
Qs = {£1,+i, £j, £k} ou i? = j2 = k? = ijk = —1.

SiC:{l,—l}alors%:Cg%C’maiS%%C’QXC’Q%@'). [
i

Proposition 2.5.4 Soit G = G; X Gy x ... X Gy, 00 hom(G;, G;) = {0} pour tout i # j.

alors G est morphique si et seulement si G; est morphique pour tout i

Preuve. Si G est morphique alors les G; le sont aussi par (2.5.1).

Réciproquement, supposons que les G; sont morphique.

Si o € end(G) alors, puisque Hom(G;, G;) = 0 pour i # j,il existe a; € end(G; tel que
(91, gn) = (G111, ..., gnry) POUT tOUL (g1, ..., 9,) € G; ainsi ker(a) = I ker(a;) et

Im(a) = I, Im(e;), donc G est morphique car :

G n_,G; G,
Im(a) I Im(a) = Im(a) iiker(a;) = ker(a)

Proposition 2.5.5 Un groupe nilpotent fini G est morphique si et seulement si chaque

sous groupe de sylow est morphique.

Preuve. On a G = S| X S5 X ... X S, ol les S; sont les sous groupes de sylow.
Si G est morphique alors chaque S; est morphique par 2.5.1 .
Réciproquement, si les S; sont morphiques, comme on a hom(S;, S;) = {6} pour tout

i # j, alors G est morphique par (2.5.4) . =

Lemme 2.5.6 Soit S un groupe non abélien simple, si G est un groupe et K < (S x Q)

alors soit K =1 x H pour un certain H <G, ou bien K =S x H pour certain H < G.
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Preuve. Notons P = S x G, soit 7 : P — P la projection donné par (s, g)m = (s,1) et
S1=8x%x1,81 KaP alors Kn<S;, Kn=1ou Km =5 car S = S est simple, dans le
premier cas, K C ker(n) =1x Galors K =1x Hou H={heG|(1,h) € K}<G.
Supposons que K7 = Sy, alors si s € S, on a (s,1) € K, (s,1) = (s,k)7m ou (s,k) € K,
alors si t € S est arbitraire, nous obtenons (tst™',1) = (¢,1)(s,k)(t,1)" (s, k)™t € K
car K < P, il s’en suit que S’ x 1 C K ou S’ est le sous groupe des commutateurs, mais
S" = S, car S est simple et non abélien, alors on conclut que S; C K, mais alors si on
écrit H={h € G|(1,h)e K},ona HxG et K =S5 x H.

Si GG est abélien, Le lemme est faux. m

Définition 2.5.7 On dit que Ki X Ky X ... X K,, est un sous groupe standard de S7 X
So X ... X Sy, si pour tout i K; = {e} ou K; = S,;.

Proposition 2.5.8 Soit G un groupe et K < (S; X Sy X ... X S,) X G, ou chaque S; est
non abélien et simple, alors K = U x H ou U<(S; X Sy X ... X S,,) est standard, and H<G.

Preuve. Si n = 1 voir le lemme précédent, supposons que n > 1, S =57 X Sy X ... X .S,
alors K<5; x (S x@G),alors K =X xBoulX €{1,5} et Ba(SxG),alors B=U'"xH

ou U’ < S est standard, et H <G, ainsi nous avons fini avec U = X x U'. =

Corollaire 2.5.9 Soit G = S7 x S5 X ... X S,,, chaque S; est non abélien et simple. Alors

tout sous groupe normal de G est standard.

Proposition 2.5.10 Si G =51 X Sy X ... X S, et si chaque S; est non abélien et simple,

alors G est fortement morphique.

Preuve. Montrons d’abord que G est morphique, en effet soit G/K = N ou K <G et
N < G, alors K = II;S; pour un certain [ € {1,2,...,n} par le corollaire précédent G/

K = 11;S; ou I’ est la complémentaire de | dans {1,2,...,n}, donc N = II;/S;, puisque
N est standard il existe o € aut(G) tel que No = IIS;. Ainsi G/N = Go/No = G/
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(Hl/SZ') = HZNSZ' =K.
Finalement, pour montrer que G est fortement morphique, il faut montrer que si U < G
alors U est isomorphe & une image de G.

Puisque U est standard par le lemme précédente, on a U = II;S; pour un certain [ €

{1,2,....,n} alors G =U x U' ou U' =1I;S;, mais alors U 2 G/U’. m
Corollaire 2.5.11 S5i S est un groupe simple, alors S™ est morphique.

Preuve. Si S est non abélien, nous utilise alors la proposition précédente, si S est abélien
alors S™ est morphique, si S = Z, ou p est premier, alors S™ est un espace vectoriel sur

Z,
Supposons que U <.S™, posons dim(U) = k alors dim(S/U) = n — k, et S certainement

posséde un sous espace de dimension n — k, alors S™ est fortement morphique. m

Définition 2.5.12 Un groupe G est dit caractéristiguement simple s’il n’admet pas des
sous groupes caractéristiques.
Tout groupe caractéristiquement simple fini est un produit fini de groupes simples iso-

morphes.

Corollaire 2.5.13 Tout groupe caractéristiquement simple fini est fortement morphique.

On sait que tout groupe simple est morphique.

Théoréme 2.5.14 Soit P = S; X Sy X ... XS, X G, (chaque S; est non abélien et simple),
et G morphique avec la condition de chaine descendante sur les sous groupes, si aucun

des S; n’est un sous quotient de G alors P est morphique.

Preuve. Notons S = 57 X Sy x ... X 5, est tel que % =~ N « P, il faut montrer que
P/N = K. Par la proposition (2.1.27) ona K =U x X et N =V xY ou U et V sont
normaux dans S et standards, X <G et Y <G.

Soit S = U x U’ ou U’ est standard. Alors :

P SxG_S _G_._ G
VXY_N_E_UXX_EXY_U X}.
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Donc soit :

a)

G
oc:VxY —U x ¥ un isomorphisme.

On a aussi V 2 U".

Définissons ¢ : V. — V x Y par vt = (v, 1), et soit m; U’ X )—G( — % la projection.
Alors Viem = 1 par hypothése, donc Vie C ker(r) = U’ x 1 = U’. Cela donne
lieu & un monomorphisme p : V. — U’, de méme soit v : U’ — V injectif, alors

pv @ Vo— V est injectif, mais V' vérifie DCC sur les sous groupes, alors pv est un

isomorphisme, il s’en suit que p : V' — U’ est aussi un isomorphisme.

12

Y.
=Y.

=Q =IQ

Définissons € : Y — V x Y par ye = (1,y), donc par (2.5.8) Yeo <U’ x £ alors
Yeo =U” xToulU”aU et Ta$

%, cela implique que U” < Yeo et U” = 1 par

hypothése, ainsi Yeo =1 x T =T q £,

Soit A:Y — % injectif, un argument similaire implique qu’il existe un monomor-
G

phisme p : )—(? — Y, tel que A\u: Y — Y et puh: % — < sont injectifs. Puisque

Y et % hérite la condition de chaine descendante sur les sous groupes, il s’en suit
que % =Y.
Puisque G est morphique, on a X = g par la proposition b, aussi puisque S est

: ~ o P SXG ~ S G ~ _
fortement morphique, on a S/V = S/U’, mais y = (77 E g Xy EUXx X =K,

Cela prouve que P est morphique.

Corollaire 2.5.15 Soit P = 51 X Sy X ... X S,, x G dont tout S; est simple et non abélien.

St G est un groupe abélien morphique fini, alors P est morphique.
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CHAPITRE 3

P-GGROUPES

Puisque les groupes nilpotents sont produit de p-groupes; et que 1’étude
de ces derniers nous informe sur le caractére "morphique" de ces groupes, ce

chapitre a été consacré aux p-groupes.

3.1 P-GROUPES

Théoréme 3.1.1 Un groupe nilpotent fini G est morphique si et seulement si chaque sous

groupe de syllow est morphique.

Ce théoréeme montre que la décision pour un groupe nilpotent fini d’étre morphique se
résume aux cas des p-groupes finis ol p est premier. Dans cette section, nous présentons
quelques résultats de décision pour qu’'un p-groupe soit morphique; p toujours un entier
premier.

2.3.6 montre qu'un p-groupe abélien fini G est morphique si et seulement si G = (Cpr)™

pour un certain k et m; le théoréme fondamental donne :

Proposition 3.1.2 Un p-groupe abélien fini G est morphique si et seulement si deux sous
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groupes maximaux quelconques de G sont isomorphes.

Y2

Théoréme 3.1.3 Soit G un groupe morphique fini avec | G |= p", alors :

n—1

1- Tout les sous groupes et les images de G d’ordre p sont isomorphes.

2- G/G" est morphique.

Preuve. 1 : Soit M un sous groupe maximal de G, puisque G est un p-groupe, on a
M<aGet | M |=p" ! et puisque Z = Z(G) # 1, fixons zy € Z avec | 29 |= p, alors
G/M = C, = (zy) <G, puisque G est morphique M = G/(z), maintenant soit F’ une
image de G avec | F' |= p"~!, alors F = G/N ou N est normal dans G et | N |= p, d’ou
G/M = C, = N et comme G est morphique M = G/N = F, d’ou 1.

2 : Soit M/G" et N/G' des sous groupes maximaux de G/G’, par 1 soit ¢ : M — N un
isomorphisme. Alors ¢ induit un isomorphisme M /G' — N/G’, alors G/G’ est morphique
par 3.1.2. m

Notons que tous les sous groupes maximaux du groupe des quaternions (Jg sont isomorphes
a Oy, mais (g n’est pas morphique.

D’ailleurs ni D, ni ()3 ne sont morphiques par la proposition suivante :

Proposition 3.1.4 Soit G un groupe avec | G |= p™,n > 3, et supposons que G pos-
sede un sous groupe cyclique d’ordre p"~, alors G est morphique si et seulement s’il est

cyclique.

Preuve. Si G est cyclique alors il est morphique (évident).

Réciproquement supposons que A = (a) C G d’ordre p"~* alors A<dG et G/A = C, = (z)<
G pour un certain z € Z(G) d’ordre p, comme G est morphique, on a G/(z) = A = Cpn—
ce qui implique que G est abélien et donc G = Cpn-1 X C, ou G = Cpn mais Cpn-1 X C)
n’est pas morphique par 2.3.6 car n — 1 > 2, ainsi G = Cpn est cyclique. m

Notons que si n = 2 dans la proposition précédente, alors G est abélien d’ordre p?, il s’en
suit que G = C)2, et les deux sont morphiques. Rappelons qu'un groupe est d’exposant
fini si les ordres des éléments de G sont bornés; 'exposant de G (exp((G)) est le plus petit

multiple commun des ordres des éléments de G.
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Définition 3.1.5 Un groupe G est dit élémentaire abélien s’il est abélien d’exposant p,

pour uUn p premier.

Proposition 3.1.6 Soit G un groupe tel que | G |= p3.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1) G est morphique.

2) G est ou bien cyclique, ou bien élémentaire abélien, ou bien non abélien d’exposant

p.

De plus, dans ce cas on a :
x St p=2 alors G est cyclique ou élémentaire abélien.

x Sip > 2 alors G est soit cyclique, soit élémentaire abélien, ou bien G = (a,b,c |

a? = b =cP =1,a,b] = c,ac = ca,bc = cb).

Preuve. 1) = 2) : Si exp(G) = p? alors G est cyclique, si exp(G) = p* alors G posséde
un sous groupe cyclique d’ordre p? et aussi G est cyclique par 1) et 2.3.6. Si exp(G) = p
alors 2) est évident.

2) = 1) : Puisque les groupes cycliques sont morphiques, nous pouvons supposer que
exp(G) = p. Si K <G est tel que G/K = N <G nous devons montrer G/N = K. Puisque
K et G/K sont d’exposant p, alors deux cas sont possibles :

si| K |=palors | N |=p?, il s’en suit que G/N = C, =2 K.

si| K |=p? alors | N |= p, il s’en suit que G/N =2 C, x C, 2 K.

Pour le reste : si p = 2 alors GG est abélien car D, et (Jgs ne sont pas morphiques, d’ou G
est cyclique ou élémentaire abélien par 2).

Sip > 2 et si G est abélien, alors il est cyclique ou élémentaire abélien, sinon on peut
vérifier que G’ = Z(G) est le seul sous groupe normal d’ordre p dans G.

Maintenant G/G" a le type (p,p) car exp(G) = p, et G = (a,b,G'). On note ¢ = [a, b)),
alors ¢ # 1 puisque G n’est pas abélien. D’ou G’ = (c) car exp(G) = p, et donc G =

(a, b, c). Puisque ¢ € Z(G), nous obtenons le résultat préconiseé.
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Soit maintenant G un groupe morphique avec | G |= p*, si G est abélien alors il est
isomorphe & un des Cpa, Cpe X Cp2 ou C), x C, x Cp, x C, (2.3.6). =

Etonnamment il n’y a pas de groupe non abélien morphique d’ordre p*.
Proposition 3.1.7 Sip est premier, tout groupe morphique d’ordre p* est abélien.

Preuve. Supposons que G est un groupe non abélien morphique avec | G |= p*.

Soit A un sous groupe normal de G tel que | A |= p3, alors tout sous groupe et toute
image de G d’ordre p* est abélien (3.1.3).

En particulier, si z € Z(G) d’ordre p, alors G/(z) est abélien, d’'oa G’ C (z) C Z(G),
puisque G’ # 1 (G est non abélien), on a G' =< z >, donc G/(z) est morphique, et a le
type (p,p,p), et on a G = (a,b,¢c,G’).

Puisque G est non abélien, on peut supposer que ab # ba, ainsi (a, b) est un sous groupe

non abélien propre de G, alors | {a,b) |= p®. (Contradiction) m

Définition 3.1.8 Un p-groupe fini G est dit élémentaire abélien morphique ou simple-
ment ea-morphique si :

G
Soit N un sous-groupe normal de G, tel que N est élémentaire abélien ou N est élémen-

G
taire abélien, alors il existe un épimorphisme ¢ : G —> N tel que N = ker(¢).

Définition 3.1.9 On dit qu’un groupe G est s.auto-dual si tout sous groupe de G est
1somorphe a un quotient de G, q.auto-dual si tout quotient de G est isomorphe a un sous

groupe de G, auto-dual s’il est a la fois s.auto-dual et q.auto-dual.

Conjecture
Les seuls p-groupes morphiques finis sont les groupes abéliens, les groupes homocycliques,

et les groupes non abéliens d’ordre p* et d’exposant p (p premier).
Théoréme 3.1.10 Soit G un p-groupe morphique fini, alors :
1) tout sous groupe de G est l'image homomorphique de G.

2) toute image homomorphique de G est isomorphe a un sous groupe normal de G.
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Le dernier résultat montre qu’un p-groupe morphique fini appartient a la classe des groupes

auto-duals.

Théoréme 3.1.11 Soit G un p-groupe morphique fini.
St G peut étre engendré par deux éléments alors :
G est abélien et homocyclique ou bien

p est impair et G est isomorphe & un groupe d’ordre p d’exposant p.
Théoréme 3.1.12 Soit G un p-groupe auto-dual fini. Alors :
1. G est abélien, ou

2. p est impair, et G est le produit direct du groupe non abélien d’ordre p* d’exposant

p, par un groupe élémentaire abélien.

Théoréme 3.1.13 Soit G un p-groupe non abélien ea-morphique. Alors G est engendré

par deux €léments.

Résultat

Les p-groupes morphiques finis sont des groupes ea-morphiques.

3.2 TRIPLETS MORPHIQUES

Le but de ce qui suit est la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 Soit G un p-groupe ea-morphique fini et non abélien alors G est en-

gendré par deuz éléments.

Lemme 3.2.2 Si N un sous groupe normal de G alors :
G G’

TV e )

(N ) G'NN

Preuve. Soit G # {1} un p-groupe ea-morphique fini, avec nombre minimal de généra-
G

teurs d ie, | W |= p?. Soit N un sous groupe d’ordre p normal de G, alors pour tout

G G
sous groupe maximal M de G, on a U = N donc aussi N =M.

36



3.2. TRIPLETS MORPHIQUES CHAPITRE 3.

On particulier nous obtenons :

Lemme 3.2.3 Dans un p-groupe morphique fini, tous les sous groupes maximaux sont

1somorphes.

A partir de maintenant nous supposerons G non abélien et prendrons N < G’. Puisque

G
M = N alors par le lemme précédent :

G G
|M'| = ’N' = | |, donc aussi :
G/
|M| =P

Considérons le sous groupe caractéristique K de G défini par :

G’ G’
K =n{M : M < G}. ¥ est isomorphe a un sous groupe de HM<GM? donc il est
élémentaire abélien.

Considérons 'application :

donne¢ par (a®(G), b®(G)) — [a, b K.
[ est bien définie, comme on a :

Lemme 3.2.4 [G,®(G)] < K. on particulier, ®(G) < K.

G G
Preuve. (M), =5 est d’ordre p.

D’abord on a [G,G"] < M’ pour tout M < G, donc [G,G'] < K. de méme si a,b € G,

alors pour tout M < G on a :
[a,bF] = [a,b]? =1 (Mod M’).

on vient de voir que [b, [a,b]] € M’ et aussi [G,GP] < K.

Cela donne aussi que [ est bilinéaire, puisque

lab, ¢] = [a, c].[[a, c],b].[b, ¢] = [a,c].[b, ], ModK.
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|
/

et W = 7 avec I’application [ satisfont aux défini-

Les Fj,-espaces vectoriels V' = 5(C)

tions suivantes :
Définition 3.2.5 Soit V,W deux espaces vectoriels sur F,, et

VXV =W

(v1,v9) > [v1, V2]

une application bilinéaire alternée.
Si Uy, Uy sont deux sous espaces de V', notons [Uy, Us] pour 5(Uy, Us), et Uy pour Uy, Uy].

(V,W, B) est dit triplet morphique si les conditions suivantes sont vérifiées :
)V =W,
2) Pour tout U <V, on a U <W.
3) {U" : U<V} ={0}.

La considération seule des triplets morphiques ne suffit pas pour démontrer le théo-
réme, comme il existe des exemples de triplets morphiques non associées avec les p-groupes

morphiques finis.

Proposition 3.2.6 Soit (V, W, 3) un triplet morphique.
Soit U <V alors il existe un unique T'= 7(U) < U satisfaisant aux propriétés suivantes :

Pour S <V il y a est équivalence entre :
1)U =8 et
2)S>T.
Preuve. Soit a € V' \ U. Considérons I'application 7

U— W — W/U
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définie par « — [a, 2]+ U’ ; puisque W = V' =< a,U >'= [a, U]+ U’, ¢’est une application
linéaire surjective, avec dim(W/U’) = 1. Ainsi :

T =71U) = ket(t) = {x € U : [a,z] € U'} est un sous espace maximal de U. Par
définition [a,T] < U'.

On peut voir facilement que T est indépendant du choix de a € V\U. Ainsisi T < S <V,
et S # U, on peut supposer que S = [a,T]. [l s’en suit que S’ = [a, T|+T" < U'+T" < U’
et ainsi que S’ = U’, puisque il sont tous les deux des sous espaces maximaux de W.
Inversement, supposons que U #S < Vet 8" =U".

Alors SNU <U etsi S=<a,SNU >alorsa ¢ U, et on a [a, SNU|] <5 =U’ tel que
SNU=7U). m

Corollaire 3.2.7 Pour tout U <V [’ensemble
{S<V:8=U"}
posséde p+ 1 éléments, a savoir les sous espaces S tel que T(U) < S < V.

Preuve.

L’ensemble M des sous espaces maximaux de W a
1+p+.. +pct

éléments, ot e = dim(W).

Le corollaire implique que le sous ensemble de M
R={Z<W :Z=Upour certain U < V'}

posséde (14 p+ ... +p?~1/1 + p éléments, ainsi d est pair, et

14+p+.. +pi!
I+p

=14+p?+... +pi2
Il est clair que sie <d—1on a
| M|=1+p+..+pt<14+p*+ . +p2 =R

Contradiction. =

nous venons de montrer le :
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Corollaire 3.2.8 Dans un triplet morphique (V, W, ), on a
dim(W) > dim(V') — 1

En particulier, dans un p-groupe non abélien ea-morphique fini G avec un nombre minimal

des générateurs d on a
| G'/K | = p"

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme principal.

Soit G un p-groupe non abélien ea-morphique fini avec un nombre minimal de générateurs
d > 2, nous voulons trouver une contradiction.

Par la définition (3.1.8) il existe un épimorphisme G — ®(G), et si £ = ker(®) puisque
G/E = ®(G), on a aussi G/P(G) =2 E et puisque | G/®(G) |= p?, E est un sous groupe
élémentaire abélien normal de G d’ordre p?.

Soit
pi=| ENG' | avec t < d.

Puisque G/E = ®(G) le Lemme (3.2.2) donne :

¢ |G

O(G) |= =
190 1= o 1=

Par le Lemme (3.2.4) et le corollaire (3.2.8) nous obtenons

/

o(GY

| ENG |=| |=p", pour ¢t € {d,d — 1}.

L contenu dans G’

Soit alors L un sous groupe élémentaire abélien normal d’ordre p?-
(nous prenons L égal £ NG’ s'il est d’ordre p?~! sinon si £ < G’ nous prenons L comme

un sous groupe maximal de E qui est normal dans G), et soit
{1}:L0<L1<L2<...<Ld_1 <G

une série des sous groupes, chacun d’eux normal dans G. En particulier, | L; |= p' pour
tout <.

Considérons une série arbitraire
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(I)(G):S()<Sl<82<...<5d_1<sd:G

(Nous allons faire un choix plus précis de Sy plus tard), en particulier chaque S; est normal
dans G ; et | G/S; |= p®~* pour tout i. Clairement sii > 1 on a G/S; & Ly_; comme étant

deux groupes élémentaires abéliens d’ordre p?=i. Par la définition (2.2.1) on a aussi :
G/Lq—; = S;, pour tout i > 1.

Pour ¢ > 1 on a par le Lemme (3.2.2)
|G
pd—i’

| 5; [=1 &'/ Lai |=

c’est a dire :

| G /S = PP e (3.1).

En particulier, | G'/S; |= p?~!. Puisque S; =< a,®(G) > pour un certain a € G,
le Lemme (3.2.4) implique : S} < [< a >, P(G)]P(G) < K, et par le corollaire (3.2.8)
| G'/K |=p? ! et S| = K; il sen suit que S! > S = K pour tout i > 1. Nous obtenons
de (3.1) :

| Si/K = (G'/K)/(G'/ S} |=p'~" pour tout i > 1.

En particulier | S5/K |=p et | S;/K |= p?. (c’est le seul point ot nous utilisons 1’hypo-
thése d > 2). Puisque S3 =< a,b, ¢, ®(G) > pour certains a,b,c € G, le Lemme (3.2.4)
donne S; << [a,b],[a,d], [b, |, K >. Puisque tout élément du carré extérieur d’un espace
vectoriel de dimension 3 est un tenseur décomposable, nous pouvons choisir a, b, ¢ tell que
[a,b] € K. En choisissant Sy =< a,b, ®(G) > le Lemme (3.2.4) montre que S} < K, une
contradiction finale. Finalement nous obtenons une démonstration de la conjecture. Si G
est un p-groupe abélien morphique fini, ce n’est pas difficile de voir que G est forcément
homocyclique. par le lemme (3.2.3).

Par le théoréme (3.1.11), supposons que G est non abélien, puisque les p-groupes mor-
phiques sont ea-morphiques, par le théoréme (3.2.1) nous concluons que G est engendré

par deux éléments, et par théoréme (3.1.12) nous avons ce que nous voulons.
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Résumé

Les p-groupes homocycliques finis sont morphiques, ainsi que les

groupes non abéliens d’ordre p3 et d’exposant p.

An, Ding et Zhan ont montré en 2011 que dans la classe des
groupes auto-duaux, ce sont les seuls exemples de p-groupes finis

morphiques.
Caranti et Scoppolla en 2015 sont arrivés a prouver les mémes

résultats avec moins d’hypotheses.

Les mots-clés : Morphique, homocyclique, élémentaire abélien.

Abstract :
Finit homocyclic p-groups are morphic, and so the non-abelien

groups of order p3 and exposent p.

An, Ding and Zhan proved in 2011 that in the class of self-dual

groups, these are the only examples of finit morphic p—-groups.

Caranti and Scoppolla were able to prove the same results under a

weaker hypothesis

Keywords : Morphic, Homocyclic, elementary abelien.



