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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Les polynômes orthogonaux sont un sujet d’étude pour les mathématiciens depuis
longtemps. À titre d’exemple, Adrien-Marie Legendre en était arrivé dès le début du XIXe
siècle à considérer la suite de polynômes auxquels son nom est maintenant associé, les
polynômes de Legendre, dans le cadre de ses calculs concernant la mécanique céleste.
Depuis cette époque jusqu’à aujourd’hui, la théorie concernant ces polynômes n ?a cessé
de croître en précision et aussi en importance, puisque d’autres applications se sont dé-
veloppées. En effet, avec l’avènement des ordinateurs, les polynômes orthogonaux sont
devenus des outils d’approximation et d’encodage-décodage très utiles. C’est pourquoi
leur étude continue encore aujourd’hui. Ce mémoire se veut une (brève) introduction à
l’étude des polynômes orthogonaux, qui soit accessible et rigoureuse. Aussi, les défini-
tions puis les théorèmes seront développés dans le cadre le plus général possible.voir [9]

Les polynômes orthogonaux jouent un rôle très important dans divers branches de
sciences. La relation des polynômes orthogonaux avec d’autre branches de mathéma-
tiques est vraiment impressionnante sans même essayer d’être complète, nous mention-
nons à titre d’exemples, les fractions continues, la théories des opérateurs, les fonctions
analytiques, l’interpolation polynomiale, théorie de l’approximation, la théorie des nombres,
théorie des graphes,...

Les polynômes orthogonaux sont introduit par la théorie de Sturn-Liouville. Dans cet
travail nous présentons quelques préliminaires de la théorie analytique des polynômes
orthogonaux, ainsi quelques définitions et propriétés importantes.

Ce travail est organisé de la manière suivante :

Premier chapitre : est réserver comme un rappel sur les espaces de Hilbert, ses propriétés
et quelques applications.

Deuxième chapitre : dans ce chapitre, nous présentons les polynômes orthogonaux, ses
propriétés et quelques exemples classiques des familles de polynômes orthogonaux.

Troisième chapitre : Dans le troisième chapitre, nous donnons quelques applications sur
les polynôme orthogonaux en particulier les formules de quadratures.

1



Chapitre 1

Espaces de Hilbert

1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur un corps K (K = R ou C). On appelle forme
sesquilinéaire sur E, toute application φ de E × E dans K vérifiant,
pour tout α, β ∈ K et x, y, z ∈ E :
1. φ(αx+ βy, z) = αφ(x, z) + βφ(y, z)
2. φ(x, αy + βz) = αφ(x, y) + βφ(x, z)
On dit que φ est hermitienne si elle vérifie de plus :
3. φ(x, y) = φ(y, x).

Remarque 1.1.1 Dans le cas oú K = R, une forme sesquilinéaire est simplement une forme
bilinéaire et une forme hermitienne est une forme bilinéaire symétrique.

1.1.1 Produit hermitien

Définition 1.1.2 Soit E un C−espace vectoriel. Une application φ : (x, y) −→ φ(x, y) de E ×E
dans C est appelée produit hermitien si elle vérifie les conditions suivantes :
1. φ est sesquilinéaire.
2. φ(x, y) = φ(y, x).
3. φ(x, y) ≥ 0 et φ(x, x) = 0⇐⇒ x = 0.

1.1.2 Produit scalaire

Définition 1.1.3 Soit E un espace vectoriel réel. Un produit scalaire sur E, est une forme bili-
néaire symétrique définie positive sur E × E.
•Un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un produit scalaire est appelé espace euclidien.
Si (x, y) −→ 〈x, y〉 est un produit scalaire sur E, la norme euclidienne d’un élément x ∈ E est
définie par ‖x‖ =

√
〈x, x〉.

• Un espace vectoriel réel de dimension infinie muni d’un produit scalaire est appelé espace pré-
hilbertien réel. On notea généralement 〈x, y〉 le produit scalaire.

Définition 1.1.4 Un espace vectoriel muni d’un produit hermitien est un espace pré-hilbertien.
Si de plus, il est complet pour la norme ‖x‖ =

√
〈x, x〉, c’est un espace de Hilbert.

2
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Remarque 1.1.2 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel normé complet, c’est donc un espace
de Banach. Bien entendu, un espace de Banach n’est pas nécessairement un espace de Hilbert.

Exemple 1.1.1 1. R est un espace de Hilbert, 〈x, y〉 = xy et ‖x‖ = |x|.

2. Rn est un espace de Hilbert, 〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi et ‖x‖ =

( n∑
i=1

x2i

)1/2

.

3. Cn est un espace de Hilbert, 〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi et ‖x‖ =

( n∑
i=1

|xi|2
)1/2

.

4. l2(N) =

{
(xn)n∈N/ xn ∈ C,

∞∑
n=0

|xn|2 <∞
}

est un espace de Hilbert,

〈x, y〉 =
∞∑
i=0

xiyi et ‖x‖ =

( ∞∑
n=0

|xn|2
)1/2

.

5. L2(I) (I ouvert) est un espace de Hilbert, 〈f, g〉 =

∫
I

f(t)g(t)dt et ‖f‖ =

(∫
I

|f(t)|2dt
)1/2

.

proposition 1.1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz) Soit H un espace pré-hilbertien. Alors,

∀x, y ∈ H : |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖. (1.1)

Preuve :
1. Si y = 0, (1.1) est évidente.
2. Supposons maintenant que y 6= 0.
Pour tout réel t, on pose : p(t) = ‖x+ ty‖2. On a :

p(t) = ‖x+ ty‖2 = 〈x+ ty, x+ ty〉
= 〈x, x+ ty〉+ 〈ty, x+ ty〉
= 〈x, x〉+ 〈x, ty〉+ 〈ty, x〉+ 〈ty, ty〉
≤ ‖x‖2 + 2t|〈x, y〉|+ t2‖y‖2.

Puisque y 6= 0 alors ‖y‖2 6= 0. L’expression polynômiale du second degré p(t) est positive
oú nulle pour tout réel t. On en déduit donc que son discriminant est négatif ou nul, c’est-
à-dire : |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

�

proposition 1.1.2 Soit H un espace pré–hilbertien muni du produit scalaire 〈., .〉, alors pour tout
x, y ∈ H, on a :
1. ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2). (Identité du parallélogramme)
2. Si H est réel, alors : 〈x, y〉 = 1

4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2). (Identité de polarisation)

3. Si H est complexe, alors : 〈x, y〉 =
1

4

3∑
k=0

ik‖x+ iky‖2.

Preuve :
1. On a :

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖2 (1.2)
‖x− y‖2 = 〈x− y, x− y〉 = ‖x‖2 − 〈x, y〉 − 〈y, x〉+ ‖y‖2. (1.3)
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En additionnant (1.2) et (1.3), on trouve :

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

Une autre fois, de (1.2) et (1.3) et par soustraction, on arrive à :

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 = 2(〈x, y〉+ 〈y, x〉). (1.4)

2. Si H est réel, (1.4) donne :

〈x, y〉 =
1

4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2).

3. Si H est complexe, on remplace y par iy dans (1.4), on trouve :

‖x+ iy‖2 − ‖x− iy‖2 = 2(〈x, iy〉+ 〈iy, x〉)
= 2(−i〈x, y〉+ i〈y, x〉),

on en déduit donc que :

i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2 = 2(〈x, y〉 − 〈y, x〉). (1.5)

De (1.4) et (1.5) et par addition, on obtient :

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2 = 4〈x, y〉,

c’est-à-dire que :

〈x, y〉 =
1

4

(
‖x+ y‖2 + i‖x+ iy‖2 − ‖x− y‖2 − i‖x− iy‖2

)
=

1

4

3∑
k=0

ik‖x+ iky‖2.

�

corollaire 1.1.1 (Théorème de la médiane)
Soit H un espace pré-hilbertien muni du produit scalaire 〈., .〉 et de la norme associée ‖.‖. Si x, y, z
sont des éléments de H, alors :∥∥∥∥2

(
z − x+ y

2

)∥∥∥∥2 + ‖x− y‖2 = 2

(
‖z − x‖2 + ‖z − y‖2

)
.

Preuve :
Pour la preuve, il suffit d’appliquer l’identité du parallélogramme en posant X = z − x et
Y = z − y.

�



1.2 Projection orthogonale 5

1.2 Projection orthogonale

Définition 1.2.1 • Soit H un espace pré-hilbertien sur K. Deux vecteurs x, y ∈ H sont dits or-
thogonaux si 〈x, y〉 = 0 et on écrit x⊥y

•Soit A un sous-ensemble de H. Un vecteur x ∈ H et A sont dits orthogonaux dans H, si x
est orthogonal à tout vecteur de A, et on note x⊥A. L’orthogonal de A est noté A⊥ et on a :

A⊥ = {x ∈ H : 〈x, a〉 = 0, ∀a ∈ A}.

•Deux sous-ensembles A et B sont orthogonaux, si pour tout x ∈ A et y ∈ B on a : x⊥y et on
écrit A⊥B.

Exemple 1.2.1 Si H = R3 et A = {(a1, a2, 0)/a1, a2 ∈ R}, alors A⊥ = {(0, 0, x3)/x3 ∈ R}.

proposition 1.2.1 Soit H un espace pré-hilbertien et A ⊂ H, alors :
1. Pour tout x, y, z ∈ H et x⊥y, on a : ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 (théorème de Pythagore).
2. 0 ∈ A⊥.
3. Si 0 ∈ A, alors A ∩ A⊥ = {0}.
4. Si B ⊂ A alors A⊥ ⊂ B⊥.
5. A⊥ est un sous-espace fermé de H.
6. A ⊂ (A⊥)⊥.

7. A⊥ = A
⊥
.

1.2.1 Ensembles convexes

Définition 1.2.2 Une partie C d’un espace vectoriel E est dite convexe, si elle posséde la propriété
géométrique suivante :

∀x, y ∈ C, ∀t ∈ [0, 1] : tx+ (1− t)y ∈ C.

Exemple 1.2.2 1. Les convexes de R sont les intervalles.
2. Dans un espace vectoriel normé, la boule fermée B(a, r) = {/x‖x− a‖ ≤ r} est convexe.

1.2.2 Projection sur un convexe fermé

Théorème 1.2.1 Soit H un espace de Hilbert de norme ‖.‖H . C un ensemble non vide convexe et
fermé de H et f un élément de H. Il existe un unique élément f ? ∈ C appelé projeté de f sur C
vérifiant :

‖f − f ?‖H = inf
g∈C
‖f − g‖H = d(f, C). (1.6)

De plus, une condition nécessaire et suffisante pour que f ? soit le projeté de f sur C est :

∀g ∈ C : Re
(
〈f − f ?, g − f ?〉H

)
≤ 0, (1.7)

où 〈., .〉H désigne le produit hermitien de H associée à la norme ‖.‖H .
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Preuve :
Existence : Par définition de la borne inférieure, il existe une suite (fn) d’éléments de C
telle que :

‖f − fn‖H −→ d(f, C) = inf
g∈C
‖f − g‖H .

Montrons maintenant que la suite (fn) est de Cauchy. Pour cela on applique le théorème
de la médiane :

‖x− y‖2 = 2

(
‖z − x‖2 + ‖z − y‖2

)
− 4

∥∥∥∥z − x+ y

2

∥∥∥∥2,
en posant z = f, x = fn et y = fp. On a :

‖fn − fp‖2 = 2

(
‖f − fn‖2 + ‖f − fp‖2

)
− 4

∥∥∥∥f − fn + fp
2

∥∥∥∥2.
Or fn+fp

2
∈ C, car

(
fn+fp

2
= 1

2
fn+(1− 1

2
)fp

)
donc :

∥∥∥∥f− fn+fp
2

∥∥∥∥2 ≥ d2(f, C) et par conséquent,

‖fn − fp‖2 ≤ 2

(
‖f − fn‖2 + ‖f − fp‖2

)
− 4d2(f, C).

Mais, on sait que lim
p−→+∞

‖f − fp‖ = lim
n−→+∞

‖f − fn‖ = d(f, C), alors cela nous permet de

conclure que : ‖fn − fp‖ −→ 0 quand n, p −→ +∞. c’est-à-dire que (fn) est de Cauchy.
Comme H est un espace de Hilbert, il est complet et donc (fn) converge vers une limite
f ?. L’ensemble C étant fermé, cette limite est donc dans C et par continuité de la norme,
on a :

lim
n−→+∞

‖f − fn‖H = ‖f − f ?‖H = d(f, C).

Nous avons donc l’existence d’un projeté f ? de f sur C.

Unicité :
L’unicité provient du théorème de la médiane. Supposons l’existence de deux éléments f ?

et f̃ de C qui réalisent l’infumum. L’égalité de la médiane appliquée à z = f, x = f ? et
y = f̃ donne :

‖f ? − f̃‖2H ≤ 2

(
‖f − f ?‖2H︸ ︷︷ ︸

d2(f,C)

+ ‖f − f̃‖2H︸ ︷︷ ︸
d2(f,C)

)
− 4d2(f, C)

≤ 0.

On en déduit que f̃ = f ?, d’où l’unicité de f ?.

•Montrons maintenant la condition (1.7).
Soit f ? le projeté de f sur C et soit g ∈ C et t ∈]0, 1[.
Comme C est convexe on aura (1− t)f ? + tg ∈ C, et par définition de f ?, nous avons :

∀t ∈]0, 1[: ‖f − f ?‖2H ≤ ‖f − [(1− t)f ? + tg]‖2H
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c’est-à-dire :

∀t ∈]0, 1[: ‖f − f ?‖2H ≤ ‖(f − f ?)− t(g − f ?)‖2H . (1.8)

En développant (1.8), il vient :

∀t ∈]0, 1[: 0 ≤ t2‖g − f ?‖2H − 2tRe
(
〈f − f ?, g − f ?〉H

)
,

et en divisant par t, on obtient :

∀t ∈]0, 1[: 2Re
(
〈f − f ?, g − f ?〉H

)
≤ t‖g − f ?‖2H .

Si en faisant tendre t vers 0, on aura le résultat voulu :

∀g ∈ C : Re
(
〈f − f ?, g − f ?〉H

)
≤ 0.

• Réciproquement, supposons que (1.7) est vitrifie et soit g un élément de C, alors on a :

‖f − g‖2H = ‖(f − f ?)− (g − f ?)‖2H
= ‖f − f ?‖2H + ‖g − f ?‖2H − 2Re

(
〈f − f ?, g − f ?〉H

)
.

Or g ∈ C donc (1.7) implique que

Re
(
〈f − f ?, g − f ?〉H

)
≤ 0, (1.9)

par conséquent,

‖f − g‖2H ≥ ‖f − f ?‖2H + ‖g − f ?‖2H
≥ ‖f − f ?‖2H , ∀g ∈ C.

c’est-à-dire que f ? est le projeté de f sur C.

�

corollaire 1.2.1 Sous les hypothèses du théorème précédent, on peut caractériser le projeté f ? de
f sur C par :

∀g ∈ C : Re
(
〈f ? − g, f − g〉H

)
≥ 0. (1.10)

Preuve :
• Soit f ? le projeté de f sur C, alors (1.7) donne :

∀g ∈ C : Re
(
〈f − f ?, g − f ?〉H

)
≤ 0, (1.11)

On a :

∀g ∈ C : 〈f ? − g, f − g〉H = 〈f ? − g, (f − f ?) + (f ? − g)〉H
= 〈f ? − g, f − f ?〉H + 〈f ? − g, f ? − g〉H
= 〈f ? − g, f − f ?〉H + ‖f ? − g‖2H ,
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d’où

∀g ∈ C : Re
(
〈f ? − g, f − g〉H

)
= Re

(
〈f ? − g, f − f ?〉H

)
+ ‖f ? − g‖2H

= −Re
(
〈f − f ?, g − f ?〉H

)
+ ‖f ? − g‖2H .

En exploitant (1.11), on arrive à :

∀g ∈ C : Re
(
〈f ? − g, f − g〉H

)
≥ 0.

• Réciproquement, Soit g ∈ C. Alors h = f ? + t(g − f ?) ∈ C car (f ? ∈ C).
Pour tout t ∈]0, 1[, on a :

〈f ? − h, h− f〉H = 〈−t(g − f ?), f ? − f + t(g − f ?)〉H ,

donc,
Re
(
〈f ? − h, h− f〉H

)
= −tRe

(
〈g − f ?, f ? − f + t(g − f ?)〉H

)
,

c’est-à-dire que :

Re
(
〈f ? − h, f − h〉H

)
= tRe

(
〈g − f ?, f ? − f + t(g − f ?)〉H

)
,

en utilisant (1.10), il vient :

∀t ∈]0, 1[: Re
(
〈g − f ?, f ? − f + t(g − f ?)〉H

)
≥ 0.

Si en faisant tendre t vers 0+, on obtient :

Re
(
〈g − f ?, f ? − f〉H

)
≥ 0

autrement dit :
Re
(
〈f − f ?, g − f ?〉H

)
≤ 0.

Ceci veut dire que f ? est le projeté de f sur C. (d’après (1.7))

�

1.2.3 Projection sur un sous-espace de Hilbert

Théorème 1.2.2 Soient E un espace de Hilbert, F un sous-espace de Hilbert et x un élément de
E. Alors, il existe un unique élément ax ∈ F tel que :

‖ x− ax ‖= d(x, F ).

De plus, ax est l’unique élément de F tel que x − ax soit orthogonal à F, il est noté PF (x) et est
appelé la projection orthogonale de x sur F.

Preuve :
• La première assertion est déjà démontrer précédemment.

• Pour la deuxième, on remarque que si b ∈ F, alors a + αb ∈ F pour tout complexe
α. La relation (1.7) implique que

Re
(
〈x− a, αb〉

)
= Re

(
〈x− a, αb+ a− a〉

)
≤ 0,
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il suffit donc de prendre α = ±1 pour obtenir : Re
(
〈x− a, b〉

)
≤ 0 et Re

(
〈x− a,−b〉

)
≤ 0,

et puisque 〈x− a,−b〉 = −〈x− a, b〉, on obtient :

Re
(
〈x− a, b〉

)
= 0, ∀b ∈ F, (1.12)

et aussi prendre α = ±i pour avoir : Re
(
〈x− a, ib〉

)
≤ 0 et Re

(
〈x− a,−ib〉

)
≤ 0.

On sait que 〈x− a, ib〉 = −i〈x− a, b〉, et 〈x− a,−ib〉 = i〈x− a, b〉.
Puisque Re

(
〈x− a, ib〉

)
≤ 0 et Re

(
〈x− a,−ib〉

)
≤ 0, alors :

Re
(
i〈x− a, b〉

)
= 0. (1.13)

Mais, on a :
〈x− a, b〉 = Re

(
〈x− a, b〉

)
+ iIm

(
〈x− a, b〉

)
,

c’est-à-dire que
i〈x− a, b〉 = −Im

(
〈x− a, b〉

)
+ iRe

(
〈x− a, b〉

)
.

Donc (1.13) implique que :

Im
(
〈x− a, b〉

)
= 0, ∀b ∈ F, (1.14)

de (1.12) et (1.14) on déduit que 〈x− a, b〉 = 0, ∀b ∈ F, i.e. x− a ⊥ F.

• Réciproquement, Soit a ∈ F tel que x− a ⊥ F. Pour tout b ∈ F, on a

‖x− b‖2 = ‖x− a+ a− b‖2

= ‖x− a‖2 + ‖b− a‖2 (car b− a ∈ F et x− a ⊥ F )

par conséquent,
‖x− b‖2 ≥ ‖x− a‖2 ∀b ∈ F,

il en résulte que a = PF (x).

�

corollaire 1.2.2 Soient E un espace de Hilbert et F un sous-espace de Hilbert de E. Alors, les
sous-espaces F et F⊥ sont supplémentaires dans E, c’est-à-dire que E = F

⊕
F⊥.

Preuve :
• F ∩ F⊥ = 0 (évident).
• Pour tout x ∈ E on peut écrire : x = x−PF (x)+PF (x), avec x−PF (x) ∈ F⊥ et PF (x) ∈ F.

�

corollaire 1.2.3 • L’application PF est un opérateur linéaire de E dans F qui vérifie, pour tout x
et tout y dans E,
• ‖PFx‖ ≤ ‖x‖,
• 〈PFx, y〉 = 〈x, PFy〉,
• PF (PFx) = PFx.
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Preuve :
• PF est linéaire :
On va montrer que :

∀x, y ∈ E, ∀α, β ∈ C : PF (αx+ βy) = αPF (x) + βPF (y).

On a :
x ∈ E =⇒ ∃!x1 ∈ F, ∃!x2 ∈ F⊥ : x = x1 + x2 = PF (x) + PF⊥(x),

donc,

αx = αx1 + αx2, (1.15)

de même, on a :

y ∈ E =⇒ ∃!y1 ∈ F, ∃!y2 ∈ F⊥ : y = y1 + y2 = PF (y) + PF⊥(y),

donc,

βy = βy1 + βy2. (1.16)

De (1.15) et (1.16) on déduit que :

αx+ βy = (αx1 + βy1) + (αx2 + βy2),

avec, αx1 + βy1 ∈ F et (αx2 + βy2) ∈ F⊥. Comme αx+ βy ∈ E, alors,

αx+ βy = PF (αx+ βy) + PF⊥(αx+ βy). (1.17)

L’écriture (1.17) est unique, donc :

αx+ βy = PF (αx+ βy) + PF⊥(αx+ βy)

= (αx1 + βy1) + (αx2 + βy2)

= αPF (x) + βPF (y) + αPF⊥(x) + βPF⊥(y), (1.18)

par conséquent,
PF (αx+ βy) = αPF (x) + βPF (y),

et
PF⊥(αx+ βy) = αPF⊥(x) + βPF⊥(y).

d’où PF et PF⊥ sont linéaires.

• Pour x ∈ E, on écrit x = x− PF (x) + PF (x). en appliquant le théorème de Pythagore, il
vient :

‖x‖2 = ‖x− PF (x)‖2 + ‖PF (x)‖2 ≥ ‖PF (x)‖2,
donc, ‖PF (x)‖ ≤ ‖x‖.
De plus, on sait que ∀y ∈ F : PF (y) = y, et comme ∀x ∈ E : PF (x) ∈ F, on en déduit que

∀x ∈ E : PF (PFx) = PF (x).

On a aussi, ∀x, y dans E, les éléments PFx et y − PFy sont orthogonaux, il en résulte que :
〈PFx, y − PFy〉 = 0 c’est-à-dire, 〈PFx, y〉 = 〈PFx, PFy〉,
de même,
〈x− PFx, PFy〉 = 0 c’est-à-dire, 〈x, PFy〉 = 〈PFx, PFy〉, ceci termine la preuve.

�



1.3 Problème de minimisation 11

corollaire 1.2.4 Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert E. F est dense dans E, si
et seulement si, F⊥ = {0}.

Remarque 1.2.1 En particulier, pour montrer qu’un élément de E est nul, il suffit de montrer
qu’il est dans l’orthogonal d’un sous-espace dense dans E.

1.3 Problème de minimisation

Soient v1, v2, ..., vk des éléments d’un espace de Hilbert E, linéairement indépendants
et soit x ∈ E. On veut trouver un moyen pour calculer la valeur minimum de la quantité∥∥∥∥x− k∑

j=1

cjvj

∥∥∥∥, (1.19)

lorsque c1, c2, ..., ck décrivent K, et de trouver les valeurs correspondantes de c1, c2, ..., ck.

Soit F l’espace vectoriel engendré par les éléments v1, v2, ..., vk. C’est un sous-espace
fermé de E. (puisque sa dimension est finie égale à k)

La quantité qu’on cherche à minimiser représente la distance de x à l’élément de F

défini par
k∑
j=1

cjvj. Le théorème précèdent précise que PF (x) est l’unique élément de F

qui rend minimum la quantité (1.19).

PF (x) s’écrit sous la forme PF (x) =
k∑
j=1

cjvj et aussi x− PF (x) ∈ F⊥.

(ce qui pourrait alors être utiliser pour obtenir des renseignements sur le calcul des coef-
ficients c1, c2, ..., ck). Pour cela, posons :

aij = 〈vj, vi〉, bi = 〈x, vi〉.

La propriété x−PF (x) ⊥ F implique que 〈x−PF (x), vi〉 = 0, pour 1 ≤ i ≤ k, ce qui fournit
k équations linéaires dont les inconnues sont c1, c2, ..., ck :

k∑
j=1

aijcj = bi, 1 ≤ i ≤ k. (1.20)

L’existence et l’unicité de PF (x) implique que le déterminant de la matrice (aij) n’est pas
nul, et les coefficients (cj) se calculent en résolvant le système (1.20).

Soit maintenant γ la valeur minimale de∥∥∥∥x− k∑
j=1

cjvj

∥∥∥∥.
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Comme x− PF (x) ⊥ F, alors 〈x− PF (x), PF (x)〉 = 0. Donc,

γ2 = 〈x− PF (x), x− PF (x)〉
= 〈x, x− PF (x)〉

= 〈x, x−
k∑
j=1

cjvj〉

= ‖x‖2 −
k∑
j=1

cjbj,

et notre problème est résolu.

•Cas particulier
Si les éléments v1, v2, ..., vk sont deux à deux orthogonaux, alors :

aij =

{
‖vi‖2 si i = j,
0, sinon,

et par suite le système (1.20) donne, pour tout i : ci = bi
‖vi‖2 et par conséquent,

PF (x) =
k∑
j=1

cjvj

=
k∑
j=1

bj
‖vj‖2

vj

=
k∑
j=1

〈x, vj〉
vj
‖vj‖2

.

On a :

cj =
bj
‖vj‖2

=⇒ cj =
bj
‖vj‖2

=
〈x, vj〉
‖vj‖2

et
bj = 〈x, vj〉.

Donc,

γ2 = ‖x‖2 −
k∑
j=1

cjbj

= ‖x‖2 −
k∑
j=1

〈x, vj〉
‖vj‖2

〈x, vj〉

= ‖x‖2 −
k∑
j=1

|〈x, vj〉|2

‖vj‖2
.

Si les vj sont orthonormés, les résultats se résument au théorème suivant :



1.4 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt 13

Théorème 1.3.1 Soient v1, v2, ..., vk des éléments deux à deux orthogonaux et de nome 1 dans un
espace de Hilbert E, soit F le sous-espace vectoriel engendré par (vj) (1 ≤ j ≤ k) et soit x un
élément de E. Alors quels que soient les scalaires λ1, λ2, ..., λk, on a :∥∥∥∥x− k∑

j=1

〈x, vj〉vj
∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥x− k∑

j=1

λjvj

∥∥∥∥.
L’égalité à lieu, si et seulement si λj = 〈x, vj〉, pour tout 1 ≤ j ≤ k.
• La projection orthogonale de x sur le sous-espace F est :

PF (x) =
k∑
j=1

〈x, vj〉vj

• La distance γ de x au sous-espace F est donnée par :

γ2 = ‖x− PF (x)‖2 = ‖x‖2 −
k∑
j=1

|〈x, vj〉|2.

1.4 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théorème 1.4.1 Soit E un espace pré-hilbertien. Pour toute famille libre (xi)1≤i≤p dans E, il
existe une unique famille orthonormée (ei)1≤i≤p dans E telle que

∀k ∈ {1, ..., p} :

{
vect{e1, ..., ep} = vect{x1, ..., xp},
〈xk, ek〉 > 0

et la famille orthonormée (ei)1≤i≤p est définie par :

f1 = x1,

e1 = 1
‖x1‖x1,

ek = 1
‖fk‖

fk, k = 2, ..., p,

fk = xk −
k−1∑
j=1

〈xk, ej〉ej

Remarque 1.4.1 Le calcul des ‖fk‖, peut être simplifier en écrivant :

‖fk‖2 = 〈fk, xk −
k−1∑
j=1

〈xk, ej〉ej〉

= 〈fk, xk〉, (car fk est orthogonal à ej pour 1 ≤ j ≤ k − 1).

Remarque 1.4.2 Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie ou infinie dénombrable de
E, alors, il existe une base orthonormée pour F.
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Exemple 1.4.1 On considère le produit scalaire définie sur R2[X] par :

(P,Q) 7−→ 〈P,Q〉 =

∫ 1

−1
P (t)Q(t)dt.

De la base canonique de R2[X], on va chercher une base orthonormée (Pi)1≤i≤3 de R2[X], en
utilisant l’algorithme de Gram-Schmidt. On a :

Q1 = 1,

P1 = 1
‖Q1‖Q1,

Pk = 1
‖fk‖

fk, k = 2, 3

fk = Qk −
2∑
j=1

〈Qk, Pj〉Pj

‖fk‖2 = 〈fk, Qk〉, k = 2, 3.

On a :
• Q1 = 1, ‖Q1‖2 = 2, P1 = 1√

2
.

• f2 = Q2 − 〈Q2, P1〉P1 = x, ‖f2‖2 = 〈f2, Q2〉 = 2
3
, ‖f2‖ =

√
2√
3
, P2 =

√
3√
2
x.

• f3 = Q3−〈Q3, P1〉P1−〈Q3, P2〉P2 = x2− 1
3
, ‖f3‖2 = 8

45
, ‖f3‖ = 2

√
2

3
√
5
, P3 = 3

√
10
4

(x2− 1
3
).

Une base orthonormée de R2[X] est donc,
(

1√
2
,
√
3√
2
x, 3

√
10
4

(x2 − 1
3
)
)
.



Chapitre 2

Polynômes orthogonaux

2.1 Généralités et définitions

Soit I un intervalle borné (ou non) de R et soit w :−→ R une fonction continue stricte-
ment positive appelée poids telle que :

∀n:∈ N :

∫
I

|x|nw(x)dx < +∞.

Sous ces hypothèses, on considère l’espace vectoriel E des fonctions continues de I dans
R telles que : ∫

I

|f(x)|2w(x)dx < +∞.

L’espace E muni du produit scalaire

〈f, g〉 =

∫
I

f(x)g(x)w(x)dx

est un espace pré-hilbertien.Voir [12].

étant donné un système d’éléments linéairement indépendants {f1, f2, . . . , fn, . . .} on
sait, à l’aide du procédé de Gram-Shmidt construire un système {g1, g2, . . . , gn, . . .} ortho-
normal. Dans ce travail, on va s’intéresser au système {1, x, x2, . . .}. on va commencer par
donner un critère simple pour déterminer l’indépendance linéaire d’un système de poly-
nômes. Alors, dans toute la suite on va supposer que :

∀n ∈ N :

∫ b

a

xnω(x)dx <∞.

Voir[12].

Définition 2.1.1 Les polynômes orthogonaux relativement à la fonction poids w sont des poly-
nômes Pn de degré n vérifiant la relation d’orthogonalité :

〈Pn, Pm〉 =

∫
I

Pn(x)Pm(x)w(x)dx = 0, n,m = 0, 1, 2, . . . (n 6= m).

15
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Théorème 2.1.1 Tout système {p0, p1, . . . , pn, . . .} de polynômes dans lequel pn est de degré exac-
tement égal à n est linéairement indépendant.
De plus, tout polynôme de degré inférieur ou égal à n, peut s’écrire de manière unique comme
combinaison linéaire de polynômes (pn)n∈N. Voir [12].

Preuve :
Pour la preuve on renvoit à [12].

�

Théorème 2.1.2 Il existe une suite unique de polynômes orthogonaux pour le produit scalaire de
E de degré n à coefficients réels et dont le terme de plus haut degré est xn.

Preuve :
La démonstration se fait par récurrence. On construit Pn par le procédé d’orthogonalisa-
tion de Gram-Shmidt.
On P0(x) = 1, puisque P0 doit être unitaire.
Supposons que la propriété est établie jusqu’à l’ordre (n − 1) et soit (p0, p1, . . . , pn−1) de
l’espace Pn−1.
Construisons un polynôme sous la forme :

Qn(x) = xn −
n−1∑
k=0

αkPk(x).

Comme le produit scalaire 〈Qn, Pk〉 s’annule pour les valeurs de k = 0, 1, . . . , n− 1, on en
déduit que :

〈xn −
n−1∑
k=0

αkPk(x), Pk〉 = 0,

c’est-à-dire que :

〈xn, Pk〉 = 〈
n−1∑
k=0

αkPk(x), Pk〉

= 〈α0P0(x) + · · ·+ αkPk(x), Pk〉
= αk〈Pk, Pk〉
= αk‖Pk‖2 (2.1)

ce qui donne,

αk =
〈xn, Pk〉
‖Pk‖2

,

par conséquent,

P0(x) = 1, Pn(x) = xn −
n−1∑
k=0

〈xn, Pk〉
‖Pk‖2

Pk(x).

�

Remarque 2.1.1 La suite (Pn) ainsi construite n’est pas orthonormée en général. La suite norma-
lisée P̃n = 1

‖Pn‖2Pn définit bien une base orthonormée de l’espace Pn de polyômes.
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Théorème 2.1.3 Les Polynômes orthogonaux Pn vérifient la relation de récurrence :

Pn(x) = (x− λn)Pn−1(x)− µnPn−2(x), n ≥ 2,

et
P0(x) = 1, P1(x) = x− λ1,

avec,

λn =
〈xPn−1, Pn−1〉
‖Pn−1‖22

, µn =
‖Pn−1‖22
‖Pn−2‖22

.

Preuve :
Le polynôme xPn−1 et de degré n, alors on peut l’écrire sous la forme :

xPn−1 = Pn(x) +
n−1∑
k=0

αkPk(x). (2.2)

Pour tout 0 ≤ k ≤ n− 1, on a :

〈xPn−1, Pk〉 = 〈Pn +
n−1∑
k=0

αkPk(x), Pk〉

= 〈Pn, Pk〉︸ ︷︷ ︸
=0

+〈
n−1∑
k=0

αkPk(x), Pk〉

= αk‖Pk‖22,

et par définition du produit scalaire on a :

〈xPn−1, Pk〉 = 〈Pn−1, xPk〉 =

∫
I

xPn−1(x)Pk(x)w(x)dx.

Si k ≤ n− 3, alors xPk ∈ Pn−2, donc 〈Pn−1, xPk〉 = 0.
Il reste donc au plus deux coefficients non nuls

αn−1 =
〈xPn−1, Pn−1〉
‖Pn−1‖22

= λn, αn−2 =
〈Pn−1, xPn−2〉
‖Pn−2‖22

.

Or xPn−2 = Pn−1 +Q, Q ∈ Pn−2, donc

〈Pn−1, xPn−2〉 = 〈Pn−1, Pn−1 +Q〉
= ‖Pn−1‖22 + 〈Pn−1, Q〉
= ‖Pn−1‖22,

ce qui nous donne :

αn−2 =
‖Pn−1‖22
‖Pn−2‖22

= µn.

Par substitution dans (2.2), on obtient :

xPn−1(x) = Pn(x) + λnPn−1(x) + µnPn−2(x), n ≥ 2,

c’est-à-dire :
Pn(x) = (x− λn)Pn−1(x)− µnPn−2(x), n ≥ 2.

�
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Exemple 2.1.1 On prend I = [−1, 1], et w(x) = 1.
On a : P0(x) = 1.

λ1 =
〈xP0, P0〉
〈P0, P0〉

=

∫ 1

−1
xdx = 0 =⇒ P1 = x− λ1 = x.

λ2 =
〈xP1, P1〉
〈P1, P1〉

= 0 etµ2 =
〈xP1, P0〉
〈P0, P0〉

=
1

3
,

donc,
P2(x) = (x− λ2)P1(x)− µ2P0(x) = x2 − 1

3
.

Ce sont les polyômes de Legendre unitaires.

Définition 2.1.2 Si on orthogonalise le système {1, x, x2, . . .} qui est indépendant on obtient un
système orthogonal de polynômes {P0(x), P1(x), P2(x), . . .} uniquement déterminer par les condi-
tions :

1. Pn(x) est un polynôme de degré exactement égal à n dans lequel le coefficient de xn est
kn > 0.

2. Pour tout n ∈ N le système {P0(x), P1(x), P2(x) . . . , Pn(x)} est orthonormal :∫
I

Pn(x)Pm(x)dx = δnm

Voir [6].

Notation
Nous dirons que ρ(x) est un πn, si ρ(x) est un polynôme de degré inférieur ou égal à n, et
nous noterons hn = 〈Pn, Pn〉.(Voir [12]).

2.1.1 Formule de Christoffel

Théorème 2.1.4 Soit {Pn(x)}n∈N une famille orthonormée de polynômes associée à la distribution
ω(x)dx sur [a, b] et soit :

ρ(x) = c(x− x1) . . . (x− xl)

un πl ≥ 0 sur [a, b] avec c 6= 0 et les xj distincts.
Alors les polynômes orthogonaux {qn(x)}n∈N associés à la distribution ρ(x)ω(x)dx peuvent se
présenter de la manière suivante :

ρ(x)qn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pn(x) Pn+1(x) · · · Pn+l(x)
Pn(x1) Pn+1(x1) · · · Pn+l(x1)

...
...

Pn(xl) Pn+1(xl) · · · Pn+l(xl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Voir [6].
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Preuve :
Le membre de droit est un πn+l divisible par ρ(x) (puisque pour x = xk le déterminant est
nul, k = 1, . . . , l). Donc il est de la forme ρ(x)qn(x) où qn(x) est un πn. De plus ρ(x)qn(x)
est une combinaison linéaire des Pn(x), . . . , Pn+l(x), donc si q(x) est un πn−1 quelconque
alors : ∫ b

a

ρ(x)qn(x)q(x)dx =

∫ b

a

qn(x)q(x)(ρ(x)dx) = 0.

Pour terminer, nous devons montrer que ce membre de droite n’est pas identiquement
nul.
Pour cela il suffit de voir que le coefficient de Pn+l(x), c’est-à-dire le déterminant

|(Pn+i(xj+1))i,j=0,...,l−1|,

n’est pas nul.
Supposons qu’il soit nul. Alors il existe des réels, a0, . . . , al−1, non tous nuls, tels que
a0Pn(x) + · · ·+ al−1Pn+l−1(x) s’annule en les points x1, . . . , xl donc :

a0Pn(x) + · · ·+ al−1Pn+l−1(x) = ρ(x)G(x)

où G(x) est un πn−1. Puisque cette expression est orthogonale à tous les πn−1, alors on a,∫ b

a

(ρ(x)G(x))G(x)dx = 0⇔
∫ b

a

ρ(x)G2(x)dx = 0⇒ G(x) = 0.

Puisque l’on a, par hypothèse, ρ(x) ≥ 0. Voir [12].

�

Remarque 2.1.2 On remarque que :
1. Dans le cas où ρ(x) a un zéro, xk, d’ordre m > 1, on remplace les lignes correspondantes

par les dérivées d’ordre 0, . . . ,m− 1 des polynômes Pn(x), . . . , Pn+l(x) en xk.
2. En général, qn(x) n’est pas normalisé. Voir [12].

2.1.2 Formule de Rodriguez

Pour les polynômes orthogonaux provenant des polynômes de Sturm-Liouville, il suf-
fit d’utiliser le théorème suivant :

Théorème 2.1.5 Considérons un problème de Sturm-Liouville :

p(x)y
′′

+ q(x)y
′
+ λ = 0, (2.3)

où il est supposé que deg(p(x)) ≤ 2, deg(q(x)) ≤ 1, que λ est une constante et que l’opérateur

L := p
d2

dx2
+ q

d

dx
+λ est auto-adjoint. Appelons w(x) =

1

p(x)
exp(

∫ x

x0

q(t)

p(t)
dt). Alors la suite des

polynômes orthogonaux solutions de ce problème est donnée par la formule de Rodriguez

Pn(x) =
1

w(x)

dn

dxn
(w(x)[p(x)]n), (2.4)

à un facteur de normalisation prés. (Voir [9])
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Preuve :

1. Posons v(x) := w(x)[p(x)]n et montrons que
1

w(x)

dn

dxn
v(x) est solution du problème

de Sturm-Liouville (2.3).
Calculons d’abord

w′ =

(
− p

′

p2
+

1

p
.
q

p

)
exp

(
x∫
x0

q(t)

p(t)
dt

)
=
q − p′

p
w.

Alors d’une part,

(
v(n)

w

)′
=
v(n+1)w − v(n)w′

w2
=
v(n+1) − v(n)

(
q−p′
p

)
w

=
v(n+1)

w
+

(p′ − q)v(n)

wp

et puis,(
v(n)

w

)′′
=

(
v(n+1)

w

)′
+

(
(p′ − q)v(n)

wp

)′
=
v(n+2)

w
+

(p′ − q)v(n+1)

wp
+

[(p′ − q)v(n)]′wp− (p′ − q)v(n)wq
w2p2

=
v(n+2)

w
+

(p′ − q)v(n+1)

wp
+

(p′′ − q′)v(n) + (p′ − q)v(n+1)

wp

−(p′ − q)v(n)q
wp2

=
v(n+2)

w
+

2(p′ − q)v(n+1)

wp
+

[
(p′′ − q′)
wp

− (p′ − q)q
wp2

]
v(n)

Donc

p

[
v(n)

w

]′′
+ q

[
v(n)

w

]′
+ λ

[
v(n)

w

]
=
p

w
v(n+2) +

2(p′ − q)
w

v(n+1)

+

[
(p′′ − q′)

w
− (p′ − q)q

wp

]
v(n)

+
q

w
v(n+1) +

q(p′ − q)
wp

v(n) +
λ

w
v(n).

En simplifiant, on obtient :

p

[
v(n)

w

]′′
+ q

[
v(n)

w

]′
+ λ

[
v(n)

w

]
=
p

w
v(n+2) +

2p′ − q
w

v(n+1)

+

[
(p′′ − q′)

w
+
λ

w

]
v(n).

(2.5)
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D’autre part,
pv′ = p (wpn)′

= p (w′pn + wnpn−1p′)
= w′pn+1 + nwpnp′

=

(
q − p′

p

)
wpn+1 + nwpnp′

= (q − p′)wpn + nwpnp′

= (q − p′ + np′)wpn

= (q − p′ + np′) v
= (q + (n− 1)p′) v.

En dérivant (n + 1) fois l’égalité précédente en utilisant la règle du produit, nous
obtenons :

pv(n+2) + (n+ 1)p′v(n+1) +
n(n+ 1)

2
p′′v(n) = [q + (n− 1)p′] v(n+1)

+(n+ 1) [q′ + (n− 1)p′′] v(n).

En ramenant tout au mémé coté et après simplification, on trouve :

0 = pv(n+2) + [(n+ 1)p′ − (q + (n− 1)p′)]v(n+1)

+

[
n(n+ 1)

2
p′′ − (n+ 1)(q′ + (n− 1)p′′)

]
v(n)

= pv(n+2) + [2p′ − q]v(n+1)

+

[(
n(n+ 1)

2
− (n+ 1)(n− 1)

)
p′′ − (n+ 1)q′

]
v(n)

= pv(n+2) + [2p′ − q]v(n+1) +

[
p′′ − q′ +

(
n− n2

2

)
p′′ − nq′

]
v(n).

En comparant cela avec (2.5), nous trouvons que la fonction 1
w(x)

dn

dxn
v(x) est bien

une solution du problème (2.5), et les valeurs propres de l’équation étant données
par :

λ =

(
n− n2

2

)
p′′ − nq′.

2. Nous avons montré que Pn = 1
w(x)

dn

dxn
(w(x)[p(x)]n) est solution du problème de

Sturm-Liouville associé pour chaque n fixé, et donc qu’il s’agit bien d’une suite de
fonctions propres orthogonales dans L2.
Il reste donc à montrer que ce sont bien des polynômes.
Cela se déduit du résultat un peu plus général suivant.
Soit r = r(x) un polynôme quelconque. Alors

dn

dxn
rwpn = ws,

où s = s(x) est un polynôme. En effet, si n = 1,

d

dx
rwp = r′wp+ r(wp)′

= r′wp+ rwq
= w[r′p+ rq]
= ws,
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où s(x) = r′p+ rq. Supposons maintenant, pour une récurrence, que le résultat soit
vrai pour un certain n fixé. Alors

dn+1

dxn+1
rwpn+1 = dn

dxn
[r′wpn+1 + r(wp)′pn + rwp(pn)′]

= dn

dxn
[r′wpn+1 + rwqpn + rwpnpn−1p′]

= dn

dxn
wpn [r′p+ rq + rnp′]

= ws.

pour un certain polynôme s = s(x), puisque r0(x) := r′p + rq + rnp′ est un poly-
nôme.(Voir [9]).

�

2.2 Quelques propriétés de polynômes orthogonaux

• Dans cette section, on va étudier les propriétés des polynômes orthogonaux, les-
quelles sont vérifiées pour des distributions du type Stieltjes, dα(x), cependant, on se
contentera quelquefois du cas particulier d’une distribution du type ω(x)dx.

• Considérons l’espace

L2
α([a, b]) = {f : [a, b] −→ R : f mesurable, ‖f‖ <∞}

de norme induite par le produit scalaire :

(f, g) :=

∫ b

a

f(x)g(x)dα(x),

où α est une mesure de Lebesgues-Stieltjes.(Voir [9]).

2.2.1 Propriétés d’extrema et de fermeture

Soit f ∈ L2
α(a, b) donnée. Supposons que xn ∈ L2

α(a, b), ∀n ∈ N.
Alors, il est évident que les intégrales :∫ b

a

|f(x)|2dα(x) et
∫ b

a

f(x)xndα(x),∀n ∈ N (2.6)

existent, dans le sens Stieltjes-Lebesgue.
Ensuite, on note {Pn(x)} le système orthonormal de polynômes associé la distribution
dα(x) sur [a, b], voir [6] on a le théorème suivant :

Théorème 2.2.1 Soit ρ(x) un πn. Le nombre∫ b

a

|f(x)− ρ(x)|2dα(x),
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est minimum si et seulement si ρ(x) est la niéme somme partielle du développement, formel, de
Fourier :

f(x) ∼ f0P0(x) + · · ·+ fnPn(x) + . . .

où

fn =

∫ b

a

f(x)Pn(x)dα(x).

Le minimum vaut : ∫ b

a

|f(x)|2dα(x)−
n∑
k=1

|fk|2.

Voir [12].

corollaire 2.2.1 Comme la valeur du minimum est positive, on a donc l’inégalité de Bessel :

|f0|2 + |f1|2 + · · ·+ |fn|2 + · · · ≤
∫ b

a

|f(x)|2dα(x). (2.7)

Voir [6].

Théorème 2.2.2 L’intégrale : ∫ b

a

|ρ(x)|2dα(x),

où ρ(x) est un πn unitaire, est minimum si et seulement si ρ(x) = const.Pn(x). Voir [12].

Théorème 2.2.3 Soit x0 un nombre complexe arbitraire, posons

S = {ρ(x) ∈ πn :

∫ b

a

|ρ(x)|2dα(x) = 1} (2.8)

(les πn peuvent être à coefficient complexe ).
Alors, le maximum de |ρ(x0)|2 est donné par le polynôme :

ρ(x) = ε{Kn(x0, x0)}
−1
2 Kn(x0, x) où |ε| = 1, (2.9)

où
Kn(x0, x) = P0(x0)P0(x) + P1(x0)P1(x) + · · ·+ Pn(x0)Pn(x)

= P0(x0)P0(x) + P1(x0)P1(x) + · · ·+ Pn(x0)Pn(x)

Le maximum est donné par : Kn(x0, x0).
(Kn(x, y) est appelé, le noyau de Christoffel-Darboux ) (Voir [6])

Preuve :
Si on écrit ρ(x) = a0P0(x) + a1P1(x) + · · · + anPn(x), alors, la condition de normalisation
s’écrit :

|a0|2 + |a1|2 + · · ·+ |an|2 = 1.

et par l’inégalité de Cauchy-Schwartz, il suit que :

|ρ(x0)|2 = |
n∑
i=0

aiPi(x0)|2 ≤
n∑
i=0

|ai|2
n∑
i=0

|Pi(x0)|2 =
n∑
i=0

|Pi(x0)|2
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ce qui s’écrit :

|ρ(x0)|2 ≤
n∑
i=0

Pi(x0)Pi(x0) = Kn(x0, x0).

Cette inégalité est atteinte pour

ak = aPk(x0), k = 0, . . . , n,

où a est déterminé par :

|a|2
n∑
i=0

|Pi(x0)|2 = 1 ⇒ |a|2 = [Kn(x0, x0)]
−1

⇒ ∃ε ∈ C, tel que ‖ε‖ = 1 et a = ε.{Kn(x0, x0)}
−1
2 .′

Finalement on a :

ρ(x) =
n∑
k=0

(a.Pk(x0))Pk(x) = ε.[Kn(x0, x0)]
−1
2 .Kn(x0, x).

Voir [12].

�

Remarque 2.2.1 Le noyau polynomial :

Kn(x0, x) = Kn(x, x0) = Kn(x, x0),

peut être utilisé pour la représentation des niémes sommes partielles, sn(x), du développement de
Fourier sous forme intégrale. En fait on a :

sn(x) = f0P0(x) + f1P1(x) + · · ·+ fnPn(x)

=
n∑
k=1

Pk(x)

∫ b

a

f(t)Pk(t)dα(t)

=

∫ b

a

f(t)Kn(x, t)dα(t).

Par conséquent, on obtient : ∫ b

a

Kn(x, t)ρ(t)dα(t) = ρ(x),

et cela pour tout πn et ρ(x).∫ b

a

Kn(x, t)ρ(t)dα(t) =
n∑
k=0

Pk(x)

∫ b

a

Pk(t)ρ(t)dα(t)

=
n∑
k=0

Pk(x)
n∑
l=0

ak

∫ b

a

Pk(t)Pl(t)dα(t)

=
n∑
k=0

akPk(x)

= ρ(x).

Voir [12].
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Théorème 2.2.4 Soient a et x0 finis tel que x0 ≤ a.
Alors les noyaux {Kn(x0, x)}n∈N sont orthogonaux respectivement à la distribution :

(x− x0).dα(x).

Voir [12].

Preuve :
Ceci découle immédiatement du fait que pour tout πn et ρ(x) :∫ b

a

ρ(t)Kn(t, x)dα(t) = ρ(x)

Voir [12].

�

Théorème 2.2.5 L’ensemble des polynômes orthogonaux {Pn(x)}n∈N, associée à la distribution
dα(x) sur un intervalle fini [a, b], est dense dans L2

α(a, b).
Plus généralement , il est dense dans Lpα(a, b), p ≥ 1. Voir [12].

Définition 2.2.1 Soit p ≥ 1. Un famille de fonctions, {f0(x), . . . , fn(x), . . .}, est dite dense dans
Lpα(a, b) si :
∀f(x) ∈ Lpα(a, b), ∀ε > 0, ∃k(x) = C0f0(x) + · · ·+ Cnfn(x) tel que :∫ b

a

|f(x)− k(x)|pdα(x) < ε.

Voir [12].

2.3 Propriétés élémentaires des zéros des polynômes ortho-
gonaux

Théorème 2.3.1 Pour tout entier n ≥ 1, le polynôme orthogonal Pn admet n racines réelles
simples dans l’intervalle ]a, b[. (Voir [5]).

Preuve :
Tout d’abord, supposons que pour n ≥ 1 fixé Pn garde un signe constant sur cet intervalle
par exemple Pn > α > 0. Alors

0 =

∫ b

a

Pn(x)w(x)dx ≥ α

∫ b

a

w(x)dx > 0

ce qui est absurde. Il existe donc au moins une racine x1 dans ]a, b[. Si x1 est de multiplicité
P, P ≥ 2,

Pn(x) = (x− x1)2Qn−2(x),

avec, Qn−2 ∈ Rn−2[x], Mais

0 =

∫ b

a

Pn(x)Qn−2(x)w(x)dx =

∫ b

a

(x− x1)2Q2
n−2(x)w(x)dx > 0.



2.3 Propriétés élémentaires des zéros des polynômes orthogonaux 26

Ceci contredit l’orthogonalité de Pn etQn−2.Donc x1 est une racine simple. Soit x1, x2, ..., xp,
P racines simples de pn dans ]a, b[. Si P < n, on a :

Pn(x) =

p∏
i=1

(x− xi)Qn−p(x)

avec, Qn−p ∈ Rn−p[x], de signe constant dans l’intervalle ]a, b[.

0 =

∫ b

a

Pn(x)Qn−p(x)w(x)dx =

∫ b

a

p∏
i=1

(x− xi)Q2
n−p(x)w(x)dx 6= 0.

D’où P = n; c’est-à-dire que Pn possède n racines simples dans ]a, b[. (Voir [5]).

�

Remarque 2.3.1 On a les remarques suivant :

1. Si a < x0 < b est un zéro multiple de Pn(x) alors :∫ b

a

Pn(x)
Pn(x)

(x− x0)2
dα(x) =

∫ b

a

(
Pn(x)

x− x0

)2

dα(x) = 0,

ce qui est impossible.

2. Soit x0 un zéro de Pn(x). Comme Pn(x) est à coefficients réels Pn(x0) = 0, donc Pn(x)
x−x0 est

un πn−1 et ∫ b

a

Pn(x).
Pn(x)

x− x0
dα(x) =

∫ b

a

(x− x0).
(
Pn(x)

x− x0

)2

dα(x) = 0,

ce qui entraine :

x0

∫ b

a

.

(
Pn(x)

x− x0

)2

dα(x) =

∫ b

a

x.

(
Pn(x)

x− x0

)2

dα(x)⇒ x0 ∈ R.

Voir [12].

Théorème 2.3.2 Les zéros de Pn+1 sont alternée avec les zéros de Pn, c’est-à-dire que :

τ
(n+1)
n+1 < τ (n)n < τ (n+1)

n < τ
(n)
n−1 < · · · < τ

(n)
1 < τ

(n+1)
1 .

Où, τ (n+1)
k , τ

(n)
k sont des zéros de Pn+1 et Pn, respectivement.
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2.4 Exemples de polynômes orthogonaux

2.4.1 Polynômes de Jacobi : P α,β
n (x)

• Intervalle fondamental : I =]− 1, 1[.
• Fonction poids :

w(x) = (1− x)α(1 + x)β, α, β > −1.

• Carré de la norme :

hn =
2α+β+1Γ(n+ α + 1)Γ(n+ β + 1)

n!(2n+ α + β + 1)Γ(n+ α + β + 1)
.

Avec Γ est un fonction.
• Formulation explicite :

Pα,β
n (x) =

1

2n

n∑
k=0

(
n+ α

k

)(
n+ β

n− k

)
(x− 1)n−k(x+ 1)k.

• Formule de récurrence :

2(n+ 1)(n+ α + β + 1)(2n+ α + β)Pα,β
n+1(x)

−(2n+ α + β + 1)
[
(α2 − β2) + (2n+ α + β + 2)(2n+ α + β)x

]
Pα,β
n (x)

+2(n+ α)(n+ β)(2n+ α + β + 2)Pα,β
n−1(x) = 0,

avec :

Pα,β
0 (x) = 1.

Pα,β
1 (x) =

1

2

[
(α + β + 2)x+ α− β

]
.

• équation différentielle :

(1− x2)y′′ +
[
β − α− (α + β + 2)x

]
y′ + n(α + β + n+ 1)y = 0, y = Pα,β

n (x).

• Formule de Rodriguez :

Pα,β
n (x) =

(−1)n

n!2n(1− x)α(1 + x)β
dn

dxn

(
(1− x)n+α(1 + x)n+β

)
.

Voir [12].

2.4.2 Polynômes de Gegenbauer (ou ultrasphèrique) : Gα
n(x)

• Intervalle fondamental : I =]− 1, 1[.
• Fonction poids :

w(x) = (1− x2)α−
1
2 , α > −1

2
.
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• Carré de la norme :

hn =
21−2αΓ(n+ 2α)

n!(n+ α)Γ2(α)
.

• équation différentielle :

(1− x2)y′′ − (2α + 1)xy′ + n(n+ 2α)y = 0, y = Gα
n(x)..

Les quatre premiers polynômes de Gegenbauer sont :
Gα

0 (x) = 1,

Gα
1 (x) = 2αx,

Gα
2 (x) = −α + 2α(1 + α)x2,

Gα
3 (x) = −2α(1 + α)x+

4

3
α(1 + α)(2 + α)x3.

Les polynômes de Gegenbauer sont un cas particulier des polynômes de Jacobi (α = β).
Voir [9].

2.4.3 Polynôme de Legendre : Ln(x)

• Intervalle fondamental : I =]− 1, 1[. • Fonction poids :

w(x) = 1.

• Carré de la norme :
hn =

2

2n+ 1
.

• Formule de récurrence :

Ln+1(x) =
2n+ 1

n+ 1
xLn(x)− n

n+ 1
Ln−1(x), n ≥ 1.

• équation différentielle :

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0, y = Lαn(x)..

Les quatre premiers polynômes de Legendre sont :
L0(x) = 1,

L1(x) = x,

L2(x) =
3

2
x2 − 1

2
,

L3(x) =
5

2
x3 − 3

2
x.

Les polynômes de Legendre sont un cas particulier des polynômes de Gegenbauer (α = 1
2
).

Voir [12].
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2.4.4 Polynôme de Laguerre : Pn(x)

• Intervalle fondamental : I = (0,+∞). • Fonction poids :

w(x) = e−x.

• Carré de la norme :
hn = 1.

• Formule de récurrence :

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1− x)Pn(x)− nPn−1(x), n > 1

avec,

P0(x) = 1,

P1(x) = 1− x.

• équation différentielle :

xy′′ + (1− x)y′ + ny = 0, y = Pn(x).

Voir [9].
Les Polynômes de Laguerre se généralisent aux Polynômes de Laguerre associés de la
manière suivante :

2.4.5 Polynômes de Laguerre associés : P α
n (x)

• Intervalle fondamental :
I = (0,+∞).

• Fonction poids :
w(x) = xαe−x, α > −1.

• Carré de la norme :
hn =

Γ(n+ α + 1)

n!
.

• Formulation explicite :

Pα
n (x) =

n∑
k=0

(−1)k
(
n+ α

n− k

)
1

k!
xk.

• Formule de récurrence :

(n+ 1)Pα
n+1(x) =

[
(2n+ α + 1)− x

]
Pα
n (x)− (n+ α)Pα

n−1(x)

avec :

Pα
0 (x) = 1,
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Pα
1 (x) = 1 + α− x.
• équation différentielle :

xy′′ + (α + 1− x)y′ + ny = 0, y = Pα
n (x).

• Formule de Rodriguez :

Pα
n (x) =

1

n!xαe−x
dn

dxn

(
xn+αe−x

)
.

Voir [12].

2.4.6 Polynômes de Hermite : Hn(x)

• Intervalle fondamental :
I = (−∞,+∞).

• Fonction poids :
w(x) = e−x

2

.

• Carré de la norme :
hn =

√
π2nn!.

• Formulation explicite :

Hn(x) = n!

[n/2]∑
k=0

(−1)k
(2x)n−2k

k!(n− 2k)!
.

• Formule de récurrence :

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), n ≥ 1.

avec :

H0(x) = 1, H1(x) = 2x.
• équation différentielle :

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0, y = Hn(x).

• Formule de Rodriguez :

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
(
e−x

2)
.

Voir [12].

2.4.7 Polynômes de Tchebychef de première espèce : Tn(x)

• Intervalle fondamental :
I =]− 1, 1[.

• Fonction poids :
w(x) = (1− x2)−

1
2 .
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• Carré de la norme :

hn =


π
2
, n 6= 0.

π, n = 0

• Formulation explicite :
Tn(x) = cos

(
n arccosx

)
.

• Formule de récurrence :

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n ≥ 1.

avec :

T0(x) = 1, T1(x) = x.

• équation différentielle :

(1− x2)y′′ − xy′ + n2y = 0, y = Tn(x).

• Formule de Rodriguez :

Tn(x) =
(−1)n(1− x2) 1

2
√
π

2n+1Γ(n+ 1
2
)

dn

dxn
(
(1− x2)n−

1
2

)
.

Les polynômes de Tchebychef de première espèce sont un cas particulier des polynômes
de Jacobi (α = β = (−1/2))

2.4.8 Polynômes de Tchebychef de seconde espèce : Un(x)

• Intervalle fondamental :
I = [−1, 1].

• Fonction poids :
w(x) = (1− x2)

1
2 .

• Carré de la norme :

hn =
π

2

• Formulation explicite :

Un(cos θ) =
sin(n+ 1)θ

sin θ
.

• Formule de récurrence :

Un+1(x) = 2xUn(x)− Un−1(x), n ≥ 1.

avec :
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U0(x) = 1, U1(x) = 2x.

• équation différentielle :

(1− x2)y′′ − 3xy′ + n(n+ 1)y = 0, y = Un(x).

• Formule de Rodriguez :

Un(x) =
(−1)n(n+ 1)

√
π

2n+1Γ(n+ 3
2
)(1− x2) 1

2

dn

dxn
(
(1− x2)n+

1
2

)
.

Les polynômes de Tchebychef de second espèce sont un cas particulier des polynômes de
Jacobi (α = β = (1/2))



Chapitre 3

Polynômes orthogonaux et quadratures

3.1 Interpolation polynômiale

L’interpolation est l’un des outils les plus utilisés en analyse numérique. Elle consiste
à représenter des fonctions d’une certaine classe par celles d’une autre ayant une struc-
ture plus simple. Les fonctions interpolées peuvent être utilisées pour approcher les fonc-
tions originales dans le calcul des dérivées, des intégrales et d’autres opérations. Un type
d’interpolation le plus utilisé est l’approximation polynômiale que nous nous proposons
d’étudier quelques unes dans cette section.(Voir [5])

3.1.1 Interpolation de Lagrange

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b]. Nous supposons que les valeurs de
f sont connues aux points x1, x2, ..., xm. On considère deux les fonctions auxiliaires sui-
vantes :

π(x) =
m∏
i=1

(x− xi) (3.1)

et

li(x) =
π(x)

(x− xi)π′(xi)
(3.2)

On peut avoir donc :

π(xj) = 0, j = 1, 2, ...,m (3.3)

et aussi
li(xj) = δij, j = 1, 2, ...,m.

En utilisant les notations précédentes, un tel polynôme y(x) de degré m − 1 prenant les
valeurs f(x1), f(x2), ..., f(xm) peut s’écrire en vertu de la propriété de l’unicité sous la
forme :

y(x) =
m∑
i=1

li(x)f(xi).

33
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On passe maintenant au problème de l’approximation de f par le polynôme y(x), en po-
sant

α(x) = min{x1, x2, ..., xm, x}; β(x) = max{x1, x2, ..., xm, x}.

Si f (m) est continue sur l’intervalle [α(x), β(x)], en utilisant le développement de Taylor, il
suit que l’erreur est :

E(x) = f(x)− y(x),

=
f (m)(ζ)

m!
π(x), ζ ∈ [α(x), β(x)].

Cela suppose que f soit au moins de classeCm+1[a, b]. L’interpolation de Lagrange consiste
à approcher une fonction f assez régulière sur [a, b] par :

f(x) ≈
m∑
i=1

li(x)f(xi).

Voir [5].

3.1.2 Interpolation d’Hermite

Nous supposons ici que les valeurs de f et f ’ sont connues aux points x1, x2, ..., X−m.
Ces 2m valeurs suffisent à déterminer un polynôme y(x) de degré 2m − 1 tel que pour
i = 1, 2, ...,m, on a : 

y(xi) = f(xi)

y′(xi) = f ′(xi)

Un tel polynôme y(x) peut s’écrire sous la forme :

y(x) =
m∑
i=1

hi(x)f(xi) +
m∑
i=1

ki(x)f ′(xi) (3.4)

où hj(x) et kj(x), avec (j = 1, 2, ...,m) sont des polynômes de degré 2m − 1 à déterminer.
On voit que l’hypothèse y(xj) = f(xj) est satisfaite si et seulement si :

hi(xj) = δij
i = 1, 2, ...,m

ki(xj) = 0

L’hypothèse y′(xj) = f ′(xj) est satisfaite si et seulement si :
h′i(xj) = 0

i = 1, 2, ...,m
k′i(xj) = δij

Comme li(x) est un polynôme de degré m − 1 satisfaisant li(xj) = 0, alors, (li(x))2 est un
polynôme de degré 2m − 2 satisfaisant (li(xj))

2 = δij et dont la dérivée est nulle en xj, si
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i 6= j.
On peut poser

hi(x) = ri(x)(li(x))2

et
ki(x) = si(x)(li(x))2

où ri(x) et si(x) sont des fonctions linéaires satisfaisant, ri(xi) = 1 et ri(xi) = 0, d’après
(3.4), ainsi que r′i(xi) + 2l′(xi) = 0 et s′i(xi) = 0. On en déduit donc que :

ri(x) = 1− 2l′i(xi)(x− xi)
i = 1, 2, ...,m

si(x) = x− xi

On trouve ainsi les formules suivantes :

hi(x) =
(
1− 2l′i(xi)(x− xi)

)
(li(x))2

ki(x) = (x− xi)(li(x))2

L’interpolation d’Hermite consiste donc à approcher f(x) par la formule suivante :

f(x) ≈
m∑
i=1

(
1− 2l′i(xi)(x− xi)

)
(li(x))2f(xi) +

m∑
i=1

(x− xi)(li(x))2f ′(xi). (3.5)

L’erreur d’interpolation est :

E(x) =
f (2m)(ζ)

(2m)!

(
π(x)

)2
.

Pour une étude complète sur ce sujet, on se référera à [8].(Voir [5])

3.2 Quadrature

Soit

I(f) =

∫ b

a

f(x)ρ(x)dx, ρ > 0.

On veut calculer une valeur approchée de I(f).

Définition 3.2.1 Une formule de quadrature à n points est donnée par :

In(f) =
n∑
i=1

ρif(xi), xi ∈ [a, b].

Le degré de précision est l’entier m tel que :

I(xk) = In(xk), k = 0, 1, ...,m

I(xm+1) 6= In(xm+1).

C’est le degré du polynôme du plus haut degré pour lequel la formule est exacte.
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3.2.1 Quadrature d’Hermite

On se propose ici d’approcher l’intégrale d’une fonction f par l’intégrale de son in-
terpolé. Nous allons commencer l’étude par la quadrature d’Hermite. Nous supposerons
dans toute la suite que la fonction f est suffisamment régulière pour la commodité des
calculs.

A partir de la formule d’Hermite 3.5, nous pouvons écrire :

y(x) =
m∑
i=1

hi(x)f(xi) +
m∑
i=1

ki(x)f ′(xi) + E(x).

On peut déduire donc la formule suivante :∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =
m∑
i=1

Hif(xi) +
m∑
i=1

Kif
′(xi) + E. (3.6)

où

Hi =

∫ b

a

ρ(x)hi(x)dx

=

∫ b

a

ρ(x)
(
1− 2l′i(xi)(x− xi)

)
(li(x))2dx (3.7)

Ki =

∫ b

a

ρ(x)ki(x)dx

=

∫ b

a

ρ(x)(x− xi)(li(x))2dx (3.8)

et l’erreur associée est :

E =

∫ b

a

ρ(x)E(x)dx

=

∫ b

a

ρ(x)
f (2m)(ζ)

(2m)!

(
π(x)

)2
, ζ ∈ [a, b]. (3.9)

Si on néglige l’erreur, alors Le résultat obtenu est appelé formule de quadrature d’Her-
mite. On remarque que la formule de quadrature d’Hermite donne des résultats exacts
pour des polynômes de degré 2m − 1 mais ne donne pas de résultats exacts pour un po-
lynôme de degré 2m. On dit que cette quadrature possède un degré de précision égal à
2m− 1.(Voir [5])

3.2.2 Quadrature de Gauss

Considérons l’équation (3.6) de la formule de quadrature d’Hermite. Si les points xi, i =
1, 2, ...,m peuvent être choisis tels que les coefficients de pondération Ki associés aux
termes dérivés s’annulent, alors ( 3.6) se réduit à :∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =
m∑
i=1

Hif(xi) + E. (3.10)
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et le degré de précision 2m− 1 reste inchangé.
Maintenant, si on considère les relations (3.2) et (3.3), on peut écrire (3.8) sous la forme :

Ki =
1

π′(xi)

∫ b

a

ρ(x)π(x)li(x)dx (3.11)

oú les xi, i = 1, 2, ...,m sont les zéros de π(x).

On voit que la condition Ki = 0, quelque soit i est réalisée si et seulement si le po-
lynôme π(x) est orthogonal à li(x), i = 1, 2, ...,m relativement à ρ(x). Mais puisque li(x)
est un polynôme de degré m − 1, une condition suffisante est que π(x) soit orthogonal à
tous les polynômes de degré inférieur à m sur [a, b] relative à ρ(x). Dans ce cas (3.9) est la
formule de quadrature de Gauss. Le polynôme π(x) peut être choisi dans la famille des
polynômes orthogonaux. (Voir [5])

3.2.3 Quadrature de Gauss-Chebyshev

Pour ρ(x) = 1√
1−x2 sur l’intervalle ] − 1, 1[ Tm(x) = cos(m arccosx), est le niéme poly-

nôme de Chebyshev,

π(x) =
1

2m−1
Tm(x).

On a : ∫ 1

−1

1√
1− x2

f(x)dx =
m∑
i=1

Hif(xi) + E

avec
Hi = − π

T ′m(xi)Tm+1(xi)
,

avec une erreur,

E =
2π

22m(2m)!
f (m)(ζ), |ζ| < 1.

Notons que :

xi = cos

(
(2i− 1)π

2m

)
, i = 1, 2, ...,m

et
T ′m(xi) = (−1)i+1 1

sinαi
,

Tm(xi) = (−1)i sinαi, αi =
(2i− 1)

2m
π

et
Hi =

π

m
.

Ainsi, on a :∫ 1

−1

1√
1− x2

f(x)dx =
π

m

m∑
i=1

f

(
cos
((2i− 1)π

2m

))
+

2π

22m(2m)!
f (m)(ζ), |ζ| < 1.

Voir [5].
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3.2.4 Quadrature de Gauss-Jacobi

on a : ρ(x) = (1− x)α(1 + x)β, α, β > −1 sur l’intervalle [−1, 1].
π(x) est un multiple du polynôme de Jacobi Pα,β

m . La quadrature de Gauss-Jacobi s’écrit
alors, ∫ 1

−1
(1− x)α(1 + x)βf(x)dx =

m∑
i=1

Hif(xi) + E,

o ? xi est la iiéme zéro de Pα,β
m (x) et

Hi =
Γ(m+ α + 1)Γ(m+ β + 1)

Γ(m+ α + β + 1)

2m+α+β+1)m!

(1− x2)
(
dPα,βm (x)

dx

)2 ,
E =

m!(m+ 2)!

(2m)!

[
(m+ 1)!

(2m+ 2)!

]2
22m+3

2m+ 3
f (2m)(ζ), |ζ| < 1.

Pour plus de détails sur ces résultats, on renvoit à [11].(Voir [5])



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ce mémoire a pour but l’étude de quelques théorèmes et applications des polynômes
orthogonaux.

Rappelons que la motivation de ce mémoire était de donner une introduction suffi-
samment exhaustive et rigoureuse à la théorie des polynômes orthogonaux. Dans ce sens,
nous avons établi les équivalences existantes entre les principales définitions que nous
les on rencontre pour les polynômes orthogonaux. Nous avons ensuite présenté certaines
propriétés de base sur les polynômes orthogonaux ainsi quelques exemples, et finalement,
nous avons abordé les applications des polynômes orthogonaux.

En bref, les objets en apparence simples mais pleins de potentiel que les polynômes
sont encore étudiés de plusieurs angles. Il est donc justifié de croire que la théorie conti-
nuera encore de se développer et de donner des applications intéressantes. Voir [9].
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