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NOTATIONS

» T : Le temps terminal

» DSR : Equation Différentielle Stochastique Rétrograde

» P : La probabilité

» F; : La filtration .

» {W;}t>0 : un mouvement Brownien

» (Q, F,P) : un espace de probabilité complet

» {Fi}i>0 : La filtration la filtration naturelle du mouvement Brownien W.

» S%(RF) I'espace vectoriel formé des processus y; .



INTRODUCTION

Dans ce mémoire de master, on s’intéresse a un probléme de controle stochastique, ot le
systéme est gouverné par une équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR) de

la forme

dyy = b(t,yf, 27, vr)dt + 27 dW,
{y%’r =&

ou b est une fonction donnée, ¢ est la condition terminal et W = (W});>0 est un mouve-
ment Brownien de dimension d, défini sur un espace probabilisé filtré (2, F, (F¢)i>0, P)
satisfaisant les conditions habituelles. La variable controle v = (v;), appelée controle strict
(classique), est un processus JF; adapté a valeurs dans un sous ensemble U de R*.

On note par U la classe de tous les controles stricts.

L’objectif du probléme de controle stochastique est de minimiser une fonction cotit de la

forme

T
J(v)=E {g(yé’) —i—/ h(t,yy, zf, v)dt|
0

Tyt — Ty = b(t, Z‘t)Ut + ft’tht. AVGC E[gt,:vz,Ut] = 0
ot g et h sont des fonctions données et (y;, z{) est la trajectoire du systéme controlée par

.
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Un controle u € U est dit optimal s’il vérifie

J(u) = inf J € (v)

vel
Le probléme de controle stochastique des équations rétrogrades et progressive-rétrogrades
a été étudié par plusieurs auteurs. La premiére contribution concerne le controle des
systémes progressive-rétrogrades a été développée par Peng [30]. D’autres résultats ont
été obtenus par Xu [34], Wu [33], Shi et Wu [32], Ji et Zhou [22], Babhlali et Labed [3] et
Bahlali [6].
D’une autre part, le controle des systémes rétrogrades a été étudié par El-Karoui et al
[14], Dokuchaev et Zhou [9] et Bahlali
Notre objectif dans ce mémoire est d’établir des conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalités, sous forme de principe du maximum de Portryagin, pour deux modéles. Le
premier concerne les controles stricts (classiques) qui sont des processus a valeurs dans un
sous ensemble de R™. Le second est ’extension du premier au cas des controles relaxés et
qui sont des processus a valeurs dans 1’espace des mesures de probabilités. Pour obtenir
ces résultats, nous procéderons comme suit : Premiérement, on établit les conditions
d’optimalité pour les controles stricts. Puisque 1’ensemble des controéles stricts n’est pas
convexe, le chemin classique consiste & utiliser la méthode des perturbations fortes. Plus
précisément, si u est un contréle strict optimal et v un controéle strict arbitraire, avec
0 > 0 assez petit, on définit la perturbation forte suivante

Uy .
Uy St non

a{v si te[r,T+0

On dérive I'équation variationnelle de 1’équation d’état et 'inégalité variationnelle de
I'inégalité
0< J(u’) — J(u).
La majeure difficulté est que I’équation d’état et le coiit intégral dépendent de deux

variables y; et z;. Alors, on ne peut pas obtenir directement l'inéquation variationnelle,

parcequ’il est difficile de manipuler la variable z;. Pour remédier a cette difficulté, on

vil
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introduit une nouvelle méthode qui consisite & transformer le probléme initial en un pro-
bléme sans cofit intégral en ajoutant une équation unidimentionnelle. On établit alors des
conditions nécessaires d’optimalité pour le probléme restreint et par une transformation
sur le processus adjoint et 1’équation associée, on obtient les conditions nécessaires pour
le probléme initial. Pour cloturer cette premiére partie de ce mastar, on étudie quand ces

conditions nécessaires seront suffisantes.

La seconde partie de ce mémoire concerne les conditions d’optimalité des controles
relaxés. Dans le probléme relaxé, le controleur choisit a 'instant ¢ une mesure de proba-

bilité ¢;(da) sur 'ensemble , plutoét qu'un élément v de U. Le systéme sera gouverné par

I’EDSR
dyg = fU b(tv ytqa Zga a)Qt<da)dt + ngwh
yr =¢

La fonction cotit & minimiser, sur ’ensemble R des controles relaxés, est de la forme

Ta) =€ [g(yS)Jr /0 ' /U Bt 4l 4, a)gu(da)dt

Un controle relaxé p € R est dit optimal s’il vérifie

J(u) = inf J(q)

qeER

Le probléme de controle relaxé généralise celui des controle stricts. En effet,si ¢, (da) =
Oy, (da) est la mesure de Dirac concentrée en un seul point v, alors on obtient un probléme
de controle strict comme cas particulier de celui des controle relaxée

En utilisant essentiellement le principe variationnel d’Ekeland, on établit un principe du
maximum approché et par passage a la limite, on déduit un principe du maximum pour

les controles relaxés.

viii



CHAPITRE 1

EQUATION DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

Les équations différentielles stochastiques constituent une généralisation des équations
différentielles ordinaires. Celles-ci ont été introduites pour la premiére fois en 1946 par
K.It6 pour étudier les trajectoires de processus de diffusion. Cette notion a été traitée de
maniére profonde en relation avec la théorie des semi-martingales. Des applications dans
tous les domaines des sciences de lingénieur (filtrage des processus, controle optimal,
mathématiques financiéres, gestion des stocks etc...) ont été réalisés en utilisant ce genre
d’équations. Les équations différentielles stochastiques constituent un modéle de diffusion
en milieu non homogéne. Soit x; la position d’une particule assez petite en suspension
dans un liquide & I'instant ¢. Si on néglige I'inertie de la particule, on peut admettre que
le déplacement de cette derniére est la résultante de deux composantes, d’une part un
déplacement centré da a la vitesse macroscopique du liquide d’autre part des fluctuations

provoquées par l'agitation thermique des molécules du liquide.
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Soit b(t, z) la vitesse macroscopique du liquide au point x a U'instant ¢. On supposera que
la composante fluctuative dépend v temps, de la position x et de la durée U, pendant

laquelle est envisagé le déplacement, alors :
Tepur — p = b(t, x) Ut + & ope Avee  El&a, 0t) = 0.

Si on suppose que & ., vt = o(t,x1)&pe OU o(t, z¢) désigne les propriétés du milieu au
point z; et & ¢y 'accroissement en milieu homogene 4, e : &y = Wiyyr — W, avec W un

mouvement Brownien, alors :
Tipur — T = b(t, x) Ut + o(t, ). Wippe — W)
En passant aux différentielles on obtient
dry = b(t, xy).dt + o(t, x)dW,
La formulation intégral nous donne

¢ ¢
T =a+ / b(s,xs)ds + / o(s,xs).dW;
0 0

Comme W = (W;)icjo,r) est un processus dont les trajectoires sont P-ps a variations
infinies fot o(s,zs).dWs ne peut pas étre considérée comme une intégrale de Lebesgue-
Stieljes. Par conséquent cette équation ne peut étre interprétée comme une équation
différentielle ordinaire. Avant de donner la définition de solution a cette équation on doit
justifier son écriture et donner un sens aux quantités de la forme fot o(s,zs).dWy appelées

intégrales stochastiques d’Ito.

-

1.1 E.DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES PROGRESSIVES

Soient :
(Q, F,P,(F):) un espace probabilité muni d’un filtration .

& = (4)1eo,r) un processus stochastique continu a valeurs dans R¢
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W = (Wt)te[o,T} un mouvement brownien d—dimensionnel

b:RIx [0, 7] = Ret o:R?x [0,T] = My(R) deux fonctions Boréliennes
& une variable aléatoire Fy mesurable indépendante de W telle que :
E[[£]P] <00 VP>1

Soit I’équation différentielle stochastique suivante :

dxy = b(t, x)dt + o(t, x¢)dW;
{fo =<

Soient les conditions suivantes :

1.2) Plzg =&l =1

1.3)P Ug(b | (5,25) | ds + 02(s,2))ds < 00| = 1

L4z, = €+ [3 b(s,x5)ds + [} o(s,x,)dW, P ps

Définition 1.1 :

On dit que I’équation (1.1) admet une solution forte (ou trajectorielle) si pour chaque
espace probabilisé filtré (€, F, (F;);, P), pour tout mouvement brownien W = (W;)scjo.11
il existe un processus & = (2)icpo,r) continu tel que les condition (1.2),(1.3),(1.4) soient
vérifiées.

Quand on parle de solution au sens fort on sous-entend que l’espace probabilisé filtré
(0, F, (F)t, P), et le mouvement brownien W = (W});cpo) sont déja donnés .

Si de plus F; C F alors le processus z est (F;)adapté et on a F* C FY

Définition 1.2 :

On dit que ’équation(1.1)admet une solution faible si on peut trouver un espace pro-
babilite filtré (2, F, (F;)¢, P), un mouvement brownien W = (W}),er), un processus
& = (24)sepo,m continu tel que les condition (1.2),(1.3),(1.4) soient réalisées

Quand on parle de solution faible, on doit trouver un espace probabilisé filtré (2, F, (F;):, P),

un mouvement brownien W = (W})sco,r] et un processus continu & = (¢)ejo,r) - Donc
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une solution faible est la collection des objets (€2, F, P(F;):, W, x). Dans beaucoup de cas,
ou la solution faible existe, on a F; = F/ et par conséquent W est un mouvement brownien

relativement a (F;);. C’est pourquoi dans le cas des solutions faibles on a F}V C FF.

Remarque 1.3 :

Les solutions faibles ne sont pas mesurables par rapport a F}V. Et c’est ce qui différencie

les solutions faibles les solutions fortes.

Définition 1.4 :

On dit que I'équation (1.1) admet une solution forte unique si pour deux solutions fortes

T = (xt)te[O,T] ety = (yt>t€[O,T] ona:

P{ sup |xt—yt|>0}:O
te[0,7)

C’est a dire :

P{l’t = yt,Vt € [O,T]} =1

Le principal théoréme qui nous assure 'existence et 1'unicité forte d’une solution de I’équa-

tion (1.1) est le suivant :

Théoréme 1.5(K.Itd) :

On suppose que les coefficients b et o sont mesurables et vérifient, il existe une constante

k > 0 telle que Yo,y € R% on a :
(1.6) [ b(t,z) P+ [o(t,z) P< RO+ ]z )

Alors I'équation (1.1) admet une solution forte unique = = (2¢)iwcpo,r, (F¢)i-adaptée et

continue avec condition xg = & De plus cette solution est markovienne et vérifie :

E

sup |z Pl <M Vp>1
te[0,7]

4
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ol M est une constante qui dépend de k,p,T et &

Preuve

i- Unicité : Soient x = (2¢):cj0,77 €t ¥ = (4 )tcp,r) deux solution de I'équation (1.1) telles
que To = yo =&
en appliquant I'inégalité (a + b)* < 2a? + 2b* et en utilisant les formules de x; et y; on

obtient :

2
+2

2
|$t—yt |2§2

/0 [o(s,25) — (s, ys)]dW,

|

/0 [o(s,25) — (s, ys)]dWs

/0 (s, 22) — b(s, y.)|ds

en passant a ’espérance mathématique on obtient :

Ell 2, -y '] < 2E AWM@-W%MS

+2E

2]
par les inégalités de Cauchy-Schwarz et Buckholders-Davis-Gundy on a :
t
E[| z; —y )] < 2TE [/ | b(s, x,) — b(s,ys) |2 ds}
0
t
+9E U | (s, 25) — o(s,35) ds}
0

En appliquant la condition de Lipschitz (1.5) on obtient :
t
Bl oo~y 1 <C | B oy ds
0
ou C'= max(2T K, 2K)
En appliquant le lemme de Gronwall, il résulte que :
Ell z; — y |2] =0

En appliquant I'inégalité de Tchebychef on obtient :

B z -y ]

P{lxy —y |[> e} < 5

=0; Ve>0
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Donc pour tout ensemble D dénombrable partout dense dans [0,7] on a :

P{sup|xt—yt|>0}:0

teD

Enfin et puisque les processus x et y sont continus on conclut que :

73{ sup |xt—yt|>0}:O
te[0,7)

Ce qui prouve 'unicité forte de la solution .
ii-Existence : On montre 'existence d’un solution forte en utilisant la méthode des

approximations successives et pour cela on pose :

t t
(L.7) af =¢ +/ b(s, 2" 1)ds +/ (o(s, 2" 1) dW,
0 0

t t
xT*—%%iA@@wﬁ—bwwﬁﬁﬂs+4Gﬂ&ﬂw—d&ﬂ”Dﬂ%

En utilisant la méme technique que pour 1'unicité on obtient :

S S

t
mm?hwmﬂsclﬁwﬂ—ﬂlmw

ou C' = max(2Tk, 2k)

Par récurrence sur n il résulte que :

MT n+1
Bl )7 — oy 7] < L)
(n+1)!
ou M = max(C, E|[| zy |*])
si on prend p > 1 on aura :
n+p k
n n (MT)
EH Ty o :Ut 2] § k'
k=n

Donc (z}') est une suite de Cauchy dans L9(2) et par conséquent elle est convergente,
notons x; sa limité .

En passant a limite dans (1.7) on obtient :

t ¢
Ty =&+ / b(s,xs)ds + / o(s,xs)dW;
0 0

6
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Donc x; est une solution de 1’équation (1.1)
iii- Montrons que

E

sup |z |P| <M Vp>1
te[0,T

t t
v, =&+ / b(s,xs)ds + / o (s, xs)dWs
0 0

Par I'inégalité (a + b+ ¢)? < 3a® + 3b* + 3¢? et en passant aux espérances on a :

[ btz 43@%fm]

par les inégalités de Cauchy-Schwarz et Buckholders-Davis-Gundy on a :
2
ds]
t

/Ot b(s,xs) /Ota(s,xs)
E[ 2, |?] < 3E[ € |*] +3Tk/0 E[1+ | z, |*]ds +3k/0 E[1+ | z, [*]ds

2

E[| =, [*] < 3E[| £ |!] + 3E ds| + 3E

2

E[| z; |?] < 3E[| € |*] + 3TE ds| + 3E

D’aprés la condition de croissance linéaire (1.6) on a :

En posant m = max(3,37Tk, 3k) on a :
t
El| 2, [2] < mE[| € 2] + 2m/ E[1+ | z, )ds
0
En posant ¢ = max(m,2m) on obtient :
t
Bl o ' < e(1+ B[ a0 ) + ¢ [ El] . [lds
0
En appliquant le lemme de Gronwal on obtient :
B 2 ] < c(1 + El| 2 [}]) exp(cT) ¥t € [0,7]
puisque E[| z; |?] < oo alors en posant M = ¢(1 + E[| z; |*]) exp(¢T') on obtient :
E[ = )] < M Vte€l0,T)

Enfin par 'inégalité Buckholders-Davis-Gundy on a E [sup,cpo 7y | 24 [P] < M Vp > 1
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Remarque :

1) La condition de Lipschitz (1.5)nous assure 'existence et l'unicité de la solution de
I'équation (1.1)

2) La condition de croissance linéaire (1.6)nous assure la non explosion de la solution et si
on n’a pas cette condition, I’équation (1.1) admettra une solution unique mais seulement

jusqu’au temps d’explosion .

-

1.2 E.DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES RETROGRADES

Le but de ce chapitre est de présenter briévement le résultat d’existence et d’unicité
d’équation différentielle stochastique rétrograde dont les coefficients sont globalement lip-
schitziens .Ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng avec le générateur non linéaire

et une donné terminale de carré intégrable.

1.2.1 Présentation du probléme

On considére sur un espace probabilisé filtré (2, F, (F;)t>0, P), une variable aléatoire .
¢ mesurable par rapport & F;, avec T le temps terminal .

On voudrait résoudre I’équation différentielle suivante

{ﬂ@zMWﬁtemﬂ]
yr =¢§

En imposant que, pour tout instant t, le processus y; soit adapté par rapport a la
filtration (F}):>0. c’est-a-dire que le processus y; ne dépend pas du futur apres t
Prenons I'exemple le plus simple a savoir b= 0 .
le candidat naturel est y; = & qui n’est pas adapté si £ n’est pas déterministe. La meilleure

approximation-disons dans L? - adaptée est la martingale y; = E(¢/F}).
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Si on travaille avec la filtration naturelle d’'un mouvement Brownien, le théoréme de re-
présentation des martingale d’It6 permet de construire un processus z carré intégrable et

adapté tel que

v = E(¢/F) = E(€) + / oIV,

Un calcul élémentaire montre que :

T
ytzﬁ—/ zsdWy, t € 10,7
¢

Cest a dire

{—dyt = —2dW,
yr =¢§

On veut donc apparaitre sur ’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le
processus z dont le role est de rendre le processus y; adapté .
Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande géné-

ralité, on permet a b de dépendre du processus z; I’équation devient donc

—dy; = b(t, ys, 2¢)dt — zdWy; t € [0,T]
{?JT =<

Notation : On se donne (€2, F,P) un espace de probabilité complet et W un mouvement

Brownien d-dimensionnel sur cet espace . On notera la filtration naturelle du mouvement

Brownien W. On travaillera avec deux espace de processus soit S?(IR¥) 'espace vectoriel

formé des processus y; ,progressivement mesurable , & valeurs dans R¥, tel que :

|y |2=E[sup |y|*] < oo
te[0,7)

et on a aussi S?(R¥)le sous-espace formé par les processus continus.
On notera aussi M?(R**?)I’espace des processus z progressivement mesurable a valeurs

dans M?(R**9) tel que
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T
2 =L =) < o0
ot si z € R¥4 || 2 ||>= trace(zz*). My(R**) désigne 'ensemble des classe d’équivalence
de MZ(RF*)
les espaces S?, S?, M, sont des espaces de Banach pour les normes définies précédemment ;
nous désignerons B2 I'espace de Banach S?(R¥) x My(R**¢) Nous nous donnons mainte-
nant une application aléatoire b définie sur [0, 7] x  x R* x R¥*? 4 valeur dans R¥ tel
que pour tout (y,z)€ RF x RFxd |
le processus {b(t, y, 2) }+cjo,r] s0it progressivement mesurable . On voudrait résoudre I'équa-
tion différentielle stochastique rétrograde suivante
{—dyt = b(t, ys, 2¢)dt — zdWy; t€[0,T)]
y=2£

ou sous forme intégrale,

T T
Yt = 5 + / b(?"7 Yr, Zr)dr - / ZrdWr
t t

La fonction b s’appelle le générateur de I'équation différentielle stochastique rétrograde

et £ la condition terminale.

Définition 1.6 :

Une solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde est un couple de processus

{ (e, 2¢) }eeqo,m vérifiant
i) y et z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans R* et R¥*?
i1) On a P — p.s .

/0 b(r, Yr, 2,)| + || 2] Pdr < 00

i1i) On a P — p.s

T T
Yy =& +/ b(r, yr, 2. )dr — / z.dW,t € [0, 7).
t t

10
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Remarques 1.7 :

i)les intégrales de I’équation étant bien définies .

i1)le processus y; est une semi-martingale continue adapté donc en particulier ypest une
quantité déterministe .

Avant de donner le théoréme fondamental du Pardoux et Peng d’existence et d’unicité ,

nous allons montré , que sous une hypothése sur le générateur b , le processus y appartient

a S?

Proposition 1.8 :

Supposons qu’il existe un processus {b; };>o positif, appartenant a Ms(R) et deux constantes

positives C et K tels que
V(t.y,2) € [0,T] x RF x R [ b(t,y,2) |[< b+ Cly) + K || 2 || -

Soit z € M et si (y;, z;)est une solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde

(1,2) alors y appartenant a S? .

Preuve :

On a pour tout t € [0, 7]

3 t
Yt = Yo — / b(r, Yy, 2, )dr +/ z.dW,..
0 0

et par suite, utilisant 'hypothése sur b

t

T t
ytsmw/ (b + K || 2 |)dr + sup | zrdwr|+0/ e | dr
0 0

te[0,7] 0

Posons

T ¢
§=yo | +/ (by+ K || z |)dr + sup | [ z.dW, |
0

t€[0,T] 0

Par hypothése,z appartient a Ms, le troisieme terme est de carré intégrable; il en est de

méme pour {b; }co,r) et Yo est déterministe donc de carré intégrable.

11



1.2. E.DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES RETROGRADES CHAPITRE 1.

Il s’en suit que & est une variable aléatoire de carré intégrable. Le lemme de Gronwall
fournit I'inégalité

sup |y |< "
t€[0,T]

qui montre que y appartient a S? .

Lemme 1.9 :

Soit y € S2(R*) et 2 € My(R**4). donc

t
{/ 2.y AWy, t € [O,T]}
0

est une martingale uniformément intégrable.

Preuve :

Le résultat se déduit principalement de Iinégalité de Bulkholder-Davis-Gundy "(BDG)"

t

T
Elsup | [ yr.zdW, || < C]E[(/ Ly [Pl 2 |17 dW:)2]
0

t€[0,T) 0
a? b2
donc, comme ab < S+5

! C
E[sup | | yr.zdW, |] < =
te[0,7) 0 2

O T
E[sup | v ]+ SE| / | 2 | dr]
0

te[0,7 2

d’ou le résultat

1.2.2 Le cas lipschitzien

Nous allons montrer dans ce paragraphe un premier résultat d’existence et d’unicité.
Ce résultat est du a Pardoux et Peng en 1990 ; C’est le premier résultat d’existence et
d’unicité pour I’équation différentielle stochastique rétrograde dans le cas ou le générateur
est non-linéaire. Rappelons que b est définie sur [0,7] x Q x RF x R¥*? a valeurs dans

R*, telle que ,pour tout(y, z) € R¥ x R**4 e processus b(t, y, 2) 0] soit progressivement

te|

mesurable.

12



1.2. E.DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES RETROGRADES CHAPITRE 1.

On considérer également ¢ une variable aléatoire F;, mesurable & valeurs dans R”.
On suppose que

(L) 11 existe une constante K telle que P — p.s,

i) condition de Lipschitz en (y, z) pour tout ¢,v',y, z, 2/

b(t,,2) =0, ) < Ky =/ |+ 2= )
i1) condition d’intégrabilité
T
E[ ¢ +/ | b(r,0,0) |2 dr] < oo
0

Nous commengons par un cas trés simple, celui ou b ne dépend ni de y ni de z i.e. on ce
donne ¢ de carré intégrable et un processus {F;}iejor) dans Ms(IR¥) et on veut trouver

une solution de ’équation différentielle stochastique rétrograde
T T
yr =& +/ F.dr — / 2. dW,t € [0,T]
t t

lemme 1.11 :

Soient & € L*(Fy) et {F, hejor] € M2(R¥). L’équation différentielle stochastique rétrograde

(2.1)posséde une unique solution (y, z) telle que z € My .

preuve :

Supposons dans un premier temps que (y, z) soit une solution vérifiant z € M.

si on prend l’espérance conditionnelle sachant F}, on a nécessairement

T
g =E(€ + / Fdr\ F,)

On définit donc y a l'aide de la formule précédente et il reste a trouver z . Remarque
que, d’aprés le théoréme de Fubini, comme F' est progressivement mesurable, fot F.drest

un processus adapté a la filtration {F;}ico77; en fait dans S? puisque F est de carré

13



1.2. E.DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES RETROGRADES CHAPITRE 1.

intégrable .
On a alors , pour tout ¢t € [0,7] y; = ftT EF.dr — ftT z.dW,
T t t
v = E(€ —|—/ F.dr\F;) — / F.dr = M, — / F.dr.
0 0 0

M est une martingale Brownienne, donc en peut construit un processus z appartient a
M, tel que
t t t
Yy = M; — / F.dr = M, —i—/ 2. dW, — / F.dW,
0 0 0

On vérifie facilement que (y, z) ainsi construit est une solution de I’équation différentielle

stochastique rétrograde qui est étudiée puisque comme yr = £ on a

t t t T T T
Yy — & = MO+/ zrdWT—/ Frdr—(Mo—k/ zrdWT—/ F.dr) :/ Frdr—/ 2. dW,
0 0 0 0 t t

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant z € M.

Nous montrons maintenant le théoréme de Pardaux et Peng.

Théoréme 1.11 (Pardaux et Peng 1990) :

Sous I'hypothése (L), L’équation différentielle stochastique rétrograde (1.1) posséde une

unique solution (y, z) telle que z € Ms.

Preuve :

La preuve consiste a utiliser un argument de point fixe dans 'espace de Banach B? avec
une application p(t) de B? dans lui-méme de sorte que (y,z) € BZ2est une solution de
L’équation différentielle stochastique rétrograde si et seulement si ¢’est une point fixe de
.

On définit(y, 2) = p(U, V) pour tous (U,V) élément de B% comme étant la solution de

L’équation différentielle stochastique rétrograde

T T
w=e+ [ vV [ zaw,
t 0

14
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On remarque que cette équation différentielle stochastique rétrograde posséde une unique
solution qui est dans B2. Par conséquent, posons F, = f(r,U,,V,), ce processus appartient

a M, puisque, b étant Lipschitz,
| br |<] b(r,0,0) [ +K | Uy | +K || V2 ||

Remarquons que ces trois derniéres processus sont de carré intégrable, alors (y, z) est une
solution unique telle que z € M,
(y, z)appartient a B? I'intégralité de 2 est obtenue par construction et d’aprés la propo-

sition le processus y appartient a SZ.
Soient (U, V) et (U’, V') deux élément de B? et (y, z) = p(U,V); (v, 2') = p(U', V")
Notons y =y — 4y’ et z =z — 2’ . il est claire que yr = 0 et

dyt = —{b(t, Ut; ‘/2) — b(t, Ut/’ ‘/;/)}dt + thWt
2

On applique la formule d’'Tt6 & e* | y, |* pour obtenir

d(e™ |y, |?) = ae™ | y; |* dt — 2™y, {b(t, U;, Vi) — b(t, U], V/) }dt
Intégrant entre ¢ et 1", on obtient
T T
o [ e P dr= [ a2 06,010
t t .
—b(t, U], V) })dr — / 2e"y,.. 2. dW,
t

Et comme b est Lipschitz, il vient donc d’aprés la notation u,v de U — U’ et V — V'’

respectivement
T T
P [ a s [ e -aly P2k v
t t
T
F2K [y | [ o ||)dr—/ 26Ty 2y dIV,
t
Pour tout £ > 0, On a 2ab < % + eb?, donc
T T 9K T
e |y | —|—/ e || z || dr g/ e (—a+—) |y |* dr —/ 2y, 2, dW,
t t € t

T
+ 5/ e (| uy |* + || v ||P)dr.
t

15
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et prenant o = 2 on a noté R. = 6ftT e (| uy 24 || vy [|?)dr.

T T
vt € [0, T]e™ |y | +/ e || z ||? dr < R, —/ 2¢" Y,z dW,..
t t

La martingale local { f(f e yp2,dW, }iej0.7] est en réalité une martingale nulle en 0 puisque

y, y'appartiennent a S? et z, 2’ appartiennent & M, on obtient facilement pour ¢ = 0
T
]E[/ e || z | dr] < E[R.).
0
L’inégalité BDG fournit-avec C' universelle

T
E[ sup ¢ | y 2] < E[R.] + CE[( / 2 |y, 12l 2 |7 dr)})
0

te[0,7T

puis, comme ab < % + %
1 c_ (T
Bl sup ey /) < BIRJ+ 5B sup | )+ SEL[ e |20 | ar
te[0,7) te[0,7] 0
finalement, on obtient
T
Blsup e g+ [ e |5 | dr) < (34 C?) IR
tel0,7 0
et par suite

T
E[ sup e | y; |? —1—/ e || 2 P dr] < 3+ CHAVT).
te[0,7T 0

Pour que 'application p(t) est une contraction strict de B% dans lui-méme on prenons &
tel que e(3+ C?)(1V T) = 3 Si on le munit de la norme
T 1
I (U, V) lla E[ sup e | u, [ +/ e || w |* drlz.
t€[0,T] 0
Cette norme est équivalente a la norme usuelle pour o = 0. Finalement en conclut que
I'application p(t) posséde unique point fixe, ce qui assure l'existence et 'unicité d’un

solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde dans B2.

1.2.3 Le role de Z

Nous allons voir que le role de z , plus précisément celui du terme LT z.dW, est de rendre

le processus y adapté.
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1.2. E.DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES RETROGRADES CHAPITRE 1.

Proposition 1.12 :

Soit (y, z) la solution de L’équation différentielle stochastique rétrograde (1.1) et soit 7 un
temps d’arrét majoré par 7' . On suppose, autre de hypothése (L) que £ est F,-mesurable

et que b(t,y,z) = 0 dés que t > T.alors

Yt =Yinr €t 2z=0 si t=>7

Preuve :

On aP —p.s
T T
Yy =§& +/ b(r, Yy, 2, )dr — / 2. dW, t€[0,7]
t t

Pour t = 7, comme b(r, y,,2,) =0 dés que t > 7

T T T
y, =€ +/ b(r, Y, 2z )dr — / 2, dW, = € — / 2. dW,

Il vient alors

et par suite fTT 2.dW, = 0 d’ott 'on tire que

i W= a P ar =0

Il s’en suit immédiatement que, si t > 7,1y, = y, puisque par hypothése

¢ t
Yr = Ys + / b(r, y,z,)dr — / 2 dW, =y, +0—0

Ce qui termine la preuve.
Notons que dans le cas ou £ et b sont déterministe alors z est nul et y est la solution de

I’équation différentielle

dyt = b(t, Yt O)dt
yr =§

17



1.2. E.DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES RETROGRADES CHAPITRE 1.

1.2.4 Une estimation a priori :

En donnant une premiére estimation sur L’équation différentielle stochastique rétrograde,
il s’agit en fait d’étudier la dépendance de la solution de L’équation différentielle stochas-

tique rétrograde par rapport aux données qui sont & et le processus{b(t,0,0) }sc(0,1]

Proposition 1.13 :

On suppose que (€, b) vérifie (L) soit (y, z) la solution de L’équation différentielle stochas-
tique rétrograde (1.1) telle que z € My. alors, il existe une constante C, universelle telle

que

T T
E[ sup ¢ | y; |? +/ e | 2 P dt] < CLE[T | € P +/ ™ [ b(t,0,0) * dt]
0 0

te[0,T

avec f = (1+ K)* + K?

Preuve :

On utilise la formule d’Tt6 & et | y; |2

T T T
e’ |y |? +/ |z P dr =P E P +/ e (=8 yr [P +2y,-b(r, ymzr))dT—/ 2e y, 2. AW,
t t t
Pour tout (¢,y, z) avec b est K — lipschitz, on a
2b(ty,2) <21y || b(t,0,0) | +2K. |y [P +2K. |y | . | = .

et donc utilisant le fait que 2ab < €.a® + % pour € = 1 puis

I = |1

20.b(t,y,2) < (142K +2K%). |y |> +(b(t,0,0))? + 5

On prenant 8 =1+ 2K + 2K? on obtient, pour tout ¢ € [0, T]]

1 T T T
Py [ P =T P [ 0.0 P [ 2y,
t 0 t

En Obtient, pour t =0

T T
E[/ e | 2 ||2dr]s21E[eﬁT|§|2+/ e’ | b(r,0,0) [* dr]
0 0

18
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L’inégalité de BDG nous donne

T T
1
E[ sup e | y; ) <E[”” | € + / e, | b(r,0,0) |2 dr]+CE[( / 7 |y 2. | 2 | dr)?)
0 0

te[0,7

D’autre part

T T T
CEI([ & |y Pl [P dnh) < CEL[ sup e [yl ([ & |5 | dn)h
0 0 0

t€[0,T]

T

E[supeﬂt | v |2 —|—C’2E/ elr | 2 H2 dr]
0

il vient donc

T T
E[ sup ¢ |y P] < 2E["T | £ P + / & | b(r,0,0) |2 dr] + C?[E / | = |12 dr]
0 0

te[0,T]

et finalement, on obtient

T
E[ sup e |y |2 —i—/ || 2 ||? dr] < 2.(2+ C?).
t€[0.7] 0

prenant C, = 2.(2 + C?). Ce qui termine la preuve.

1.2.5 Equation différentielle stochastique rétrograde linéaire

Dans la fin de ce chapitre nous allons étudie les équation différentielle stochastique ré-
trograde linéaire et pour cela une équation différentielle stochastique rétrograde est dite

linéaire si elle s’écrit sous la forme

T T
Yt = 5 + / (ar‘yr + bz + Cr>d7" - / zdW, t e [O, T]
t 0

ott {(ay, b;)} est un processus a valeurs dans R x R? progressivement mesurable et borné
{Ct}te[O,T] € My x R et & est une variable aléatoire F; mesurable et de carré intégrable a
valeurs réelles .

La solution de cette équation peut dans ce cas étre écrite sous la forme

T
Ve [0,T] Ly = T E(T, + / C.T,dr/F)
t

t 1 t t
I, = emp(/ bsdWg — —/ | b, |* ds +/ asds)
0 2 /o 0
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1.2. E.DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES RETROGRADES CHAPITRE 1.

avec [" solution de ’EDS

dFt = Ft<(ltdt + btth), t e [0, T]
I'h=1

Prenant

b(t,y,2) = awy + 2be + ¢

D’apreés les propriétés du générateur de 1’équation différentielle stochastique rétrograde
linéaire on peut appliquer le théoréme de Pardoux-Peng, donc elle admet une solution
unique (y, 2)telle que z C Mo, yappartient a S

La formule d’intégration par parties donne
dUyye = yedlUy + Tidyy +d < Ty >1= —Tepdt + TezedWy + TyyibydWy

ce qui montre que le processus

t
Ly + / e, I'dr.
0
est une martingale car ¢ € Myet I,y sont dans S?
par suite
t t
Ly —l—/ e, Updr = E[Tyy +/ ¢, Uydr | Fy]
0 0
c’est a dire

T
%:Ffwﬂ}ﬁ/cmddﬂ)
t

20



CHAPITRE 2

CONDITIONS D’OPTIMALITE POUR LES
CONTROLES STRICTS

2.1 FORMULATION DU PROBLEME

Soit (2, F, (F})t>0, P)un espace probabilisé filtré sur lequel on définit un mouvement Brow-
nien d—dimensionnel W = (W;);>o. On assume que (F}) est la P—augmentation de la
filtration naturelle de (W;);>o.

soit 7" un nombre réel strictement positif et U un sous ensemble non vide deR*.

Définition 2.1 :

Un controle admissible est un processus Fi-adapté a valeurs dans U tel que

E

te[0,T

sup | vy ]2] < 00

On note par U l'ensemble des tous les controles admissibles .

Pour tout v € U, on considére ’'EDSR

21



2.1. FORMULATION DU PROBLEME CHAPITRE 2.

dyf - b(ta yz},}7 szu Ut)dt + Z}E)dWN
yr =¢§

b:[0,T] X R" x M,xq(R) x U - R,

et £ est une variable aléatoire de dimension n, Fpr-mesurable telle que
E| € ’< oo.

La fonction cout est définit de U dans R par

T
J<v>=E[g<yz;>+ / Bt gt 20 )t |
0

g:R" =R

h:[0,T] x R" x M,xa(R) x U — R".
Un controle u € U est dit optimale s’il vérifie

J(u) = inf J(v).

velU

Notre but est d’établir des condition nécessaires et suffisantes d’optimalité, sous la forme
de principe du maximum.

Nous supposons que

Les fonction b, g et h sont continues en(y, z,v), leurs dérivée by, b., g, h, et h, sont conti-
nues en (y, z,v) et uniformément bornées. b et h sont bornées par C(1+ |y | + | v |) et
bornés en z.

Sous ces hypothéses, pour tout v € U, I'équation d’état admet une unique solution (F})-

adaptée et la fonction cotit J est bien définie de U dans R.

2.2 PROBLEME AVEC COUT RESTREINT
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2.2. PROBLEME AVEC COUT RESTREINT CHAPITRE 2.

Puisque le cotit A dépend de la variable z; on ne peut pas traiter le probléme directe-
ment. Pour remédier a cela, on introduit une nouvelle méthode qui consiste a restreindre
le probléme initial en un probléme sans coiit intégral. Pour cela, on considére 'EDSR

unidimensionnelle
dx} = h(t,y}, z}, v)dt + ki dWy,
T =1
ou kY est une matrices (1 x d), (v}, z{) est la solution de I’équation initiale et 1 est une

variable aléatoire unidimensionnelle F;r—mesurable telle que
E|n[*> o0

L’équation unidimensionnelle admets une unique solution (F;);—adapteé.

On pose

et on considére I’équation de dimension (n-+1)suivante

{dgt = B(t, gt; 5;}, Ut)dt + 215th,
gr = (%)

ott la fonction b est définit de [0,7] x R™' x M, 1)xa(R) x U dans R™+!par

~ - ~ b t’ v,ZU7/U
b(tuytht,vt) = ( ( Yy 2t t))7

h(ta y}fju sza Ut)

et Z; est une matrice de dimension(n + 1) X d, donnée par

v v v

le 212 . . . zld

v v v

) 221 222 ... z2d

t — ") -

ki FACTI zY

nl n2 nd

v v v

[ R

puisque best uniformément Lipschitzienne en (g, Z;), alors I’équation admet une unique
solution(yy, 2;) adapté a la filtration (F});.
On définit la fonction § de R**! dans R par

~ (o~ v

9(e) = 9(y;) — 7,
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2.2. PROBLEME AVEC COUT RESTREINT CHAPITRE 2.

et la nouvelle fonction cotit de U dans R par

J(v) = E[g(%0)] + E[n].

Il est facile de vérifier que

En conséquence, il est suffisant de minimiser le cott restreint Jsur U. Si u € U est une
solution optimale, alors

J(u) = inf J(v).

velU

Avec cette transformation, nous avons réduit le probléme initiale en un nouveau probléme

avec colt intégral .

2.2.1 Reésultats préliminaires

On suppose que u € U est un controle optimal et on note par(g;, Z;)la solution associée.
On introduit la perturbation fort suivante

{v si telr, T+,

0
t .
u; Sinon,

u

ou 0 < 7 < T est fixé, # > 0 est suffisement petit et v est une variable aléatoire
Fy—mesurable & valeurs dans U telle que E[| v )] < co.
Le controle perturbé u’ est admissible et on note par (g’ Zte) la trajectoire associée.

Puisque u est optimal, I'inégalité variationnelle sera obtenue a partir de

0<J’) — J(u).

Pour cela, on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2 :

Sous nos hypothése, on a

E | sup ’ZJte—ZJt 1’| < Co,

te[0,T

T
E/ | 2% — 2, |? dt < CH?
0
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CHAPITRE 2.

27t, Uf)}/;ed)\

Zul)Yod\

Preuve :
On a
(d(ljt - l]t) [b(t Ut 7Zt9a Ut) b<t Ut 2t >Ut)]dt
[b<t ytvzt 7ut) b(t yt7zt7ut)]dt
[b<t7 ?jh 'gtu u?) - b<t7 Yt Zta ut)]dt
+(57 — Z)dWt
(yr® —yr) =0
On pose
}/;,0 =Y gh
70 =23% - 3,
et
1 ~
o, Y, Z)) = / by(t, Gt + MG — e, 2+ A2 —
0
1
+ by(t7 (T Agte — Y, 2t + prA
0
+ b<t7 gtv Z~t> U’f) - b<t7 gt? z~t7 Ut)
Alors

dy? = (t, Y, Z0)dt + Z0aw,,
Y2 =0.

Cette équation est une EDSR linéaire a coefficients bornés et avec une condition terminaleY,

Alors, en appliquant I'estimation & priori (voir Briand et al ))

T
+/ | 20 % at
0

En remplacant ¢?(¢,0,0)par sa valeur, on aura

T
+/ | 22 % at
0

E | sup | Y/

te[0,7

< CE

E|sup |V

te[0,7

< CE

T
/ | (t,0,0) | dt
0

T
/ | b(t7gt7 5t)dt9> - b(t7y~t7 'gt?ut) | dt
0

2

2
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2.2. PROBLEME AVEC COUT RESTREINT CHAPITRE 2.

Par la définition de u?,on obtient

2

E

T T+60 B B
sup | Y/ |2 +/ | Z7 | dt] < CE / | b(t, Gr, 21, 0) — b(t, Te, 2, u) | dt
0 T

t€[0,T]

2

~ ~ T+60
< CE | sup | b(t, v, 2, v) — b(t, Ui, Z¢, 1) | / dt
te[0,7 T

Puisque b est a croissance linéaire en (y,v) et bornée enz, alors b vérifie les méme propriétés
et on obtient

T
E sup|Y£|2+/ | Z0 |2 dt| < C9*
0

te[0,7)

Le lemme est prouvé.

2.2.2 Conditions nécessaires d’optimalité pour le probléme res-
treint

Théoréme 3.3 :

Soit (u,7,Z) une solution optimale pour le probléme restreint. Alors, il existe un unique
processus adapté

p e L([0,T);R™)
solution de I’équation différentielle stochastique progressive

—dp; = ﬁy(t7 Uty Zt, Dty g )dt — ]‘L(t7 Ut, 2t, Pr, ug ) AWy,
Po = Gy(%o)
tel que

I:[(ta gtv 5t7ﬁt7 ut) = ma(}{ﬁ(ta ?Jt? 5t7ﬁt7 U)? a.e,a.s,
ve

ot la Hamiltonien H est défini de [0, 7] x R**! x M11)xa(R) x R™™ x Upar

-H(ta gta 'gt?ﬁh ut) = [;(tv gta Zta ut)ﬁt-
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Preuve :

Pour la simplicité, on pose
A) = (6, g0+ MG = g0), 2+ MET — 2),u)).

Puisque v minimise le cotit J sur U, Alors

/0 Gyldo + A" — 90)] (90" — go)dA

< Bl — 0]+ [ 50+ NG? — ) ~ @I’ — )i
On remarque que
0 = Uy (Jo)-
Alors

0 < Epo(%’ — vo) — go] + E/o (G, (T + A(Ho® — o)) — Gy (90)] (%o — Fo)dA

En appliquant la formule de It6 & p,(3,”, 7;), on obtient

E[po(40°, %o)] / / u(t G0 2, wn)) (G — 5.7 )prdAdt
+ ]E/ / t yt, Zt, ut)]('gt - 5t9)ﬁtd/\dt

+ ]E/ [b(t7yt7zt7ut) b(t7y~taz~t7u?)]p~tdt
0

Ce qui nous donne

0< ]E/T[g(t Gos 0y Po ) — H (L, G, 5205, 0] dt
/ (9 (g + A(o” = 90)) — Gy (o)) (G — G:°)dA
/ / ot Ges 2 )| (G — 5 ) Prddt
tE / / [02(A?) = 0:(t, 51, 2 o)) (2 — 2°)pedAdt
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Montrons que

/ / ot G 2y ) (5 — G )PedAdt < CO*?
et

/ / Lt Ty 2, un)) (2 — 27 peddt < CH3?
En effet, en utilisant 'inégalité de Cauchy Schwartz, on aura

/ / (i, 2] (2 — 5Pt
1/2 T 1/2
( 2 (s G, 2, ) | P d)\dt) (E/ | 2, — 22 |? dt)
0

Ce qui nous donne

/ / 2ty T 2w (2 — 2°)prdAdt

1/2
<o ( dAdt)

t s Yty 2t Ut)]Pt

Par la définition de «?, on obtient

/ / (e, 2 w)] (5 — 2°)prdAdt

T+6 1/2
<o ( 2 (t, Ut, 2t, ue) Dt d)xdlf)
puisque b~y est bornée, on aura
/ / =t Tty 2 ue)) (5 — Zte)ﬁtd)\dt

1/2
509(/ E|p|2dt) |

Puisque p € L3([0, T]; R™1), on déduit

/ / t yt7 Zt7 ut)]( )ptd)\dt
1/2
< <C / dt) CH = CH*2,
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Maintenant, on a
T ~ ~
O S E/ [H(t7gta£t7ﬁt7ut) - H(tagta'gt)ﬁhu?)]dt
0

1
+B [ G0+ A — o)) — G0 — o)

0

+ CH3?

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

T
0< E/ [H(t, Ut, 2t, Pr, ut) — H(tagt7£t7ﬁtuuf)}dt
0
1/2

+(/0 E | G, (5o + M3 — %0)) — G,(%0) WA) (| 5o’ — o [2)"°

+ CH3?
On déduit que

T
0< E/ [H(t, Ut, 2t, Pr, ut) — H(tagnft;ﬁtauf)]dt
0
1/2

1
+C0 (/ E | 6,50 + M50 — v0)) — G,(%0) | d>‘>
0
+ 632

De la définition de u’, on aura
40 5
0<E [ Ut adiu) — At G )
Tl 1/2
+00 ([ E 1 g+ A! — ) — i) )
+ 093(}2
En divisant par 6, on obtient

1 T+6 ~ o ~ o
0< 5E/ [H(t,yt, Ztaptaut) - H(t,yt, Zt7ptvv)]dt
’ 1/2

e (/01 E | g,(do + Mgo” = 1)) — 4y (o) I dk)

+ CH'Y?
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Puisque g, est continue et bornée, alors en appliquant le théoréme de la convergence

dominée, on aura

1
lim C / (E | G, (o + MG — o)) — 6, (50) )2 dr = 0
0

0—0

En prenant la limite quand ¢ — 0, on obtient

S R
0 S lim _]E’/ [H(tvyhzt?ptaut) - H(tvybzt?ptav)]dt
6—0 @ -

Ceci implique que
0< E[ﬁ(ﬂ Ut 2ty Pt> Ut) — F[(Ta i, 21, P, v)], dr — a.e

Maintenant, soita € U un élément déterministe et F' un élément arbitraire de F}, et on
pose

wy =alp +wulog_p

Il est clair que w est un controle admissible . puisque 0 < 7 < T, alors pour tout variable

aléatoire vFi—mesurable et a valeurs dans U telle que E | v |?< +00, on obtient
0 < E[H (7,5, % e ) — H (7,50, %, 9, )], dt — a.e
En appliquant cette inégalité a w, on aura
0 < E[1p(H(7, G, 2, Pe, we) — H(T, 90, %, P, v))|,VF € Fy

ce qui implique

0< E[H(T> ?Jt;ftaﬁt,ut) - H(Ta gt;£t7ﬁt7v)/ﬂ]‘

La quantité a I'intérieur de ’espérance conditionnelle étant F;—mesurable, donc le résultat

suit immédiatement. Ceci prouve le théoréme .

2.3 CONDITIONS D’OPTIMALITE POUR LES CONTROLES STRICTS

A partir des résultats de la section précédents, nous allons reformuler les conditions né-
cessaires données au théoréme () et établir les conditions d’optimalité pour le probléme

initial.
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2.3.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme 2.4 (Condition nécessaires d’optimalité pour les controles
stricts) :

Soit (u,y*, z*) une solution optimale pour le probléme initial. Alors, il existe un unique

processus adapté

p* € L£2([0,T);R™),
solution de I’équation différentielle stochastique progressive suivante

_dpg = Hy(tv yz?v Z?apgv ut)dt + Hz(ta yfa Z}Sjlvpga ut)dm/t;
Po = 9y(¥5)

tel que
H(t7 yg? 237 pg? ut) = mag H(t7 y;L’ Z?? p?? ’U)
ve

ou le Hamiltonien H est défini de [0,7] x R™ X M,,«4(R) x R" x Udans R
H(ta Y,z,p, U) = pb(ta Y, z, U) - h(tv Y, =z, U)

Preuve :

On pose

De le définition de H, p,b et Z on obtient

H(Ta gta 5t7ﬁta ut) = H(ta /yzlv Z?apga ut)
et de ’équation adjoint associée au probléme restreint, on déduit 1’équation adjointe as-
sociée au probléme initial. Finalement, I'inégalité variationnelle du probléme initial est

déduite directement de cette du probléme restreint
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2.3.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 2.5 (Conditions suffisantes d’optimalité pour les controle
stricts) :

On suppose que U est convexe et pour tout v € U et pour tout ¢ € [0,7], la fonction g
est convexe et lapplication (yy, 2, v,) — H(t, ys, 2, pr, v;) est concave. Alors, u est un

optimal controle pour le probléme initial s’il vérifie les conditions nécessaires d’optimalité

Preuve :

Soit un controle strict arbitraire (candidat & étre optimal) et (v}, z}*) la solution associée.

Pour tout controle strict v, avec solution associée (y;, z{) on a
T
J(v) = J(u) = Elg(y5) — 9(y)] + E/ [t yi's 255 00) = hi(t gyt 2wt
0
Puisque g est convexe, on aura
9(yo) = 9(us) = 94(w5) (Y5 — ¥5)-
Alors
T
J(v) = J(u) = Elgy(y5) (y5 — o)) + E/ [lt,yi's 25 00) = (gt 21 )]
0
On remarque que

Po = 9y(¥0)-

On déduit
T
J(U) - J(u) > E{pg(y(l]) - yg) - H<t7 yfa ZZL, ut)]dt +]E/ [h<t7 Z/fa Z?? Ut) - h(tv yzqflv ZZL? ut)]dt'
0
En appliquant la formule de Itd a p}(y;y — y;'), on obtient
T
J(U) - J(u) > E/ [Hy(t7 y?’ vapz?a ut)(y;} - y#) + HZ@? yf? Z;L,p?, Ut)(zf - Zf)]dt
0

T
+E/ [H(tvyyvzfapgvut) _H(taygaz?ap?avt)]dt
0
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Puisque H est convexe en (y, z,u), alors

H(ta y?> Z?ap}:la Ut) - H(t>y?7 Z?ap;L;ut) S Hy<t7 yga Z??Zﬁta ut)(y;) - y?)
+ Hz(ta ygv Zzlap?a ut)(zf - Z?)

+ Hv(t7 y;/L? Z;zp:fz ut)(vt - ut)
Ot d'un maniére équivalente

Hv(ta y?a Zz??])?a ut)(ut - Ut) S H(tayga Zf&%“t)
- H(ta ytu? ZZLapztua Ut)
+ Hy(t7 yfv z}‘,pi‘, ut)(y;) - ytu>

+ Ho(t gy 2 o) we) (2 — 2).
Alors, on obtient
T
J(v) = J(u) > E/ H,(t,y, 2,0, ue) (uy — vg)dt
0

On sait que H (¢, v}, 2z, p}',.) est concave, alors —H (t,y}", 24, py', .) est convexe de U dans
R. De plus, U est convexe et —H (t,y;', 2", py, .) est continue, Gateaux-différentiable, avec
différentielle continue, alors en appliquant le principe de 'optimisation convexe (voir

Ekeland-Temam|11, prop 2.1, page 35]), on obtient
—H(ty) 2l ) = inf —H(G Y 20l o) & —Ho(t g, 21 by ) (v — w) 2 0.
Ou d’une maniére équivalente
H{(t,yi', 21’ v ue) = max H(t, y)', 2/, pity ve) & Ho(t, g1, 20 0 w) (ue = ve) 2 0.
Alors, par les conditions nécessaires d’optimalité, on déduit que
Hv(t,yf, Zf,pq;,ut)(ut - Ut) > 0.

Ce qui nous donne

J(v) = J(u) > 0.

Le théoréeme est prouvé
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CHAPITRE 3

CONDITIONS D’OPTIMALITE EN
CONTROLE STOCHASTIQUE RELAXE

Le but de ce chapitre est de généraliser le chapitre 2 c¢’est- a- dire établir une généralisation
du principe du maximum en contréle optimale stochastique, I'idée serait d’injecter ’espace
des controles ordinaires U dans ’espace des mesures de probabilité sur U ou U désigne
I’ensemble des valeurs prise par le controle ordinaire. Ce nouvel espace appelés espace de
controle relaxé .

Notre objectif dans ce chapitre est d’établir un principe du maximum vérifié par un
controle optimal relaxé. La démonstration est basée sur I’approximation des trajectoires
des controdles relaxés par les trajectoires des controles ordinaires et le principe du maximum
approché.

Avant d’établir le principe du maximum relaxé, nous allons donné des hypothéses et des

définitions nécessaires

3.1 FORMULATION DU PROBLEME ET NOTATIONS
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3.1. FORMULATION DU PROBLEME ET NOTATIONS CHAPITRE 3.

Soient(€2, F, (Ft)r>0, P) un espace probabilisé filtré satisfaisant les conditions usuelles sur
lequel on définie, un mouvement Brownien (W;); > 0 ,on suppose que F; = (W, 0 <
s <t)
On considére L’EDSR suivant

dy, = fU b(t, Yy, 21, a)q(da)dt + z,dW;

yr = ¢
ol b est définie sur [0,7] x R" x R™*? x R™a valeurs dans R" est une fonction mesurable

et £ une variable aléatoire Fr—mesurable. La fonction colit a minimiser est donnée par

J(u) = Elg(y0)] + E / Bt g, 20 )t

ott h(t, s, 2, us)[0, T] x R x R™4 x R™ — Rmesurable et g(y)R® — R mesurable en y
On suppose que b, h, g sont dérivable en x, y, zet & dérivées continues et bornées. b, h, sont

continues en u.

Remarque 3.1 :

i) L’équation d’état admet une solution forte unique

T T
Y =€+ / b(s,ys, zs)ds — / 2dW
¢ ¢

ii) La fonction coiit est bien définie.

Soit V' l'ensemble des mesures de Radon sur [0,7] x U dont la projection sur [0, 7]
coincide avec la mesure de Lebesgue munie de la topologie de la convergence stable des
mesures . V' est un espace compact mesurable, la convergence stable est préconisée par
les fonctions mesurables bornée h(t, a) telle que pour chaque ¢ € [0, 77,

h(t,.) soil continue.
L’espace V' est munit de sa tribu Borélienne ,qui est la plus petit tribu telle que
Papplication ¢ — [ h(s,a)q(ds, da) soit mesurable pour toute fonction h mesurable, bor-

née et continue en a .
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Définition 3.2 :

Soit P([0, T]xU) I’ensemble des mesures de probabilité sur [0, T]x U telle que la projection
sur [0,7] coincide avec la mesure de Lebesgue dt. Un contrdle relaxé ¢ est un variable
q(w, dt,da) a valeurs dans V' telle que pour chaque t1jy 7 est F;—mesurable

On note par R ’ensemble des controles relaxés.

Remarque 3.3 :

Un controle relaxé peut étre désintégré en
q(w, dt,da) = dtq(w,t,da)

ou q(u,t,da) est un processus progressivement mesurable a valeurs dans I'espace P(U)

des mesures de probabilités

Remarque 3.4 :

L’ensemble U des contrdles ordinaires peut étre injecté dans 1’ensemble R des controles
relaxés par L’application
ol dy(pest la mesure de Dirac de masse u.

L’équation d’état dans le cas des controles relaxés est donné par

dye = [, b(t, ye, 20, a)qe(da)dt + zdW,
yr =&

avec les méme hypothéses sur b .

La fonction coiit a minimiser est donnée par

J(q) = Elg(yo)] + E / / Wt yr, 20, @)ge(da)dt.

avec les mémes hypotheéses sur h et g.
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Remarque 3.5 :

Les hypotheéses sur les différents coefficients définissant I’équation d’état et la fonction de
colit sont les méme avec le chapitre précisent.
On cherche a minimiser la fonction cotiit J(u) sur 'ensemble R . C’est a dire trouver un
controle ¢ € R telle que

J(@) <J(p) VueER

on note

J(q) = inf J(u)

HER

La solution de I’équation d’état dans ’espace de controle relaxé est donnée par
T T
Yt =§+/ /b(t,yt,zt,a)qs(da)ds —/ 2sdW's
o Ju 0

Remarque 3.6 :

On pose

b(@%ﬂtﬂ) :/b(t,yt,zt,a)qt(da)
U

L’équation président donné

dyt = Z_)(t, Yt, 2t a)dt + thWt
yr =¢§

et dans ce cas la fonction b qui satisfait les mémes conditions que b et de plus linéaire en

q.

Donc dans ce nouvel modal, ’ensemble des valeurs du processus u est remplacé par P(U)

I'ensemble des valeurs du processus ¢;, ou P(U) est l'espace des mesures de probabilité

sur U et b par b, et on a l'avantage que P([0,T] x U) soit convexe et compact et bb linéaire

en q.
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Remarque 3.7 :

Si ¢ = 0,(t) est la mesure de Dirac au point u (t) pour chaque ¢ € [0, 7] alors
[ btz a)atda) = [ bt o060, da) = bt g (3.1)
U U
Dans ce cas on aura un probléme de controle ordinaire par conséquent le probléme
de controle relaxé généralisé bien le probléme ordinaire dans le sens ou l’ensemble des
controles ordinaires peut étre considére comme un sous-ensemble de celui des controles

relaxés .

3.2 APPROXIMATION DES TRAJECTOIRES

Pour établir le principe du maximum dans le cas des controles relaxés on a besoin d'un
résultat d’approximation des trajectoires des controles relaxés par les trajectoires des
controles ordinaires . Pour cela, 'outil essentiel est un lemme connu sous le nom de

chaierring lemma ei qui est, donné par :

Lemme 3.8 :(Chaterring lemma)

Soit ¢ un controle relaxé alors il existe une suite (u") de contrdle ordinaire telle que
dtq; (da) = dtoyun(da) —n—eo dtq(da) faiblement.

Pour toute fonction h[0,7] x R x P(U) — R? continue sur [0,T] x P(U) telle que

fOT Jo h(t, s, 25, a)qs(da) soit linéaire en g on a
T T
lim/ / h(s,Ys, 25, a)qs (da) = / / h(s,Ys, zs, a)qs(da) unif
mJe JU t JU

Démonstration :

A partir du chaterring lemma, on a 'approximation des trajectoires, donnée par le théo-

réme suivant
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Lemme 3.9 :

Soit (y, z), (y", 2") les trajectoires associées respectivement aux controle

T
E SUP|?J?—yt|2+/ |2f—zt|2}—>0 St — 00
0<t<T 0

Preuve :

Soit (y, z), (y", z") la solution de L’EDSR suivant

T T
=+ / / b(s, o7, 27 a)q(da)ds — / AW,
t U t

T T
y:§+/ /b(s,ys,zs,a)qs(da)ds—/ 2 dW
t U t
On pose
[ szt g = a2
U

/ b(s,ys, zs, a)qs(da) = a
U

donc on applique la formule d’Tt6 sur (y;, y')? on obtient I’équation suivante
T T
ny—yt|2+/ | 25 = 2 |2d8=2/ |y —ys [ d]yy —ys | ds
t t
T
=2/ | ys —ys |l o —as | ds
t
puis, comme 2ab < a? + b2,
T T T
P [ s Pas< [ e Pst [ el -ands
t t t
et donc utilisant ’espérance, on obtient
T T T
E(| y;' — \2—1—/ | 2" — 2, |* ds) §E(/ |yt — ys |2ds+/ | o — ay [*ds)......... *
t t t

tel que
a2 = au o] [ bls gt )i ) — [ s,z a)a(do)
U U
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en calcul | a® — a |? et puis revenant a I'inégalité(*), donc
o= o =] [ bt 2 gida) = [ bs,za)anda)
U U
=1 [ s )i da) = [ b,z + [ 8 d)
U U U
- / b(s,Ys, 25, a)qs(da) |?
U
Si on prend l'inégalité(a + b)? < 2a” + 2b%,
| af —a5|2<2|/ (s,y2, 22 a)q(da) /bsys,zs, )¢ (da) |?
U

+2|/ 510os 20, @) (da) /bsy&zs, gs(da) |2
U

Donc, en intégrant de t & T’
T T
[rar—apas<z [ [ b aaa) — [ bz P ds
t t U U
T
2/ \/b S, Ys, 25, @)qn (da) — /b(s,ys,zs,a)qs(da) |* ds
t U
T
2/ | /b s,ys, 20 a)qr(da) — /b(s,ys,zs,a)qg(da) * ds + A\,
t U U

_|_
<

IA

ou
T
An —2/ |/b(5,ys,zs,a)qg(da) —/b(s,ys,zs,a)qs(da) ? ds
¢ U U

Par conséquent d’apreés les hypothése sur b on obtient

T T
/ |Oz?—055|2d.9§20/ |3/Z_?/s|2+|2’?_zs|2+2|?J?_ys|-|2’§—zs|+)\n
t t

T T
326/ |y2—ysl2+20/ | 25—z |?
t t

T T
+2/ |y:—ys|2+2/ 2 — 2 24
t t

T T
sz<c+1>/ |ys—ys|2+2<c+1>/ 20— 2 240
t t

Revenant a 'inégalité(*)

T T
E<|yf—yt|2+/ |z:—zs|2ds>sm:</ L — e 2 ds
t t
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T T
+2(c + 1)]E[/ |y —ys > +2(c+ 1)/ | 28— 2 [P+ ]
t t

T T
§(20+3)E/ |y — ys |2d3—|—2(c+1)E/ | 2% — 2 2 4+,
¢ ¢

Posons ¢+ 1 +

AN,

T T
E(l v — vs !2ds+/ | 25 — 2 \2)§KE/ |y —ys |* ds + A,
t t

On déduit deux inégalité

T
E|ys—ys |2ds+§KIE/ |y =y, |? ds + M
t

T T
E/ |z;‘—zs|2§KIE/ |y?—ys|2ds+)\n
¢ ¢
Pour

T
E | vy —vs |2d8+§KE/ |y — s |2 ds+ Ay
t

Puisque A, tends vers 0 quand n tends vers l'infini, alors par le lemme de Gronwall et
I'inégalité de Buckholder Davis Gundy, on a

lim {SUP vy — s |2] =0

n—oo OStST

De la deuxiéme inégalité, on en déduit

T
limE/ | 20—z, |*ds =0
t

n—oo

Le théoréme est démontré

Remarque 3.10 :

Si on note (y™, 2™) la solution associée a ¢ alors (y™, 2") doit satisfait I’équation suivante
dyp = [, bt yps 21, a)gp (da)dt + 21 dW;
{yrfﬁ =<
C’est a dire
dy; = b(t, ys, 2, a)qi(da)dt + zdW;
{yT =¢
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3.3 PRINCIPE DU MAXIMUM APPROCHE

On remarque dans le chapitre précedent que le contrdle optimal n’existe pas si on a
I’absence d’hypothése de Fillipov c’est-a-dire ’absence d’hypothése de convexité par contre
on sait qu’il existe toujours un controle presque optimal, et pour cela le principe du
maximum approché est un grand utilité pour démontré le principe du maximum relaxé.La
démonstration sur le principe du maximum approché basé essentiellement sur le principe
variationnel d’Ekland, I'idée pour applique le théoréme d’Ekland a notre probléme est de
munir I’ensemble des controle admissible U d’une distance adéquate qui fera de lui un
espace métrique complet.

La démonstration sur le principe du maximum approché est basé essentiellement sur le

principe variationnel d’Ekland.

Théoréme 3.11 :(Principe variationnel d’Ekeland)

On pose un espace métrique complet (V, d) et une fonction F' semi continue inférieurement
telle que la fonction F définie dans V a valeurs dans R et admet aussi une borne inférieure
fini, donc Yu € V avec F(u) < Inf(F) + ¢ etVA 2 0 il existe v € V' tel que

i) F(v) < F(u)

i) d(u,v) < A

iii) F(v) < F(w) + $d(v, w)

Corollaire 3.12 :

Soit (V,d) un espace métrique complet et F' : V — R une fonction semi-continue infé-
rieurment admettant une borne inférieure finie, alors Ve 2 0, il existe u® € V' tel que

DF(u®) < Inf(F)+e2)F(u®) < F(u)+ed(u®,u) Pour appliquer le principe variationnel
d’Ekeland, on munit ’espace des controles U d’une distance adéquate pour en Faire un

espace métrique complet. Pour cela, on définit

d(u,v) = P ®@dt(w,t) € Q x [0, T],u(t,w) # v(t,w)
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ouP ® dt est la mesure produit de P avec la mesure de Lebesgue dt.

Lemme 3.13 :

1)(U,d) est un espace métrique complet . 2)La fonction J est continue de U dans R.

Preuve :

Soit maintenant ¢ € R un contrdle optimal relaxé et z¢ sa trajectoire correspondante.
On sait par le chatering lemme et I'approximation des trajectoires, qu’il existe une suite

(u™),, de controle ordinaires tels que

dtqi' (da) = dtd,y (da) — dtq(da)

E

sup |z —af |°’| — 0 si n— +oo,
te€[0,7)

ol zy est la trajectoire associée aux controles ¢".
De l'optimalité de g, il existe une suite (&,), de nombre positifs, avec lim,, ., &, = 0, tel
que

J(W",€) = J(q",§) < J(g,€) +éen

Ceci implique que u™ est un controle ¢, —optimal, donc on peut lui appliquer le principe

variationnel d’Ekeland. On obtient
J(u") < J(v) + epd(u™,v); Yo € U

De cette inégalité, on peut établir facilement le principe du maximum approché.
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Théoréme 3.14(Principe du maximum approché) :

Pour chaque €/, 2 0, il existe une suite de contrdle ordinaires (u™),, € U, tel que il existe

un processus adapté p"(t) solution de
dp" (t) = {=(by)n(£)p"(t) + (hy)y } et
+ > A=) 0" (1) + (h2)(D)}dW;

p"(OZ) = 9,(¥5)

telle que
H(t,y", 2" v,p") < H(t,y", 2", u", p") + &,
ou
H(t7 ?Jn, Zna unapn) = pn(t)*b(ta 7?/n, va un) - h(t7 yn7 Zna un)
Preuve :

On sait précédemment que par le principe variationnel d’Ekeland, on a
J(u") < J(w) + epd(u”,v); Yo € U,
ou la distance d et définie par
d(u,v) = P @ dt{(w,t) € Q x [0,T],u(t,w) # v(t,w)},

ol P ® dt est la mesure produit de P avec la mesure de Lebesgue dt .
Soit la perturbation fort suivante

. {vt €[t t+e]

° ut & [t 1 + ¢

Ce que nous donne

J(u") < J(u?) +en + d(u”, u).
C’est a dire

J(a") — J(ul) < )+ ul).
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De la définition de la distance d, on a

d(ugv ui) =P® dt{(t’ w)/un(t’ w) # u?(tv w)}
=P®dt{B x [t',t' +¢]}
= P(B)dt[t',t + [t',t + ]|

= P(B)e

Don on aura
diu®,uj) <e
Ce qui donne
J(W") — J(ul) <ele

A partir de cette inégalité, le reste de la démonstration est le méme que le principe du
maximum en controle optimal stochastique (chapitre 2 théoréme 2) avec une remplace-
ment de u par " , finalement on obtient

sie — 0Oona

H(t,yg 2 v,pp) < H(t oy, 20, ug, py) + e,

Ce qui termine la démonstration

3.4 PRINCIPE DU MAXIMUM RELAXE

Soit ¢ un controle optimal relaxé et considérons le processus adjoint p, solution de I'équa-

tion différentielle stochastique suivante

dp(t) = { [, b5 (t, ye, 2, a)qs(da)p(t) + [ 05 (L, v, 20, a)qs(da) bdt

+ 3 o 0t e, 2 @)gs(da)p(t) + [, 02 (E e, 24, a)gs(da) YW

p(0) = g,(y°(0))"
Pour établir le principe du maximum relaxé des systémes gouvernés par des équations
différentielles stochastiques rétrogrades, on a besoin d'un lemme d’approximations du
processus adjoint lié au controle optimal relaxé par des processus adjoints liés aux controles

presque optimaux et qui est dérobé par le lemme suivant
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Lemme 3.15 :

Soit p™ et p les solution respectives des équations (3.6) et (3.7), alors on a

Ef sup |pe—p'|°] —0 si n— o
t€[0,T]

Preuve :

Pour la simplicité des calculs, on pose
—bZ(S, Ys, Zs, a)Qs(da) = Qy
hZ(S, Ys, Zs, a)Qs(da) = ﬁy

d
- Z b2(57 Yss Zss a)QS<da) = O,

=1

d
— ZhZ(&ys,Zsﬂ)Qs(da) = 621
i=1
[ btz adatde) = o
/U—h;(379572’57a)q=s<da) = B?TJ

d
_Z/ bz(SJysazm(J’)QS(da) = Oé?
i=17U ‘

d
=3 [ sz ) =
i=1 7U

Soit p™ et p les solutions respective des équations différentielles stochastiques () et (), alors

p" et p sont données par

t t
bt = gy(QO)* + / {ay-ps + 6y}d$ + / {azi .Ds + le}dVVz
0 0

t t
2= g ()" + / (ol g + BrYds + / (a2 1+ B YW,
0 0
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3.4. PRINCIPE DU MAXIMUM RELAXE CHAPITRE 3.

Par la formule d’It6 on a

t
E | p—pf ['= / E | (alp" + B2 — (asps — foy) 2 ds
0

t
*{{/]E|(ps—lﬁﬁﬂps—lﬁ>|d3
0
t
SEI%MD—%@®P+/ﬁN&%ﬂ—adw+(Z—&JF
0

t n
w2 [ Bl =t ] @t +ap) +2 [ E o= p11 8- 6, |
0 0

d’aprés les hypothése sur b et h, puisque elles sont borné on a

t
E|p,— " [<E| g,(8) — 0, (s0) P +c/ E| g - B, | ds
0

t t t
+2K/E|ps—p2\2+/E|ps—pz|2+/Ew;—w
0 0 0
t
s01E<|y”—y|+rz”—z|>2+cz/E<|y”—y|2+|z“—z|2>ds
0

t t
+@K+1X/Elm—pﬂ%ﬁ+/}ﬂw2—%V+|£—%A%%
0 0

donc
t

Bl o~ P <k [ Blp—p P st
telle que t
o= R = P = s P

et d’aprés cette lemme on a p” — 0 si n — 0o par conséquent en utilisant le théoréme
de Gronwall on obtient

E[| ps —ps [*) < pe™
Ce qui nous donne

lim E| ps —p 7] =0
Ce qui termine la démonstration .

A partir de ce dernier théoréme et I'approximation des trajectoires, on peut facilement

établir et démontrer le principe du maximum relaxé et qui est donné par
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Théoréme 3.16 :

Soit (g,y) une solution optimal pour notre probléme de controle relaxé alors il existe un
processus A;? adapté solution de I’équation différentielle stochastique
Tel que

H(t, yus 25 s 2) < H(E e, 2060 00); Y € P(U)

Ou le Hamiltonien H dans le cas relaxé est défini par

b(t,y,z,a)q(da)—/Uh(t,y, z,a)q(da)

H(t,y,2,q,p) Zp*/

U

Preuve :

On pose
H" = H(t,y?, Z?,u?,p?) = p?*nb(t’ y?’ Z;L?u?) - h(tv y?v Z?, u?)
Hq = H(ta Yty Zt, qtapt) = p* / b(ta Yty 2t a)Qt(da) - / h(tv Y, 2t a)Qt(da)
U U

H! = H(t,yp, 2" 0,p)) = p b(t, yp, 2 v) — h(t, yp', 2, 0)

b(t,yt,zt,a)u(da)—/h(t,yt,zt,a),u(da)

H,LL - H(tayhzt?:u‘apt) = p*/
U

U

D’apres le principe du maximum approché

H(t,y 2 vpr) < H(ty)' 20wl o) + e,
Pour prouvé le théoréme il faut montré d’abot que

imE | H" — H, =0

imE | H} — H, ’=0
donc on utilisant la définition de H", H,, H}, H, on trouve

E | H"™ — Hq |2:E | H(t,y?,Zf,U?,p?) - H(taytaztaqmpt) |2

=E | p?*nb(tv yfa Z?a U?) - h(ta 9?7 Z;la u?)
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—pi/b(t,yt,%a)qt(da)—/h(t,yt,zt,a)qt(da) ?
U U

d’apres U'inégalité (a + b)? < 2(a? + b?),

B| B — H, <28 | pbf 2 0) — pl0)” [ btz adalda) P
U

+21 | h(t,y;, 2 uy) — / h(t, ye, 2, a)q(da) |
U
<2(A1 + Ag)

telle que

/\1 = ]E ‘ p*"b(t7y?7 Z;L?u?) _p(t)*/ b<t7yt7 Zt, Q)Qt(da) |2
U

do = E | h(t, " =7, ul) — / Bt o, 20, a)qu(da) |2
U

Pour A\ on a

M= E | bt i 20 l) — ()’ / b(t. o, 20, a)u(da) |
U

=E | p"b(t,y, 27 ul) + 07 b(t, yp, 27 o) — P70ty 21 )

—p(t)" [ b(t,ye, 2, a)q(da) + p(t)* / b(t, ys, 21, a)q; (da)
U U

—p(t)” / bt yos 2, @) (dar) |
U
= ]E | p*n (b(t7 y?’ Z?? U’?) - b(tu y?v Zzl,Pt)) + (p? - pt)b(ta yt; Ztau?vpt)
. ( / (L, 0, 20, @) (da) — / b(uyt,zt,a)qt(da)) 2
U U

<3E | p" (0(t,yy, 24 uy) = bt ye, 2z, 4y)) P

SE | p; ( [ btz ~ [ b<t,yt,zt,a>qt<da>) k
U U

d’aprés les chatring lemma, on obtient
/ b(t, ys, 2, a)q) (da) — / b(t,ys, z,a)q(da) st n— oo
U U
Par conséquent on conclut que

M—0 st n— oo
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Pour A\, on a

do = B | h(t ", =7, ul) — / Bt o, 2, @) (da) |2
U

=E | h(ty yf7 Z?v U?) - h(ta Yt, %t U?) + h(t’ Yty Zt, U?) - / h(tv Yty 2ty a)qt(da) |2
U

S 2IE | h(t,yf,zt”,uf) - h(tayhztau?) |2 +2E | / h<t7ytaztaa)%?(da)
U

—/ h(s,yi, 2, a)q(da) |2
U

Par 'approximation des trajectoire et le lemme de Flemming on obtient

n—oo

Ce qui nous donne

imE | H" — H, |*=0

Par la méme méthode on obtient. lim, E | H — H,, |*= 0
E | HZ)L - HM |2 —E | H(t,y?,Zf,U7p?) - H(tayhztaﬂapt) |2

=| P bt yp's 2, v) — Bty 27 v)

ot / bt o, 20, @) pue(da) — / Bt o, 20, a)pia(da)
U U

puisque b et h borné et le lemme (3.2) on a

imE | H} — H, ’=0
Finalement pour n — oo on a

H, < Hy;Vue P(U)
Le théoreme est prouvé.

Théoréme 1.17

Si on suppose que la fonction g est convexe et (yf, z{) — H(t,y{, 2!, pi, q;) est concave,

alors p est optimal s’il satisfait les CNOR.
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Preuve :

Méme démonstration que pour le cas Strict .
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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons aux conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité en contréle
stochastique des systemes gouvernés par des équations différentielles stochastiques rétrogrades. Les conditions
nécessaires et suffisantes d’optimalité seront établis pour deux modeles. Le premier concerne les contréles stricts
(Classiques), qui sont des processus a valeurs dans un sous ensemble de R. Le second est |la généralisation du
premier aux cas des controles relaxés, qui sont des processus a valeurs mesures. Les résultats du cas strict, seront
établis en introduisant une nouvelle méthode qui consisté a traiter le probléme sans co(t intégral et transformer
le probléeme en un probleme restreint. Le résultat avec co(t intégral sera déduit du cas restreint par une
transformation adéquate du processus adjoint et du Hamiltonien. Le cas relaxé sera déduit par passage a la limite
en utilisant essentiellement le principe variationnel d’Ekeland.

Mots clés. Equation différentielle stochastique rétrogrades, Controle stricts, Contréle relaxé, Principe du
maximum, Principe variationnel, Processus adjoint.

Summary

In this work, we are interested in the necessary and sufficient conditions of optimality in stochastic control of
systems governed by retrograde stochastic differential equations. The necessary and sufficient conditions of
optimality will be established for two models. The first concerns the strict controls (classical), which are processes
with values in a subset of Rm. The second is the generalization of the first to the cases of relaxed controls, which
are processes with measured values. The results of the strict case will be established by introducing a new
method of dealing with the problem without integral costs and turning the problem into a restricted problem.
The result with full cost will be deducted from the restricted case by an adequate transformation of the adjoin
process and the Hamiltonian. The relaxed case will be deduced by passing to the limit using essentially the
variation principle of Ekeland.

Keywords : Differential equation retrograde stochastic, Strict control, Relaxed control, Maximum principle,
Variation principle, Associated process.

4 s N

Aalaiall 400 siall Aplialaill oY olae LgaSad dakail 40 guliall 5 ylagaall & AN (pe A8ISN 5 4 5 5 pual) o g i) e 3S 55 g sl 128 b
de gane (o ail) pe ildaadl (A (A5 (SIS A jbia o) a5V nd gl DIST AR (ge LS 5 4y 5 5 puial) Ja g ) 2aag
i) G b oLl a5 oa jlua Al il o) SN cillee i) & )5 cela il Jagl sa (oY) ANa) aneni g S5 5 (e dpe i
YA e ALK AR aa Al anad s B e S0 ) G Jy 5a g ALK AR () g0 Al ae Jalal A iy s o skl

e Ll alasiivd aa 1) ) pall U8 ela jind Alls aiad dias () silala 5 aead dolee 2ol 43818 3080 Ekeland o),

. /




