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INTRODUCTION

Dans la plupart des systémes de la mécanique des structures, il existe des situations
dans les quelles un corps déformable entre en contact avec d’autres corps. La probléma-
tique du contact est essentiellement de savoir comment les forces sont appliquées sur une
structure et comment réagissent ces structures lorsqu’elles subissent ces forces.

La condition de contact a été formulée par Signorini [2] en 1959. La formulation
variationnelle associée a ce type de condition a été étudiée mathématiquement par Fichera
[11] en 1964.

On désigne par structures minces les corps solides dont 'une des dimensions (1’épais-
seur) est petite devant les autres. Ce sont les plaques, les coques, les barres, les filaments....
L’intérét pour une modélisation fine de ces structures est d’autant plus grand que le
nombre des applications industrielles va croissant. Une modélisation fine doit prendre en
compte la faible épaisseur et en déduire des simplifications au modeéle de départ qui est
tridimensionnel. De nombreux modéles bidimensionnels ont ainsi été décrits depuis plus
d’un siécle. Ces cas ont été proposés par Kirchhoff, Love, Reissner, Von Karman et Koi-
ter. Suivant quelques hypothéses, ils ont posé des modéles. Parmi ces modeéles le modéles
de Kirchhoff-Love et Mindlin-Reissner. Dans les trente derniéres années, P.G. Ciarlet et
Destuynder [13] et ses collaborateurs se sont attachés a donner des justifications mathé-

matiques a ces modeéles et a en construire de nouveaux. 1’étude d’'un probléme de contact




unilatéral d’'une plaque mince contre un obstacle rigide avec frottement de coulomb a été
faite par Dhia [12] en utilisant une méthode de pénalisation. En 2002, J.C.Paumier |10]
réalise une modélisation asymptotique d'un probléme de contact unilatéral d’une plaque
mince encastrée, de modéle de Kirchhoff-Love, contre un obstacle rigide ot il a prouvé
que ce probléme tridimensionnel avec frottement tend vers un probléme bidimensionnel
sans frottement.

Le méme résultat est obtenu formellement par Chacha et Bensayah [14] pour une
plaque elastique non linéaire de type von Karman.

Le premier chapitre comporte les comporte les résultats essentiels et quelques pers-
pectives.

Dans le deuxiéme chapitre on va garder la méme situation que celle du premier
chapitre en remplagant le corps élastique par une coque élastique mince. Ce chapitre est
divisé en trois sections. La premiére section comporte la géométrie des coques minces. Dans
la deuxiéme section, on part du probléme classique formulé en coordonnées cartésiennes et
puisque les coordonnées curvilignes sont mieux adaptées pour les coques, on reformule le
probléme variationnel en coordonnées curvilignes et ce ci dans le cas sans frottement. Dans
la troisiéme section on fait la méme procédure pour le cas avec frottement de Coulomb.

Objectif de ce chapitre est de transformer le probléme classique en coordonnées
cartésiennes au probléme variationnelle dans coordonnées curvilignes.

Dans le troisiéme chapitre, on garde la position du probléme du chapitre précédent
tout en proposant I’étude asymptotique des modeéles bidimensionnels "membranaire" et
"couplé flexion-membrane" pour des coques dans le cadre de I’élasticité linéaire, toujours
en distinguant simultanément le cas sans frottement et le cas avec frottement de Coulomb.

Objectif de ce chapitre est de transformer le probléme de la 3D en 2D en utilisant le

analyse asymptotique formellement.




NOTATIONS ET CONVENTIONS

On utilise les conventions de notations suivantes : les indices ou exposants latins
prennent leurs valeurs dans ’ensemble {1,2,3} tandis que les indices grecs prennent, a
I'exception de e, leurs valeurs dans I'ensemble {1,2}. La convention des indices répétés

(muets) est adoptée.

» u = (u;) vecteur de composantes u;.
» u.v = u,;v; : produit scalaire euclidien.

» de composantes x; dans la base canonique {¢;} de R? .

>» 0; = 8%1_ la dérivée partielle par rapport a la variable z;.

» a5 est le vecteur unitaire normal a la surface moyenne

» 0F = a& la dérivée par rapport z7
» 0 = % la dérivée par rapport 75..

» 7i° = (%) est la normale unitaire extérieure le long de la frontiére de la coque €
» l'indice T' la composante tangentielle, et par 'indice N la composante normale

» o° = (0};) tenseur des contraintes sur 9€)° .

» u° = (u) vecteur composantes.




» A = AUk : tenseur d’ordre 4 de rigidité.

» ) un ouvert borné connexe de R3.

» La frontiére I' = 0f2 suffisamment réguliére.
» ) I'adhérence de Q dans R3.

» f¢ forces volumiques.

» he forces surfaciques.
» (¢ : w — R3 une fonction de classe C3.
» U5 représente la normale contacter déplacement, G5 représente la normale contacter

pression.

» u° = (u) vecteur de déplacement.
» 0° = (05;) sur 9 tenseur des contraintes.
> 1% = (21, T9,13) € Q — 7°(x) = 2° = (1, 9, ex3) € 1 . bijective .

» ¢ la base canonique de R3.




CHAPITRE 1

ELASTICITE TRIDIMENSIONNELLE

1.1 LES EQUATIONS D’EQUILIBRE

Soit € un ouvert borné connexe de R? de frontiére I' = 9 suffisamment réguliére
et soit Q Padhérence de Q dans R?. Dans tout la suite, 'ensemble ) représenta le vo-
lume occupé par un solide "non déformé" et sera appelé configuration de référence. Nous
noterons = un point courant de ’ensemble €, de composantes z; dans la base canonique
{e;} de R3, et 0; = 8%1- la dérivée partielle par rapport a la variable x;. La structure est
encastrée sur une partie de sa frontiere I'y C I' de 9€2- mesure non nulle et est soumise a
une distribution surfacique de force h sur I'_ de telle sorte que ' NT'_ = &, et de den-
sité de force volumique f. Les aspects mécaniques du probléme sont de deux sortes, les
équations d’équilibre sont déduites de principes mécaniques généraux ne faisant pas inter-
venir la nature du matériau, les lois de comportement dépendent du matériau considéré
et traduisent les relations "contraintes-déformations".

Nous appellerons déformation de la configuration de référence une application ¢ :

) — R3 suffisamment réguliére, injective, et préservant I'orientation, c’est a dire vérifiant




(voir Ciarlet P.G.[7]) :
det Vo(z) >0, VzeQ (1.1)

A tout déformation ¢, nous associons un déplacement, qui est le champ de vecteurs

u: Q — R3 défini par la relation :
o=1I,+u (1.2)

L’ensemble Q° = ¢ () est appelé configuration déformé, sa frontiére I'¥ = o(I"), et notons
F :Q — M le gradient de la déformation ¢, AF = V,=13+V,.
Si ¢ est une déformation dérivable au point = € €2, le tenseur des déformations de Cauchy-

Green & droite C' = V¢V, apparait en formant la quantité :
oz + 0z) — p(x)]* = 62" V! (2)Vip(2)d(2) + o|0zf*), =,z + 0z € Q, (1.3)

il joue un roéle fondamental en théorie de I'élasticité.
On dit que ¢ est une déformation rigide, si Vo (r) = Q, Va € Q, telle que Q est une
matrice orthogonale et det Q > 0, on a alors C' = I3 dans ) (voir théoréme 1.1.2, ciarlet

P.G.[5]).

Lemme 1.1.1 Soit V. C Q un ouvert, de frontiere OV suffisamment réguliére, et soit
A C OV, alors :
pour V¥ = p(V),

/W dx? = /V | det V(z)|dx, (1.4)

élément de volume,
et pour A¥ = p(A),
/ da? = / |CofVy(x)n(z)|da, (1.5)
A# A
ol :

n : le vecteur normal extérieur unitaire le long de OV .

Preuve. voir(|6], Théoréme 1.3-1). =




Théoréme 1.1.1 s0it T¥ : Q° — M? champ de tenseurs, et soit T(z) = T¥(x%)CofV(z)

la transformée de Piola, alors :
divT (z) = det Vip(z)div?T# (x¥) (1.6)

avec :
. 0
div? = g _éh:f

et donc :

/ T.nda:/didex:/ dz’v“’T‘pd:c‘p:/ T%.n%da?. (1.7)
av 1% Ve ave

Preuve. voir (|9], Théoréme 1.7-1). m

Introduisons enfin le tenseur des déformations de Green-Saint-Venant £ (voir ciarlet

P.G. et Rabier P. [9])
1 1
B(u) = 5(C = I) = 5(Vu+ Vu') + Vu. Vu', (1.8)

mesurant ’écart entre une déformation donnée et une déformation rigide. Le tenseur F
est symétrique F;; = Lj;.
Dans le tenseur des déformations apparait une partie linéaire (par rapport au déplacement

u) et une partie non linéaire. La partie linéaire :
1

est appelée tenseur linéarisé des déformations et intervient dans la théorie linéaire de
'élasticité ( dans le cadre des petites déformations).

Nous supposons que le corps occupant une configuration déformée Q° est soumis a
deux types de forces appliquées, forces appliquées de volume, correspondant & un champ
de vecteurs f¥ : Q¥ — R3 et forces appliquée de surfaces définies sur une portion

['? = ¢(T'_) de la frontieére I'*, correspondant & un champ de vecteurs h? : T? — R3.

Remarque 1.1.1 Pour des questions de compatibilité avec le point de vue mécanique,
il est nécessaire que p soit un difféomorphisme global de ) sur () et que ¢ préserve

lorientation, une condition a imposer est donc que :

det Vo(z) >0  Pour tout x € €. (1.10)




Réciproquement, la condition det V(x) > 0 entraine que localement, ¢ est un dif-
féomorphisme qui préserve l'orientation, mais cette seule hypothése est insuffisante pour

obtenir un résultat d’inversibilité global ( voir [J] théoréme 1.2-2).

D’aprés le théoréme de Cauchy qui est lui-méme une conséquence de I'axiome connu
sous le nom de principe des contraintes d’Euler-Cauchy, 1'état d’équilibre statique de la

configuration déformée est traduite par, il existe :

t9: 0" x Sy — R, (1.11)
tel que :
Pour tout A¥ C Q%
/ frdx? +/ t?(x%,n?(x¥))da? = 0, (1.12)
A# DA%
/ ¥ N fedx? +/ ¥ NtP (¥, n?(x¥))da® = 0, (1.13)
Ae dA%®
t?(x%,n?(x%))da? = h¥?(z?), (1.14)

pour 9% presque partout z¥ € A NI, ou :
n¥(x¥) est le vecteur normal extérieur unitaire le long de JA% en x¥ (n¥(z¥) existe da¥

presque partout x¥ € JA¥)

Sy = {v € R®, |u| = 1}.

Théoréme 1.1.2 Sit9(.,n?) : Q7 — R3 est de classe C pour tout n¥ € Sy, t9(x%,.)
Sy — R? est continue pour tout ¥ € Q7 et f? € QF — R? est continue.
Alors :

t2: Q7 x Sy — R3 est linéaire pour la deuzieme variable.

Preuve. (voir |9] ., théoréme 2.3-1). =

Autrement dit, il existe 7% : Q7 — M3 de classe C! tel que

t?(z%,n?) = T?(x¥)n?, (1.15)

9



pour tout z# € QF et pour tout n? € S,,
T% est appelé tenseur des contraintes de Cauchy.

Les équations d’équilibre dans la configuration déformée Q doivent étre satisfaites :

Théoréme 1.1.3

—divT?(z%) = f?(x¥) pour tout x¥ € Q¥ (1.16)
T#(29)n?(x?) = h¥(x¥) pour tout ¥ € I'?, (1.17)
T?(x?) € S*  pour tout ¥ € QF (1.18)
Preuve. (voir |9] ., théoréme 2.4-1). =

Pour passer a la variable z € Q(z2¥ = (7)) tout en préservant autant que possible
la forme "de divergence" des équations, on introduit la transformée de Piola du champ
de tenseurs T% : c’est le champ de tenseurs T' = (t;;) : Q — M?.

On a:

dz? = |detVp(z)|dx, (1.19)
n¥da? = CofV(x)n(z)da, (1.20)

et on définie f: Q — R3et h: ' — R3, par:

ff(z?)dz? = f(x)dx, (1.21)
h?(z?)da® = h(z)da. (1.22)

On fera désormais ’hypothése que les forces appliquées sont "mortes", dans le sens
que les champs f#, h¥, f, h sont indépendants de la déformation ¢.

En supposant que ¢ suffisamment réguliére et utilisant le changement de variables
dans (1.12), on déduit que :
pour tout A C €,

/ f(x)dx + / T¢(p(z))CofVp(x)n(x)da =0 (1.23)
A 0A

10



On définie T' par
T(x) = T?(p(z))CofVe(x) pour tout = € €, (1.24)

est appelé en élasticité le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Donc :

/f(x)dx—i—/ T(x)n(x)da = 0. (1.25)
A 2A

Alors, T vérifie les équations d’équilibre dans la configuration de référence € :

—divT(z) = f(xz) pour tout x € , (1.26)
T(x)n(x) = h(z) pour tout x € T_. (1.27)
Vi(r) 'T(z) € S* pour tout z € (1.28)
ou :
- CcoetT? =p(T_). (1.29)

Un inconvénient du premier tenseur de Piola-Kirchhoff est son absence de symétrie,

alors que le tenseur de Cauchy est symétrique. On peut "récupérer " cette symétrie en

introduisant le champ de tenseur X = (o) : © — S* définis par :
Y(z) = Vo(x) 'T(x) pour tout x € Q. (1.30)

Le tenseur X, appelé en élasticité le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff,
est évidemment symétrique ; on déduit en effet immédiatement de (1.26)-(1.28) les équa-
tions suivantes, qui représentent l'autre forme des équations d’équilibre dans la configu-

ration de référence €2 :

—div(Ve(z)X(x)) = f(z) pour tout z € (2, (1.31)
(Vo(z)X(x))n(x) = h(x) pour tout x € T'_. (1.32)
¥ €S* pour tout x € Q (1.33)
Ce qui équivaut :
_8j(aij) = fl dans Q, (134)
(Uij)nj = hl sur I'_. (135)

11



en utilisant les relations :

1.2 LES LOIS DE COMPORTEMENT

Les lois de comportement expriment les relations qui existent entre le second tenseur
de Piola-Kirchhoff o et le tenseur des déformations de Green Saint-Venant e, ces relations
dépendent de la nature du matériau.

On suppose dans toute la suite que I’ensemble Q dans la configuration de référence est

occupé par un matériau élastique.

Définition 1.2.1  On dit qu’un matériau occupant 'ensemble Q dans la configuration

wmitiale est élastique s’il existe une fonction T:Qx M3 — M3, tel que :

~

T(x) =T(z,V(z)) pour tout x € (1.37)

T : est dite loi de comportement du premier tenseur de Piola-Kirchhoff.

Ce qui équivaut, il existe une fonction S0 x M3 — §3, tel que :
S(z) = S(x, V() pour tout z € Q (1.38)
S+ est dite loi de comportement du second tenseur de Piola -Kirchhoff.

Théoréme 1.2.1 Un matériau élastique satisfait le principe de 'indifférence matérielle

st et seulement si :

T(z,QF) = QT (x, F) (1.39)

pour tout x € Q,Q € Q3% et e M2
Ce qui équivaut :

S(z,QF) = S(x, F), (1.40)

pour touthﬁ,QE@i et F e M3

Preuve. (voir |9] ,Théoréme 3.3.1) =

De (1.38), on déduit que :

12



5. dépend de F uniquement par la matrice U = (FTF)2 € S2.
D’ot en déduire que :

S(z, F) = S(z,U), (1.41)

pour tout z € Q et F = RU € M3.
Cela implique que, le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff ¥ dépond de
¢ uniquement par le tenseur métrique C' = Vo V.

Donc :

S(z) = S(z,C(z))  pour tout z € 0 (1.42)
011:i:ﬁxSi—>S3estdéﬁnitpar:
S(z,C) = S(z, C2), (1.43)
pour tout x € Q et C € S2.

Définition 1.2.2 Un matériau est isotrope en x € () si les propriétés du matériau "sont

les mémes dans toutes les directions”; il s’agit donc d’une caractéristique d’un matériau

donné, mais visiblement "raisonnable”" pour certains matériaux, c’est une propriété de
J 7

symétrie matérielle.

Remarque 1.2.1 Un matériau occupant la configuration de référence Q est isotrope s’il

est isotrope en tout les points de €.

Théoréme 1.2.2 Un matériau élastique occupant la configuration de référence Q) est iso-

trope si et seulement si :

T(x, FQ) = T(z, F)Q, (1.44)

pour tout x € Q,Q € 0% et F € M. Ce qui équivaut :
S(2, FQ) = Q"S(z, F)Q, (1.45)
pour tout x € Q,Q € 0% et F e M.

Preuve. voir [9], théoréme 3.4-1]). =

13



Définition 1.2.3 Un matériau élastique occupant la configuration de référence Q est hé-
mogénie si sa loi de comportement est indépendante du point x € Q considére.

Ce équivaut :

ils existent ; T: Mi — Sy MB et S Mi — Sy MB et S Mi — S3, tel que :

T(x,F) =T(F), (1.46)

te
S(z, F) = S(F), (1.47)

pour tout x € Q et F € M3,

La configuration de référence Q0 est un état naturel (les contraintes sont libres), si
T(x,1) =0 pour tout x € (1.48)

Ce qui équivaut :

f](:r, I)=0 pour tout x € Q (1.49)

Théoréme 1.2.3 Si un matériau est isotrope et satisfait le principe de 'indifférence ma-

térielle, alors il existe des fonctions yf QxR — R, telle que :
Z(x) = y0(2)] + 1 (2)C(x) + Y2 (x)C?*(z)  pour tout x € Q (1.50)

Ou :
vi(z) = vf(x, trC tr(CofC),det C)

Preuve. voir |9], théoréme 3.4-1]). =

1.3 LA SURFACE MOYENNE

Soit £3 'espace euclidien habituel rapporté 4 un repére orthonormé fixe (0, ey, €2, €3),

et soit w un sous-ensemble ouvert borné du plan £ dont la frontiére est notée . Alors, la

14



surface moyenne S de la coque est 'image dans £2 de I'ensemble @ (w est appelé domaine

de référence)par I'application 6 :
0:(¢CP)ewc& —0(¢ ) esce.

0 est une application injective, qui est au moins de classe C! sur @ et admet des dérivées
secondes au sens faible.

Nous notons S = (), de telle sorte que S = S U 35S, et nous supposons que 6 et
~ sont suffisamment réguliéres. En particulier, nous supposons que tous les points de la

surface moyenne S = 0(@) sont réguliers de telle sorte que les vecteurs,

00

— =12
8Ca7 a Y

Ao =

sont linéairement indépendants pour tous les points ¢ = (¢}, ¢?) € w. Ces deux
vecteurs définissent le plan tangent & la surface S en tout point 6(¢). Le vecteur normal

au plan tangent est donné par :

Q) x ax(0)
50 = O < @]

On désigne par |.| la norme euclidienne dans 'espace €3 équipé du produit scalaire habituel
(a,b) — a.b Alors , le point 6({) et les trois vecteurs a; définissent un repeére local pour
la surface moyenne, i.e., la base covariante attachée au point 6(¢). Nous désignons par
@43, bap les premiére et seconde formes fondamentales de la surface moyenne S'; autrement
dit,

a/Oéﬂ = aﬂOé = a/aaﬁ = 9)04‘016 ’

et
bop = a3.00a3 = —0n03.08 = bpo = —Qa.A3 3 = A3.00,8 = 03.043,4.
Dans toute la suite, nous utilisons des lettres grecques, a, 3, ..., pour des indices
prenant leurs valeurs dans I’ensemble {1,2}, des lettres latines, 7, j, ..., pour les indices

prenant leurs valeurs dans I'ensemble {1, 2, 3} nous adoptons la convention de sommation

sur les indices répétés haut et bas. Aux vecteurs a,, nous associons deux autres vecteurs
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a? du plan tangent définis par

1sia=
ag.0” = 0% = { la=p , en particulier , a®(z) = as(z).

Osia#p

Ces vecteurs sont reliés aux vecteurs a,, par les relations,
o = aaﬁaﬂ, a® = a"‘ﬂaﬂ et a®® = a%d® = aP*,

ol la matrice (a®?) est I'inverse de la matrice (aq5). Cette matrice est bien définie car
tous les points de la surface moyenne S sont supposés réguliers.

L’ensemble (a', a?, @) définit la base contravariant attachée au point 6(().
Pour un tenseur donnée, les tenseurs métriques (aq.g) et (aaﬁ ) nous permettent d’associer
les composantes covariantes, contravariantes et mixtes d’un tenseur donnée.

Par exemple, aux composantes covariantes b,z de la seconde forme fondamentale, nous

pouvons associer les composantes mixtes et la contravariantes correspondantes.

b2(C) = a”(O)baalC)-

et la troisiéme forme fondamentale par ses composantes covariantes

cas(C) = ba(C)bas(C),

Etant donnée que les bases (a1, ag,as) et (a',a?,a®) ne sont en général ni normées,
ni orthogonales; il est commode d’introduire les symboles de Christoffel Fgﬂ pour calculer
les dérivées de ces vecteurs de base. Cette remarque a un sens pour introduire la base
contravariant (duale de la covariante), les symboles de Christoffel Fgﬂ représentent les

composantes de dga® dans le plan tangent.
Fgﬁ = Fga = a’\.agaa = —8ﬁaA.aa.

Il est également commode de préciser les expressions de quelques produits vectoriels des

fonctions de base :

ol a = ajas — (a12)> # 0 (points rgulies) .

U X ap = qpa® ; a“a® = e*Pay
az X ag =egra® ; az x a’ = ePay

L’élément d’aire dS est donnée par :

dS = |ay x as|dCtd¢? = v/adc.
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CHAPITRE 2

PRESENTATION GENERALE DU PROBLEME
DE SIGNORINI POUR LES COQUES MINCES

INTRODUCTION

Ce chapitre est divisé en trois sections. La premiére section comporte la géométrie
des coques minces. Dans la deuxiéme section, on part du probléme classique formulé en
coordonnées cartésiennes et puisque les coordonnées curvilignes sont mieux adaptées pour
les coques, on reformule le probléme variationnel en coordonnées curvilignes et ce ci dans
le cas sans frottement. Dans la troisiéme section on fait la méme procédure pour le cas

avec frottement de Coulomb.
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2.1 DESCRIPTION DE LA GEOMETRIE D’UNE COQUE MINCE

e e AN

FIGURE 2.1 — Description de 5

Soit ¢ = wx| — ¢, +¢[, € > 0, un domaine ouvert borné de R?; tel que w est un sous
ensemble ouvert de R?, avec une frontiére assez réguliére . On note la frontiére latérale de
QF par I'§ = vy x [—¢, €], la face supérieure et la face inférieure sont notées, respectivement
par IS et I'®. Soit 6° : w — R? une fonction de classe C®. La configuration de référence
de la coque est {SA)E}_, ol (F = O(QF),7° = O(2), O(2°) = O(x1, 2) + a5a3(x1,22)
pour tout 2° = (21,9, 25) € O et aj est le vecteur unitaire normal a la surface moyenne
& = O(w) de la coque voir figure 2.2' Pour ¢ assez petit, Papplication © : 0 — (ﬁa)
est un C'-difféomorphisme (voir [0]) et on suppose aussi que © préserve l'orientation, i.e
det VeO(z°) > 0, Vat e .

On suppose que OF est occupé par corps linéairement élastique, homogéne et iso-
trope (voir chapitre 1, définition 1.2.1, 1.2.2 et 1.2.3). Dans sa configuration naturelle :
une coque d’épaisseur 2¢ dont les constantes de Lamé sont notées par A > 0, u > 0 et sont
supposées indépendantes de . On suppose que la coque en question est soumise a des
forces volumiques de densité f° € (L2(§AZ€))3, sa face inférieure [* = ©¢(I' ) soumise a des

forces surfaciques de densité h° € (L*(T<))? sa face latérale est encastrée uniquement sur

1. Cette figure et toutes les figures suivantes sont prises de[/]
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©%(7o % [—¢,€]) qui est une partie non vide de T'§ = ©°(I') représentant sa face latérale
totale. On suppose aussi que cette coque entre en contact unilatéral sur sa face supé-
rieure fir = ©°(I') contre une fondation rigide ©° = {2° € R3/(x5,25) € w, 2§ > c/l\s},
ol 6/1\5(2 0) est la fonction d’interstice définie sur fi et qui désigne la distance entre la
face supérieure et la fondation rigide mesurée dans la direction normale, A son coefficient
de frottement. On suppose aussi que le systéme est en état statique. Notons que les in-
dices Grecs appartiennent a I’ensemble {1, 2}, les indices Latin appartiennent a I’ensemble

{1,2,3} et la convention de sommation de Einstein par rapport aux indices et exposants

76528 85_

7 0xf

n® = (n3) est la

répétés est systématiquement utilisées, 0; = B

T; 855 )

normale unitaire extérieure le long de la frontiére de la coque Q¢. On note par 'indice T la
composante tangentielle, et par 'indice N la composante normale, v° = (12) et 7° = (77)
sont respectivement la normale unitaire extérieure et le vecteur tangent unitaire tels que
T1 = —l»p et 75 = v le long de la frontiére de I'ensemble w. Les opérateurs différentiels de
la dérivée normale extérieure et de la dérivée tangentielle v,0, et 7,0, le long de v sont
notées par d, et 0,. Dans toute la suite, on utilise la convention de notation suivante : les
notations comportant un chapeau sont exprimées dans un systéme de coordonnées carté-
siennes, celles sans chapeau étant exprimées dans un systéme de coordonnées curvilignes,
Soit @5 (respectivement G5) représente la normale contacter déplacement (respective-
ment, pression) sur fi La fonction u3, (respectivement, @?V) est le composant le long de

ne (respectivement, n°®n°) de la trace sur fi du Champ de déplacement (respectivement,

du champ de contrainte).

2.2 LE CAS SANS FROTTEMENT

Nous utilisons une décomposition classique dans la normale et les composantes tan-
gentielles du vecteur de déplacement u® = (u5) et de la tenseur des contraintes o° = (o)

sur 0€2 comme suit :

~E SEE E €

A& _ EE =€ /\E’\E A~ EE E €
N = on-n=o,n5n;, Gy =0 — G
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Qf= u:x]-E,,E[CR3

FIGURE 2.2 — Transformation du domaine voir|!]

2.2.1 Probléme classique (P.0)

Le probléme classique a trois dimensions linéairement élastique pour la coque élas-
tique 2° le contact unilatéral sans frottement avec la fondation rigide sur la frontiére I'.
est formulé suivant :

( ~,
Trouver u® tel que :

—0555,(wF) = f; dans QF
pPc.C Efj(ﬁa)ﬁ§:/§ sur ['_ (2.1)
u =0 sur I

Uy < &, G5 < 0,G5 (T — &) = 0,G5 =0 sur T%

ou
75 (i°) = AU (@), (2.2)
AUkl — \e g (5767 4 667 - X, Coefficients élastiques (2.3)
e;(uT) = 5(515@; + @Eﬂf) Composantes du tenseur de déformation linéarisé. (2.4)

Remarque 2.2.1 @ﬁv présente la densité de force de pression et @% les densités des

forces de frottement.
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2.2.2 Probléme variationnel (P°.V)

Théoréme 2.2.1 Le probleme (P¢.C) est formellement équivalent au probleme (P2.V)

Trouver (W5, G5) € K(QF) x H_%(fi) tel que :

PEV Q@ 7°) = L(0°) + (G5, 0%) Vo° € V() (2.5)
(G5, Oy — Ty) >0, Vi© € K((¥)

F@ ) = [ A @) e

)
F®) = [ o, diF+ / hew; dle
Qs re
(.,.) Présente le produit de la dualité sur I'S

VIO) = {77 = () € BY), 7 =0 sur Tg), HY(@) = (1'(@))"

K(@) = {77 € VI@)/oy <& sur TS} (H7HTY)" = H (T
Preuve. (voir [8] Théoréme (1.1) du chapitre 1) m

2.2.3 Probléme variationnel (165 V') en coordonnées curvilignes

On note par € la base canonique de R3 et (¢™(z%)) sa base contravariante au
point 2¢, définie par ¢¢(z°) - g"(z°) = &7, dont la base covariante est (g5(z°)) donnée par
gi(xf) = 050 (2°) Va® € Q. On note respectivement les symboles de Christoffel et les
composantes covariantes et contravariantes du tenseur métrique par :

Fff = 05 - g~F, 95, = 95 - 95 g¢ = gb¢ . ¢9¢, I'élément de volume de @E(QE) est \/geda®,
ot g° = det(g;;). On note aussi les composantes contravariantes des forces volumiques
et surfaciques respectivement par f£(Z5)e' = fi<(a%)gi(z%) Va© € QF, hE(F)E =
hb¢(2%) g5 (2°) Va© € (I'%). Les composantes de chaque champs de vecteurs 0° = (07) €
V() sont données par s (7))t = vi () ghc(2%), VI° = O°(2) € {2}~ et on utilise les

relations vf (2°) = U5(2°)[g; (2°)) ou [g7 (%)) est la jom

composante du vecteur g5 (z°).
Pour plus de détails (voir [6] et [1]) (voir figure 2.3).
On définie ¢5 dans 'espace H_%(Fi) par (@5, vi\/g°dzt) = (¢%,05) pour tout 7° €

(H2(T5))".
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FIGURE 2.3 — Coordonnées curvilignes voir|!]

Soient (uf) les composantes covariantes du champs de vecteurs @5 (7°)e’ et G*¢ sont
les composantes contravariantes du champs de vecteurs G5(z°)é’, donc on transforme le

probléme précédent écrit en cordonnées cartésiennes ° = (%) en un probléme écrit en

cordonnées curvilignes z° = (af

) mieux adaptées a l’étude des coques, est décrite au

proposition suivant.

Proposition 2.2.1 Soit (uf) étre les composantes covariantes du champ vectoriel U (z°)e’
et G*¢ les composantes contravariantes du champ vectoriel @f(?)a alors le probleme

variationnelle (P - V') en coordonnées curvilignes est formulé sous forme suivant :

Trowver (uf,G>¢) € K(Q°) x H_%(Fj) tel que :
(P°- V)< af(uf,v°) = LF(v¥) + (G*%,v5/¢F) Vov© € V() (2.6)
(G*, (V5 —u§)v/gF) 20 Vo5 € K()

ol

CLE(UE,UE) — / Aijkl,sei”l(vs)ﬁdxs
QEI
Aijkl,e — )\gij,egk:l,a + #(gik’,agjl,a + gil,agjk,a)

1 k
¢ 8 = (5. + 15, e .= 0% —I'"%¢
ei;(v%) 2(% vineds Vil = 9508 — Tij vk

I Y N e N S
Qe e
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et

V(QF) = {v°=(v5) € HY(Q),v* =0 sur T3}
K() = {v° € V(Q) /5 <d° surl},d° = d

Preuve. ( [!], théoréme 1.2-1) =

2.3 LE CAS AVEC FROTTEMENT

On va étudier dans cette partie, le méme probléme précédent en supposant que le

contact unilatéral est avec frottement de Coulomb.

2.3.1 Probléme classique (ﬁg.C)

Trouver u® tel que :

— 55, (us) = fE dans QF

194
o (U )ns = hf sur T'_

u® =0 sur fa (2.7)
sy < JE,CA}E <0,G5 o (T —dg) =0, sur fi

el < v|6S| =W =0 sur ¢
T N T +

55| = v|55,| = 36 > 0,7 = —65° sur [¢
LIV N T T +
tels que :
o) = A, @), Gf =a;m; (2:8)
A\ijkl,e — )\Eéijékl + /L(élkéﬂ 4 §zl6jk) (29)
=~ 1 Dee Dene
e;(u) = 5(@ us + 051;). (2.10)
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2.3.2 Probléme variationnel (P°.V)

Théoréme 2.3.1 Le probleme précédent (ﬁE.C) est formellement équivalent au probléme

(P=.V)

Trowver (7, GF) € K(C¥) x H’%(fi) tel que :
@ (UF,7°) = LE(°) + (G5, 7¢) Vor € V(QF)
(G5, Dy — ) >0, Vi© € K({¥)
(G5, Br — T5) + (W|G5 |, [95] — [A5]) > 0, Vo e V()

Pe.C (2.11)

F@ ) = [ A @) e

)
F®) = [ Ffo, diF+ / hew; dle
Qs re
(.,.) Présente le produit de la dualité sur I'S,

~

V) = {I°=(@) € H(Q),7° =0 sur I}, H'(O) = (H'(2))*
K(¥) = {o°e V() /5 <& sur T3}

Preuve. (voir [¢] théoréme (1.7) chapitre 1). m

Remarque 2.3.1 Pour u® assez régulier, alors les probléeme Pe-C et P5-V sont équiva-

lents.

2.3.3 Probléme variationnel (ﬁf V') en coordonnées curvilignes

On transforme le probléme précédent écrit en cordonnées cartésiennes z° = (%)

€

en un probléme écrit en cordonnées curvilignes z° = (5

¢) mieux adaptées a I’étude des

coques.

Théoréme 2.3.2

Trouver (u®,G%) € K(QF) x H_%(Fi) tel que :

af(uf,v®) = Lf(v°) + (G",05/g7) Vuf € V()

(G, (v — 5)V/) 2 0 Vo € K()

(GT, (V7 — uz)Vg7) + (MG, (7] = [uz])v/g7) = 0 Voo € V()

(P%-V) (2.12)
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ol
a®(u®,v%)
Aijkl,s
ef\\j(vs)
L (v7)
V(F)
, K(5)

/QAijkl’aei||z(U€)€i||z(U
£

/\gij,sgkl,e 4 'u(gik,sgjl,s

Jlla

2

| reviar |
Qe Ire

1 £ £ IS5 E
5 Wiy + V5e)s viy; = 65

IWogrda®

+ gil,sgjk,e)

€ ke e
Vi — Fij Uk

hie s /g dT

{vf = (v7) € H(Q),v° =0 sur T3}

{v° € V(Q%) /v < d°

Preuve. (voir [8] théoréme (2.2) chapitre 2). =

sur '}, d° = &
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CHAPITRE 3

[L’ANALYSE ASYMPTOTIQUE D’UN
PROBLEME DE CONTACT UNILATERAL
D’UNE COQUE MINCE CONTRE UN
OBSTACLE RIGIDE DANS L’ELASTICITE
LINEAIRE

INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré a I’obtention par I’analyse asymptotique formelle des modéles
bidimensionnels "membranaire" et "couplé flexion-membrane" pour des coques élastiques
minces.

L’idée de base d'une premiére famille de théories de coques est de prendre en compte
la géométrie particuliere d’un tel milieu et, par intégration sur 1’épaisseur, d’obtenir un
modéle bidimensionnel formulé sur la surface moyenne de la coque et représentant une
bonne approximation du modéle tridimensionnel.

On considére une coque élastique mince dont I’épaisseur 2¢ est petite par rapport a
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ses autres longueurs encastrée sur une partie de sa frontiére, sous l'action des forces de
volume et des forces de surface, il subit un champ de déplacement. Ce champ de dépla-
cement et le tenseur des contraintes sont solutions d’un probléme variationnel P¢(€2°) en
coordonnées curvilignes qui suivent de fagon plus naturelle la géométrie de la coque. On
écrit le probléme variationnel sur un domaine indépendant de 1’épaisseur. Le développe-
ment asymptotique permet d’obtenir formellement des modéles limites bidimensionnels
posés sur la surface moyenne de la coque.

On considére une coque f = ©¢(€%) de frontiere I* (Q° = wx] — ¢, +¢[ de frontiére
I'?),tel que w est un ouvert borné connexe de R?, de frontiére v lipschitzienne, d’épaisseur
2¢ (g est petit), de surface moyenne S = O(w), telle que © € C3(w, R3), constituée d'un
matériau élastique homogéne et isotrope, son tenseur de rigidité A° = (AY*=) vérifie :

Aijkl,s(Xs) c Loo(Qe)
Aidkle — Ajikle — pklije — pkljic (3.1)
3C > 0, Aker iy > O1iimi, N7 = T

La coque est soumise a des forces volumiques dans QF et a des forces surfaciques sur
re ,(fi = O°(I'L = w x{xe})), les densités de ces forces sont respectivement données par
leurs composantes contravariantes : f& = (f*°) € (L*(Q))? et h* = (h*°) € (L*(T2))3.
De plus, la coque est encastrée sur la partie ©°(I%), (I'f = vo X [—¢,+¢€],7% C 7) de la
frontiére latérale, alors u® = 0 sur I, est entre en contact unilatéral avec un obstacle
rigide occupant le domaine D¢ = {x° € R3/(z5,25) € w, 2§ > d°}, d° > 0 dans HZ(w), d
est une fonction d’interstice définie sur w.

La condition de contact est définie par I'inégalité : v3 < d d’ou la notation :

K(QF) ={v € V(§¢)/ 13 < d} est l'espace des déplacements admissibles avec condition
de contact.

Dans I'étude asymptotique, on va procéder en déplacement u® qui vérifie le probléme
P=(€2) en coordonnées curvilignes .

On va étudier chaque fois le cas de contact sans frottement puis le cas de contact

avec frottement de Coulomb.

3.1 LE CAS SANS FROTTEMENT
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3.1.1 Position du probléme variationnel sur un domaine indépen-
dant de I’épaisseur

On considére le domaine fixe = wx]—1, +1[ indépendant du paramétre d’épaisseur
E.
A tout point 2 = (z1, x9,ex3) de QF = wx] — 1, +1[, on associe le point z = (1, xs, x3)
de Q par 2%, = z, et 2§ = cx3.
On définit les ensembles suivants :
Q=wx]—1,+1[ anisi que ' =y x [-1,4+1], Ty = x [-1,+1] et 'y = w x {£1}.
On note x = (x;) un point de Q et on pose J; = 8%1-'

On construit application 7 bijective de Q dans 0 dela facon suivante :

¢ x = (21,29, x3) €  — 7 () = 2°

= (21, z0,ex3) € V. (3.2)
d’ou :
1
05 =0, et 05 = 283

. A toute fonction k° définie sur 2°, on associe la fonction "mise a 1’échelle" définie sur 2
par :

kS (2°) = k(e)(z), €, ze€

On définit ainsi les fonctions :

ui (%) = wi(e)(x), vi(a%) =vi(x), f(2%) = f'(e)(z), pour tout 2° = 7*(z) € O
hbe(2°) = hi(e)(x), A9 (2°) = A (e)(x) pour 2° € T° et x € T
G*¢(2°) = e’G®(e)(x) pour a° € I et z € I'y,p € {1,3}

€5 (V) (@%) = eqyi(e,v(e))(w) = eq5(e5v) (@), Ffj(e)(x) = Fff(ma), Vot € Qf et v € Q.
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Alors, le probléme variationnel (2.6) se reformule sur le domaine fixe comme suit :

Trouver (u(e),G3(e)) € K(Q) x H™2(T';) tel que :
P(e,9) { fo AD(e)eupu(e, u(e))eiy (e, 0)y/E = Liv) + e HG(e), vsr/3E) Vo € V()

(G°(e), (v3 —us(e))\/g(e)) =0 Vo3 € K(Q)
(3.3)

L(v) = /Q Fie) (@)viA/g(e)dx + é /F ) hi(e)(x)vi\/g(e)dT.
tels que :
eili(e,v) = %(Uillj(ﬁ) + vj1i(€))
vig(e) = Ojv; — Tl (e) vy
V(Q) = {v=(y;) e H(Q) ,0=0 sur Ty}

KQ)={veV()/ vs<d}, d=d.

3.1.2 Identification d’un probléme variationnel bidimensionnel

Etude asymptotique

L’objectif de 'analyse asymptotique est de connaitre le comportement de la solution
u(e) du probléme P(g, Q) lorsque ¢ tend vers zéro. Nous commengons maintenant ’analyse
asymptotique du probléme variationnel P(g, ().

On suppose que la solution de ce probléme admet un développement asymptotique

formel.
u(e) = u’ +elu' +e%u® +... avec v’ € K(Q),u! € H(Q),q=0,1,2,... et u” #0 (3.4)

G} )= +e 2G24I+ GV 4 eGP 4+ 2GR 4L (3.5)
avec
G¥ e H2:(T)), k=-2,—-1,0,1,2...,

2
il

L

. _ 0 1 2
€i||j(€7 u(&)) - geiHj + il + €€ +eeys +...,
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1 _
e;i(e;v) = geiH;(v) + ef); (v) + eej; (v) + %€ (v) + .

Le comportement asymptotique des fonctions g(g) et A¥*(g) implique que

g(e) = a+0(e)

Vy(e) = Va+e(Va) +e*(Va)* + O(e?)

AP /gE) = AM(0)y/a + eBIR 4 2BIH2 1 O(2),

o AYPT(0) = Ma*Pa’T + u(a®a’™ + a®"a’?)
AYP33(0) = Ma™®, A*393(0) = pa®?, A33(0) = A+ 2
A%B93(0) = A9 (0) = 0
et
o
€allz = Eagug
e§”13 = Jsu}

1
Capg = 3(Opua + Oatuy) — L7 gug — baguy
ens = 3(Fzup + Ooul) + bud

0 _ Aol
e33 = Osu3

ehip = 3(Opul, + Oaup) — T zul — bagug + x3{bf ug + b3bysu}
63;”3 = 1(05u2 + Oaud) + boul + x3bLb7ul

e;lllﬁ(v) =0

6;”13 (U) %831104

e??”lg(v) = 0303
e(o]znﬁ(v) = %(aﬁva + aavﬁ) - FZBUO— — baﬁvg
ens(v) = 30003 + bJu,
eq3(v) =0

ey p(V) = 230,00 + 230700 p05
e}x||3(v) = 23bgb70s
e313(v) =0

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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Théoréme 3.1.1 Soit w un ouvert de R? sa frontiére v, soit Q = wx| — 1,1[, et soit
w € LP(Q),p > 1, vérifiant : [, wdsvdx = 0 pour tout v € C*(Q) tel que v = 0 sur
v x [—1,1]. Alors w =0

Preuve. Soit ¢ € D(f) et on prend v :  — R définie par :
v(21, o, T3) = fff @(x1, 2, T)dT pour tout (r1,xs, x3) € Q.

alors v € C*(Q2) et v =0 sur v x [—1,1];

donc fQ wpdr =0 = fQ wdsvdxr = 0 ce que entraine w =0 p.p sur ) =

3.1.3 Modéle de coque membranaire

On se propose quelques modéles bidimensionnels de coques membranaires obtenus par
I’analyse asymptotique formelle & partir du modéle tridimensionnel de coques élastiques
minces constituées d’un matériau isotrope et homogene.

On suppose qu’il existe deux fonctions f4° € L?(Q), hl € L*(T'_) tel que
fie)(x) = f(x), Yo € Q (3.16)

h(e)(z) = eh(z),Vz € T'_ (3.17)
G*(2°) = eG3(e)(z), Vo €T,
dle)=d

On substitue (3.4),(3.5),(3.6),(3.16) et (3.17) dans I’équation variationnel de (3.3), et on

2

identifie les termes du méme ordre de ¢ , on obtient & l'ordre £ =2, ¢! et £° respectivement

les équations :

P2 { /QAijkl(O)eMﬁlei'}. (v)Vadr = (G2 v3y/a) Yv € V(Q) (3.18)

P_l { /QAUM«)) <€2Hle;||§<v) + 6]:”116?”](1})>\/ad5(} = <G3’_2,03(\/a)1> + <G3’_1,U3\/a> Vo c V(Q)
(3.19)
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/ ..
/ A7H(0) <62||z€?||g( v) + expuey(v) + 61?||11€§||j(1’>)\/5dx+
ijkl, ijkl,
PO /QB] 1<6k”lez|\3( V) + euci (v )>dx+/B] RCTHY (3.20)
— / PO/ adx + / h" viy/adl
Q I
L+ (G*0, v3v/a) + (G us(Va)') + (G2 us(Va)?) Yo e V()

De méme, on remplace (3.4), (3.5) et (3.7) dans l'inéquation variationnelle de (3.3) on

obtient :
(6, (0 — VA + 2 ((GY (s — w)Va) + (G52, (o — ) (V) — udv/)
(6™, (v — u)V/a) + (G*, (v — u) (Va)! — uh/a@) + (G2, (vy — u)(V/a)?

—uy(va)' —uiva)) +el.. ]+ =0, Vs e K(Q)

(3.21)
e Etape a : Le probléme de Signorini d’ordre ¢ 2
les termes d’ordre €72 dans (3.21) satisfaits
(G372 (v3 —ud)va) =0 Vug € K(Q) (3.22)

En multiplie (3.21) par €2 est apre entend € ver 0 on obtient le probléme de Signorini

d’ordre 72
(P72 Jo AUH(0 )ek”zeznj( v)vade = (G*72,v31/a) Vv € V(Q) (3.23)
¢ (G372 (v3 —ud)V/a) =0 Yoz € K(Q)
On choisir v € V() est indépendant de x3, sa en gendre ei_H;' (v) = 0, on obtient :
(G372 vgy/a) =0 Yo e V(w)={ne H (w); n=0sur dw} (3.24)
(G272 (vs —ug)y/a) 20 Vv € K(w)={n€V(w); n<d} '
alors
G¥ 2 =0 (3.25)

En utilisant les expressions des fonctions A% (0), on conséquence :

/Q A (O)ertent(v)yadz =0 Vo € V(Q),
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D’aprés le théoréme (3.1.1) on obtient : 3u® = 0 dans © alors le terme principale
u® € V(Q) est indépendant de x3 et peut étre identifié avec un champ de vecteurs £° €
H'(w) satisfaisant £° = 0 sur .

2 on obtient les relations :

D’aprés l'identification des coefficients de e~

e Etape b : Le probléme de Signorini d’ordre ¢!

Si l'on injecte les résultats (3.25), (3.26) dans (3.19), on obtient I’équation simplifiée

/ AH(O)eptert (v)v/adz = (G*, vy /@) Vo € V(9) (3.27)

De méme, nous remplagons (3.25) dans (3.21) et nous multiplions le résultat par e, lors

nous tendons € a zéro, on obtient :
(G (v —ud)va) >0 Vg € K(Q) (3.28)
probléme de Signorini & I'ordre €' est formulé comme suit :

/QA"jkl(O)ek”leZ”]( Wadr = (G v3v/a) Yv e V(Q)
(GP71 (v3 —ud)Va) =0 Vg € K(Q)

()

c

(3.29)

nous choisissons la fonction test v € V() indépendant de x5 dans (3.29), on trouve :

{(G?’"l,vgﬁ) =0 Ve V(w)={ne H(w); n=0surdw} (3.30)

(G*7 (s —uf)va) 20 Vs € K(w) ={ne€V(w); n<d}
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Donc, de (3.9), (3.29) et (3.31) nous avons

/QAijkz( )€k||lez||]( )\/de:/

4/9Ao‘3"3(0)62”3e;”13(v)\/5dx+/Q (A33UT(0)62”T+A3333(0)62||3>€§||§(U)\/5dx=0 Yo € V()
de (3.1),(3.9) et (3.13) :

(A“ﬂ"T(O)eSHT + Aaﬁ33(0)eg”3) enls(v)Vade+

(3.32)

/ ATE(0)efpey;(v)Vade = / (2Ma“°€2||333va + (Aa™egys + (A + 2“)eglli“)&”w) Vade =0
Q Q
Yo e V(Q)

D’aprés le théoréme (3.1.1) et(3.13) on obtient les équations :

e Etape c : Le probléme Signorini d’ordre &°
Maintenant, nous nous intéressons a l'identification du probléme ot terme de commande
(u®, G°) est la solution.

Tout d’ abord, nous choisissons v = (0,0, v3) € V() dans (3.32), alors

eglllﬂ(v) - €;||13(U) =0, 65”13(11) = Oqv3 et
/Q (AB77(0)el,, + AB5(0)el ) dyvgy/ade = 0 (3.33)

D’aprés le théoréme (3.1.1) a (3.33) on a

Deuxiémement, nous choisis v = (v, v2,0) € V() dans (3.32), alors

e;lllﬁ(’u) - 6?j||13( v) =0, ea”g( v) = %53’% et
/ Aa30'3(0)62_”383va\/5d[1] = O (3'35)
Q

Qui implique lors de I'application du dernier théoréme qui
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En utilisant maintenant (3.25), (3.26), (3.31), (3.34) et (3.36) , alors le probléme (P°)

est réduite a

/ngij’“l(O) (eiuze?uy( )+ exeq; (v )) Vadz + / B iy (e =

‘ | (3.37)
/ fvv/adx —|—/ htvi/adl + (G*0 v3v/a) Yo € V(Q)
Q -
En remplagant (3.25) et (3.31) dans (3.21) et en tendant € a zéro, on obtient :
(G*O (vg — uy)v/a) > 0. (3.38)

Nous concluons que le probléme de Signorini de I'ordre €° est formulé comme suit :
/QAijkl(()) (62||z€?|u( )+ ek||lez||j( )) Vadx + / Biikl, 16k||z€1||g( v)d =

0 . ,

(Fe) / f v /adz + / Bilu/adl + (G2, vs/a) Yo € V(9) (3.39)
r_
(G*0 (v3 —ul)va) =0, Vg € K(Q)

Si nous choisissons la fonction de test dans I’équation variationnelle de (P?) indépendant

de z3, v = n(z1,z9) nous avons :

z||; (v)=0
a||ﬂ(v) = 63”5(77) = aﬁ(n) Fgg% — bapms (3.40)

a||3(v) - ea”/@(”) 604773 + band
)=

e3||3(“) = €3||3(

Par conséquent, la premiére équation variationnelle est réduite a :
/QAijkl(0)62||l€g||j(77)\/5dm = /in»orh-\/adx +/ R'nivadl + (G0 m3v/a)  (3.41)
r_
En utilisant (3.34), (3.36) et (3.40) on obtient :

/QAijkl(0)€2||16?||j(n)\/5dx - / AT (0)ely-eays () v/adz + /QAa333(0)€g||3€g||/3(’7)\/5d1’7

Q

:/Qa"‘ﬁ”egweg”ﬂ(n)\/adxldxz
(3.42)

ol

35



Sont les composantes contravariants du tenseur d’élasticité bidimensionnelle & I’échelle
de la coque.
Par conséquent, si nous choisissons la fonction test v = n(xy,x9) dans (P°) nous

constatons que le probléme de Signorini de l'ordre €°, ce qui est 'approximation asymp-

totique du probléme (Py(€)) (3.3), est formulé comme suit :

on définie les espaces :

Vw)={n€H'w), (n)=0 sury}, Vo(w)={n€V(w)p(n =0 dansw}

3.1.4 Modéles couplé flexion-membranaires

On se propose de donner un modéle bidimensionnel obtenu par I’analyse asymptotique
formelle & partir du modele tridimensionnel de coques élastiques minces constuées d’un

matériau isotrope et homogéne. On donne également les équations formelles vérifiées par le
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tenseur limite des contraintes . On suppose qu’il existe deux fonctions f? € L?(Q), h¥? €

L*(T_) telles que :

fie)(z) =e*f*(x),Vz € Q (3.45)
h'(e)(z) = e*h™? Vo € T (3.46)
G*(2°) = *G?(e)(z), Vr el (3.47)

on définie les espaces :

Vo(w) ={n € V(w),7as(n) =0 dans w}
et I’ensemble des déplacements intentionnelles
Vo(w) ={ne€ H'(w) ;n="0 sur yo,7p(n) = 0 dans w} (3.48)

n’est pas réduit a {0}. On substitue (3.45) , (3.46) et(3.47) dans (P(g,1)), et on identifie
les termes du méme ordre de €, on obtient & I'ordre 71, &% &l et €2 respectivement :

e =0):

(D’aprés l'étape (a) iH;‘

Pl{/QA"jkl( )€k||le@|\j( v)vadr = (G>73 vgy/a) Vv € V(Q) (3.49)

/A”’C ekHle?”]( ) + e (v )) \/_dx—i—/B”k”eglei”;(v)da:
= 2 uv/a) + (G272 us(Va)') Yo e V(Q)

/QA”’“Z(O) (eiuze?nj(v) + ekpuei; (v) + erpeqy; (v )> Vadz

Pl + /QBijkl,l (61@»\\162”]( ) + 62”16?”]-(?))) dr = <G3’73,v3(\/a)2> (3.51)
G372 (V) ) + (G3L, upv/a) Yo € V(Q)

(
/QAZ]’CZ(O) (ekHleluj( ) -+ 6i||le?llj (U) + €2|\l€?\\j( ) + 6k’||l€l||.7( >> \/adx
+ /QB”M1 <€zlc\\ze?||g( ) + eqpei;(v) + eklllezHa< )> du

Q

\<Gg,73’1}3(\/5)3>+<G3’*2,v3(\/_)> <G3 1 u(a)) + <G30’v3\/5> VveVEQ) |
3.52

P2
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De méme, on substituons (3.4), (3.47) et (3.7) dans I'inéquation variationnelle de (3.3) on

obtient

(1@ (s — @) + (1G5, (o — V) +(CP, (s — ) (Va)! — b)) +
S((GH (03 = w§)Va) + (G2 (05 — W) (Va)! = udv/a) + (G2, uh(Va)* — uh(Va)'

—v/a)) +e2((G*, (v5 — u§)Va) + (G*7, (v — u) (Va)' — u(va)? — ubv/a)+
(G372, (03 — Q) (Va)? — ul(va)! — ug\/a) bel 420, Vo€ K(Q)

\

(3.53)
e Etape (i) : Le probléme de Signorini d’ordre ¢!
les termes d’ordre ! dans (3.53) satisfaits :
(G573 (vs —ul)va) >0 Vs € K(Q) (3.54)
En multiplie (3.53) par ¢ est apre entend e ver 0
On obtient le probléme de Signorini d’ordre = :
- /Q AT(0)e e (v)ads = (G55, g /a) Yo € V(Q) -

(G732 (v3 —u3)va) =0 Vs € K(Q)

On suppose que l'espace Vy(w) = {n € H'(w) ; n =0 sur 79,7%5(n) = 0 dans w} si
I'espace Vy(w) des déplacements n’est pas réduit a {0},
D’apreés l'identification des coefficients de e™! et ¢° (Pétape (b) et (c))

on déduit que :

G* =0

soit n = £°, Péquation variationnelle du probléme " Py (w)" satisfaits :

/ 097y (€003 (€)y/adD = 0

alors 7,,(£%) = 0 et donc &% € Vj(w)

Comme e(o)zllﬁ = 75-(£Y) = 0, on obtient les équations : egH3 =0et eg||3 = —ﬁaaﬁeg”ﬁ dans €.
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établies dans 'étape (b), alors : duz = eg; = 0
et

1 1
63”3 = 5(8aug + Bguy,) + bug = 5(3af§ + Osu,,) + 0760 =0
alors :

O3t = —(0ads + 20085), u' € V(Q).

La fonction (9,&5 + 209¢2) est indépendante de z3 il existe ' = (&) € V(w) tel que
ul = & — 13(0.85 + 209€0) et uy = &3. Les premicéres relations exigent en plus que la

fonction &£9. soit dans Pespace H?(w) et vérifie la condition au bord 9,£5 = 0 sur 7.

(9, dénote la dérivée normale extérieure le long 7). Comme £ = 0 sur v, d’aprés 'étape

(a).

De ce que précéde on a bien montrer que :

e Etapes (ii) : Le probléme de Signorini d’ordre &°

les termes d’ordre € dans (3.53) satisfaits :
(G*72 (v3 —ud)va) =0 Yv € V(Q) (3.56)

De méme nous remplagons G*~3 = () dans (3.53), est apre entend ¢ ver 0.

comme e?” ; = 0, annulation du coefficient de g% en P(g,Q) on obtient :

/QA"jkl(O)ei”lei_”;.(v)\/de = (G* 7% v3/a) Yo € V(Q)
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Donc le probléme de Signorini d’ordre € on obtient :

) /QAijkl(O)e,lc”le;”;(v)\/Eda: = (G> 7% u3/a) Yo € V(Q)
(G*72 (v3 —u3)va) >0 Yus € K(Q)

D’aprés Pétape (i), choisissons la fonction de test dans ’équation variationnelle de (P°)

(P

(3.57)

indépendant de x3, v = n(xy, z2) nous avons :

) { (G52 mv/a) =0 W e V(Q)

FE 2, s — ) va) > 0 Vi € K(©)

[

on déduit que :

donc [y, A9 (0)ey,e;5(v)y/adz = 0, nous obtenons : (voir [1] )

illy

e Etape (iii) : Le probléme Signorini d’ordre ¢!

les termes d’ordre €' dans (3.53) satisfaits :
(G371 (vg —ud)va) =0 Yo € V() (3.58)

D’apres I'étape (a) et (i), ei_”;. =e),; =0

1

En multiplie (3.53) par ¢! est apre entend € ver 0

On obtient le probléme de Signorini d’ordre &' :

/QAZJkl (0) (6,16”16?”] ('U) —+ ei”lei_”; (’U))\/ad.'l' + /QBijkl,lei”lei_”; (,U)dx
(G uwva) Yo e V() .
(G*71 (vs —ul)va) >0 Vs € K(Q)

(P)

[
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d’ou
/ﬂAijkl(O)(ekHlez”]( v) + ey (v ))\/adilf‘i'/B”kll@k”ze 5 (0)dr = (G* 7 v /a)
soit v =n € V(w) et ez”]( v) =0 (3.40)
| A O)chyely (mvads = (G mava), i€ Vi)

Par conséquent, si nous choisi la fonction test, P! est formule comme suite :

p1y ) (GO usa) =0 Vo e V(Q)
) 1631 (0 — )@y > 0 Vay € K(9)

alors

soit n = &' dans le probléme du variationnel précéder Py (w) on obtient :

[ (€ sl Viadiads = 0

d’ott : v,5(€Y) = 0 et par conséquent, &' € Vo(w), tout que &' € V(w) dans I'étape (i)

/szAij’“l(O)(ezlaueau( v) + e (v ))\/deJF/B Mleqey;(v)de =0

pour tout v € V().
Etant donné un élément arbitraire 1 dans 'espace Vi(w).

soit v(n) = (v;(n)) définie par
Va(n) = 3{20005 + Oamz} et v3(n) =0

Tout que, on peut poser v = (v(n)) dans I’équations précédente ; ce qui donne les équations

suivantes :
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e Etape (v) : Le probléme Signorini d’ordre &2

les termes d’ordre €% dans (3.53) satisfaits :
(G* (vg —u3)Va) >0 Yv e V(Q) (3.60)

D’apres I'étape (a), (i), (ii) et (iii), e Z”] eq; =0

-2

En multiplie (3.53) par =2 est apre entend & ver 0

On obtient le probléme de Signorini d’ordre £ :

/QA’L]kl(O) (ellcnlellnj('v) + ei”legnj( ) + ek”lez”]( )) \/Edil?

* /QBijkl’l (chuely () + et (v)) do + /Q B 2ey e 5(v)de

= / fPoiv/a da +/ h3viv/a dU 4+ (G*°, v3v/a) Vo € V()
Q

| (G*°, (vs —ug)v/a) = 0 Vo e V(Q)

(3.61)

d’ou
/QAijkl(O) <6k||lez||1( ) + eilllegﬂj( ) + eklllelﬂj( )> \/de - / B 2€k||l€ HJ( )dx_i_
/QB"J“’1 (e,lc”,e?”j(v) + eﬁ”lei_”;(v)) de = /in’zvix/E dx —l—/ h**viv/a dl
+(G*° v3v/a) Vv € Vi(Q)

soit v =1 € Vp(Q2), alors pour une telle fonction v

€i1;(v) =0
1 (o
eg”ﬁ(v) =Yas(n) =0, 63”3(”) ~ 9 a3 + b3 63”3(0) =0

D’autre part on a :

42



. 1
/ A”kl(o)ezlcuz@zluj (v(n)vadz + 4/ AXT(0)ed5(bon- + §3a773)\/5d90+
Q Q

1 .
4/930‘3"3’16(1,”3(1)2777 + §8an3)d9: = /Qp”2nz~\/5dx1d:c2 +(G*0 m3v/a), Vn € Vp(w)
ol

1
Pt = / fPPdas + h9P(, 1)
-1

En soustrayant les équations trouvées dans 1'étape (iii) de ces équations nous trouvons :

/Q ATR(0)eg (edy; (m) — € (v(n))) Vade = / p"*ni/adedes +(G* n3v/a), Vi € Vi(w)

En premier les relations ( a établi dans I’étape (ii) )

6(11||3 =0et 6:-1%||3 = - aaﬁeinﬁ dans Q, et €§||3(U) = €g||3(v(77)) =0

A2
/ﬂ ATH(0)eg (eqy; (n) — € (v(m)) Vade = %a“ﬁ "eatr (€ans(m) = eapa(v(m))

d’ott : ei,”T = —23p4,(£°) alors :

Nous avons donc dérive les équations :

[ A Ol(eby =R 0) e = 5 [ e o) e, i € Vel

w

Pour résumer, nous avons établi que quand Vp(w) # {0} le champ de vecteur £° (doit

satisfaire) le probléme variationnel Pp(w).
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3.2 LE CAS AVEC FROTTEMENT

On va étudier dans cette partie, le méme probléme précédent en supposant que le
contact unilatéral est avec frottement de Coulomb. L’étude variationnelle de ce probléme
est déja faite dans le chapitre 2, pour cela on s’intéresse qu’a I’étude asymptotique en

utilisant I’approche en déplacement.

3.2.1 Position du probléme variationnel sur un domaine indépen-
dant de I’épaisseur

L’objectif de 'analyse asymptotique est de connaitre le comportement de la solution
u® du probléme P¢(QF) lorsque ¢ tend vers zéro. Pour cela il est important que le domaine
sur lequel est posé le probléme ne dépend pas de ¢ .

On garde la méme mise & 1’échelle pour les données que celle faite dans le cas sans
frottement.

On peut alors réécrire le probléme variationnel P¢(Q2°) (2.12) sur 'ouvert fixe Q :
[ Trouver (u(e),G(e)) € K(Q) x H_%(FJr) tel que
/ AR (S e(e, (u(e))eij(e,v)V/gle)dr = L(v) + 2" HG (), vi/g(e)) Vv € V(Q)
Q

(G°(e), (vs — us(e))Vg(e)) 2 0 Vv € K(Q)
(Gr(e), (v —u(e)) = (vr —uzr(e))) Vg(e)) + (AIG* ()], (Jur| — [ur(e))Vg7) = 0

P(e, ) <

L Vv € V(Q)

(3.63)
tels que :
| A enpe,u(eNens(e,0)VaEMr =

[ £ a@de + £ [ Heu/alEr + G ), /56
cae,0) = 7 (v ) + vyc) (3.64)
UZ'H](&‘) = 8]-1)1- — Pfj (€>Uk (365)
V(Q)={v= () e H(Q) ,v=0 sur Iy} (3.66)
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K(Q) ={veV(Q)/ v <d}. (3.67)

3.2.2 Modéles de coques membranaires

On se propose quel que modéles bidimentionnels des coques membranaires obtenus
par l'analyse asymptotique formelle a partir du modéle tridimentionnel de coques élas-
tiques minces constituées d’un matériau isotrope et homogéne entrant en contact avec
frottemen de Coulomb contre un obstacle rigide.

On suppose qu’il existe deux fonctions f“° € L*(Q2), h' € L*(T'_) telles que :

fie)(x) = fO), Yre (3.68)
hi(e)(z) = eh(x), Yz €T_ (3.69)

d(e) =d
G (2°) = eG'(e)(z), Yz €Ty (3.70)
G'e)=...+ G +eG" + &G + ... (3.71)

On substitue (3.4),(3.71),(3.6),(3.68)et(3.69) dans (3.63), et on identifie les termes du

2

méme ordre de €, on obtient & 'ordre e 72, ¢! et €° respectivement :

P2 { /S)Aijkl(O)eMﬁlei}(U)\/adx = (G"2, v;v/a) Yo € V(Q) (3.72)

P { / AL (egwei—”;(v) +e;”1169”j(v))\/adx — (G2, v;(va)!) + (G up/a) Yo € V(Q)
Q
(3.73)
/QAUM(O) <62”le§w (v) + e,lg“le;”;(v) + elzllllellllj (v)) Vadr + /QBijkl’QeHﬂlei;(v)

0 .. ‘ ‘
P —|—/QBwkl,l<62||z€i_”;-(U)+€,;116?”j(v)>dx:/sz,ovi\/adx_i_/rhzylvi\/adr

+ (G viv/a) + (G ui(Va)) + (G ui(Va)®) Yo e V(Q)
(3.74)

De méme, on substituons (3.4), (3.71) et (3.7) dans I'inéquation variationnelle de (3.63)

on obtient :
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UG, (vg — uQ)va) + 3 (G, ( ~3—u3)(\/5)>] >0 Yoy € K(Q),d=—2,—1,0

(G, (v = ) = (or = u))Va) + (MG, (for| — ) Va) ) |+
> e (@ (5= @) = (B — W) Va) + (MG, (5] — [@) (V)| 20 vo € K(©)

\ Cs>d

(3.75)
e Etape (1) : Le probléme de Signorini d’ordre 2
les termes d’ordre 2 dans (3.75) satisfaits (G2, (vs — u3)v/a) > 0 et
(Gr*, (v = u’) = (vr —up))Va) + (AG* 2], (jor| = [uz)Va) >0, Vv € K(Q)

En multiplie (3.75) par 2 est apre entend & ver 0
on obtient le probléme de Signorini d’ordre 72 :

/ A (O)etent (v)yads = (G2, uin/a) Vo € V(9)
(G*72 (v3 —ug)\/_> 0, Yv € K(Q)

(G2, ((v = u®) = (vr — ug))Va) + (A[G*7?|, (Jur| = Juz[)Va) = 0, Vv € K(Q)
(3.76)

(P77

[

Pour tout v € V(Q) est indépendant de x3; et d’aprés (3.13) le probléme de Signorini

d’ordre €72 se réduit a :

(G" 2 up/a) =0 Yo e V(Q)
(P72){ (G®72 (v3 — ud)v/a) =0, Vus € K(Q)

(G2, (v = u®) = (vr — u))Va) + (A|G* 72|, (jur| — [uf])Va) > 0, Vv € K(Q)
(3.77)

on obtient :

G"2=0, donc G>?=G*?=0 / G;>°=G** (3.78)

En utilisant les expressions des fonctions A% (0) et e,;Hll , on trouve :

/Q A (O)ertent (v)y/adz =0 Vo € V(Q),

D’aprés le théoréme (3.1.1) on obtient : d5u’ = 0 dans € alors le terme principale u° €

V(Q) est indépendant de z3 et peut étre identifié avec un champ de vecteurs £ € H'(w)
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satisfaisant €% = 0 sur 7.

D’aprés identification des coefficients de 72 on obtient les relations :

e Etape 2 : Le probléme de Signorini d’ordre £

D’apreés ’étape (1), On remplagons (3.79) et (3.78) dans (3.75) on obtient

{@%m%ﬂ@ﬁpw,wﬁKm)
(GZ, (v —=u®) = (vr —ug))Va) + (AIG>7Y, (Jur| = Jup)Va) = 0, Yo e V(Q)

En multiplie (3.75) par ! est apre entend e ver 0

on obtient le probléme de Signorini d’ordre 7 :

/Q ATH(0)ed e (v)y/ads = (G, uin/@) Vo € V(Q)
<G3 1, (U3 — Ug)ﬁ) >0, VYuze K(Q)

(G, (v —u®) = (vr —ug))Va) + (A[G*7Y, (Jur| = Juz|)Va) = 0, Vv ev(Q)
(3.80)

Pour tout v € V() est indépendant de x3; et d’aprés (3.13) le probléme de Signorini

(P

C

d’ordre 7! se réduit a :

(G" L u/a) =0 Yo eV(Q)
(P1) q {G*7 (vs — ug)v/a) > 0, Vo € K(Q)

(G, (v — ) = (vr — ) va) + (G, (or| — [uh)va) > 0, Vo € V()
(3.81)

En utilisant les expressions des fonctions AY*(0) et e,;llll , on trouve :
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/Az (0 )ekul%”]( )\/_dx—/4z4a3"3(0) 04H360'H3( v)Vadz

Q
+/Q <(AO"333(0)63H5+A3333( )63\\3)63”3( )>\/_dx =
/ <2ua“”eg||3831)0 + [Aaaﬁegnﬁ + (A + 2,u)eg”3}83v3> Vadr =0, Yv e K(Q)
Q

D’aprés le théoréme (3.1.1) on obtient les équations :

A
A+ 2u

eg||3 =0et 63”3 =— ao‘ﬁeg”ﬁ dans Q. (3.83)

e Etape 3 : Le probléme de Signorini d’ordre ¢°
On applique 'étape (1) et (2), dans (3.74) on obtient :

/ngijkl(O) (62Hleﬂ|]( )+ e (v )> Vadr + / B e (v)de =
/ 0/ adx +/ ho viy/adl + (G0, vi/a) Vo € V()
Q

(3.84)

En remplagons (3.78) et (3.82) dans (3.75) et en tendant € & zéro, on obtient :

{ (G, (vs — uf)v/a) >0
(G, (v = u”) = (vr —ug))Va) + (AG*, (lvr| = [up)Va) 20, Vv e K(Q)
(3.85)

le probléme Signorini de I'ordre £° :
( .

LAl]kl(O) (62”16?”J( ) + €k||lelHj< )) \/ad.f + / B* ijkl, lek“lei—”;(v)dl’ =
(PY) / fPvv/adz —I—/ R vi/adl + (G0 viv/a) Yo € V(Q)

(G0 (v3 — u3)va) =0, Yvs € K(Q)
L (GT, (v = ") = (vr —up))Va) + (AIG*], (Jvr| — Jup)Va) > 0, Yo € V(Q)

donc

/914”“(0) (62\\16?\b< )+ exueq; (v )>\/_d$ " / B ey )dr =
/ v/ adx —I—/ holo/adl + (G, viv/a) Yo € V(Q)
Q

48



soit v =n € V(w).i,e, v € V(Q) et v indépendant de z3 alors :

(A= ()€, + A5 (0) ey ) ebyln) VVad

/QAijkz(o)egnle?Hj(n)\/adx:/

Q
B /Q (’\aaﬁam p(aa’ + “M“BU))egllfegllﬁ(")\/adx + /Q Aa?e5yse05(n) v ads

1

= §/aaﬁmegu¢€3|m(ﬁ)\/§d$
0

= [ ronade + [ Kadr + (60 /@) e Vi),
Q

Alors d’aprés 'étape (3) le champs de vecteurs £° devrait satisfaire le probléme varia-

tionnel bidimensionnel " Py (w)" :
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CONCLUSION

On conclut de ce travail, dans le cas des coques minces, en utilisant la méthode des
développements asymptotiques formelles que dans le cas sans frottement, on trouve un
probléme bidimensionnel de Signorini sans frottement et dans le cas avec frottement de
Coulomb, on trouve un probléme bidimensionnel de Signorini avec frottement. Donc, dans
chaque cas, on dérive un probléme bidimensionnel de méme type. Et ceci en utilisant

I’étude asymptotique formelle.
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Résumé

L'objectif de ce t travail de mémoire présente une étude asymptotique d'un probléme de Signorini sans
frottement et avec frottement de Coulomb pour une coque linéairement élastiques

Dans la premiéere partie : il est un des concepts généraux sur élasticité tridimensionnelle linéaires.

Dans la deuxieme partie : Modélisation en sans frottement et 3D avec frottement de Coulomb pour
une coque, et nous avons utilisé coordonnées curvilignes pour faciliter I'étude.

Dans la troisieme partie : Utilisation de I'analyse asymptotique, la transformation des couques
d'épaisseur 2e vers épaisseur 2, et on trouve un probléme bidimensionnel de Signorini de méme

type.

Mots Clés : Analyse asymptotique, probléeme de Signorini, frottement de Coulomb, couques,

coordonnées curvilignes, bidimensionnel.

Abstract

The objective of this work of memory presents an asymptotic study of a problem of Signorini
without friction and with Coulomb friction for a linearly elastic shell.

In the first part: it is one of the general concepts on linear three-dimensional elasticity

In the second part: Frictionless and 3D modeling with Coulomb friction for a shell, and we used
curvilinear coordinates to facilitate the study

In the third part: Using asymptotic analysis, the transformation of the 2¢ to thick thicknesses, and we find a
two-dimensional problem of Signorini of the same type

Key words : Asymptotic analysis, Signorini problem, Coulomb friction, shell, curvilinear coordinates,

two-dimensional.
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