
UNIVERSITE KASDI MERBAH
OUARGLA

—————————-
Faculté des mathématiques et sciences de la

matière

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

MASTER

Spécialité : Mathématiques

Option : Modélisation et Analyse numérique

Par : MANSOURI Mohammed

Théme

Modélisation Asymptotique du problème de Signorini
d’une coque linéaire

Soutenu publiquement le : 31/05/2017

Devant le jury composé de :

Mr. GHEZAL Abderrazek M.C.(B). Université KASDI Merbah Ouargla Président

Mr. BENSAYAH Abdallah M.C.(A). Université KASDI Merbah Ouargla Examinateur

Mr. MEZABIA Mohammed Elhadi M.A.(A). Université KASDI Merbah Ouargla Rapporteur







Table des matières

Introduction 2

Notations et conventions 4

1 Élasticité tridimensionnelle 6

1.1 Les équations d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Les lois de comportement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.3 La surface moyenne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Présentation générale du problème de Signorini pour les coques minces 17

2.1 Description de la géométrie d’une coque mince . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2 Le cas sans frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.1 Problème classique (P̂ ε.C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.2 Problème variationnel (P̂ ε.V ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2.3 Problème variationnel (P̂ ε.V ) en coordonnées curvilignes . . . . . . 21

2.3 Le cas avec frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.3.1 Problème classique (P̂ ε.C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.3.2 Problème variationnel (P̂ ε.V ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3.3 Problème variationnel (P̂ ε.V ) en coordonnées curvilignes . . . . . . 24

iii



3 L’analyse asymptotique d’un problème de contact unilatéral d’une coque

mince contre un obstacle rigide dans l’élasticité linéaire 26

3.1 Le cas sans frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.1.1 Position du problème variationnel sur un domaine indépendant de

l’épaisseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.1.2 Identification d’un problème variationnel bidimensionnel . . . . . . 29

3.1.3 Modèle de coque membranaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.1.4 Modèles couplé flexion-membranaires . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.2 Le cas avec frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.2.1 Position du problème variationnel sur un domaine indépendant de

l’épaisseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.2.2 Modèles de coques membranaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

Conclusion 50

Bibliographie 51

iv



Table des figures

2.1 Description de Ω̂ε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2 Transformation du domaine voir[1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 Coordonnées curvilignes voir[1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1



Introduction

Dans la plupart des systèmes de la mécanique des structures, il existe des situations

dans les quelles un corps déformable entre en contact avec d’autres corps. La probléma-

tique du contact est essentiellement de savoir comment les forces sont appliquées sur une

structure et comment réagissent ces structures lorsqu’elles subissent ces forces.

La condition de contact a été formulée par Signorini [2] en 1959. La formulation

variationnelle associée à ce type de condition a été étudiée mathématiquement par Fichera

[11] en 1964.

On désigne par structures minces les corps solides dont l’une des dimensions (l’épais-

seur) est petite devant les autres. Ce sont les plaques, les coques, les barres, les filaments....

L’intérêt pour une modélisation fine de ces structures est d’autant plus grand que le

nombre des applications industrielles va croissant. Une modélisation fine doit prendre en

compte la faible épaisseur et en déduire des simplifications au modèle de départ qui est

tridimensionnel. De nombreux modèles bidimensionnels ont ainsi été décrits depuis plus

d’un siècle. Ces cas ont été proposés par Kirchhoff, Love, Reissner, Von Kármán et Koi-

ter. Suivant quelques hypothèses, ils ont posé des modèles. Parmi ces modèles le modèles

de Kirchhoff-Love et Mindlin-Reissner. Dans les trente dernières années, P.G. Ciarlet et

Destuynder [13] et ses collaborateurs se sont attachés à donner des justifications mathé-

matiques à ces modèles et à en construire de nouveaux. l’étude d’un problème de contact
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unilatéral d’une plaque mince contre un obstacle rigide avec frottement de coulomb a été

faite par Dhia [12] en utilisant une méthode de pénalisation. En 2002, J.C.Paumier [10]

réalise une modélisation asymptotique d’un problème de contact unilatéral d’une plaque

mince encastrée, de modèle de Kirchhoff-Love, contre un obstacle rigide où il a prouvé

que ce problème tridimensionnel avec frottement tend vers un problème bidimensionnel

sans frottement.

Le même résultat est obtenu formellement par Chacha et Bensayah [14] pour une

plaque elastique non linéaire de type von Kàrmàn.

Le premier chapitre comporte les comporte les résultats essentiels et quelques pers-

pectives.

Dans le deuxième chapitre on va garder la même situation que celle du premier

chapitre en remplaçant le corps élastique par une coque élastique mince. Ce chapitre est

divisé en trois sections. La première section comporte la géométrie des coques minces. Dans

la deuxième section, on part du problème classique formulé en coordonnées cartésiennes et

puisque les coordonnées curvilignes sont mieux adaptées pour les coques, on reformule le

problème variationnel en coordonnées curvilignes et ce ci dans le cas sans frottement. Dans

la troisième section on fait la même procédure pour le cas avec frottement de Coulomb.

Objectif de ce chapitre est de transformer le problème classique en coordonnées

cartésiennes au problème variationnelle dans coordonnées curvilignes.

Dans le troisième chapitre, on garde la position du problème du chapitre précédent

tout en proposant l’étude asymptotique des modèles bidimensionnels "membranaire" et

"couplé flexion-membrane" pour des coques dans le cadre de l’élasticité linéaire, toujours

en distinguant simultanément le cas sans frottement et le cas avec frottement de Coulomb.

Objectif de ce chapitre est de transformer le problème de la 3D en 2D en utilisant le

analyse asymptotique formellement.
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Notations et conventions

On utilise les conventions de notations suivantes : les indices ou exposants latins

prennent leurs valeurs dans l’ensemble {1,2,3} tandis que les indices grecs prennent, à

l’exception de ε, leurs valeurs dans l’ensemble {1,2}. La convention des indices répétés

(muets) est adoptée.

ä u = (ui) vecteur de composantes ui.

ä u.v = uivi : produit scalaire euclidien.

ä de composantes xi dans la base canonique {ei} de R3 .

ä ∂i = ∂
∂xi

la dérivée partielle par rapport à la variable xi.

ä aε3 est le vecteur unitaire normal à la surface moyenne

ä ∂εi = ∂
∂xεi

la dérivée par rapport xεi

ä ∂̂εi = ∂
∂x̂εi

la dérivée par rapport x̂εi ..

ä n̂ε = (n̂εi ) est la normale unitaire extérieure le long de la frontière de la coque Ω̂ε

ä l’indice T la composante tangentielle, et par l’indice N la composante normale

ä σ̂ε = (σ̂εij) tenseur des contraintes sur ∂Ω̂ε .

ä ûε = (ûεi ) vecteur composantes.
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ä A = Aijkl : tenseur d’ordre 4 de rigidité.

ä Ω un ouvert borné connexe de R3.

ä La frontière Γ = ∂Ω suffisamment régulière.

ä Ω l’adhérence de Ω dans R3.

ä f̂ ε forces volumiques.

ä ĥε forces surfaciques.

ä θε : ω −→ R3 une fonction de classe C3.

ä ûεN représente la normale contacter déplacement, Ĝε
N représente la normale contacter

pression.

ä ûε = (ûεi ) vecteur de déplacement.

ä σ̂ε = (σ̂εij) sur ∂Ω̂ε tenseur des contraintes.

ä πε : x = (x1, x2, x3) ∈ Ω −→ πε(x) = xε = (x1, x2, εx3) ∈ Ω
ε
. bijective .

ä êi la base canonique de R3.

5



Chapitre 1

Élasticité tridimensionnelle

1.1 Les équations d’équilibre

Soit Ω un ouvert borné connexe de R3 de frontière Γ = ∂Ω suffisamment régulière

et soit Ω l’adhérence de Ω dans R3. Dans tout la suite, l’ensemble Ω représenta le vo-

lume occupé par un solide "non déformé" et sera appelé configuration de référence. Nous

noterons x un point courant de l’ensemble Ω, de composantes xi dans la base canonique

{ei} de R3, et ∂i = ∂
∂xi

la dérivée partielle par rapport à la variable xi. La structure est

encastrée sur une partie de sa frontière Γ0 ⊂ Γ de ∂Ω- mesure non nulle et est soumise à

une distribution surfacique de force h sur Γ− de telle sorte que Γ0 ∩ Γ− = ∅, et de den-

sité de force volumique f . Les aspects mécaniques du problème sont de deux sortes, les

équations d’équilibre sont déduites de principes mécaniques généraux ne faisant pas inter-

venir la nature du matériau, les lois de comportement dépendent du matériau considéré

et traduisent les relations "contraintes-déformations".

Nous appellerons déformation de la configuration de référence une application ϕ :

Ω −→ R3 suffisamment régulière, injective, et préservant l’orientation, c’est à dire vérifiant
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(voir Ciarlet P.G.[5]) :

det∇ϕ(x) > 0, ∀x ∈ Ω (1.1)

A tout déformation ϕ, nous associons un déplacement, qui est le champ de vecteurs

u : Ω −→ R3 défini par la relation :

ϕ = Id + u. (1.2)

L’ensemble Ω
ϕ

= ϕ(Ω) est appelé configuration déformé, sa frontière Γϕ = ϕ(Γ), et notons

F : Ω −→M+
3 le gradient de la déformation ϕ,∆F = ∇ϕ = I3 +∇u.

Si ϕ est une déformation dérivable au point x ∈ Ω, le tenseur des déformations de Cauchy-

Green à droite C = ∇ϕT∇ϕ, apparaît en formant la quantité :

|ϕ(x+ δx)− ϕ(x)|2 = δxT∇ϕT (x)∇ϕ(x)δ(x) + o(|δx|2), x, x+ δx ∈ Ω, (1.3)

il joue un rôle fondamental en théorie de l’élasticité.

On dit que ϕ est une déformation rigide, si ∇ϕ(x) = Q, ∀x ∈ Ω, telle que Q est une

matrice orthogonale et det Q > 0, on a alors C = I3 dans Ω (voir théorème 1.1.2, ciarlet

P.G.[5]).

Lemme 1.1.1 Soit V ⊂ Ω un ouvert, de frontière ∂V suffisamment régulière, et soit

A ⊂ ∂V , alors :

pour V ϕ = ϕ(V ), ∫
V ϕ

dxϕ =

∫
V

| det∇ϕ(x)|dx, (1.4)

élément de volume,

et pour Aϕ = ϕ(A), ∫
Aϕ

daϕ =

∫
A

|Cof∇ϕ(x)n(x)|da, (1.5)

oú :

n : le vecteur normal extérieur unitaire le long de ∂V .

Preuve. voir([6], Théorème 1.3-1).
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Théorème 1.1.1 soit Tϕ : Ω
ϕ −→M3 champ de tenseurs, et soit T (x) = Tϕ(xϕ)Cof∇ϕ(x)

la transformée de Piola, alors :

divT (x) = det∇ϕ(x)divϕTϕ(xϕ) (1.6)

avec :

divϕ =
∑ ∂

∂xϕi

et donc : ∫
∂V

T. nda =

∫
V

divTdx =

∫
V ϕ

divϕTϕdxϕ =

∫
∂V ϕ

Tϕ. nϕdaϕ. (1.7)

Preuve. voir ([9], Théorème 1.7-1).

Introduisons enfin le tenseur des déformations de Green-Saint-Venant E (voir ciarlet

P.G. et Rabier P. [9])

E(u) =
1

2
(C − I3) =

1

2
(∇u+∇uT ) +∇u.∇uT , (1.8)

mesurant l’écart entre une déformation donnée et une déformation rigide. Le tenseur E

est symétrique Eij = Eji.

Dans le tenseur des déformations apparait une partie linéaire (par rapport au déplacement

u) et une partie non linéaire. La partie linéaire :

eij(u) =
1

2
(∂iuj + ∂jui). (1.9)

est appelée tenseur linéarisé des déformations et intervient dans la théorie linéaire de

l’élasticité ( dans le cadre des petites déformations).

Nous supposons que le corps occupant une configuration déformée Ω
ϕ est soumis à

deux types de forces appliquées, forces appliquées de volume, correspondant à un champ

de vecteurs fϕ : Ωϕ −→ R3 et forces appliquée de surfaces définies sur une portion

Γϕ− = ϕ(Γ−) de la frontière Γϕ, correspondant à un champ de vecteurs hϕ : Γϕ− −→ R3.

Remarque 1.1.1 Pour des questions de compatibilité avec le point de vue mécanique,

il est nécessaire que ϕ soit un difféomorphisme global de Ω sur ϕ(Ω) et que ϕ préserve

l’orientation, une condition à imposer est donc que :

det∇ϕ(x) > 0 Pour tout x ∈ Ω. (1.10)
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Réciproquement, la condition det∇ϕ(x) > 0 entraîne que localement, ϕ est un dif-

féomorphisme qui préserve l’orientation, mais cette seule hypothèse est insuffisante pour

obtenir un résultat d’inversibilité global ( voir [9] théorème 1.2-2).

D’après le théorème de Cauchy qui est lui-même une conséquence de l’axiome connu

sous le nom de principe des contraintes d’Euler-Cauchy, l’état d’équilibre statique de la

configuration déformée est traduite par, il existe :

tϕ : Ω
ϕ × S2 −→ R3, (1.11)

tel que :

Pour tout Aϕ ⊂ Ωϕ,∫
Aϕ

fϕdxϕ +

∫
∂Aϕ

tϕ(xϕ, nϕ(xϕ))daϕ = 0, (1.12)∫
Aϕ

xϕ ∧ fϕdxϕ +

∫
∂Aϕ

xϕ ∧ tϕ(xϕ, nϕ(xϕ))daϕ = 0, (1.13)

tϕ(xϕ, nϕ(xϕ))daϕ = hϕ(xϕ), (1.14)

pour ∂Ωϕ presque partout xϕ ∈ ∂Aϕ ∩ Γϕ−, où :

nϕ(xϕ) est le vecteur normal extérieur unitaire le long de ∂Aϕ en xϕ,(nϕ(xϕ) existe daϕ

presque partout xϕ ∈ ∂Aϕ)

S2 = {v ∈ R3, |v| = 1}.

Théorème 1.1.2 Si tϕ(. , nϕ) : Ω
ϕ −→ R3 est de classe C1 pour tout nϕ ∈ S2, t

ϕ(xϕ, . ) :

S2 −→ R3 est continue pour tout xϕ ∈ Ω
ϕ, et fϕ ∈ Ω

ϕ −→ R3 est continue.

Alors :

tϕ : Ω
ϕ × S2 −→ R3 est linéaire pour la deuxième variable.

Preuve. (voir [9] ., théorème 2.3-1).

Autrement dit, il existe Tϕ : Ω
ϕ −→M3 de classe C1 tel que :

tϕ(xϕ, nϕ) = Tϕ(xϕ)nϕ, (1.15)
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pour tout xϕ ∈ Ω
ϕ et pour tout nϕ ∈ S2,

Tϕ est appelé tenseur des contraintes de Cauchy.

Les équations d’équilibre dans la configuration déformée Ω
ϕ doivent être satisfaites :

Théorème 1.1.3

−divTϕ(xϕ) = fϕ(xϕ) pour tout xϕ ∈ Ωϕ, (1.16)

Tϕ(xϕ)nϕ(xϕ) = hϕ(xϕ) pour tout xϕ ∈ Γϕ−, (1.17)

Tϕ(xϕ) ∈ S3 pour tout xϕ ∈ Ωϕ (1.18)

Preuve. (voir [9] ., théorème 2.4-1).

Pour passer à la variable x ∈ Ω(xϕ = ϕ(x)) tout en préservant autant que possible

la forme "de divergence" des équations, on introduit la transformée de Piola du champ

de tenseurs Tϕ : c’est le champ de tenseurs T = (tij) : Ω −→M3.

On a :

dxϕ = |det∇ϕ(x)|dx, (1.19)

nϕdaϕ = Cof∇ϕ(x)n(x)da, (1.20)

et on définie f : Ω −→ R3 et h : Γ− −→ R3, par :

fϕ(xϕ)dxϕ = f(x)dx, (1.21)

hϕ(xϕ)daϕ = h(x)da. (1.22)

On fera désormais l’hypothèse que les forces appliquées sont "mortes", dans le sens

que les champs fϕ, hϕ, f, h sont indépendants de la déformation ϕ.

En supposant que ϕ suffisamment régulière et utilisant le changement de variables

dans (1.12), on déduit que :

pour tout A ⊂ Ω, ∫
A

f(x)dx+

∫
∂A

Tϕ(ϕ(x))Cof∇ϕ(x)n(x)da = 0 (1.23)
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On définie T par

T (x) = Tϕ(ϕ(x))Cof∇ϕ(x) pour tout x ∈ Ω, (1.24)

est appelé en élasticité le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Donc :∫
A

f(x)dx+

∫
∂A

T (x)n(x)da = 0. (1.25)

Alors, T vérifie les équations d’équilibre dans la configuration de référence Ω :

−divT (x) = f(x) pour tout x ∈ Ω, (1.26)

T (x)n(x) = h(x) pour tout x ∈ Γ−. (1.27)

∇ϕ(x)−1T (x) ∈ S3 pour tout x ∈ Ω (1.28)

où :

Γ− ⊂ ∂Ω et Γϕ− = ϕ(Γ−). (1.29)

Un inconvénient du premier tenseur de Piola-Kirchhoff est son absence de symétrie,

alors que le tenseur de Cauchy est symétrique. On peut "récupérer " cette symétrie en

introduisant le champ de tenseur Σ = (σij) : Ω −→ S3 définis par :

Σ(x) = ∇ϕ(x)−1T (x) pour tout x ∈ Ω. (1.30)

Le tenseur Σ, appelé en élasticité le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff,

est évidemment symétrique ; on déduit en effet immédiatement de (1.26)-(1.28) les équa-

tions suivantes, qui représentent l’autre forme des équations d’équilibre dans la configu-

ration de référence Ω :

−div(∇ϕ(x)Σ(x)) = f(x) pour tout x ∈ Ω, (1.31)

(∇ϕ(x)Σ(x))n(x) = h(x) pour tout x ∈ Γ−. (1.32)

Σ ∈ S3 pour tout x ∈ Ω (1.33)

Ce qui équivaut :

−∂j(σij) = fi dans Ω, (1.34)

(σij)nj = hi sur Γ−. (1.35)
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en utilisant les relations :

∂jϕi = δij + ∂jui. (1.36)

1.2 Les lois de comportement

Les lois de comportement expriment les relations qui existent entre le second tenseur

de Piola-Kirchhoff σ et le tenseur des déformations de Green Saint-Venant e, ces relations

dépendent de la nature du matériau.

On suppose dans toute la suite que l’ensemble Ω dans la configuration de référence est

occupé par un matériau élastique.

Définition 1.2.1 On dit qu’un matériau occupant l’ensemble Ω dans la configuration

initiale est élastique s’il existe une fonction T̂ : Ω×M3
+ −→M3, tel que :

T (x) = T̂ (x,∇ϕ(x)) pour tout x ∈ Ω (1.37)

T̂ : est dite loi de comportement du premier tenseur de Piola-Kirchhoff.

Ce qui équivaut, il existe une fonction Σ̂ : Ω×M3
+ −→ S3, tel que :

Σ(x) = Σ̂(x,∇ϕ(x)) pour tout x ∈ Ω (1.38)

Σ̂ : est dite loi de comportement du second tenseur de Piola -Kirchhoff.

Théorème 1.2.1 Un matériau élastique satisfait le principe de l’indifférence matérielle

si et seulement si :

T̂ (x,QF ) = QT̂ (x, F ) (1.39)

pour tout x ∈ Ω, Q ∈ O3
+ et F ∈M3

+

Ce qui équivaut :

Σ̂(x,QF ) = Σ̂(x, F ), (1.40)

pour tout x ∈ Ω, Q ∈ O3
+ et F ∈M3

+

Preuve. (voir [9] ,Théorème 3.3.1)

De (1.38), on déduit que :
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Σ̂ dépend de F uniquement par la matrice U = (F TF )
1
2 ∈ S3

>.

D’oú en déduire que :

Σ̂(x, F ) = Σ̂(x, U), (1.41)

pour tout x ∈ Ω et F = RU ∈M3
+.

Cela implique que, le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff Σ dèpond de

ϕ uniquement par le tenseur métrique C = ∇ϕT∇ϕ.

Donc :

Σ(x) = Σ̃(x,C(x)) pour tout x ∈ Ω (1.42)

où : Σ̃ : Ω× S3
> −→ S3 est d éfinit par :

Σ̃(x,C) = Σ̃(x,C
1
2 ), (1.43)

pour tout x ∈ Ω et C ∈ S3
>.

Définition 1.2.2 Un matériau est isotrope en x ∈ Ω si les propriétés du matériau "sont

les mêmes dans toutes les directions" ; il s’agit donc d’une caractéristique d’un matériau

donné, mais visiblement "raisonnable" pour certains matériaux, c’est une propriété de

symétrie matérielle.

Remarque 1.2.1 Un matériau occupant la configuration de référence Ω est isotrope s’il

est isotrope en tout les points de Ω.

Théorème 1.2.2 Un matériau élastique occupant la configuration de référence Ω est iso-

trope si et seulement si :

T̂ (x, FQ) = T̂ (x, F )Q, (1.44)

pour tout x ∈ Ω, Q ∈ O3
+ et F ∈M3

+. Ce qui équivaut :

Σ̂(x, FQ) = QT Σ̂(x, F )Q, (1.45)

pour tout x ∈ Ω, Q ∈ O3
+ et F ∈M3

+.

Preuve. voir [9], théorème 3.4-1]).

13



Définition 1.2.3 Un matériau élastique occupant la configuration de référence Ω est hé-

mogénie si sa loi de comportement est indépendante du point x ∈ Ω considéré.

Ce équivaut :

ils existent ; T̂ : M3
+ −→M3 et Σ̂ : M3

+ −→M3 et Σ̂ : M3
+ −→ S3, tel que :

T̂ (x, F ) = T̂ (F ), (1.46)

te

Σ̂(x, F ) = Σ̂(F ), (1.47)

pour tout x ∈ Ω et F ∈M3
+.

La configuration de référence Ω est un état naturel (les contraintes sont libres), si

T̂ (x, I) = 0 pour tout x ∈ Ω (1.48)

Ce qui équivaut :

Σ̂(x, I) = 0 pour tout x ∈ Ω (1.49)

Théorème 1.2.3 Si un matériau est isotrope et satisfait le principe de l’indifférence ma-

térielle, alors il existe des fonctions γξi : Ω× R3 −→ R, telle que :∑
(x) = γ0(x)I + γ1(x)C(x) + γ2(x)C2(x) pour tout x ∈ Ω (1.50)

Où :

γi(x) = γξi (x, trC, tr(CofC), detC)

Preuve. voir [9], théorème 3.4-1]).

1.3 La surface moyenne

Soit E3 l’espace euclidien habituel rapporté á un repère orthonormé fixe (0, e1, e2, e3),

et soit ω un sous-ensemble ouvert borné du plan E2 dont la frontière est notée γ. Alors, la
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surface moyenne S de la coque est l’image dans E3 de l’ensemble ω (ω est appelé domaine

de référence)par l’application θ :

θ : (ζ1, ζ2) ∈ ω ⊂ E2 −→ θ(ζ1, ζ2) ∈ S ⊂ E3.

θ est une application injective, qui est au moins de classe C1 sur ω et admet des dérivées

secondes au sens faible.

Nous notons ∂S = θ(γ), de telle sorte que S = S ∪ ∂S, et nous supposons que θ et

γ sont suffisamment régulières. En particulier, nous supposons que tous les points de la

surface moyenne S = θ(ω) sont réguliers de telle sorte que les vecteurs,

aα =
∂θ

∂ζα
, α = 1.2,

sont linéairement indépendants pour tous les points ζ = (ζ1, ζ2) ∈ ω. Ces deux

vecteurs définissent le plan tangent á la surface S en tout point θ(ζ). Le vecteur normal

au plan tangent est donné par :

a3(ζ) =
a1(ζ)× a2(ζ)

|a1(ζ)× a2(ζ)|
.

On désigne par |.| la norme euclidienne dans l’espace E3 équipé du produit scalaire habituel

(a, b) −→ a.b Alors , le point θ(ζ) et les trois vecteurs ai définissent un repère local pour

la surface moyenne, i.e., la base covariante attachée au point θ(ζ). Nous désignons par

aαβ, bαβ les première et seconde formes fondamentales de la surface moyenne S ; autrement

dit,

aαβ = aβα = aαaβ = θ,α.θ,β ,

et

bαβ = a3.∂αaβ = −∂αa3.aβ = bβα = −aα.a3,β = a3.aα,β = a3.aβ,α.

Dans toute la suite, nous utilisons des lettres grecques, α, β, . . . , pour des indices

prenant leurs valeurs dans l’ensemble {1, 2}, des lettres latines, i, j, . . ., pour les indices

prenant leurs valeurs dans l’ensemble {1, 2, 3} nous adoptons la convention de sommation

sur les indices répétés haut et bas. Aux vecteurs aα, nous associons deux autres vecteurs
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aβ du plan tangent définis par

aα.a
β = δβα =

{
1 si α = β

0 si α 6= β
, en particulier , a3(x) = a3(x).

Ces vecteurs sont reliés aux vecteurs aα par les relations,

aα = aαβa
β, aα = aαβaβ et aαβ = aαaβ = aβα,

où la matrice (aαβ) est l’inverse de la matrice (aαβ). Cette matrice est bien définie car

tous les points de la surface moyenne S sont supposés réguliers.

L’ensemble (a1, a2, a3) définit la base contravariant attachée au point θ(ζ).

Pour un tenseur donnée, les tenseurs métriques (aαβ) et (aαβ) nous permettent d’associer

les composantes covariantes, contravariantes et mixtes d’un tenseur donnée.

Par exemple, aux composantes covariantes bαβ de la seconde forme fondamentale, nous

pouvons associer les composantes mixtes et la contravariantes correspondantes.

bβα(ζ) = aβλ(ζ)bλα(ζ).

et la troisième forme fondamentale par ses composantes covariantes

cαβ(ζ) = bλα(ζ)bλβ(ζ),

Étant donnée que les bases (a1, a2, a3) et (a1, a2, a3) ne sont en général ni normées,

ni orthogonales, il est commode d’introduire les symboles de Christoffel Γλαβ pour calculer

les dérivées de ces vecteurs de base. Cette remarque a un sens pour introduire la base

contravariant (duale de la covariante), les symboles de Christoffel Γλαβ représentent les

composantes de ∂βaα dans le plan tangent.

Γλαβ = Γλβα = aλ.∂βaα = −∂βaλ.aα.

Il est également commode de préciser les expressions de quelques produits vectoriels des

fonctions de base :{
aα × aβ = εαβa

3 ; aαaβ = εαβa3

a3 × aβ = εβλa
λ ; a3 × aβ = εβλaλ

où a = a11a22 − (a12)2 6= 0 (points rgulies) .

L’élément d’aire dS est donnée par :

dS = |a1 × a2|dζ1dζ2 =
√
adζ.
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Chapitre 2

Présentation générale du problème
de Signorini pour les coques minces

Introduction

Ce chapitre est divisé en trois sections. La première section comporte la géométrie

des coques minces. Dans la deuxième section, on part du problème classique formulé en

coordonnées cartésiennes et puisque les coordonnées curvilignes sont mieux adaptées pour

les coques, on reformule le problème variationnel en coordonnées curvilignes et ce ci dans

le cas sans frottement. Dans la troisième section on fait la même procédure pour le cas

avec frottement de Coulomb.
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2.1 Description de la géométrie d’une coque mince

Figure 2.1 – Description de Ω̂ε

Soit Ωε = ω×]− ε,+ε[, ε > 0, un domaine ouvert borné de R3 ; tel que ω est un sous

ensemble ouvert de R2, avec une frontière assez régulière γ. On note la frontière latérale de

Ωε par Γε0 = γ0×[−ε, ε] , la face supérieure et la face inférieure sont notées, respectivement

par Γε+ et Γε−. Soit θε : ω −→ R3 une fonction de classe C3. La configuration de référence

de la coque est
{

Ω̂ε
}−

, où Ω̂ε = Θ(Ωε), x̂ε = Θ(xε), Θ(xε) = θ(x1, x2) + xε3a3(x1, x2)

pour tout xε = (x1, x2, x
ε
3) ∈ Ω

ε et aε3 est le vecteur unitaire normal à la surface moyenne

ω̂ = Θ(ω) de la coque voir figure 2.2 1 Pour ε assez petit, l’application Θ : Ω
ε −→ (Ω

ε
)

est un C1-difféomorphisme (voir [6]) et on suppose aussi que Θ préserve l’orientation, i.e

det∇εΘ(xε) > 0, ∀xε ∈ Ω
ε
.

On suppose que Ω̂ε est occupé par corps linéairement élastique, homogène et iso-

trope (voir chapitre 1, définition 1.2.1, 1.2.2 et 1.2.3). Dans sa configuration naturelle :

une coque d’épaisseur 2ε dont les constantes de Lamé sont notées par λ > 0, µ > 0 et sont

supposées indépendantes de ε. On suppose que la coque en question est soumise à des

forces volumiques de densité f̂ ε ∈ (L2(Ω̂ε))3, sa face inférieure Γ̂ε− = Θε(Γε−) soumise à des

forces surfaciques de densité ĥε ∈ (L2(Γ̂ε−))3 sa face latérale est encastrée uniquement sur

1. Cette figure et toutes les figures suivantes sont prises de[4]
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Θε(γ0 × [−ε, ε]) qui est une partie non vide de Γ̂ε0 = Θε(Γε0) représentant sa face latérale

totale. On suppose aussi que cette coque entre en contact unilatéral sur sa face supé-

rieure Γ̂ε+ = Θε(Γε+) contre une fondation rigide Dε = {xε ∈ R3/(xε1, x
ε
2) ∈ ω, xε3 ≥ d̂ε},

où d̂ε(≥ 0) est la fonction d’interstice définie sur Γ̂ε+ et qui désigne la distance entre la

face supérieure et la fondation rigide mesurée dans la direction normale, Λ son coefficient

de frottement. On suppose aussi que le système est en état statique. Notons que les in-

dices Grecs appartiennent à l’ensemble {1, 2}, les indices Latin appartiennent à l’ensemble

{1, 2, 3} et la convention de sommation de Einstein par rapport aux indices et exposants

répétés est systématiquement utilisées, ∂i = ∂
∂xi
, ∂εi = ∂

∂xεi
, ∂̂εi = ∂

∂x̂εi
, n̂ε = (n̂εi ) est la

normale unitaire extérieure le long de la frontière de la coque Ω̂ε. On note par l’indice T la

composante tangentielle, et par l’indice N la composante normale, νε = (νεα) et τ ε = (τ εα)

sont respectivement la normale unitaire extérieure et le vecteur tangent unitaire tels que

τ1 = −ν2 et τ2 = ν1 le long de la frontière de l’ensemble ω. Les opérateurs différentiels de

la dérivée normale extérieure et de la dérivée tangentielle να∂α et τα∂α le long de γ sont

notées par ∂ν et ∂τ . Dans toute la suite, on utilise la convention de notation suivante : les

notations comportant un chapeau sont exprimées dans un système de coordonnées carté-

siennes, celles sans chapeau étant exprimées dans un système de coordonnées curvilignes,

Soit ûεN (respectivement Ĝε
N) représente la normale contacter déplacement (respective-

ment, pression) sur Γ̂ε+. La fonction ûεN (respectivement, Ĝε
N) est le composant le long de

n̂ε (respectivement, n̂ε⊗n̂ε) de la trace sur Γ̂ε+ du Champ de déplacement (respectivement,

du champ de contrainte).

2.2 Le cas sans frottement

Nous utilisons une décomposition classique dans la normale et les composantes tan-

gentielles du vecteur de déplacement ûε = (ûεi ) et de la tenseur des contraintes σ̂ε = (σ̂εij)

sur ∂Ω̂ε comme suit :

ûεN = ûεn̂ε, ûεT = ûε − ûεN n̂ε

Ĝε
N = σ̂εn̂ε · n̂ε = σ̂εijn̂

ε
jn̂

ε
i , Ĝ

ε
T = σ̂εn̂ε − Ĝε

N n̂
ε
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Figure 2.2 – Transformation du domaine voir[1]

2.2.1 Problème classique (P̂ ε.C)

Le problème classique à trois dimensions linéairement élastique pour la coque élas-

tique Ω̂ε le contact unilatéral sans frottement avec la fondation rigide sur la frontière Γ̂ε+

est formulé suivant :

P̂ ε.C



Trouver ûε tel que :

−∂̂εj σ̂εij(ûε) = f̂ εi dans Ω̂ε

σ̂εij(û
ε)n̂εj = ĥεi sur Γ̂−

ûε = 0 sur Γ̂ε0
ûεN ≤ d̂ε, Ĝε

N ≤ 0, Ĝε
N(ûεN − d̂ε) = 0, Ĝε

T = 0 sur Γ̂ε+

(2.1)

où

σ̂εij(û
ε) = Âijkl,εêεkl(û

ε), (2.2)

Âijkl,ε = λεδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) : λ, µ Coefficients élastiques , (2.3)

êεij(û
ε) =

1

2
(∂̂εi û

ε
j + ∂̂εj û

ε
i ) Composantes du tenseur de déformation linéarisé. (2.4)

Remarque 2.2.1 Ĝε
N présente la densité de force de pression et Ĝε

T les densités des

forces de frottement.
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2.2.2 Problème variationnel (P̂ ε.V )

Théorème 2.2.1 Le problème (P̂ ε.C) est formellement équivalent au problème (P̂ ε.V )

P̂ ε.V


Trouver (ûε, Ĝε

N) ∈ K(Ω̂ε)×H−
1
2 (Γ̂ε+) tel que :

âε(ûε, v̂ε) = L̂ε(v̂ε) + 〈Ĝε
N , v̂

ε
N〉 ∀v̂ε ∈ V(Ω̂ε)

〈Ĝε
N , v̂N − ûεN〉 ≥ 0, ∀v̂ε ∈ K(Ω̂ε)

(2.5)

âε(ûε, v̂ε) =

∫
Ω̂ε

Âijkl,εêεkl(û
ε)eεij(v̂)dx̂ε

L̂ε(v̂) =

∫
Ω̂ε

f̂ εi v̂i dx̂ε +

∫
Γ̂ε
−

ĥεi v̂i dΓ̂ε

〈., .〉 Présente le produit de la dualité sur Γ̂ε+,

V(Ω̂ε) = {v̂ε = (v̂εi ) ∈ H1(Ω̂ε), v̂ε = 0 sur Γ̂ε0},H1(Ω̂ε) = (H1(Ω̂ε))3

K(Ω̂ε) = {v̂ε ∈ V(Ω̂ε)/v̂εN ≤ d̂ε sur Γ̂ε+}, (H−
1
2 (Γ̂ε+))3 = H−

1
2 (Γ̂ε+)

Preuve. (voir [8] Théorème (1.1) du chapitre 1 )

2.2.3 Problème variationnel (P̂ ε.V ) en coordonnées curvilignes

On note par êi la base canonique de R3 et (gm,ε(xε)) sa base contravariante au

point x̂ε, définie par gεi (xε) · gi,ε(xε) = δji , dont la base covariante est (gεi (x
ε)) donnée par

gεi (x
ε) = ∂εiΘ

ε(xε) ∀xε ∈ Ωε. On note respectivement les symboles de Christoffel et les

composantes covariantes et contravariantes du tenseur métrique par :

Γk,εij = ∂εi g
ε
i · gk,ε, gεij = gεi · gεj , gij,ε = gi,ε · gj,ε, l’élément de volume de Θε(Ω̂ε) est

√
gεdxε,

où gε = det(gεij). On note aussi les composantes contravariantes des forces volumiques

et surfaciques respectivement par f̂ εi (x̂ε)êi = f i,ε(xε)gεi (x
ε) ∀xε ∈ Ωε, ĥεi (x̂

ε)êi =

hi,ε(xε)gεi (x
ε) ∀xε ∈ (Γε−). Les composantes de chaque champs de vecteurs v̂ε = (v̂εi ) ∈

V(Ω̂ε) sont données par v̂εi (x̂ε)êi = vεi (x
ε)gi,ε(xε), ∀x̂ε = Θε(xε) ∈ {Ω̂ε}−, et on utilise les

relations vεi (xε) = v̂εj (x̂
ε)[gεi (x

ε)]j où [gεi (x
ε)]j est la jeme composante du vecteur gεi (xε).

Pour plus de détails (voir [6] et [4]) (voir figure 2.3).

On définie φε3 dans l’espace H−
1
2 (Γε+) par :〈φε3, vε3

√
gεdxε〉 = 〈φ̂εN , v̂εN〉 pour tout v̂ε ∈

(H
1
2 (Γ̂ε+))3.
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Figure 2.3 – Coordonnées curvilignes voir[1]

Soient (uεi ) les composantes covariantes du champs de vecteurs ûεi (x̂ε)êi et Gi,ε sont

les composantes contravariantes du champs de vecteurs Ĝε
i (x̂

ε)êi, donc on transforme le

problème précédent écrit en cordonnées cartésiennes x̂ε = (x̂εi ) en un problème écrit en

cordonnées curvilignes xε = (xεi ) mieux adaptées à l’étude des coques, est décrite au

proposition suivant.

Proposition 2.2.1 Soit (uεi ) être les composantes covariantes du champ vectoriel ûεi (x̂ε)êi

et Gi,ε les composantes contravariantes du champ vectoriel Ĝε
i (x̂

ε)êi alors le problème

variationnelle (P̂ ε · V ) en coordonnées curvilignes est formulé sous forme suivant :

(P ε · V )


Trouver (uε, G3,ε) ∈ K(Ωε)×H− 1

2 (Γε+) tel que :

aε(uε, vε) = Lε(vε) + 〈G3,ε, vε3
√
gε〉 ∀vε ∈ V(Ωε)

〈G3,ε, (vε3 − uε3)
√
gε〉 ≥ 0 ∀vε3 ∈ K(Ωε)

(2.6)

où

aε(uε, vε) =

∫
Ωε

Aijkl,εeεk‖l(v
ε)
√
gεdxε

Aijkl,ε = λgij,εgkl,ε + µ(gik,εgjl,ε + gil,εgjk,ε)

eεi‖j(v
ε) =

1

2
(vεi‖j + vεj‖i), vεi‖j = ∂εjv

ε
i − Γk,εij v

ε
k

Lε(vε) =

∫
Ωε

f i,εvεi
√
gεdxε +

∫
Γε
−

hi,εvεi
√
gεdΓε, δε =

√
gε
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et

V(Ωε) = {vε = (vεi ) ∈ H1(Ωε), vε = 0 sur Γε0}

K(Ωε) = {vε ∈ V(Ωε)/vε3 ≤ dε sur Γε+}, dε = d̂ε

Preuve. ( [1], théorème 1.2-1)

2.3 Le cas avec frottement

On va étudier dans cette partie, le même problème précédent en supposant que le

contact unilatéral est avec frottement de Coulomb.

2.3.1 Problème classique (P̂ ε.C)



Trouver ûε tel que :

−∂̂εj σ̂εij(ûε) = f̂ εi dans Ω̂ε

σ̂εij(û
ε)n̂εj = ĥεi sur Γ̂−

ûε = 0 sur Γ̂ε0
ûεN ≤ d̂ε, Ĝε

N ≤ 0, Ĝε
N(ûεN − d̂ε) = 0, sur Γ̂ε+

|σ̂ετ | < ν|σ̂εN | ⇒ ûετ = 0 sur Γ̂ε+
|σ̂ετ | = ν|σ̂εN | ⇒ ∃δ > 0, ûετ = −δσ̂ετ sur Γ̂ε+

(2.7)

tels que :

σ̂εij(û
ε) = Âijkl,εêεkl(û

ε), Ĝε
i = σ̂εijn̂

ε
j (2.8)

Âijkl,ε = λεδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (2.9)

êεij(û
ε) =

1

2
(∂̂εi û

ε
j + ∂̂εj û

ε
i ). (2.10)
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2.3.2 Problème variationnel (P̂ ε.V )

Théorème 2.3.1 Le problème précédent (P̂ ε.C) est formellement équivalent au problème

(P̂ ε.V )

P̂ ε.C


Trouver (ûε, Ĝε) ∈ K(Ω̂ε)×H−

1
2 (Γ̂ε+) tel que :

âε(ûε, v̂ε) = L̂ε(v̂ε) + 〈Ĝε
i , v̂

ε
i 〉 ∀v̂ε ∈ V(Ω̂ε)

〈Ĝε
N , v̂N − ûεN〉 ≥ 0, ∀v̂ε ∈ K(Ω̂ε)

〈Ĝε
T , v̂T − ûεT 〉+ 〈ν|Ĝε

N |, |v̂εT | − |ûεT |〉 ≥ 0, ∀v̂ε ∈ V(Ω̂ε)

(2.11)

âε(ûε, v̂ε) =

∫
Ω̂ε

Âijkl,εêεkl(û
ε)eεij(v̂)dx̂ε

L̂ε(v̂) =

∫
Ω̂ε

f̂ εi v̂i dx̂ε +

∫
Γ̂ε
−

ĥεi v̂i dΓ̂ε

〈., .〉 Présente le produit de la dualité sur Γ̂ε+,

V(Ω̂ε) = {v̂ε = (v̂εi ) ∈ H1(Ω̂ε), v̂ε = 0 sur Γ̂ε0},H1(Ω̂ε) = (H1(Ω̂ε))3

K(Ω̂ε) = {v̂ε ∈ V(Ω̂ε)/v̂εN ≤ d̂ε sur Γ̂ε+}

Preuve. (voir [8] théorème (1.7) chapitre 1).

Remarque 2.3.1 Pour ûε assez régulier, alors les problème P̂ ε ·C et P̂ ε ·V sont équiva-

lents.

2.3.3 Problème variationnel (P̂ ε.V ) en coordonnées curvilignes

On transforme le problème précédent écrit en cordonnées cartésiennes x̂ε = (x̂εi )

en un problème écrit en cordonnées curvilignes xε = (xεi ) mieux adaptées à l’étude des

coques.

Théorème 2.3.2

(P ε · V )


Trouver (uε, Gε) ∈ K(Ωε)×H−

1
2 (Γε+) tel que :

aε(uε, vε) = Lε(vε) + 〈Gi,ε, vεi
√
gε〉 ∀vε ∈ V(Ωε)

〈G3,ε, (vε3 − uε3)
√
gε〉 ≥ 0 ∀vε3 ∈ K(Ωε)

〈Gε
T , (v

ε
T − uεT )

√
gε〉+ 〈Λ|G3,ε|, (|vεT | − |uεT |)

√
gε〉 ≥ 0 ∀vε ∈ V(Ωε)

(2.12)
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où

aε(uε, vε) =

∫
Ωε

Aijkl,εeεk‖l(u
ε)eεk‖l(v

ε)
√
gεdxε

Aijkl,ε = λgij,εgkl,ε + µ(gik,εgjl,ε + gil,εgjk,ε)

eεi‖j(v
ε) =

1

2
(vεi‖j + vεj‖i), v

ε
i‖j = ∂εjv

ε
i − Γk,εij v

ε
k

Lε(vε) =

∫
Ωε

f i,εvεi
√
gεdxε +

∫
Γε
−

hi,εvεi
√
gεdΓε

V(Ωε) = {vε = (vεi ) ∈ H1(Ωε), vε = 0 sur Γε0}

, K(Ωε) = {vε ∈ V(Ωε)/vε3 ≤ dε sur Γε+}, dε = d̂ε

Preuve. (voir [8] théorème (2.2) chapitre 2).
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Chapitre 3

L’analyse asymptotique d’un
problème de contact unilatéral

d’une coque mince contre un
obstacle rigide dans l’élasticité

linéaire

Introduction

Ce chapitre est consacré à l’obtention par l’analyse asymptotique formelle des modèles

bidimensionnels "membranaire" et "couplé flexion-membrane" pour des coques élastiques

minces.

L’idée de base d’une première famille de théories de coques est de prendre en compte

la géométrie particulière d’un tel milieu et, par intégration sur l’épaisseur, d’obtenir un

modèle bidimensionnel formulé sur la surface moyenne de la coque et représentant une

bonne approximation du modèle tridimensionnel.

On considère une coque élastique mince dont l’épaisseur 2ε est petite par rapport à
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ses autres longueurs encastrée sur une partie de sa frontière, sous l’action des forces de

volume et des forces de surface, il subit un champ de déplacement. Ce champ de dépla-

cement et le tenseur des contraintes sont solutions d’un problème variationnel P ε(Ωε) en

coordonnées curvilignes qui suivent de façon plus naturelle la géométrie de la coque. On

écrit le problème variationnel sur un domaine indépendant de l’épaisseur. Le développe-

ment asymptotique permet d’obtenir formellement des modèles limites bidimensionnels

posés sur la surface moyenne de la coque.

On considère une coque Ω̂ε = Θε(Ωε) de frontière Γ̂ε,(Ωε = ω×]− ε,+ε[ de frontière

Γε),tel que ω est un ouvert borné connexe de R2, de frontière γ lipschitzienne, d’épaisseur

2ε (ε est petit), de surface moyenne S = Θ(ω), telle que Θ ∈ C3(ω,R3), constituée d’un

matériau élastique homogène et isotrope, son tenseur de rigidité Aε = (Aijkl,ε) vérifie :
Aijkl,ε(Xε) ∈ L∞(Ωε)

Aijkl,ε = Ajikl,ε = Aklij,ε = Aklji,ε

∃C > 0, Aijkl,ετijτkl > Cτijτij, ∀τij = τji

(3.1)

La coque est soumise à des forces volumiques dans Ω̂ε et à des forces surfaciques sur

Γ̂ε−,(Γ̂ε± = Θε(Γε± = ω×{±ε})), les densités de ces forces sont respectivement données par

leurs composantes contravariantes : f ε = (f i,ε) ∈ (L2(Ωε))3 et hε = (hi,ε) ∈ (L2(Γε−))3.

De plus, la coque est encastrée sur la partie Θε(Γε0), (Γε0 = γ0 × [−ε,+ε], γ0 ⊂ γ) de la

frontière latérale, alors uε = 0 sur Γε0, est entre en contact unilatéral avec un obstacle

rigide occupant le domaine Dε = {xε ∈ R3/(xε1, x
ε
2) ∈ ω, xε3 > dε}, dε ≥ 0 dans H2

0 (ω), d

est une fonction d’interstice définie sur ω.

La condition de contact est définie par l’inégalité : v3 ≤ d d’où la notation :

K(Ωε) = {v ∈ V (Ωε)/ v3 ≤ d} est l’espace des déplacements admissibles avec condition

de contact.

Dans l’étude asymptotique, on va procéder en déplacement uε qui vérifie le problème

P ε(Ωε) en coordonnées curvilignes .

On va étudier chaque fois le cas de contact sans frottement puis le cas de contact

avec frottement de Coulomb.

3.1 Le cas sans frottement
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3.1.1 Position du problème variationnel sur un domaine indépen-
dant de l’épaisseur

On considère le domaine fixe Ω = ω×]−1,+1[ indépendant du paramètre d’épaisseur

ε.

A tout point xε = (x1, x2, εx3) de Ωε = ω×] − 1,+1[, on associe le point x = (x1, x2, x3)

de Ω par xεα = xα et xε3 = εx3.

On définit les ensembles suivants :

Ω = ω×]− 1,+1[ anisi que Γ = γ × [−1,+1], Γ0 = γ0 × [−1,+1] et Γ± = ω × {±1}.

On note x = (xi) un point de Ω et on pose ∂i = ∂
∂xi

.

On construit l’application πε bijective de Ω dans Ω
ε de la façon suivante :

πε : x = (x1, x2, x3) ∈ Ω −→ πε(x) = xε = (x1, x2, εx3) ∈ Ω
ε
. (3.2)

d’où :

∂εα = ∂α et ∂ε3 =
1

ε
∂3

. A toute fonction κε définie sur Ωε, on associe la fonction "mise à l’échelle" définie sur Ω

par :

κε(xε) = κ(ε)(x), xε ∈ Ωε, x ∈ Ω

On définit ainsi les fonctions :

λε = λ , µε = µ , gε(xε) = g(ε)(x) , dε(xε) = d(ε)(x)

uεi (x
ε) = ui(ε)(x), vεi (x

ε) = vi(x), f i,ε(xε) = f i(ε)(x), pour tout xε = πε(x) ∈ Ωε

hi,ε(xε) = hi(ε)(x), Aijkl,ε(xε) = Aijkl(ε)(x) pour xε ∈ Γε− et x ∈ Γ−

G3,ε(xε) = εpG3(ε)(x) pour xε ∈ Γε+ et x ∈ Γ+, p ∈ {1, 3}

eεi‖j(v
ε)(xε) = ei‖j(ε, v(ε))(x) = ei‖j(ε; v)(x),Γkij(ε)(x) = Γk,εij (xε), ∀xε ∈ Ωε et x ∈ Ω.
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Alors, le problème variationnel (2.6) se reformule sur le domaine fixe comme suit :

P (ε,Ω)


Trouver (u(ε), G3(ε)) ∈ K(Ω)×H− 1

2 (Γ+) tel que :∫
Ω
Aijkl(ε)ek‖l(ε, u(ε))ei‖j(ε, v)

√
g(ε)dx = L(v) + εp−1〈G3(ε), v3

√
g(ε)〉 ∀v ∈ V(Ω)

〈G3(ε), (v3 − u3(ε))
√
g(ε)〉 ≥ 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

(3.3)

où

L(v) =

∫
Ω

f i(ε)(x)vi
√
g(ε)dx+

1

ε

∫
Γ−

hi(ε)(x)vi
√
g(ε)dΓ.

tels que :

ei‖j(ε, v) =
1

2
(vi‖j(ε) + vj‖i(ε))

vi‖j(ε) = ∂jvi − Γkij(ε)vk

V(Ω) = {v = (vi) ∈ H1(Ω) , v = 0 sur Γ0}

K(Ω) = {v ∈ V(Ω)/ v3 ≤ d}, d = dε.

3.1.2 Identification d’un problème variationnel bidimensionnel

Etude asymptotique

L’objectif de l’analyse asymptotique est de connaître le comportement de la solution

u(ε) du problème P (ε,Ω) lorsque ε tend vers zéro. Nous commençons maintenant l’analyse

asymptotique du problème variationnel P (ε,Ω).

On suppose que la solution de ce problème admet un développement asymptotique

formel.

u(ε) = u0 + ε1u1 + ε2u2 + . . . avec u0 ∈ K(Ω), uq ∈ H(Ω), q = 0, 1, 2, . . . et u0 6= 0 (3.4)

G3(ε) = · · ·+ ε−2G3,−2 + ε−1G3,−1 +G3,0 + εG3,1 + ε2G3,2 + . . . , (3.5)

avec

G3,k ∈ H−
1
2 (Γ+), k = −2,−1, 0, 1, 2 . . . ,

ei‖j(ε;u(ε)) =
1

ε
e−1
i‖j + e0

i‖j + εe1
i‖j + ε2e2

i‖j + . . . ,
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eij(ε; v) =
1

ε
e−1
i‖j(v) + e0

i‖j(v) + εe1
i‖j(v) + ε2e2

i‖j(v) + . . . , (3.6)

Le comportement asymptotique des fonctions g(ε) et Aijkl(ε) implique que

g(ε) = a+O(ε)

√
g(ε) =

√
a+ ε(

√
a)1 + ε2(

√
a)2 +O(ε2) (3.7)

Aijkl
√
g(ε) = Aijkl(0)

√
a+ εBijkl,1 + ε2Bijkl,2 +O(ε2), (3.8)

où 
Aαβστ (0) = λaαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσ)

Aαβ33(0) = λaαβ, Aα3σ3(0) = µaασ, A3333(0) = λ+ 2µ

Aαβσ3(0) = Aα333(0) = 0

(3.9)

et 
e−1
α‖β = 0

e−1
α‖3 = 1

2
∂3u

0
α

e−1
3‖3 = ∂3u

0
3

(3.10)


e0
α‖β = 1

2
(∂βu

0
α + ∂αu

0
β)− Γσαβu

0
σ − bαβu0

3

e0
α‖3 = 1

2
(∂3u

1
α + ∂αu

0
3) + bσαu

0
σ

e0
3‖3 = ∂3u

1
3

(3.11)


e1
α‖β = 1

2
(∂βu

1
α + ∂αu

1
β)− Γσαβu

1
σ − bαβu1

3 + x3{bσβ|αu0
σ + bσαbσβu

0
3}

e1
α‖3 = 1

2
(∂3u

2
α + ∂αu

1
3) + bσαu

1
σ + x3b

τ
αb
σ
τu

0
σ

e1
3‖3 = ∂3u

2
3

(3.12)


e−1
α‖β(v) = 0

e−1
α‖3(v) = 1

2
∂3vα

e−1
3‖3(v) = ∂3v3

(3.13)


e0
α‖β(v) = 1

2
(∂βvα + ∂αvβ)− Γσαβvσ − bαβv3

e0
α‖3(v) = 1

2
∂αv3 + bσαvσ

e0
3‖3(v) = 0

(3.14)


e1
α‖β(v) = x3b

σ
β|αvσ + x3b

σ
αbσβv3

e1
α‖3(v) = x3b

τ
αb
σ
τ vσ

e1
3‖3(v) = 0

(3.15)
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Théorème 3.1.1 Soit ω un ouvert de R2 sa frontière γ, soit Ω = ω×] − 1, 1[, et soit

w ∈ Lp(Ω), p > 1, vérifiant :
∫

Ω
w∂3vdx = 0 pour tout v ∈ C∞(Ω) tel que v = 0 sur

γ × [−1, 1]. Alors w = 0

Preuve. Soit ϕ ∈ D(Ω) et on prend v : Ω −→ R définie par :

v(x1, x2, x3) =
∫ x3
−1
ϕ(x1, x2, τ)dτ pour tout (x1, x2, x3) ∈ Ω .

alors v ∈ C∞(Ω) et v = 0 sur γ × [−1, 1] ;

donc
∫

Ω
wϕdx = 0 =

∫
Ω
w∂3vdx = 0 ce que entraîne w = 0 p.p sur Ω

3.1.3 Modèle de coque membranaire

On se propose quelques modèles bidimensionnels de coques membranaires obtenus par

l’analyse asymptotique formelle à partir du modèle tridimensionnel de coques élastiques

minces constituées d’un matériau isotrope et homogène.

On suppose qu’il existe deux fonctions f i,0 ∈ L2(Ω), hi,1 ∈ L2(Γ−) tel que

f i(ε)(x) = f i,0(x),∀x ∈ Ω (3.16)

hi(ε)(x) = εhi,1(x),∀x ∈ Γ− (3.17)

G3,ε(xε) = εG3(ε)(x), ∀x ∈ Γ+

d(ε) = d

On substitue (3.4),(3.5),(3.6),(3.16) et (3.17) dans l’équation variationnel de (3.3), et on

identifie les termes du même ordre de ε , on obtient à l’ordre ε−2, ε−1 et ε0 respectivement

les équations :

P−2

{∫
Ω

Aijkl(0)e−1
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 〈G3,−2, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω) (3.18)

P−1

{∫
Ω

Aijkl(0)
(
e0
k‖le

−1
i‖j(v) + e−1

k‖le
0
i‖j(v)

)√
adx = 〈G3,−2, v3(

√
a)1〉+ 〈G3,−1, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

(3.19)
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P 0



∫
Ω

Aijkl(0)
(
e0
k‖le

0
i‖j(v) + e1

k‖le
−1
i‖j(v) + e−1

k‖le
1
i‖j(v)

)√
adx+∫

Ω

Bijkl,1
(
e0
k‖le

−1
i‖j(v) + e−1

k‖le
0
i‖j(v)

)
dx+

∫
Ω

Bijkl,2e−1
k‖le

−1
i‖j(v)

=

∫
Ω

f i,0vi
√
adx+

∫
Γ

hi,1vi
√
adΓ

+ 〈G3,0, v3

√
a〉+ 〈G3,−1, v3(

√
a)1〉+ 〈G3,−2, v3(

√
a)2〉 ∀v ∈ V (Ω)

(3.20)

De même, on remplace (3.4), (3.5) et (3.7) dans l’inéquation variationnelle de (3.3) on

obtient :
1

ε2

(
〈G3,−2, (v3 − u0

3)
√
a〉
)

+
1

ε

(
〈G3,−1, (v3 − u0

3)
√
a〉+ 〈G3,−2, (v3 − u0

3)(
√
a)1 − u1

3

√
a〉
)
+(

〈G3,0, (v3 − u0
3)
√
a〉+ 〈G3,−1, (v3 − u0

3)(
√
a)1 − u1

3

√
a〉+ 〈G3,−2, (v3 − u0

3)(
√
a)2

− u1
3(
√
a)1 − u2

3

√
a〉
)

+ ε[. . . ] + · · · > 0, ∀v3 ∈ K(Ω)
(3.21)

• Étape a : Le problème de Signorini d’ordre ε−2

les termes d’ordre ε−2 dans (3.21) satisfaits

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω) (3.22)

En multiplie (3.21) par ε2 est âpre entend ε ver 0 on obtient le problème de Signorini

d’ordre ε−2

(P−2
c )

{∫
Ω
Aijkl(0)e−1

k‖le
−1
i‖j(v)

√
adx = 〈G3,−2, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

(3.23)

On choisir v ∈ V (Ω) est indépendant de x3, sa en gendre e−1
i‖j(v) = 0, on obtient :{

〈G3,−2, v3

√
a〉 = 0 ∀v3 ∈ V (ω) = {η ∈ H1(ω) ; η = 0 sur ∂ω}

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(ω) = {η ∈ V (ω) ; η 6 d}

(3.24)

alors

G3,−2 = 0 (3.25)

En utilisant les expressions des fonctions Aijkl(0), on conséquence :∫
Ω

Aijkl(0)e−1
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 0 ∀v ∈ V (Ω),
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D’après le théorème (3.1.1) on obtient : ∂3u
0 = 0 dans Ω alors le terme principale

u0 ∈ V (Ω) est indépendant de x3 et peut être identifié avec un champ de vecteurs ξ0 ∈

H1(ω) satisfaisant ξ0 = 0 sur γ0.

D’après l’identification des coefficients de ε−2 on obtient les relations :

ξ0 ∈ V (ω) = {η = (ηi) ∈ H1(ω); η = 0 sur γ0}

e−1
i‖j = 0 = e−1

i‖j(u
0) = 0 dans Ω (3.26)

• Étape b : Le problème de Signorini d’ordre ε−1

Si l’on injecte les résultats (3.25), (3.26) dans (3.19), on obtient l’équation simplifiée∫
Ω

Aijkl(0)e−1
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 〈G3,−1, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω) (3.27)

De même, nous remplaçons (3.25) dans (3.21) et nous multiplions le résultat par ε, lors

nous tendons ε à zéro, on obtient :

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω) (3.28)

problème de Signorini à l’ordre ε−1 est formulé comme suit :

(P−1
c )


∫

Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 〈G3,−1, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

(3.29)

nous choisissons la fonction test v ∈ V (Ω) indépendant de x3 dans (3.29), on trouve :

{
〈G3,−1, v3

√
a〉 = 0 ∀v3 ∈ V (ω) = {η ∈ H1(ω) ; η = 0 sur ∂ω}

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(ω) = {η ∈ V (ω) ; η 6 d}

(3.30)

d’où

G3,−1 = 0 (3.31)
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Donc, de (3.9), (3.29) et (3.31) nous avons∫
Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx =

∫
Ω

(
Aαβστ (0)e0

σ‖τ + Aαβ33(0)e0
3‖3

)
e−1
α‖β(v)

√
adx+

4

∫
Ω

Aα3σ3(0)e0
σ‖3e

−1
α‖3(v)

√
adx+

∫
Ω

(
A33στ (0)e0

σ‖τ + A3333(0)e0
3‖3

)
e−1

3‖3(v)
√
adx = 0 ∀v ∈ V (Ω)

de (3.1),(3.9) et (3.13) :

(3.32)∫
Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx =

∫
Ω

(
2µaασe0

σ‖3∂3vα +
(
λaαβe0

α‖β + (λ+ 2µ)e0
3‖3
)
∂3v3

)√
adx = 0

∀v ∈ V (Ω)

D’après le théorème (3.1.1) et(3.13) on obtient les équations :

e0
σ‖3 = 0 et e0

3‖3 = − λ

λ+ 2µ
aστe0

σ‖τ dans Ω.

• Étape c : Le problème Signorini d’ordre ε0

Maintenant, nous nous intéressons à l’identification du problème où terme de commande

(u0, G0) est la solution.

Tout d’ abord, nous choisissons v = (0, 0, v3) ∈ V (Ω) dans (3.32), alors

e−1
α‖β(v) = e−1

α‖3(v) = 0, e−1
3‖3(v) = ∂3v3 et∫

Ω

(
A33στ (0)e0

σ‖τ + A3333(0)e0
3‖3
)
∂3v3

√
adx = 0 (3.33)

D’après le théorème (3.1.1) à (3.33) on a

e0
3‖3 =

A33στ (0)

A3333(0)
, e0

σ‖τ = − λ

λ+ 2µ
aστe0

σ‖τ (3.34)

Deuxièmement, nous choisis v = (v1, v2, 0) ∈ V (Ω) dans (3.32), alors

e−1
α‖β(v) = e−1

3‖3(v) = 0, e−1
α‖3(v) = 1

2
∂3vα et∫

Ω

Aα3σ3(0)e0
σ‖3∂3vα

√
adx = 0 (3.35)

Qui implique lors de l’application du dernier théorème qui
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e0
σ‖3 = 0 (3.36)

En utilisant maintenant (3.25), (3.26), (3.31), (3.34) et (3.36) , alors le problème (P 0)

est réduite à
∫

Ω

Aijkl(0)
(
e0
k‖le

0
i‖j(v) + e1

k‖le
−1
i‖j(v)

)√
adx+

∫
Ω

Bijkl,1e0
k‖le

−1
i‖j(v)dx =∫

Ω

f i,0vi
√
adx+

∫
Γ−

hi,1vi
√
adΓ + 〈G3,0, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

(3.37)

En remplaçant (3.25) et (3.31) dans (3.21) et en tendant ε à zéro, on obtient :

〈G3,0, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0. (3.38)

Nous concluons que le problème de Signorini de l’ordre ε0 est formulé comme suit :

(P 0
c )



∫
Ω

Aijkl(0)
(
e0
k‖le

0
i‖j(v) + e1

k‖le
−1
i‖j(v)

)√
adx+

∫
Ω

Bijkl,1e0
k‖le

−1
i‖j(v)dx =∫

Ω

f i,0vi
√
adx+

∫
Γ−

hi,1vi
√
adΓ + 〈G3,0, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

〈G3,0, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0, ∀v3 ∈ K(Ω)

(3.39)

Si nous choisissons la fonction de test dans l’équation variationnelle de (P 0
c ) indépendant

de x3, v = η(x1, x2) nous avons :
e−1
i‖j(v) = 0

e0
α‖β(v) = e0

α‖β(η) = eαβ(η)− Γσαβησ − bαβη3

e0
α‖3(v) = e0

α‖β(η) = 1
2
∂αη3 + bσαησ

e0
3‖3(v) = e0

3‖3(η) = 0

(3.40)

Par conséquent, la première équation variationnelle est réduite à :∫
Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

0
i‖j(η)

√
adx =

∫
Ω

f i,0ηi
√
adx+

∫
Γ−

hi,1ηi
√
adΓ + 〈G3,0, η3

√
a〉 (3.41)

En utilisant (3.34), (3.36) et (3.40) on obtient :∫
Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

0
i‖j(η)

√
adx =

∫
Ω

Aαβστ (0)e0
σ‖τe

0
α‖β(η)

√
adx+

∫
Ω

Aαβ33(0)e0
3‖3e

0
α‖β(η)

√
adx

=

∫
Ω

aαβστe0
σ‖τe

0
α‖β(η)

√
adx1dx2

(3.42)

où
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aαβστ =
4λµ

λ+ 2µ
aαβaστ + 2µ(aασaβτ + aατaβσ) (3.43)

Sont les composantes contravariants du tenseur d’élasticité bidimensionnelle à l’échelle

de la coque.

Par conséquent, si nous choisissons la fonction test v = η(x1, x2) dans (P 0
c ) nous

constatons que le problème de Signorini de l’ordre ε0, ce qui est l’approximation asymp-

totique du problème (PM(ε)) (3.3), est formulé comme suit :


(u0, G3,0) ∈ K(ω)×H−

1
2 (ω)∫

ω

aαβστe0
σ‖τe

0
αβ(η)

√
adx1dx2 =

∫
ω

piηi
√
adx1dx2 + 〈G3,0, η3

√
a〉, ∀η ∈ V (ω)

〈G3,0, (η3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀η3 ∈ K(ω)

(3.44)
où

K(ω) = {η ∈ V (ω) ; η 6 d)}

pi,0 =

∫ 1

−1

f i,0dx3 + hi,1(.,−1)

on définie les espaces :

V (ω) = {η ∈ H1(ω), (η) = 0 sur γ0}, V0(ω) = {η ∈ V (ω), γαβ(η) = 0 dans ω}

avec

e0
α‖β = γαβ(ζ0) et e0

α‖β(η) = γαβ(η) ∀η ∈ V (Ω)

3.1.4 Modèles couplé flexion-membranaires

On se propose de donner un modèle bidimensionnel obtenu par l’analyse asymptotique

formelle à partir du modèle tridimensionnel de coques élastiques minces constuées d’un

matériau isotrope et homogène. On donne également les équations formelles vérifiées par le
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tenseur limite des contraintes . On suppose qu’il existe deux fonctions f i,2 ∈ L2(Ω), hi,3 ∈

L2(Γ−) telles que :

f i(ε)(x) = ε2f i,2(x),∀x ∈ Ω (3.45)

hi(ε)(x) = ε3hi,3,∀x ∈ Γ− (3.46)

G3,ε(xε) = ε3G3(ε)(x), ∀x ∈ Γ+ (3.47)

on définie les espaces :

V0(ω) = {η ∈ V (ω), γαβ(η) = 0 dans ω}

et l’ensemble des déplacements intentionnelles

V0(ω) = {η ∈ H1(ω) ; η = 0 sur γ0, γαβ(η) = 0 dans ω} (3.48)

n’est pas réduit à {0}. On substitue (3.45) , (3.46) et(3.47) dans (P (ε,Ω)), et on identifie

les termes du même ordre de ε, on obtient à l’ordre ε−1, ε0, ε1 et ε2 respectivement :

(D’après l’étape (a) , e−1
i‖j = 0 ) :

P−1

{∫
Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 〈G3,−3, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω) (3.49)

P 0


∫

Ω

Aijkl(0)
(
e0
k‖le

0
i‖j(v) + e1

k‖le
−1
i‖j(v)

)√
adx+

∫
Ω

Bijkl,1e0
k‖le

−1
i‖j(v)dx

= 〈G3,−2, v3

√
a〉+ 〈G3,−3, v3(

√
a)1〉 ∀v ∈ V (Ω)

(3.50)

P 1



∫
Ω

Aijkl(0)
(
e1
k‖le

0
i‖j(v) + e0

k‖le
1
i‖j(v) + e2

k‖le
−1
i‖j(v)

)√
adx

+

∫
Ω

Bijkl,1
(
e1
k‖le

−1
i‖j(v) + e0

k‖le
0
i‖j(v)

)
dx = 〈G3,−3, v3(

√
a)2〉

+ 〈G3,−2, v3(
√
a)1〉+ 〈G3,−1, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

(3.51)

P 2



∫
Ω

Aijkl(0)
(
e1
k‖le

1
i‖j(v) + e2

k‖le
0
i‖j(v) + e0

k‖le
2
i‖j(v) + e3

k‖le
−1
i‖j(v)

)√
adx

+

∫
Ω

Bijkl,1
(
e1
k‖le

0
i‖j(v) + e0

k‖le
1
i‖j(v) + e2

k‖le
−1
i‖j(v)

)
dx

+

∫
Ω

Bijkl,2
(
e1
k‖le

−1
i‖j(v) + e0

k‖le
0
i‖j(v)

)
=

∫
Ω

f i,2vi
√
a dx+

∫
Γ−

hi,3vi
√
a dΓ

〈G3,−3, v3(
√
a)3〉+ 〈G3,−2, v3(

√
a)2〉+ 〈G3,−1, v3(

√
a)1〉+ 〈G3,0, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

(3.52)
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De même, on substituons (3.4), (3.47) et (3.7) dans l’inéquation variationnelle de (3.3) on

obtient



1

ε

(
〈G3,−3, (v3 − u0

3)
√
a〉
)

+
(
〈G3,−2, (v3 − u0

3)
√
a〉+ 〈G3,−3, (v3 − u0

3)(
√
a)1 − u1

3

√
a〉
)

+

ε
(
〈G3,−1, (v3 − u0

3)
√
a〉+ 〈G3,−2, (v3 − u0

3)(
√
a)1 − u1

3

√
a〉+ 〈G3,−3, u1

3(
√
a)2 − u1

3(
√
a)1

−u2
3

√
a〉
)

+ ε2
(
〈G3,0, (v3 − u0

3)
√
a〉+ 〈G3,−1, (v3 − u0

3)(
√
a)1 − u0

3(
√
a)2 − u1

3

√
a〉+

〈G3,−2, (v3 − u0
3)(
√
a)2 − u1

3(
√
a)1 − u2

3

√
a
)

+ ε[. . . ] + · · · > 0, ∀v3 ∈ K(Ω)

(3.53)

• Étape (i) : Le problème de Signorini d’ordre ε−1

les termes d’ordre ε−1 dans (3.53) satisfaits :

〈G3,−3, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω) (3.54)

En multiplie (3.53) par ε est âpre entend ε ver 0

On obtient le problème de Signorini d’ordre ε−1 :

(P−1
c )


∫

Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 〈G3,−3, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

〈G3,−3, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

(3.55)

On suppose que l’espace V0(ω) = {η ∈ H1(ω) ; η = 0 sur γ0, γαβ(η) = 0 dans ω} si

l’espace V0(ω) des déplacements n’est pas réduit à {0},

D’après l’identification des coefficients de ε−1 et ε0 (l’étape (b) et (c))

on déduit que :

G3,−3 = 0

soit η = ξ0, l’équation variationnelle du problème "PM(ω)" satisfaits :

∫
ω

aαβστγστ (ξ
0)γαβ(ξ0)

√
adΓ = 0

alors γστ (ξ0) = 0 et donc ξ0 ∈ V0(ω)

Comme e0
α‖β = γστ (ξ

0) = 0, on obtient les équations : e0
α‖3 = 0 et e0

3‖3 = − λ
λ+2µ

aαβe0
α‖β dans Ω.
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établies dans l’étape (b), alors : ∂3u
1
3 = e0

3‖3 = 0

et

e0
α‖3 =

1

2
(∂αu

0
3 + ∂3u

1
α) + bσαu

0
σ =

1

2
(∂αξ

0
3 + ∂3u

1
α) + bσαξ

0
σ = 0

alors :

∂3u
1
α = −(∂αξ

0
3 + 2bσαξ

0
σ), u1 ∈ V (Ω).

La fonction (∂αξ
0
3 + 2bσαξ

0
σ) est indépendante de x3 il existe ξ1 = (ξ1

i ) ∈ V (ω) tel que

u1
α = ξ1

α − x3(∂αξ
0
3 + 2bσαξ

0
σ) et u1

3 = ξ1
3 . Les premières relations exigent en plus que la

fonction ξ0
3 . soit dans l’espace H2(ω) et vérifie la condition au bord ∂νξ0

3 = 0 sur γ0.

(∂ν , dénote la dérivée normale extérieure le long γ). Comme ξ0
α = 0 sur γ0 d’après l’étape

(a).

De ce que précède on a bien montrer que :

e0
i‖j = 0 dans Ω

ξ0 ∈ K(ω) = {η = (ηi) ∈ VF (ω)/ η3 ≤ d}

u1
α = ξ1

α − x3(∂αξ
0
3 + 2bσαξ

0
σ), et u1

3 = ξ1
3

où

ξ1 = (ξ1
i ) ∈ V (ω).

• Étapes (ii) : Le problème de Signorini d’ordre ε0

les termes d’ordre ε0 dans (3.53) satisfaits :

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v ∈ V (Ω) (3.56)

De même nous remplaçons G3,−3 = 0 dans (3.53), est âpre entend ε ver 0.

comme e0
i‖j = 0, l’annulation du coefficient de ε0 en P (ε,Ω) on obtient :∫

Ω

Aijkl(0)e1
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 〈G3,−2, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)
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Donc le problème de Signorini d’ordre ε0 on obtient :

(P 0
c )


∫

Ω

Aijkl(0)e1
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 〈G3,−2, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

(3.57)

D’après l’étape (i), choisissons la fonction de test dans l’équation variationnelle de (P 0
c )

indépendant de x3, v = η(x1, x2) nous avons :

(P 0
c )

{
〈G3,−2, η3

√
a〉 = 0 ∀η ∈ V (Ω)

〈G3,−2, (η3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀η3 ∈ K(Ω)

on déduit que :

G3,−2 = 0

donc
∫

Ω
Aijkl(0)e1

k‖le
−1
i‖j(v)

√
adx = 0, nous obtenons : (voir [1] )

e1
α‖3 = 0 et e1

3‖3 = − λ

λ+ 2µ
aαβe0

α‖β dans Ω, et e1
α‖β = γαβ(ζ1)− x3ραβ(ζ0)

• Étape (iii) : Le problème Signorini d’ordre ε1

les termes d’ordre ε1 dans (3.53) satisfaits :

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v ∈ V (Ω) (3.58)

D’après l’étape (a) et (i), e−1
i‖j = e0

i‖j = 0

En multiplie (3.53) par ε−1 est âpre entend ε ver 0

On obtient le problème de Signorini d’ordre ε1 :

(P 1
c )


∫

Ω

Aijkl(0)
(
e1
k‖le

0
i‖j(v) + e2

k‖le
−1
i‖j(v)

)√
adx+

∫
Ω

Bijkl,1e1
k‖le

−1
i‖j(v)dx

= 〈G3,−1, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

(3.59)
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d’où∫
Ω

Aijkl(0)
(
e1
k‖le

0
i‖j(v) + e2

k‖le
−1
i‖j(v)

)√
adx+

∫
Ω

Bijkl,1e1
k‖le

−1
i‖j(v)dx = 〈G3,−1, v3

√
a〉

soit v = η ∈ V (ω) et e−1
i‖j(v) = 0 (3.40)∫

Ω

Aijkl(0)e1
k‖le

0
i‖j(η)

√
adx = 〈G3,−1, η3

√
a〉, ∀η ∈ V (ω)

Par conséquent, si nous choisi la fonction test, P 1
c est formule comme suite :

(P 1
c )

{
〈G3,−1, v3

√
a〉 = 0 ∀v ∈ V (Ω)

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

alors

G3,−1 = 0

soit η = ξ1 dans le problème du variationnel précéder PM(ω) on obtient :∫
ω

aαβστγστ (ξ
1)γαβ(ξ1)

√
adx1dx2 = 0

d’où : γαβ(ξ1) = 0 et par conséquent, ξ1 ∈ V0(ω), tout que ξ1 ∈ V (ω) dans l’étape (i)∫
Ω

Aijkl(0)
(
e1
k‖le

0
i‖j(v) + e2

k‖le
−1
i‖j(v)

)√
adx+

∫
Ω

Bijkl,1e1
k‖le

−1
i‖j(v)dx = 0

pour tout v ∈ V (Ω).

Étant donné un élément arbitraire η dans l’espace VF (ω).

soit v(η) = (vi(n)) définie par

vα(η) = x3{2bσαησ + ∂αη3} et v3(η) = 0

Tout que, on peut poser v = (v(η)) dans l’équations précédente ; ce qui donne les équations

suivantes :
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∫
Ω

Aijkl(0)e1
k‖le

0
i‖j(v(η))

√
adx+ 4

∫
Ω

Aα3σ3(0)e2
σ‖3(bταητ +

1

2
∂αη3)

√
adx

+ 4

∫
Ω

Bα3σ3,1e1
σ‖3
(
bταητ +

1

2
∂αη3

)
dx = 0, ∀η ∈ VF (ω)

• Étape (v) : Le problème Signorini d’ordre ε2

les termes d’ordre ε2 dans (3.53) satisfaits :

〈G3,0, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v ∈ V (Ω) (3.60)

D’après l’étape (a), (i), (ii) et (iii), e−1
i‖j = e0

i‖j = 0

En multiplie (3.53) par ε−2 est âpre entend ε ver 0

On obtient le problème de Signorini d’ordre ε2 :

P 2
c



∫
Ω

Aijkl(0)
(
e1
k‖le

1
i‖j(v) + e2

k‖le
0
i‖j(v) + e3

k‖le
−1
i‖j(v)

)√
adx

+

∫
Ω

Bijkl,1
(
e1
k‖le

0
i‖j(v) + e2

k‖le
−1
i‖j(v)

)
dx+

∫
Ω

Bijkl,2e1
k‖le

−1
i‖j(v)dx

=

∫
Ω

f i,2vi
√
a dx+

∫
Γ−

hi,3vi
√
a dΓ + 〈G3,0, v3

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

〈G3,0, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v ∈ V (Ω)

(3.61)

d’où∫
Ω

Aijkl(0)
(
e1
k‖le

1
i‖j(v) + e2

k‖le
0
i‖j(v) + e3

k‖le
−1
i‖j(v)

)√
adx+

∫
Ω

Bijkl,2e1
k‖le

−1
i‖j(v)dx+∫

Ω

Bijkl,1
(
e1
k‖le

0
i‖j(v) + e2

k‖le
−1
i‖j(v)

)
dx =

∫
Ω

f i,2vi
√
a dx+

∫
Γ−

hi,3vi
√
a dΓ

+ 〈G3,0, v3

√
a〉 ∀v ∈ VF (Ω)

soit v = η ∈ VF (Ω), alors pour une telle fonction v

e−1
i‖j(v) = 0

e0
α‖β(v) = γαβ(η) = 0, e0

α‖3(v) =
1

2
∂αη3 + bσαησ, e

0
3‖3(v) = 0

D’autre part on a :
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∫
Ω

Aijkl(0)e1
k‖le

1
i‖j(v(η))

√
adx+ 4

∫
Ω

Aα3σ3(0)e2
σ‖3(bταητ +

1

2
∂αη3)

√
adx+

4

∫
Ω

Bα3σ3,1e1
σ‖3
(
bταητ +

1

2
∂αη3

)
dx =

∫
Ω

pi,2ηi
√
adx1dx2 + 〈G3,0, η3

√
a〉, ∀η ∈ VF (ω)

où

pi,2 =

∫ 1

−1

f i,2dx3 + hi,3(.,−1)

En soustrayant les équations trouvées dans l’étape (iii) de ces équations nous trouvons :

∫
Ω

Aijkl(0)e1
k‖l
(
e1
i‖j(η)−e0

i‖j(v(η))
)√

adx =

∫
ω

pi,2ηi
√
adx1dx2 + 〈G3,0, η3

√
a〉, ∀η ∈ VF (ω)

En premier les relations ( à établi dans l’étape (ii) )

e1
α‖3 = 0 et e1

3‖3 = − λ

λ+ 2µ
aαβe1

α‖β dans Ω, et e1
3‖3(η) = e0

3‖3(v(η)) = 0∫
Ω

Aijkl(0)e1
k‖l
(
e1
i‖j(η)− e0

i‖j(v(η))
)√

adx =
1

2
aαβστe1

σ‖τ
(
e1
α‖β(η)− e0

α‖β(v(η))
)

d’où : e1
σ‖τ = −x3ρστ (ξ

0) alors :

e1
α‖β(η)− e0

α‖β(v(η)) = −x3ρστ (η), pour tout η ∈ VF (ω)

Nous avons donc dérive les équations :∫
Ω

Aijkl(0)e1
k‖l
(
e1
i‖j(η)−e0

i‖j(v(η))
)√

adx =
1

3

∫
ω

aαβστρστ (ξ
0)ραβ(η)

√
adx1dx2, ∀η ∈ VF (ω)

Pour résumer, nous avons établi que quand V0(ω) 6= {0} le champ de vecteur ξ0 (doit

satisfaire) le problème variationnel PF (ω).

1

3

∫
ω

aαβστρστ (ξ
0)ραβ(η)

√
adx1dx2 =

∫
Ω

pi,2ηi
√
adx1dx2 + 〈G3,0, η3〉, ∀η ∈ VF (ω)

〈G3(ε), (v3 − u3(ε))
√
g(ε)〉 ≥ 0 ∀v ∈ K(Ω) (3.62)

pi,2 :=

∫ 1

−1

f i,2dx3 + hi,3(.,−1)

K(Ω) = {η ∈ VF (ω)/η3 ≤ d}
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3.2 Le cas avec frottement

On va étudier dans cette partie, le même problème précédent en supposant que le

contact unilatéral est avec frottement de Coulomb. L’étude variationnelle de ce problème

est déjà faite dans le chapitre 2, pour cela on s’intéresse qu’à l’étude asymptotique en

utilisant l’approche en déplacement.

3.2.1 Position du problème variationnel sur un domaine indépen-
dant de l’épaisseur

L’objectif de l’analyse asymptotique est de connaître le comportement de la solution

uε du problème P ε(Ωε) lorsque ε tend vers zéro. Pour cela il est important que le domaine

sur lequel est posé le problème ne dépend pas de ε .

On garde la même mise à l’échelle pour les données que celle faite dans le cas sans

frottement.

On peut alors réécrire le problème variationnel P ε(Ωε) (2.12) sur l’ouvert fixe Ω :

P (ε,Ω)



Trouver (u(ε), G(ε)) ∈ K(Ω)×H−
1
2 (Γ+) tel que∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖l(ε, (u(ε))ei‖j(ε, v)
√
g(ε)dx = L(v) + εp−1〈Gi(ε), vi

√
g(ε)〉 ∀v ∈ V(Ω)

〈G3(ε), (v3 − u3(ε))
√
g(ε)〉 ≥ 0 ∀v ∈ K(Ω)

〈GT (ε),
(
(v − u(ε))− (vT − uT (ε))

)√
g(ε)〉+ 〈Λ|G3(ε)|, (|vT | − |uT (ε)|)

√
gε〉 ≥ 0

∀v ∈ V(Ω)
(3.63)

tels que : ∫
Ω

Aijkl(ε)ek‖l(ε, u(ε))ei‖j(ε, v)
√
g(ε)dx =∫

Ω

f i(ε)vi
√
g(ε)dx+

1

ε

∫
Γ−

hi(ε)vi
√
g(ε)dΓ + εp−1〈G3(ε), v3

√
g(ε)〉

ei‖j(ε, v) =
1

2
(vi‖j(ε) + vj‖i(ε)) (3.64)

vi‖j(ε) = ∂jvi − Γkij(ε)vk (3.65)

V(Ω) = {v = (vi) ∈ H1(Ω) , v = 0 sur Γ0} (3.66)
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K(Ω) = {v ∈ V(Ω)/ v3 ≤ d}. (3.67)

3.2.2 Modèles de coques membranaires

On se propose quel que modèles bidimentionnels des coques membranaires obtenus

par l’analyse asymptotique formelle à partir du modèle tridimentionnel de coques élas-

tiques minces constituées d’un matériau isotrope et homogène entrant en contact avec

frottemen de Coulomb contre un obstacle rigide.

On suppose qu’il existe deux fonctions f i,0 ∈ L2(Ω), hi,1 ∈ L2(Γ−) telles que :

f i(ε)(x) = f i,0(x), ∀x ∈ Ω (3.68)

hi(ε)(x) = εhi,1(x), ∀x ∈ Γ− (3.69)

d(ε) = d

Gi,ε(xε) = εGi(ε)(x), ∀x ∈ Γ+ (3.70)

Gi(ε) = . . .+Gi,0 + εGi,1 + ε2Gi,2 + . . . (3.71)

On substitue (3.4),(3.71),(3.6),(3.68)et(3.69) dans (3.63), et on identifie les termes du

même ordre de ε, on obtient à l’ordre ε−2, ε−1 et ε0 respectivement :

P−2

{∫
Ω

Aijkl(0)e−1
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 〈Gi,−2, vi

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω) (3.72)

P−1

{∫
Ω

Aijkl(0)
(
e0
k‖le

−1
i‖j(v) + e−1

k‖le
0
i‖j(v)

)√
adx = 〈Gi,−2, vi(

√
a)1〉+ 〈Gi,−1, vi

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω)

(3.73)

P 0



∫
Ω

Aijkl(0)
(
e0
k‖le

0
i‖j(v) + e1

k‖le
−1
i‖j(v) + e−1

k‖le
1
i‖j(v)

)√
adx+

∫
Ω

Bijkl,2e−1
k‖le

−1
i‖j(v)

+

∫
Ω

Bijkl,1
(
e0
k‖le

−1
i‖j(v) + e−1

k‖le
0
i‖j(v)

)
dx =

∫
Ω

f i,0vi
√
adx+

∫
Γ

hi,1vi
√
adΓ

+ 〈Gi,0, vi
√
a〉+ 〈Gi,−1, vi(

√
a)1〉+ 〈Gi,−2, vi(

√
a)2〉 ∀v ∈ V(Ω)

(3.74)

De même, on substituons (3.4), (3.71) et (3.7) dans l’inéquation variationnelle de (3.63)

on obtient :
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[
εd〈G3,d, (v3 − u0

3)
√
a〉+

∑
s>d

εs〈G̃3,s, (ṽ3 − ũ0
3)(
√
ã)〉
]
≥ 0 ∀v3 ∈ K(Ω), d = −2,−1, 0[

εd
(
〈Gd

T ,
(
(v − u0)− (vT − u0

T )
)√

a〉+ 〈Λ|G3,d|, (|vT | − |u0
T |)
√
a〉
)]

+[∑
s>d

εs
(
〈G̃s

T ,
(
(ṽ − ũ0)− (ṽT − ũ0

T )
)√

ã〉+ 〈Λ|G̃3,s|, (|ṽT | − |ũ0
T |)(
√
ã)〉
)]
≥ 0 ∀v ∈ K(Ω)

(3.75)

• Étape (1) : Le problème de Signorini d’ordre ε−2

les termes d’ordre ε−2 dans (3.75) satisfaits 〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 et

〈G−2
T ,
(
(v − u0)− (vT − u0

T )
)√

a〉+ 〈Λ|G3,−2|, (|vT | − |u0
T |)
√
a〉 > 0, ∀v ∈ K(Ω)

En multiplie (3.75) par ε2 est âpre entend ε ver 0

on obtient le problème de Signorini d’ordre ε−2 :

(P−2
c )


∫

Ω

Aijkl(0)e−1
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 〈Gi,−2, vi

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0, ∀v ∈ K(Ω)

〈G−2
T ,
(
(v − u0)− (vT − u0

T )
)√

a〉+ 〈Λ|G3,−2|, (|vT | − |u0
T |)
√
a〉 > 0, ∀v ∈ K(Ω)

(3.76)

Pour tout v ∈ V (Ω) est indépendant de x3 ; et d’après (3.13) le problème de Signorini

d’ordre ε−2 se réduit à :

(P−2
c )


〈Gi,−2, vi

√
a〉 = 0 ∀v ∈ V (Ω)

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0, ∀v3 ∈ K(Ω)

〈G−2
T ,
(
(v − u0)− (vT − u0

T )
)√

a〉+ 〈Λ|G3,−2|, (|vT | − |u0
T |)
√
a〉 > 0, ∀v ∈ K(Ω)

(3.77)

on obtient :

Gi,−2 = 0, donc G3,−2 = Gα,−2 = 0 / G−2
T = Gα,−2 (3.78)

En utilisant les expressions des fonctions Aijkl(0) et e−1
k‖l , on trouve :∫

Ω

Aijkl(0)e−1
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 0 ∀v ∈ V (Ω),

D’après le théorème (3.1.1) on obtient : ∂3u
0 = 0 dans Ω alors le terme principale u0 ∈

V (Ω) est indépendant de x3 et peut être identifié avec un champ de vecteurs ξ0 ∈ H1(ω)
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satisfaisant ξ0 = 0 sur γ0.

D’après l’identification des coefficients de ε−2 on obtient les relations :

ξ0 ∈ V (ω) = {η ∈ H1(ω); η = 0 on γ0}

e−1
i‖j = 0 = e−1

i‖j(u
0) = 0 dans Ω (3.79)

• Étape 2 : Le problème de Signorini d’ordre ε−1

D’après l’étape (1), On remplaçons (3.79) et (3.78) dans (3.75) on obtient{
〈G3,−1, (v3 − u0

3)
√
a〉 > 0, ∀v3 ∈ K(Ω)

〈G−1
T ,
(
(v − u0)− (vT − u0

T )
)√

a〉+ 〈Λ|G3,−1|, (|vT | − |u0
T |)
√
a〉 > 0, ∀v ∈ V (Ω)

En multiplie (3.75) par ε1 est âpre entend ε ver 0

on obtient le problème de Signorini d’ordre ε−1 :

(P−1
c )


∫

Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 〈Gi,−1, vi

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0, ∀v3 ∈ K(Ω)

〈G−1
T ,
(
(v − u0)− (vT − u0

T )
)√

a〉+ 〈Λ|G3,−1|, (|vT | − |u0
T |)
√
a〉 > 0, ∀v ∈ v(Ω)

(3.80)

Pour tout v ∈ V (Ω) est indépendant de x3 ; et d’après (3.13) le problème de Signorini

d’ordre ε−1 se réduit à :

(P−1
c )


〈Gi,−1, vi

√
a〉 = 0 ∀v ∈ V (Ω)

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0, ∀v3 ∈ K(Ω)

〈G−1
T ,
(
(v − u0)− (vT − u0

T )
)√

a〉+ 〈Λ|G3,−1|, (|vT | − |u0
T |)
√
a〉 > 0, ∀v ∈ V (Ω)

(3.81)

alors Gi,−1 = 0, donc G3,−1 = Gα,−1 = 0 /Gα,−1 = G−1
T (3.82)

En utilisant les expressions des fonctions Aijkl(0) et e−1
k‖l , on trouve :
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∫
Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx =

∫
Ω

4Aα3σ3(0)e0
α‖3e

−1
σ‖3(v)

√
adx

+

∫
Ω

((
Aαβ33(0)e0

α‖β + A3333(0)e0
3‖3
)
e−1

3‖3(v)
)√

adx =∫
Ω

(
2µaασe0

α‖3∂3vσ +
[
λaαβe0

α‖β + (λ+ 2µ)e0
3‖3
]
∂3v3

)√
adx = 0, ∀v ∈ K(Ω)

D’après le théorème (3.1.1) on obtient les équations :

e0
α‖3 = 0 et e0

3‖3 = − λ

λ+ 2µ
aαβe0

α‖β dans Ω. (3.83)

• Étape 3 : Le problème de Signorini d’ordre ε0

On applique l’étape (1) et (2), dans (3.74) on obtient :
∫

Ω

Aijkl(0)
(
e0
k‖le

0
i‖j(v) + e1

k‖le
−1
i‖j(v)

)√
adx+

∫
Ω

Bijkl,1e0
k‖le

−1
i‖j(v)dx =∫

Ω

f i,0vi
√
adx+

∫
Γ−

hi,1vi
√
adΓ + 〈Gi,0, vi

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

(3.84)

En remplaçons (3.78) et (3.82) dans (3.75) et en tendant ε à zéro, on obtient :{
〈G3,0, (v3 − u0

3)
√
a〉 > 0

〈G0
T ,
(
(v − u0)− (vT − u0

T )
)√

a〉+ 〈Λ|G3,0|, (|vT | − |u0
T |)
√
a〉 > 0, ∀v ∈ K(Ω)

(3.85)

le problème Signorini de l’ordre ε0 :

(P 0
c )



∫
Ω

Aijkl(0)
(
e0
k‖le

0
i‖j(v) + e1

k‖le
−1
i‖j(v)

)√
adx+

∫
Ω

Bijkl,1e0
k‖le

−1
i‖j(v)dx =∫

Ω

f i,0vi
√
adx+

∫
Γ−

hi,1vi
√
adΓ + 〈Gi,0, vi

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)

〈G3,0, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0, ∀v3 ∈ K(Ω)

〈G0
T ,
(
(v − u0)− (vT − u0

T )
)√

a〉+ 〈Λ|G3,0|, (|vT | − |u0
T |)
√
a〉 > 0, ∀v ∈ V (Ω)

(3.86)

donc ∫
Ω

Aijkl(0)
(
e0
k‖le

0
i‖j(v) + e1

k‖le
−1
i‖j(v)

)√
adx+

∫
Ω

Bijkl,1e0
k‖le

−1
i‖j(v)dx =∫

Ω

f i,0vi
√
adx+

∫
Γ−

hi,1vi
√
adΓ + 〈Gi,0, vi

√
a〉 ∀v ∈ V (Ω)
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soit v = η ∈ V (ω).i, e, v ∈ V (Ω) et v indépendant de x3 alors :

∫
Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

0
i‖j(η)

√
adx =

∫
Ω

(
Aαβστ (0)e0

σ‖τ + Aαβ33(0)e0
3‖3

)
e0
α‖β(η)

√
adx

=

∫
Ω

(
λaαβaστ + µ

(
aασaβτ + aατaβσ

))
e0
σ‖τe

0
α‖β(η)

√
adx+

∫
Ω

λaαβe0
3‖3e

0
α‖β(η)

√
adx

=
1

2

∫
Ω

aαβστe0
σ‖τe

0
α‖β(η)

√
adx

=

∫
Ω

f i,0ηi
√
adx+

∫
Γ−

hi,1ηi
√
adΓ + 〈Gi,0, ηi

√
a〉 ∀η ∈ V (ω),

où

aαβστ :=
4λu

λ+ 2u
aαβaστ + 2u(aασaβτ + aατaβσ)

tels que

γαβ(η) :=
1

2
(∂βηα + ∂αηβ)− Γσαβησ − bαβη3

e0
α‖β = γαβ(ξ0) et e0

α‖β(η) = γαβ(η) ∀η ∈ V (ω)

Alors d’après l’étape (3) le champs de vecteurs ξ0 devrait satisfaire le problème varia-

tionnel bidimensionnel "PM(ω)" :

∫
ω

aαβστγστ (ξ
0)γαβ(η)

√
adx1dx)2 =

∫
ω

pi,0ηi
√
adx1dx)2 + 〈Gi,0, ηi

√
a〉 ∀η ∈ V (ω)

〈G3,0, (η3 − ξ
0

3)
√
a〉 ≥ 0 ∀η ∈ K(ω) (3.87)

〈G0
T ,
(
(η − ξ0

)− (ηT − ξ
0

T )
)√

a〉+ 〈Λ|G3,0|, (|ηT | − |ξ0
T |)
√
a〉 ≥ 0, ∀η ∈ V(Ω). (3.88)

pi,0 :=

∫ 1

−1

f i,0dx3 + hi,1(.,−1)
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Conclusion

On conclut de ce travail, dans le cas des coques minces, en utilisant la méthode des
développements asymptotiques formelles que dans le cas sans frottement, on trouve un
problème bidimensionnel de Signorini sans frottement et dans le cas avec frottement de
Coulomb, on trouve un problème bidimensionnel de Signorini avec frottement. Donc, dans
chaque cas, on dérive un problème bidimensionnel de même type. Et ceci en utilisant
l’étude asymptotique formelle.
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Résumé  

L'objectif de ce t travail de mémoire présente une étude asymptotique d'un  problème de Signorini  sans  
frottement et avec  frottement  de Coulomb  pour  une  coque  linéairement élastiques  

Dans  la première  partie :  il est un des  concepts  généraux  sur  élasticité  tridimensionnelle linéaires.  

Dans  la deuxième  partie :  Modélisation  en  sans  frottement  et  3D  avec  frottement  de Coulomb  pour  
une  coque, et  nous  avons utilisé  coordonnées  curvilignes  pour  faciliter l'étude.  

Dans  la  troisième  partie :  Utilisation de  l'analyse  asymptotique, la  transformation  des couques 
d'épaisseur  2ε  vers  épaisseur  2, et  on  trouve  un  problème  bidimensionnel  de Signorini  de  même  
type..  

Mots Clés : Analyse  asymptotique,  problème  de  Signorini,  frottement  de  Coulomb, couques,  

coordonnées  curvilignes,  bidimensionnel.   

Abstract  
The  objective  of  this  work  of  memory  presents  an  asymptotic  study  of  a  problem  of Signorini  
without  friction  and  with  Coulomb  friction  for  a  linearly  elastic  shell.  

In  the  first  part :  it  is  one  of  the  general  concepts  on  linear  three-dimensional elasticity 

In  the  second  part:  Frictionless  and  3D  modeling  with  Coulomb  friction  for  a  shell, and  we  used  
curvilinear  coordinates  to  facilitate  the  study 

In the third part: Using asymptotic analysis, the transformation of the   2ε to thick thicknesses, and we find a 
two-dimensional problem of Signorini of the same type  

Key words : Asymptotic analysis, Signorini problem, Coulomb friction, shell,  curvilinear coordinates, 

two-dimensional.  

  ملخص
 احتكاك عدم حالة في، سینیورني لـمشكلة خطیة مرونة ذات الانحناء متعددة لھیاكل المقاربة النمذجة دراسة ھو الأطروحة ھذه من الھدف     

  . كولوم احتكاك وحالة
  .الأبعاد الثلاثیة الخطیة المرونة حول عامة مفاھیم عن عبارة ھو:  الأول الجزء في

 المنحنیة الإحداثیات واستخدمنا، كولوم احتكاك وحالة احتكاك عدم حالة في الانحناء متعددة لھیاكل الأبعاد ثلاثیة نمذجة:  الثاني الجزء في
  .دراستھا لتسھیل

 ثنائیة سینیورني  مشكلة وھناك، 2 سمك إلى 2ε سمك ذات الانحناء متعددة ھیاكل حولنا المقارب التحلیل تقنیات مباستخدا الثالث الجزء في
  . النوع نفس من الأبعاد

، المنحنیة الإحداثیات، كولوم احتكاك، خطیة مرونة، الانحناء متعددة لھیاكل، سینیورني مسألة، المقاربة النمذجة  :  المفتاحیة الكلمات
 الأبعاد ثنائیة
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