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Notations et conventions
� O : Orbite

� _X : dérévable de X

� �i : les valeurs propres

� DG : le jacobien de G

� J : Matrice de Jacobian
� d(f t(u); A) : La distence

� H : Application de Hénon

� G : Application

�
X

: La somme

�1D : Démonsion 1

�2D : Démonsion 2
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Introduction générale
Un système dynamique discret est un ensemble �ni d�éléments, prenant chacun un

nombre �ni d�états, et évoluant, dans un temps discret, par interactions mutuelles. En

mathématiques un système dynamique discret, est de la forme : Xn+1 = f(Xn) où f est

une application régulière engendrée par l�itération d�une application.

Chaos, ou un système chaotique c�est un système produira des comportements très

di¤érents à long terme lorsque les conditions initiales sont perturbées très légèrement,

depuis la �n des années 70, la théorie du chaos a envahi la plupart des sciences : Physique,

Chimie, Mécanique Géophysique, Astronomie, Psychologie, Economie, Sociologie, ..., elle

a même envahi le �ux et le re�ux de la vie élargissant considérablement les possibilités

d�emploi des modèles déterministes. L�ecologie est un domaine qui, depuis une vingtaine

d�années, a reçu une stimulation décisive grâce aux mathématiques du chaos. Si le monde

est un chaudron fait de millions d�espèces en interactions, alors comment ces diverses

populations évoluent-elles ? Qu�arriverait-il à une population animale si les ressources

venaient à manquer, si des prédateurs survenaient, si une épidémie se déclarait ?...

Les systèmes dynamiques discrets sont présentés comme source de chaos de référence

dans beaucoup d�études. Comme exemple les systèmes quadratiques (application logis-

tique en 1D, application de Henon en 2D) qui sont principalement des systèmes discrets

dont l�état chaotique dépendent d�un ou plusieurs paramètres de bifurcation.

Ce travail réalisé dans le cadre de ce mémoire porte ��l�obtention d�un point périodique

par la méthode de Newton ��. L�objet de notre mémoire est d�étudier l�existence des

points périodiques à laid de la méthode de Newton d�un système dynamique discret

nous commençons donc dans le premier chapitre, par présenter les notions concernant les

systèmes dynamiques continues discrets tell que : le �ot, la trajectoire, l�espaces de phases,

Orbites périodiques, Point �xes, stabilité de point �xe, ... Dans le deuxième chapitre on

présente après introduction on traite en détail les notions de base qui concernent chaos

et des attracteurs chaotiques tels que : attracteurs, le bassin d�attraction, les di¤érents

types d�attracteurs, attracteurs étranges, les di¤érents types d�attracteurs, en passant
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par la théorie de bifurcation, et les exposants de Lyapunov des attracteurs chaotiques.

Dans le troisième chapitre on donne la notion de la méthode de Newton, et on applique

cette méthode pour obtenir les points périodiques d�un système dynamique discret donné

on termine par la représentation des quelques attracteurs chaotiques.
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Chapitre 1

Système dynamique

Les systèmes dynamiques désignent couramment la branche de recherche active des

mathématiques, à la frontière de la topologie, de l�analyse, de la géométrie, de la théorie

de la mesure et des probabilités. Les systèmes dynamiques n�ont été étudiés en tant que

tels qu�assez tardivement. Ils sont néanmoins apparus assez tôt dans l�histoire scienti�que

puisqu�on peut les reconnaitre dans les premiers travaux de la mécanique donnant lieu à

des équations di¤érentielles.

Dé�nition 1.1 Pour dé�nir un système dynamique, on doit spéci�er :

- un espace de con�gurations du système, ou "espace des phases" ;

- une loi d�évolution, qui donne l�état futur du système en fonction de l�état présent.

Etant donnés un espace de con�guration et une loi d�évolution, le dynamicien s�inté-

resse au comportement asymptotique du système : que se passe-t-il quand on attend un

temps in�ni ?

1.1 Système dynamique continue

Un système dynamique est un modèle permettant de décrire l�évolution au cours

du temps d�un ensemble des objets en interaction, il est dé�ni par un triplet (X; t;G
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) constitué de l�espace d�état X du domaine temporel T , et d�une application (champ

de vecteurs) de transition d�état G : X � T �! X qui permet de dé�nir à partir d�un

vecteur de conditions initiales l�état du système à tout instant.

Dans le cas où la composante du temps est continue le système dynamique est présenté

par un système d�équations di¤érentielles de la forme :

dx

dt
= G(x(t); t; �) où x 2 X � Rn et � 2 Rr (1.1)

Connaissant l�état intial du système x(t0) à t = t0;on peut déterminer l�état futur du

système x(t) à nimporte quel instant t > t0

Système dynamique autonome

Dé�nition 1.2 un système autonome est un système à évoluation temporelle continue

qui qui a une indépendance explicite du temps t :

dx

dt
= G(x(t)) (1.2)

Système dynamique non autonome

Dé�nition 1.3 un système non autonome est un système à évoluation temporelle conti-

nue qui dépend explicitement du temps t :

dx

dt
= G(x(t); t) (1.3)

1.1.1 Le Flot

Dé�nition 1.4 On appelle �ot de l�équation (1:3) l�application ' dé�nie par :

' : R�X �! X (1.4)

(t; x0) �! '(t; x0) = 't(x0) = x(t; x0)
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Soit x0 2 X une condition initiale et x(t; x0) la solution de l�équation (1:3). L�en-

semble des points fx(t; x0); t 2 Rg est la trajectiore (ou orbite) dans l�espace d�etat pas-

sant par le points x0 à l�instant t = 0:

� Deux trajectiores identiques émanent obligatoirement du même état initial.

� La trajectiore d�un système dynamique autonome ne dépend que l�état initial.

1.1.2 La trajectoire

Dé�nition 1.5 Une trajectoire x(t) de ce système est une application de I � R dans

Rn :

x :
I ! Rn;

t! x(t);
(1.5)

qui véri�e à tout instant t 2 I la relation x
0
= f(x; �) .C�est en d�autres termes une

solution des équations du système

L�existence et L�unicité

La question de l�existence et de l�unicité d�une solution dépend de conditions sur f .

Notamment, un résultat majeur est le suiv ant, pour � �xé :

Théorème 1.1 Si f est Cr(r � 1) dans un voisinage V (x0), alors il existe un réel

a > 0 tel que le problème :

8<: x
0
= f(x; �)

x(0) = x0

admet une solution unique x(t) sur [�a; a].

L�existence et l�unicité d�une solution, dans le cas où l�application f n�est pas conti-

nûment di¤érentiable, restent des problèmes ouverts. Un cas particulier, celui où la fonc-

tion f et sa matrice jacobienne sont Lipshchitziennes, est toutefois résolu : le théorème des
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fonctions implicites peut être appliqué, et on retrouve les résultats d�existence et d�unicité.

On parlera indistinctement dans la suite de la trajectoire x(t), au sens du trajet parcouru

dans l�espace des phases au cours du temps, ou de la solution x(t) (sous-entendu : des

équations du système).[6]

1.1.3 L�espace de phases

Dé�nition 1.6 Dès que la dimension n du système dépasse l�unité, il devient assez dif-

�cile de se représenter �mentalement� comment le système évolue. L�outil de base pour

y palier est l�espace de phase. On considère chaque composante Xi de X comme une co-

ordonnée d�un point dans un espace de dimension n. L�évolution suivant t du système se

traduit alors par un déplacement du point représentatif dans l�espace de phase, traçant

ainsi une trajectoire de phase.[8]

1.1.4 Systèmes conservatifs et systèmes dissipatifes

Dé�nition 1.7 Chez les physiciens, un système conservatif est un système qui conserve

l�énergie totale, par contre un système dissipatif est un système qui dissipe de l�énergie.

Donc le premier possède une intégrale première (ou constante) du mouvement, et l�autre

possède au moins un terme dépendant de la vitesse. Mais n�oublions pas que les systèmes

considérés sont des systèmes déterministes, alors pour préciser cette dé�nition, on arrive

à dire qu�un système déterministe est conservatif, si et seulement si la dynamique du

système associée à chaque condition initiale x0 un et un seul état �nal x(t), il faut pour

cela qu�il existe une application bijective ' de l�espace des phases

� : X � R! X

(x; t) 7! �t(x) = �(x; t)

Qu�on appelle �ot et qui possède les propriétés suivantes :
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�t(x0) = x0

�t+s(x0) = �t(�s(x0)) pour tout t; s 2 R

Si le système est dissipatif, le �ot n�est pas bijectif et il existe en général un (ou

plusieurs) attracteurs dans l�espace des phases du système.[8]

Exemple 1.1 cas continu(L�oscillateur de Du¢ ng)8<: dx
dt
= y

dy
dt
= x� x3 � �y +  cos$t

Où � ,  ,$, sont des paramètres physiques réels (variables statiques)

L�espace des phases est : R2, l�espace des paramètres est : R3:

Ce système est non linéaire, non autonome, il peut être dissipatif ou conservatif (sui-

vant le mouvement avec ou sans frottement).[8]

1.1.5 Point critique

Dé�nition 1.8 Un point critique (ou point singulier, ou point stationnaire) de l�équation

_X = F (X) est un point �X de l�espace des phases véri�ant F ( �X) = 0:

Remarque 1.1 Par un changement de variable z = x � a on peut ramener le point à

l�origine (0).

1.1.6 Solution périodique

Dé�nition 1.9 une solution du système (1.1) passant au point x0 est appelée solution

périodique de période T s�il existe T > 0 tel que :

fx(0) = x0;8t 2 R; x(t+ T ) = x(t);
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on prendra naturellement pour T la période minimale, s�il existe bien que n�importe

quel multiple entier de T véri�e éhalement la dé�nition.

Branche de solutions périodiques On peut montrer, en appliquant le théorème

des fonctions implicites, l�existence de branches de solutions périodiques, lorsque le pa-

ramètre � varie continûment, de la même manière que pour les solutions statiques.

Stabilité On étudie la stabilité asymptotique d�une solution périodique par analyse

linéaire des trajectoires au voisinage de cette solution.

Soit x0(t) une solution périodique de (1.1) de période T0, pour une valeur donnée

du paramètre �0. Construisons une solution perturbée x(t) arbitrairement proche de

x0(t) : x(t) = x0(t) + y(t); jy(0)j << jx0(0)j. On linéarité alors l�équation d�évolution du

système autour de la trajectoire x0(t), par développement de Taylor à l�ordre 1 en chaque

instant :

y0(t) = J(x0(t); �0)y(t)

où l�on néglige les termes d�ordre supérieur en y: On obtient ainsi un système dyna-

mique linéaire dont la matrice d�évolution J(x0(t); �0) est périodique de période T0.[6]

1.2 Système dynamique discret

1.2.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.10 Systèmes dynamiques discrets, ou, dans un langage plus prosaïque, des

suites récurrentes. Un système dynamique discret est de la forme :

xk+1 = G(xk) (1.6)
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Un di¤éomorphisme de classe Cr est une application bijective de classe Cr dont la réci-

proque est aussi de classe Cr.

Dé�nition 1.11 On dé�nit un système dynamique discret dans Rn par une application

itérative continue G, tell�que :

8<: G : Rn �! Rn

xk+1 = G(xk)
ou xk 2 Rn; k 2 Z: (1.7)

Elle opère de la façon suivante : étant donné une condition initiale x0 de l�état du

système, le premier état suivant est x1 = G(x0), le second état qui suit immédiatement

le premier est x2 = G(x1) = G(G(x0) = G � G(x0) = G2(x0), et ainsi de suite de telle

sorte que la (k + 1)-i�eme état est donné par

xk+1 = G(xk) = :::::G
k+1(x0)

1- On dé�nit le �ot du système à temps discret par :

'k(x) = G �G � ::: �G(x) = Gk(x); k > 0 et

2- 'k(x) est dé�ni pour k < 0 lorsque G est inversible.

3- Dans la pratique : x0; x1 = G(x0); x2 = G(x1); :::; xk+1 = G(xk); représentent les

valeurs d�une certaine quantité au temps t = 0; 1; 2; :::

4- La valeur de la quantité au temps m+ 1 dépend de sa valeur au temps m.

1.2.2 Orbite périodique

Dé�nition 1.12 On appelle cycle(ou trajectoire périodique ou orbite périodique) une

trajectoire 't(x) qui n�est pas réduite à un point et telle qu�il existe T > 0 véri�ant

'T (x) = x. Le plus petit réel T strictement positif tel que 'T (x) = x est appellé période,

il est indépendant du point x pris sur la trajectoire.
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Dé�nition 1.13 Une orbite (GK(x))K�O un système xK+1 est dite périodiuque si G(x) 6=

x et s�il existe K > 2 tel que GK(x) = x: le plus petit entier K � 2 tel que GK(x) = x

est alors appelé période.

xK+1 = G(xK)

Comme pour les cycles limites, on peut dé�nir une notion de stabilité (asymptotique-

ment) autour d�une orbite périodique.

1.2.3 Orbites négatives et orbites positives

Dé�nition 1.14 Une orbite positive O+ d�un point x0 dans Rn est la suite des images

de x0 par les composées successives de G :

O+(x0) =
�
x0; G(x0); G

2(x0); :::; G
k(x0); ::

	
Si G inversible alors :

G�k(x0) = G
�1 �G�1 � ::: �G�1| {z }(x0)
k -fois

Dé�nition 1.15 Une orbite négative O� d�un point x0 dans Rn est la suite des images

de x0 par les composées successives de G :

O�(x0) =
�
x0; G

�1(x0); G
�2(x0); :::; G

�k(x0); ::
	

Dé�nition 1.16 Si O+(x0) et O�(x0) existent alors l�orbite O(x0) de x0 est l�ensemble :

O(x0) = O
+(x0) [O�(x0)
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1.2.4 Stabilité du point �xe

Soit f : R2 ! R2 une fonction vectoreil dé�nie une application disecrèt, Soit Df(x0)

sa matrice Jacobienne évaluée au point �xe x0 de l�application f; pour simpli�er les

notions de la stabilité locale du point �xe x0 on introduit la notion de multiplicateur et

pour caractériser la nature de ce point �xe nous donnons les dé�nitions :

Dé�nition 1.17 Les valeurs propres du Jacobien Df(x0) sont appelées multiplicateurs

caractéristiques de f en x0:

Dé�nition 1.18 Le point �xe x0 de f est dit asymptotiquement stable si ses multiplica-

tion caractéristiques sont tous de module strictement inférieur à 1.

Dé�nition 1.19 Le point �xe x0 de f est dit instable si l�un des multiplication carac-

téristiques et de module strictement supérieur à 1.

Dé�nition 1.20 Le point �xe x0 de f est dit point selle si au moins un multiplication

est de module strictement inférieur à 1 et les autres multiplication caractéristiques sont

tous de module strictement supérieur à 1.

Exemple 1.2 On considère le système suivant :8<: xn+1 = �ah(yn) + xn
yn+1 = xn

(1.8)

et h est un fonction dé�nit par :

h(y) =

8<: by � c si y � 0;

by + c si y < 0;
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Pour tout les valeurs a > 0; c > 0 et b > 0 le système (1.8) admet deux points �xes,

sont dé�né par :

P1 = (
c

b
;
c

b
); P2 = (�

c

b
;�c
b
)

Les points �xes du système (1.8) est les solutions réel du système :

�ah(y) + x = x; x = y

Donc, on peut facilement obtient l�equation

h(y) = 0; x = y

�nalement, on obtenir

y1 =
c

b
> 0; y2 = �

c

b
< 0 et xi = yi; i = 1; 2:

La matrice Jacobian de le système présedent evalué aux points �xes P1 et P2 sont le

même et il est donnée par :

J1;2 =

0@ 1 �ab

1 0

1A
Et le polynômes caractéristique pour J1;2 sont donnée par :

�2 � �+ ab = 0

Nous avons prouvé le résultat suivant :

Les deux points P1 et P2 sont la même stabilité puisqu�ils ont le même polynôme

caractéristique.

La stabilité locale de P1 et de P2 est étudiée par le fait d�évaluer les valeurs propre

de la matrice jacobian, nous supposons a > 0, c > 0 et b > 0, on a le résultat suivant :

17



(1) Si 0 � a � 1
b
, alors les deux points �xés P1 et P2 sont stable.

(2) If a > 1
b
, alors tous les deux ont points �xés P1 et P2 sont instables[11].

Alors résumons les caractérisés des points �xes dans le tableaus suivante[9] :

Fig. 1-1 �Les di¤érents types d�état diquilibre
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Chapitre 2

Attracteurs et Attracteurs

chaotiques

Dans ce chapitre nous donnons des notions de base dont nous avons besoin, concer-

nant : Attracteurs, Ensemble invariant, Bassin d�attraction, propriétés d�attracteur, Dif-

férents type d�attracteur, Attracteurs chaotique, Exposant de Lyapunov

Dans l�étude des systémes dynamiques, un attracteur (ou ensemble-limite) est un

ensemble ou un espace vers lequel un système évolue de façon irréversible en l�absence

de perturbations. Constituants de base de la théorie du chaos.

2.1 Chaos

La théorie du chaos traite des système dynamiques déterministes qui présentent un

phénomène fondamantal d�instabilité appelé "sensibilité aux conditions initiales", ce qui

les rend non prédictibles en pratique sur le "long" terme. Le Chaos est dé�ni généralement

comme un comportement semblant alétoire (ou imprévisible) d�un système dynamique

dé�ni par des équations déterministes.

Il n�ya aucune dé�nition standard du chaos néanmoins.

Dé�nition 2.1 Soit un ensemble V . L�application f : V ! V est dite chaotique sur V
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si :

1: f possède une sensibilité aux conditions initiales.

2: f est topologiquement transitive.

3: Les points périodiques sont denses dans V:

2.2 Attracteurs

Dans la littérature on trouve plusieurs dé�nitions. En général, un attracteur est dé�ni

comme une sous partie fermée de l�espace des phases qui "attire" toutes les autres orbites

vers elle.

2.2.1 Ensemble invariant

Dé�nition 2.2 Un ensemble M � X est dit invariant par un champ de vecteurs si toute

solution X(t) du système di¤érentiel associe au champ de vecteurs issue de M véri�er

X(t) �M pour tout t pour lequel cette solution est dé�nie.

2.2.2 Dé�nitions d�attracteurs

Dé�nition 2.3 Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent toute les tra-

jectoires points de l�espace des phases, c�est-à-dire une situation(ou un ensemble de si-

tuation) vers lesquelles évolue un système, quelle que soient ses conditions initiales.

Mathématique, l�ensemble A est un attracteur si :

pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V de A tel que toute solution8<: x(x0; t) = 't(x0) restra dans U si x0 2 V

� \ 't(V ) = A; t � 0

il existe une orbite dense dans A.
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Dé�nition 2.4 soit (x; f) un système dynamique discret. Une sous-partie A de x est

appelée attracteur si et seulement si les conditions suivants sont réalisées :

1. A est fermée.

2. A est positivement invariante.

3. A est attractive, c�est �à-dire, il existe un voisinage ouvert U de A tel que :

a) U est positivement invariant.

b) U est attiré par A:

8u 2 U; lim
t!1

d(f t(u); A) = 0:

Tout voisinage ouvert qui satisfait les conditions 3.a) et 3.b) est appelé voisinage

attiré par A. Il faut remarquer que bien qu�il existe un voisinage attiré U , on peut pas

a¢ rmer qu�il est unique en e¤et A peutqs plusieurs voisinages attiré par lui-meme.

On appelle basin d�attraction B(A) de A le plus grand des tels voisinages ittirés,

c�est-à-dire :

B(A) = [fU 2 p(x) : U est un voisinage attiré par Ag:

2.2.3 Bassin d�attraction

Le bassin d�attraction d�un attracteur SE est l�ensemble BE qui comprend les condi-

tions initiales X0 telles que :

lim
t!1

�t(X0)! SE

2.2.4 Propriétés d�attracteurs

1_Un sus ensemble borné A de l�espace est de volume nul invariant par �ot- autrement

dit tout point de l�espace d�état qui appartient à un attracteur demeure à l�intérieur de

cet attracteur pour tout t.
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2_ Il existe un ensembleB � Atel que pour voisinage deA, la trajectoire qui prend son

origine dans B se trouve au bout d�un temps �ni dans ce voisinage de A. Autrement dit,

toute trajectoire qui a son origine dans B tend vers l�attracteur cette "zone d�in�uence"

est le (Bassin d�attraction).

3_Un attracteur est indécomposable c�est-à-dire que la réunion de deux attracteurs

s�est pas un attracteur.

2.2.5 Di¤érents types d�attracteurs

Il existe deux types d�attracteurs sont : les attracteurs réguliers et les attracteurs

étranges au chaotiques.

A_Attracteurs réguliers

Les attracteurs réguliers caractérisent l�évolution de système non chaotiques, et peuvent

être de trois sortes.

Le point �xe : c�est le cas le plus simple d�attracteur dans lequel le système évolue

vers un état de repos (point) Notons points �xes ont en e¤et toujors au mons une "vois de

sortie" à chaque valeur propre du Jacobien de partie réelle positive est associé un vecteur

propre qui pointe dans une direction où la trajectoire de phase s�éloigne du point �xe.

Le cycle limite pseudopériodique : c�est preque un cas particulier du précédent.

Le système présente au moins deux périodes simultanées dont le rapport est irration-

nel.

La trajectoire de phases ne se referme pas sur elle-meme, mais s�enroule sur une variété

de dimension 2(par exemple un tore).

B_Attracteurs chaotique

Avons-nous maintenant fait le tour des di¤érentes solutions possibles ? Ou bien pouvons-

nous trouver des attracteurs qui ne seraient ni des points, ni des courbes closes, ni des
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surfaces bidimensionnelles bornées c�est-à-dire des tores dans un espace de phase tridi-

mensionnel ?si tel est le cas, nous aurons un problème de dimension. En e¤et, puis-qu�

un attracteur est un ensemble le invariant sa dimension dans un espace tridimensionnel

doit être strictement inférieure à 3. Mais nous cherchons également unattracteur dont la

dimension n�est ni 1(point �xe ) ni 2(cycle).

Fig. 2-1 �Les di¤érents types des attracteurs rguliers

Attracteurs étrange(chaotique) Il n�existe pas à proprement parler de dé�nition

positive des orbites chaotique. Un mouvement chaotiques est non déterministe mais il ne

s�agit pas d�un mouvement aléatoire. Il possède un spectre fréquentiel continu ( caractère

erratique) et présente en outre une extrême sensibilité aux conditions initiales. En e¤et

deux orbites chaotiques initiées avec des conditions initiales très voisines vont diverger et

s�écarter l�une de l�autre très rapidement. La vitesse de divergence de deux orbites initia-

lement voisines peut être étudiée à partir des exposants de Lyapunov a�n de caractériser

la nature du chaos observé.

On peut dé�nir un attracteur chaotique (ou attracteur étrange) comme étant un

attracteur de volume nul qui n�est ni un point �xe�ni cycle limite�ni quasi-périodique.
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Dans une section de poincaré�un attracteur chaotique décrit une in�nité de points dont

l�ensemble possède une structure topologique auto-similaire avec une dimension fractale

non entière. De ce fait�on ne peut pas réduire un mouvement chaotique à un point �xe

ou un cycle limite comme pour les autres comportements asymptotiques. Néanmoins,

les solutions chaotique présentent des propriétés de périodicité dans l�espace non pas

euclidien mais celui d�Hausdor¤.

Fig. 2-2 �Quelques exemples d�attracteurs trangs

2.3 Attracteurs chaotique

Dé�nition 2.5 L�attracteur chaotique (ou étrange ) est une forme géométrique plus

complexe qui caractérise l�évolution des systèmes dynamiques chaotiques .

Dé�nition 2.6 Un sous-ensemble borné A de l�espaces est un attracteur étrange ou

chaotique pour une transformation T de l�espace s�il existe un voisinage R de A�c�est à

dire que pour tout point de A il existe une boule contenant ce point et contenue dans R

véri�ant les propriétés suivantes :
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1- Attraction R est une zone de capture, ce qui signi�e que toute orbite par T dont

le point initial est dans R, est entièrement contenue dans R. De plus, toute orbite de ce

type devient et reste aussi proche de A que l�on veut.

2- Il est contenu dans un espace �ni, son volume est nul sa dimension est fractale(non

entière).

3- Presque toute trajectoire sur l�attracteur à la propriété de ne jamais passer deux

fois sur le même point, chaque trajctoire est presque sûrement apériodique.

4- Deux trajectoires proches à l�instant t voient localement leur distance augmenter à

une vitesse exponentielle ( sensibilité aux conditions initiales).

Exemple 2.1 Attracteur de Hénon

L�attracteur de M.Hénon(1976), associé à une application R! R de la forme (x; y)!

(X = 1� ax2 + y; Y = bx):

Fig. 2-3 �Attracteur de Hénon

2.4 Exposants de Lyapunov
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Certains systèmes dynamiques sont très sensibles aux variations de leurs conditions

initiales, ces variations peuvent rapidement prendre d�énormes proportions.

Le mathématicien russe Alexander Markus-Lyapunov (1857-1918) s�est penché sur

ce phénomène et a développé une quantité permettant de mesurer la vitesse ces petites

variations peuvent s�ampli�er, cette quantité appelée "exposant de Lyapunov" mesure en

fait le degré de sensibilité d�un système dynamique, autrement dit, le taux de divergence

entre l�évolution de trajectoires issues de conditions initiales proches au sein de cet espace

borné qu�est l�attracteur étrange.

L�exposant de Lyapunov est une mesure quantitative possible du chaos, et Lyapunov

a démontré que le nombre d�exposants de Lyapunov est égale à la dimension de l�espace

des phases.

Par ailleurs, parmi les exposants retenus pour un système donné on considère géné-

ralement l�exposant le plus élevé.

Considérons la formule suivante :

����dnd0
���� = ���� dndn�1

��������dn�1dn�2

����:::����d1d0
���� d�où : 1n ln

����dnd0
���� = 1

n

nX
i=1

ln
di
di�1

Où di
di�1

décrit en fait de quelle façon une petite erreur di à la i�eme itération, est

augmentée ou diminuée dans l�itération suivante. Lyapunov a montré en suite que cette

erreur tendait vers une limite "Exposant de Lyapunov".

2.4.1 Exposants de lyapunov d�un système dynamique en temps

discret

Considérons un système dynamique dont la loi d�évolution est donnée, à temps discret,

par l�application.

x(t+ 1) = f(x(t))

Le vecteur x 2 Rd détermine de façon unique un état du système. Nous supposons

que f est une fonction di¤érentiable, que l�évolution est bien dé�nie pour des intervalles
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de temps arbitrairement longs, et que le mouvement a lieu dans une région limitée de

l�espac e des phases. Nous voulons étudier la séparation entre deux trajectoires, x(t) et

x
0
(t), partant de deux conditions initiales proches, respectivement x(0) et soit les petites

variations �x(0) de la conditions initiale x(0) telle que :

x
0
(0) = x(0) + �x(0):

2.5 Bifurcations

Dé�nition 2.7 La théorie de la bifurcation étude le changement que subit une applica-

tion sous la variation d�un paramètre ou plus donc la bifurcation signi�e un changement

dans le comportement qualitatife d�un application, suit à une variation d�un paramètre

de l�application. Par exemple déstabilisation d�un point �xe stable, apparition ou dispa-

rition d�un cycle ou d�un attracteur. La valeur pour laquelle la bifurcation se produit est

nommée le point de bifurcation. Noton que la transition vers le chaos s�opère selon des

bifurcation, il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point �xe au chaos.

On constante dans tous les cas que l�évolution du point �xe vers le chaos n�est progressive,

mais marquée des changements qu�on a déjà appelé bifurcation.

2.6 Di¤érents types des bifurcations

Dans cette section, on considère trois types de bifurcations locales : La bifurcation

de doublement de période, la bifurcation point selle (ou noeud-col) et la bifurcation de

Neimark. Ces bifurcations sont locales car elles peuvent être analysées par la linéarisation

de la application au voisinage d�un point �xe ou d�un cycle limite. Tous les types de bifur-

cations étudiées correspondent toujours à j�ij = 1 (où �i représente les multiplicateurs).
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2.6.1 Bifurcation ftip ou doublement de période (� = �1)

Cette bifurcation a lieu lorsqu�un des multiplicateurs est égales à �1. Un cycle d�ordre

k qui subie cette bifurcation va changer de nature et crée un cycle d�ordre 2k de la même

nature. C�est-à-dire, un point �xe stable d�ordre 1, par exemple, devient instable en même

temps que l�apparition d�un cycle d�ordre 2 stable.

2.6.2 Bifurcation fold ou noeud-col (� = +1)

La bifurcation � = +1 correspond à la situation où l�un des multiplicateurs est égale

à +1. Ce type de bifurcation donne naissance à deux cycle d�ordre k en même temps,

l�un est attractif et l�autre est instable.

2.6.3 Bifurcation de Neimark (� = 1)

Cette bifurcation se produit lorsque la matrice Jacobienne possède deux multiplica-

teurs complexes conjuguées �1 = �2 et de plus j�i=1;2j = 1.

2.6.4 Diagramme de bifurcation

Le diqgramme de bifurcation est un tracé des points de l�état stationnnaire du système

en fonction du paramètre du contrôle.Typiquement, on choisit un état variable et on trace

la valeur limite de celui-ci en fonction d�un seul paramètre de contrôle. Pour les systèmes

discontinus, on trace simplement les valeurs successives d�un état variable. Un diagramme

de bifurcation résume l�information sur l�espace d�état et la variation en fonction du

paramètre peut être visualisée. La transition d�un état stationnaire vers le chaos peut

être observée.
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Chapitre 3

Point periodique d�un système

dynamique discret

La méthode de Newton est un procédé itératif classique d�approximation des zéros

(ou racines) d�une fonction di¤érentiable. Cette technique a été appliquée initialement sur

ladroite réelle de la manière suivante : Étant donnée une fonction di¤érentiable f : R! R

, nous voulons trouver un point � 2 R tel que f(�) = 0. Si x0 est une approximation

d�un zéro de f(x0), la méthode de Newton ra¢ ne cette approximation en prenant pour

nouvelle valeur la solution x1 de l�équation linéarisée au voisinage de x0 :

f(x0) + (x� x0)f(x0�) = 0

Lorsque f(x0) est non-nulle, on obtient

x1 = x0 �
f(x0)

f(x0�)

D�où le procédé itératif suivant

xK+1 = Nf(xK) = xK �
f(xK)

f(xK�)
:
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L�idée de résoudre une équation en améliorant une estimation de la solution, par

l�ajout d�un terme correcteur est fort ancienne.

3.1 Application de Hénon

L�application de Hénon H : R3 7! R3 à deux réel paramètres a et b, elle est donnée

par :

Ha;b(x; y; z) = (a� x2 + by; x+ z;�x)

3.1.1 Propriétés

H et H�1 sont quadratiques.

Si b = 0, l�application H donne la naissance de route de doublement de période vers

le chaos [3],[4].

Si b 6= 0;Ha;b(x; y; z) = (a�x2+by; y+z;�x) est di¤eomorphisme de R3 sur lui-mème,

l�inverse de l�application est donnée par :

H�1
a;b(x; y; z) = (�z; b�1x� b�1a+ b�1z2; y + z)

H est conservative si jbj < 1; et dissipatife si jbj > 1:

Notons aussi que dans le cas jbj < 1; Ha;b�1 = T�1H�1T , où T est donnée par

T (x; y; z) = (y; x+ z;�x) [2].

L�application H admet deux points �xes sont :

(x =
1�

p
1 + 4a

2
; y = 0; z = �x):
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Alors les points �xes de l�application de Hénon H sont :

(x =
1 +

p
1 + 4a

2
; y = 0; z =

�1�
p
1 + 4a

2
);

(x =
1�

p
1 + 4a

2
; y = 0; z =

�1 +
p
1 + 4a

2
)

Ainsi à ce point nous devons attirons notre attention que la première itération est

donnée par :

H2(x; y; z) = H(H(x; y; z))

Alors

H2(x; y; z) = (a� (a� x2 + by)2 + b(x+ y); a� x2 + by � x;�a+ x2 � by):

Notons il est di¢ cile de trouver les points �xes de l�application H2.

3.2 Méthode de Newton

Il y des algorithmes numériques pour obtenir un point �xe périodique d�un système

dynamique nous constatons que la méthode de Newton est l�une des milleurs méthodes.

La formule recurence de Newton est :

xn+1 = xn �Df(xn)�1f(xn)

Ou n = 0; 1; 2; ::::et (Df)(x) est le Jacobian de l�application f au vecteur x. Nous

voyons que cette application f est égal à (HK � I) dans notre cas, où Kest la période

appropriée.

Le point initial (x0;y0;z0);
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Donc

H(x0; y0; z0) = (a� x20 + by0; x0 + z0;�x0) = (x1;y1; z1)

Alors

H2(x0; y0; z0) = H(H(x0; y0; z0)) = H(x1;y1; z1)

La formule de récurence suivante de l�application de Henon peut être établie.

xn = a� x2n�1 + byn�1 , yn = yn�1 + zn�1 et zn = �xn�1 où n = 1; 2; 3; :::

Depuis que le Jacobian de HK ( K l�itération de temps de l�application de Hénon)

est le produit du Jacobian de chaque itération de l�application, nous procédons comme

suit décrire notre récurence pour la matrice Jacobianne.

Le Jacobian J1 de l�application

H(x0; y0; z0) = (a� x20 + by0; y0 + z0;�x0) = (x1;y1; z1) est

J1 =

0BBB@
�2x b 0

1 0 1

�1 0 0

1CCCA =

0BBB@
A1 B1 C1

D1 E1 F1

G1 H1 I1

1CCCA où A1 = �2x;B1 = b; C1 = 0; D1 =

1; E1 = 0; F1 = 1; G1 = �1; H1 = 0; I1 = 0:

Ensuite le Jacobian J2 pour l�application

H2(x0;y0;z0) = (x2; y2; z2)

H(x1; y1;z1) = (a�x21+ by1; x1+ z1;�x1) et H(x0; y0; z0) = (a�x20+ by0; x0+ z0;�x0):

Alors nous avons
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J2 =

0BBB@
�2x b 0

1 0 1

�1 0 0

1CCCA
0BBB@
A1 B1 C1

D1 E1 F1

G1 H1 I1

1CCCA

=

0BBB@
�2xA1 + bD1 �2xB1 + bE1 �2xC1 + bF1
A1 +G1 B1 +H1 C1 + I1

�A1 �B1 �C1

1CCCA

=

0BBB@
A2 B2 C2

D2 E2 F2

G2 H2 I2

1CCCA
Où

A2 = �2xA1 + bD1; D2 = A1 +G1; G2 = �A1;

B2 = �2xB1 + bE1; E2 = B1 +H1; H2 = �B1;

C2 = �2xC1 + bF1; F2 = C1 + I1; I2 = �C1:

Nous appliquons ce processus de même manière, nous obtenons le Jacobian de Hm

comme

(K)

8>>><>>>:
Am = �2xAm�1 + bDm�1; Dm = Am�1 +Gm�1; Gm = �Am�1;

Bm = �2xBm�1 + bEm�1; Em = Bm�1 +Hm�1; Hm = �Bm�1;

Cm = �2xCm�1bFm�1; Fm = Cm�1 + Im�1; Im = �Cm�1:
Proof. Prouvons l�exprision (K) par recurence

Suppossons que l�exprission (K) est vrai pour "m" c�est-à-dire Jm est vrie pour toute

m 2 N, et nous montrons que l�exprission (K) est vrai pour m + 1 c�est-à-dire Jm+1 est

satisfaite.

On a :

J1 =

0BBB@
�2x b 0

1 0 1

�1 0 0

1CCCA =

0BBB@
A1 B1 C1

D1 E1 F1

G1 H1 I1

1CCCA où A1 = �2x;B1 = b; C1 = 0; D1 =

1; E1 = 0; F1 = 1; G1 = �1; H1 = 0; I1 = 0:
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Supposons que Jm prend la forme est :

Jm =

0BBB@
Am Bm Cm

Dm Em Fm

Gm Hm Im

1CCCA
Supposons que l�exprision (K) est vrai pour tout m; et en prouvons sa validité pour

m+ 10BBB@
�2x b 0

1 0 1

�1 0 0

1CCCA
0BBB@
Am Bm Cm

Dm Em Fm

Gm Hm Im

1CCCA =

0BBB@
�2xAm + bDm �2xBm + bEm �2xCm + bFm
Am +Gm Bm +Hm Cm + Im

�Am �Bm �Cm

1CCCA
Alors, les formules de recurence sont

Am+1 = �2xAm + bDm; Dm+1 = Am +Gm; Gm+1 = �Am;

Bm+1 = �2xBm + bEm; Em+1 = Bm +Hm; Hm+1 = �Bm;m = 1; 2; 3:::::::

Cm+1 = �2xCmbFm; Fm+1 = Cm + Im; Im+1 = �Cm:

Donc (K) est vrai pour m+ 1:

Le point �xé de L�application H est le zéro de l�application

H
0
(x; y; z) = H(x; y; z)� (x; y; z); le Jacobian de H0(K) est donné par :

JK � I =

0BBB@
AK � 1 BK CK

DK EK � 1 FK

GK HK IK � 1

1CCCA
Sont inverse (JK � 1)�1

1
�

0BBB@
(EK � 1)(IK � 1)� FKHK FKGK �DK(IK � 1) DKHK �GK(EK � 1)

CKHK �BK(IK � 1) (AK � 1)(IK � 1)� CKGK BKGK � (AK � 1)HK
BKFK � CK(EK � 1) CKDK � (AK � 1)FK (AK � 1)(EK � 1)�DKBK

1CCCA
Où

� = det(J � 1) = (AK � 1)[(EK � 1)(IK � 1)�FKHK ]�DK [BK(IK � 1)�CKHK ] +

GK [(AK � 1)(EK � 1)�BKDK ]:
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Par conséquent est le déterminant de Jacobian.

Donc, la méthode de Newton donne la formule de recurence suivante pour donné les

points périodiques de H

xn+1 = xn� [(EK�1)(IK�1)�FKHK ](�xn�xn)+[FKGK�DK(IK�1)](�yn�yn)+[DKHK�GK(EK�1)](�zn�zn)
�

yn+1 = yn� [CKHK�BK(IK�1)](�xn�xn)+[(AK�1)(IK�1)�CKGK ](�yn�yn)+[BKGK�(AK�1)HK ](�zn�zn)
�

zn+1 = zn� [BKFK�CK(EK�1)](�xn�xn)+[CKDK�(AK�1)FK ](�yn�yn)+[(An�1)(EK�1)�DKBK ](�zn�zn)
�

et

H(x; y; z) = (�x; �y; �z)

Exemple

L�application F : R2 7! R2 de deux paramtres reéls � et � est donnee par :

Fa;b(x; y) = (�y � 1; x2 � �x)

F est dissipative si j�j < 1; et conservatifs si j�j > 1:

Et l�inverse de l�application F est donnée par :

F�1(x; y) = (
� �

p
�2 + 4y

2
; ��1x+ ��1)

Notez aussi que le cas j�j 6= 0 depuis F��1;� = R�1F�1R où choisire R est donnée par

R(x; y; z) = (�y;�x) .

L�application F Possède deux points �xes, sont les solutions de l�équation F(x; y) =

(x; y)

nous trouvons :

(x =
(�� + 1)�

p
(�� + 1)2 � 4�
2�

; y =
x+ 1

�
)

Donc
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(x =
(�� + 1)�

p
(�� + 1)2 � 4�
2�

; y =
(�� + 1)�

p
(�� + 1)2 � 4�+ 1
2�2

):

Alors les points �xes de l�application F sont :

(x =
(�� + 1) +

p
(�� + 1)2 � 4�
2�

; y =
(�� + 1) +

p
(�� + 1)2 � 4�+ 1
2�2

) et

(x =
(�� + 1)�

p
(�� + 1)2 � 4�
2�

; y =
(�� + 1)�

p
(�� + 1)2 � 4�+ 1
2�2

)

et

F2(x; y) = F(F(x; y))

Alors

F2(x; y) = (�(x2 � �x)� 1; (�y � 1)2 � �(�y � 1))

Appliquons la méthode de Newton

xn+1 = xn �Df(xn)�1f(xn)

Df(xn) est la matrice de Jacobian

J1 =

0@ 0 �

2x� � 0

1A
et

J2 =

0@ �(2x� �) 0

0 2�(�y � 1)� ��

1A
On a :
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J2 � I =

0@ �(2x� �)� 1 0

0 2�(�y � 1)� �� � 1

1A
Inverse (J2 � I) sont

(J2 � I)�1 =
1

�

������ 2�(�y � 1)� �� � 1 0

0 �(2x� �)� 1

������
Où � = jJ2 � Ij = (�(2x� �)� 1)(2�(�y � 1)� �� � 1); Le déterminant Jacobian.

Donc, les points �xes de F2 est-il :

xn+1 = xn �
(2�(�y � 1)� �� � 1)(�xn � xn)

�

yn+1 = yn �
(�(2x� �)� 1)(�yn � yn)

�

Alors, la formule de recurence de la methode de Newton pour les points périodique

de FK donnée par :

xn+1 = xn �
(DK � 1)(�xn � xn)�BK(�yn � yn)

�

yn+1 = yn �
(�CK)(�xn � xn) + (AK � 1)(�yn � yn)

�

C�est-à-dire

FK =

0@ AK BK

CK DK

1A =) FK � I =

0@ AK � 1 BK

CK DK � 1

1A =) (FK � I)�1 =

1
�

0@ DK � 1 �BK
�CK AK � 1

1A :
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Fig. 3-1 �Attracteurs de l�application (H)

Fig. 3-2 �Variation de l�exposant de Lyapunov de l�application de Hénon pour 0:1 �
a � 0:22 et b = �0:685
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Fig. 3-3 �Diagramme bifurcation de l�application de Hénon (H) pour 0:1 � a � 0:22 et
b = �0:685

Fig. 3-4 �Attracteur chaotique de l�application de Hénon pour a = 0:289 et b = �0:685
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Fig. 3-5 �Attracteur chaotique de l�application de Hénon pour a = 0:266 et b = �0:68

Conclusion générale
Dans ce mémoire nous avons appliqué la méthode de Newton pour obtenir les points

périodiques d�un système dynamique discret donné, on termine par la représentation des

quelques attracteurs chaotiques.
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