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Notations et Préliminaires

Q) : un domaine ouvert borné de R" .

V : espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.) et la norme associée ||.||.

K : est un ensemble non vide convexe fermé de V.

a(.,.) : V x V — R bilinéaire, continue et coercive sur V x V
continue :3¢ > 0 Vu,v € V |a(u,v)| < c||ullv||v]v.

coercive :3a > 0Vv € V |a(v,v)| > ao|jv||}.

0
at - a

82
att - atQ-

dg 9y
Vg=|=—,..., — ).
J (81’17 ’ 61’n>
V' : Tespace dual de V.

— convergence forte.
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e — convergence faible.

v



Introduction

La premiére formulation du probléme de contact (sans frottement) a été établie en 1933
par Signorini [3]. En 1963, Fichera [4] a établi une analyse mathématique du probléme en
utilisant un probléme de minimisation équivalent. Puisque les problémes de Signorini sont
généralement modélisées par des inégalités variationnelles, en 1967-1968, Lions-Stampacchia
[6], Lions [10], ont établi de nombreux résultats d’existence pour le probléme sans frotte-
ment. En 1972, Duvaut et Lions [I7] ont prouvé certains résultats d’existence pour une
classe de problémes la ou ils ont souligné un probléme ouvert de I'existence et unicité dans
le cas de la loi de frottement de Coulomb (locale). En 1980, Nécas, et Jarusek Haslinger [24]
ont établi un théoréme d’existence d’une solution sous la condition que le coefficient de frot-
tement est assez petit. En 1984, Cocou [21] a prouvé I'existence d’une solution du probléme
de Signorini avec frottement de Coulomb. Et montre également que pour un coefficient de
frottement assez petit, le probléme a une solution unique. En 1984, Lebeau et Shatzman
[6] a résolu le probléme dynamique (sans frottement) par des techniques microlocales sur
un domaine demi-espace. En 1989, Kim [0] a suivi une technique de multiplicateur et com-
pacité compensé du probléme dynamique (sans frottement) sur un domaine plus général.
Aprés cela, des résultats plus généraux ont été établis par Kato [25], Eck et Jarusek [22].
Hassani, Hild et Ionescu [26] ont trouvé une condition suffisante pour un résultat de non
unicité.

Ce mémoire est divisé en 3 chapitres.

On début notre travail par un chapitre reprend de facon générale, les définitions, et les

résultats fondamentaux qui seront essentiels pour comprendre les chapitres suivantes.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude 'existence et I'unicité d’inéquation variation-

nelle elliptique et inéquation variationnelle parabolique .



Au dernier chapitre, on détaille le théoréme d’existence d’une classe d’inéquations varia-

tionnelles elliptique prouvé par Kim [6].



Chapitre 1

Préliminaires mathématiques

Dans ce chapitre, nous abordons certains concepts mathématiques que nous devrions connaitre

pour un usage dans notre théme.

1.1 Rappels

Définition 1 Une fonction f: V — R est dite convexe lorsque :

V(xz,y) € V2 VA e€0,1]

fOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ 1=\ F(y)

Définition 2 Une fonction f: V — R est dite strictement conveze si :

V(z,y) e V23 o #y, VYrel0,1]

Oz 4+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1 =) f(y)

Définition 8 Soit J une fonctionnelle convexe de V' dans R U {400} semi continue infé-
rieur faiblement (s.c.i) pour la topologie forte. Si v, est une suite de V' faiblement conver-

gente vers v alors J(v) < 1113 inf J(v,)
n—-+0o0



Définition 4 Une fonction J de V dans RU{+o0} est semi-continue supérieurement sur

V' si elle satisfait auzr conditions équivalentes
o Va e R;{u eV, J(u) > a} fermé.

o Siu, est une suite de V faiblement convergente vers u alors : lirf sup J(u) < J(a).
n—-+0o0

Définition 5 Un ensemble C est dit convexe si :

Ve,ye C YA€ [0,1] A+ (1-MNyeC

Définition 6 Une fonction J de V dans RU 400 est semi-continue inférieurement sur V'

1 :
e VaeR {ueV,J(u) < a} est fermé.

Définition 7 Soit J une fonctionnelle de V' dans R, convexe et semi-continue inférieure-
ment. Soit K un sous-ensemble convexe, non vide et fermé de V. J est propre c’est-a-dire
qu’il existe un élément vy de K tel que

J(Uo) < 400 .

Définition 8 Soit 'espace V' avec produit scalaire(-,)y et la norme |-||;, .Soit A:V =V

(1) A est un opérateur monotone si :
(Au — Av,u —v)y > 0,Vu,v € V (1.1)

(2) A est un opérateur strictement monotone si

(Au — Av,u —v)y > 0,Yu,v € V,u # v,



(3) A est fortement monotone s’il existe un constante m > 0 telle que :

(Au— Av,u—v)y = m |lu—vlf}, Yu,v €V

(4) A est un opérateur contractant si :

|Au — Av||, < [|u -]}, Yu,v eV

(5) A est Lipschitzienne continue s’il existe M > 0 telle que

|Au — Av||,, < M ||Ju — vl ,Yu,v €V

(6) A opérateur est hemicontinue si la fonction de valeur réelle

O — (A(u+ Pv),w)y est continue dans R, Yu,v,w € V.

Proposition 9 Soit (V,(.,.)v) est un espace de produit scalaire et soit ¢ : V — R une

fonction différentiable aux sens Gdteauz, les condition suivantes sont équivalentes :

(a) ¢ est une fonction convexe; (1.2)

(b) ¢ satisfait l'ingalit : ¢p(v) — d(u) > (Vo(u),v — u)y, Yu,v € V; (1.3)

(¢) le gradient de ¢ est un oprateur monotonei.e : (Vo(u) — Vo(v),u —v)y > OVu,v € V
(1.4)

Preuve. voire[[I]| =



1.2 Les espaces fonctionnelles

1.2.1 L’espace L?(0,T;V)

Soit un intervalle [0,7] C R (en général T' < +oo)et un espace de Banach V' avec un
norme |||y, on désigne par L¥(0,T,V) Pespaces des classes de fonctions ¢ — f(t), qui

sont mesurables a partir de [0,7] — V pour la mesure dt et telles que :
1
T _
fliory = ([ 1@ <40 (p#+o0)
0

1 fll oo,y = sup ess|| f(t)|ly < +oo
t€[0,T

Les espaces LP(0,T,V) sont des espaces de Banach pour la premiére norme si p # 400, et
pour la deuxiéme norme si p = +00.
Si V' est un espace de Hilbert équipée avec un produit scalaire (.,.)y , alors I'espace

L?(0,T,V) est aussi un espace de Hilbert pour la produit scalaire :

T
(f,9)r20,mv) :/0 (f,9)vdx

1.2.2 Les Espaces L”

soit ) est un sous-ensemble ouvert de R, pour p donné avec 1 < p < 400 On désigne pour

LP(Q2) lespaces des fonctions v mesurables sur 2 et telle que :

1
ol = ( [ ol )P < o (15)

L’espace LP(2) muni de la norme(l.5)est un espace de Banach Pour p = 2, L*(9) est un
espace de Hilbert, le produit scalaire correspondante a la norme(|l.5))étant donné par

(u,v) = / u(z)v(z) dx
Q
On va identifier 'espace LP(£2) a son dual(ce qui n’est pas vrais dans d’autres cas, pour

p#2).



Pour p = oo , L®(Q), est l'espace des(classes de) fonction v mesurables et essentiellement
bornées sur €2 i.e.il existe une constant C' telle que |v(z)| < C p.p sur Q. C’est un espace

de Banach pour la norme

oll =) = sup essaealv(a)| = inf {Cs]u(e)| < C pp = € Q)

-La notion de convergence faible dans LP(Q; RY) devient comme suit :

e Sil<p< +oo, alors v, — v, faible dans LP(2; RY) si :

/ vp(2)u(z) de — / v(x)u(z)de Yu € Lq(Q)((Lp)/ = L% q est conjugué de p)
Q Q
e Sip = o0, alors v, = v faible étoile dans L>(£2) si :

/Qvn(x)u(x)dxdx—>/Qv(x)u(x)dx Yu € LY(Q)

1.2.3 Espace de Sobolev W"™P((2)

Soit 1 < p < 00, on a D(Q) = LP(Q) «— D'(£), soit Q est un sous-ensemble ouvert de R”,
C’est la définition de I'espace de Sobolev W™P((2)

Wm’p = {U, DO‘U & LP(Q); pour |O{| S m}

ou D*v est la dérivée au sens des distributions pour tout v € LP(£2).

L’espace W™P(Q)) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme

1

[v][wme@) = Z ||D%”IZP(Q)

la|<m
® Sip=00

H’UHWm,oo(Q) = max HDaUHLoo(Q)
lo|<m

De fagon évidente, on a W™P(Q) = LP(Q2). La semi-norme sur W™P(Q)) est définie par



D=

vl wmas(0) = Z ||D%”I£p(ﬂ)

|a]=m

® sip# o0

[olwm.ee (@) = max [ D%]| Lo (e

Dans le cas p = 2, on utilise la notation
WrR(Q) = B (Q)

H“%Q)z{ﬂ)é[ﬁ((l):(%) (ai) ,wEL2(Q),O§a1+...+an§m},

H{*(2) = complite C5°(2) dans H™(12),

H™(Q) = dual H"(Q),

Hi () ={weH(Q):w=0 dans I';}

Définition 10 Soient By et By deux espaces de Banach, on dit que By s’injecte d’une fagon

continue dans By si ||v||B, < [Jv] g,

On dit que By s’injecte d’une fagon compacte dans Bs, si limage de tout borné de By est

relativement compact dans Bs.

Théoréme 11 (Rellich-Kondrachov)).On suppose 2 borné de classe C*. On a

. l, * (D
(1)- sip <N, alors WP(Q) C L), Vg € [1,p*[ ot - =

=
z|=

(2)- sip= N, alors W'P(Q) C LY(Q), Vq € [1, +o0],



(3)- sip> N, alors W'P(Q2) C C(R), avec injections compactes .

En particulier WHP(Q) C LP(Q) avec injection compacte pour tout p.

Preuve. voir[l] =

1.3 Théoréme de Stampacchia

Théoréme 12 (Stampacchia) Soit V un espace de Hilbert et soit a(.,.) une forme bilinéaire
continue et coercive sur V. Soit K # 0 un sous ensemble fermé et convexe de V. et L(.) de
forme linéaire ,il existe un unique u € K telle-que

a(u,v —u) > Lv—u), Vv € K

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l'unique élément de K qui mini-
mise la fonctionnelle J : V — R définie par J(v) = %a(v, v) — L(v) pour tout v de K, en

particulier :

dlue K J(v) =min J(u)

veEK

Preuve. voir. [I| =

1.4 Théoréme de représentation de Riesz
Théoréme 13 Soit V un espace de Hilbert, pour tout F € V' (dual de V), il existe un

unique v € V telle que :

F(u) = (u,v), YueV

9



et en plus :

1]l = llvllv

Théoréme 14 Soit V un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire noté (., .).

Soit K un partie convexe fermé non vide de V.

Si a(u,v) une forme bilinéaire qui soit
Continue sur V- x V :3c > 0Vu,v € V, | a(u,v) |< c||lul|]|v]|

Coercive sur V : 3a > 0Vu €V a(u,u) > aful?
Si L(.) une forme linéaire continue sur V

Sous ces conditions, il existe un unique u dans K tel que

Vo e K a(u,v—u) > L(v—u)

Preuve. voir [I] =

1.5 Théoréme de la Projection

Théoréme 15 (Projection sur un convexe fermé). Soit K C V est un convexe fermé non

vide. Alors pour tout f € V', il existe u € K unique tel que :

If = ull = minf}f — o]

De plus u est caractérisé par la propriété :

(u—fiu—v) <0,Yve K
On note u = Pk f= Projection de f sur K .

10



Preuve. voir [I] =

Pour s est réel positif ou nul, H*(Q2) est définie par interpolation et H*(2) est le
double de H§(£2). Nous désignons par <, > I'appariement de dualité entre H~*(2) et H*(12),
0<a< 3 Ensuite, pour g € L?(Q2),h € H*(Q2),0 < a < %, nous avons < g, h >= [, ghdz.
La forme bilinéaire a(,) est définie par a(g,h) = [, Vg.Vhdz et

G={weH (Q):w>¢ dans Iy}
ot ¢(x) € CH(Q) et ¢p(x) < 0 sur Ty.
Ensuite, nous définissons la fonction de distance d par d(z) = dist(z, 0f2) et 'ensemble
Vs={zeQ:d(z)<d}

Soit & un nombre positif, tel que 1/d;, Bounds les principaux des courbures 9). Etant
donné que 2 est bornée et 9N € C?, il est connu que d(z) € C*(Vj,) ; voir [[20]]. Nous avons

également mis Ensuite,

Us={x€Q:d(x)<d}
ss ={x € Q:d(zx) =4}

alors s; est une C? surface pour 0 < § < &y. Nous allons utiliser les lemmes suivants tard.

Lemme 1 [ existe une fonction h(z) € C1(Q)" tel que h(x) est le vecteur normal extérieur
4
en x sur Ss sid(x) =0 < 50 et h(xz) =0 sid(x) > dp.

Preuve. voir [20] =

Lemme 2 Soit g € L'(Q). Puis, pour 0 < * < by,

6*
/ g dx:/ 5*/ g dosdd (1.6)
Usx 0 o*

détient ot dos est l’élément de surface sur Ss.

Lemme 3 Soit u, une suite de fonctions telles que

lurl 20,11 Q) < M (1.7)

11



|Osurs || 20,702 (02)) < M, (1.8)

ou M est une constante positive indépendante de k et chacun uy satisfait

82uk

ou gi est une suite bornée dans L*(2 x (O, T)), et, en tant que k — oo,

up — u faiblement dans L*(0,T; H'(S2)). (1.10)

Puis, comme k — oo

2 2
<%> — | Vug|* — (a_u> — |Vul? (1.11)

dans D'(2 x (0,T)).

Preuve. voir [20] =
Lemme 4 Soit u;, une suite de fonctions de telle sorte que k — oo,
up — u faible * dans L>°(0,T, H?(Q)) (1.12)

Oy, — O faiblement dans L*(0,T, H*()) (1.13)

ot —1 <a< p<1. Alors,

ur — u dans C([0,T]; H"(2)) (1.14)
pour tout r < 3.

Preuve. voir [20] =

12



Lemme 5 (Gronwall) Soient ¢, 1 et y trois fonctions continue sur un segment [a,b]. a

valeurs positives et vérifiant ['inégalité

v € lo,t] o) < o)+ [ o(s)y(s)ds
Alors
€ [o.8],5(0) < #0) + [ vluls)ear ( / w<u>du) ds

13



Chapitre 2

Inéquation variationnelles elliptique et

parabolique

2.1 Inéquation variationnelles elliptique

2.1.1 Inéquation variationnelles elliptique de 1™espéce

Définition 16 On appelle inéquation variationnelle elliptique de 1™espace est un’ inéqua-

tion de la forme :

Trouwver u € K tq
(2.1)
a(u,v —u) > L(v—u) Yv € K

tel que
* K C 'V espace de Hilbert.
*a(,) forme bilinéaire sur' V. x V.

*f e V',V duale de V.

14



¥ L(v) = (f,v).

Théoréme 17 Soit V' espace de Hilbert sur R, Si a(.,.) : V x V — R forme bilinéaire
continue et coercive sur un espace vectoriel V., L(.) :— R forme linaire sur V est K sous
ensemble convexe non vide de V' alors l’inéquation variationnelle admet une solution
unique .

Preuve.

1 L’unicité :

Supposons uq, uz solution de (2.1)) Alors

a(uy,v—uy) > L(v —uy) Yo € K (2.2)
a(ug,v —ug) > L(v —ug) Yo € K (2.3)
On prend v = uy dans et v = u; dans
On obtient
a(uy,us —uy) > L(ug — uy) (2.4)
a(uz, uy — ug) > L(ug — ug) (2.5)
)

On additionnée et on trouve a(uj,us — uy) + a(ug, uy — uz) > 0 alors
<0

a(ug — ug, ug — Ug) > 0 et a cette inéquation on trouve a(u; — ug, u; — us) alors

allu; — ugH%/ < a(up — ug,u; —ug) <0
— Hul—UQHV :0:>U1 = U9

d’ott I'unicité .

2 L’existence :

Soit p > 0 et soit le probléeme auxiliaire suivant :

Trouverw € K
(w,v —w) > p(—a(u,v —w) + L(v —w)) + (u,v —w)Vv € K

15



u fixé dans V.

a(u,v) = (Au,v) et L(v) = (I,v) d’aprés Théoréme de représentation de Riez donc

on a :

(w,v —w) > (—=pAu+ pl + u,v —w)Vv € K

On pose F,,, = p(—Au+1) +u
On obtient
(w,v —w) > (F,,,v—w)Vv € K

D’aprés la théoréme de projection w est existe et unique w = Py

On définit 7, : u — w pour p > 0 fixé T,u = w Si T, admet un point fixé

T,u = w alors u est solution de (2.1.1)) alors solution de ({2.1).

Donc il suffit de montrer que 7}, est strictement contractantente C-a-d

||Tp,u1 - T/huz” < CHUI - u2||
w1 —wal| < Cflur — ugl|

Avec C' < 1

Uy — Wi, U2 — W2

(wi,v —wy) > (Fpuy, v —wy), Vv e K
(wo,v —wa) > (Fpu,, v —wa), Vv € K

Donc pour v = w, dans et v = wy dans
On a

(w1 — wo, w1 — wa) > (Fpyy — Fpuy, w1 — wo)
D’ou

lwr = wa|* < 1 Fpuy = Fpus |l — w2

= [lwr —wall < i = sl = [[(=pA+ D)(ur = wo) || < [[=pA + 1| 2@y [lur — ua

dp>0 tg||-pA+1I||<1

16



On a:

I(=pA+D)vlliy = (=pA+ D)o, (=pA + I)v) = p*(Av, Av) — 2p(Av,v) + (v,v) <

< P*JIAIPNloll* = 2p(Av, v) + [v]]* <

< A% lvl* = 2ol Allllol* + (o]
On utilise la coercivité (2p(Av,v) < —2pa|v]|*) donc

[(=pA+ D[y < (P AIP-[[0]* = 20(Av, v) + [[0]]*) =< (P*[|A]I* = 2pa + D)|Jv]®

2
Pourpe]o,ﬁ{:>|]—pz4+[]|<l

2a

DouT,0<p<
’ IA]]”

)est strictement contraction alors :

T, admet un point fixe unique alors w = u = T,u
- Par conséquent u vérifie ([2.1])

2.1.2 Inéquation variationnelles elliptique de 2°espéce

Définition 18 On appelle Inéquation variationnelle elliptique de 2¢espéce toute inéquation

de la forme

Trouver uwe K

a(u,v —u) 4+ j(v) — j(u) > L(v —u) Vv € K

Théoréme 19 Soient V un espéce de Hilbert, K # () conveze fermé deV j : V. — R propre

conveze et semi continue inférieurement a(.,.)V x V.— R forme bilinéaire continue et

17



coercive f €V

Alors Uinéquation variationnelle

Trouver u € K

2.8
a(u,v —u) + j) +ju) > (f,v —u) Vo € K )
Admet une solution unique.
Preuve.
1 L’unicité :
Supposons u; et us solution de alors
a(uy, v —up) +jw) —j(u) > (fv—u) YweK (2.9)
a(ug, v —ug) + j(v) — j(u2) > (f,v —ug) Yo €K (2.10)
On prend v = uy dans et v = u; dans
On obtient
a(uy,ug —uy) + j(ug) — j(ur) > (fyug —uy) Yo € K (2.11)
a(ug,u; —ug) + j(ur) — j(ug) > (fyv —ug) Yo e K (2.12)

On trouve par sommation de et :
auy, ug —uy) + alug,uy —u2) > (f,us —ur) + (f,ug — us)
aljuy — ug|* < alu; — ug, uy —ug) <0
= ||lug —uzl| =0 = u; = uy
D’ou 'unicité .
2 L’existence :

On définit le probléme auxiliaire pour u fixé dans K et p > 0

{Trouverw eK
(w,v —w) + pj(v) — pj(w) = —pla(u,v —w) = (f,v —w)) + (u,v —w) Vv € K
(2.13)

18



Le probléme admet une solution unique (d’apre le théoréme de Weierstrass)
T, : u — w w solution du probléme ,on montre que 7, admet un point fixe.
Il suffit de montrer que T}, est strictement contractant c.a.d

| T,(ur) — Tp(usg)| < Cllug — uz|| Yur,ug € V.e < 1

lwr —ws| < Cllug — ug| tqw; =T,(uy) i =1,2

Alors :

(wy,v—wy) + pj(v) — pj(wy) > —pa(uy,v—wy)+ p(f,v—wy) + (ug —v—wq) (2.14)

(w2, v —w2) + pj(v) = pj(w2) = —paluz, v —w2) + p(f,v —ws) + (uz —v —ws) (2.15)

On prend v = wy et v = wy respectivement dans (2.14]) et (2.15)) on obtient

—[lwy = wa|* > paluy — ug, wy — wy) — (ur — Uz, wy — wy)
= [|wy — ws|]* < —pa(uy — ug, wy — wy) — (uy — ug, Wy — wWy) <
< (=pA(ur — ug) + (ug — uz), w1 — wz) < ((—pA+I)(ug — uz), w; —wsy) <
< Nl =pA+ 1| [ur — us|[[lwr — well
= [l —wa|| < |l=pA+I||.[|ur — s

Alors 3p > 07 tq ||[I — pA| <1
(I — pA)||* = (v — pAv,v — pAv) = (v,v) — 2p(Av,v) + p*(Av, Av) <
< [lv[* = 2p(Av, v) + p?|| Av]|?
On utilisant la coercivité (Av,v) > a|jv||* = —2p(Av,v) < —2pal|v]||?
alors [[(1 — pA)v||” < [|v]|* = 2paljv]* + p?||A]I2[|v]* <
< (1= 2pa+ pl|A|*)[v]?

2a

SIpG]O,W] :>1—204p+,02||AH2 <1

19



—> || — pA|| < 1 alors T, est strictement contractante = 7, admet un point

fixe unique .

T,u = =w d’ou u vérifié le probleme (2.8
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2.2 Inéquation variationnelles parabolique

Soient V' un espace de Hilbert et K sous ensemble de V.

2.2.1 Inéquation variationnelles parabolique de 1™espéce

Définition 20 On appelle inéquation variationnelle parabolique de 1™espéce tout inéqua-
tion de la forme : trouver u € K telle que

T T T
/ (u' (), v(t) — u(t)) +/ a(u(t),v(t) —u(t)) > / (f,v(t) —u(t)) Vv € K.
0 0 0
Théoréme 21 On suppose que af.,.) est une forme bilinéaire coercive, soient K un convexe
fermé de V' et L(.) une forme linéaire continue sur V', Il existe un élément u de K et un

seul tel que

;

Trouver u(t) € K tel que
(W' (t),v — u] + [Au,v —u] > [f,v —u],Vu(t) € K p.p (2.16)

u(z,0) = ug(x)

\

Preuve. voir ([16]) =

2.2.2 Inéquation variationnelle parabolique de 2°espéce

Définition 22 On appelle inéquation variationnelle de 2°espéce tout inéquation de la forme

trouver u € K telle que

T
0

/0 (4 (£), 0(t)—u(t) + / a(u(t), v(t)—u(t))+ / J(o(t)— / jlu() > / (f, v(t)—u(t) Vo € K

(2.17)
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Théoréme 23 Soient V un espace de Hilbert , K # () convexe fermé de V et j: V — R
propre et semi-continue inférieurement a(.,.) : V- x V. — R forme bilinéaire continue et

coercive ,f € V alors l'inéquation variationnelle parabolique suivant

;

Trouver u(t) € K tel que

(W' (), v — u] + [Au,v — u] + fOTj(v) — fOTj(u) > [f,v—u],Yo(t) € K p.p (2.18)

u(z,0) = up(x)

\

admet une solution unique.

Preuve. voir ([16]) =
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Chapitre 3

Existence de solution d’un inéquation

variationnelle hyperbolique

3.1 Probléme classique (P.C)

Dans cet mémoire, nous allons discuter d’une inéquation variationnelle hyperbolique asso-

ciée a le probléme de valeur initiale-limite suivante :

Trouver w: ) — R satisfait

82
a—;; —Au=f dans Q x (0,7), (3.1)
uw(z,0) = up(x), Ou(x,0) =u(z) dans $, (3.2)
uw=0 dans Ty x (0,7), (3.3)
u(z,t) > ¢(x) sur Ty x (0,7T), (3.4)
0 0
a—z >0, (u-— ¢)8—Z =0 sur Ty x (0,T). (3.5)

() est un ouvert borné de R™, n > 2, nous supposons que I'y et I'y sont des sous-ensembles
disjoints non vides ouverts, tel que 9Q = 'y ULy = I’ Ul et 9’y = 0Ty € C?. Les fonctions

fz,t),up(x), us(x) et ¢(x) sont données, et 8_u désigne le dérivée normale vers l'extérieur
v
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sur 99, et f € W2 (0,T, L*()).
tel que

u: ) — R

¢ < 0et uy> ¢ dans I's.

ug, uy € HY(Q) et Aug € L*(Q).

3.2 Probléme variationnelle (P.V)

On a le cadre fonctionnel

G={weH(Q):w=0 dans I'; et w>¢ dans I}

G n’est pas un sous espace vectoriel.

On pose fonction test est (w — u), on multiple (3.1)) par (w — u) et on intégre, on obtient :

/Q%(w—u) dx—/QAu(w—U) dx:/gf(w—u) dz (3.6)

On utilisant la formule de Green on obtient :

/Q%(w_u) dx_/a @(w—u) da+/QVu.V(w—u) d$=/ﬂf(UJ—u) dz (3.7)

o On
on a: 5 5 5
U U U
— —(w —u da:—/ —(w —u da—/ —(w —u) do 3.8
/ag 377( ) ar, 3?7( ) ar, 377( ) (3.8)
et
ou
-/ a—n(w—u) do =0, (3.9)
caru=0 et w=0 dans I,
et
ou ou
— —(w —u) do=— —(w—¢+d—u) do 3.10
arzan( ) ar2(977( ¢+ ¢ —u) (3.10)
ou / ou
= — —(w — do — —(—u) do 3.11
[ Gpw=9) dr— | Sho—u) (311)
On a
_/ar Z—ZW—U) do =0, (3.12)



car :

g—z(gb —u) do=0 dans Iy,

et

Gow=0) do >0
car

% >0 dans I's,

an
et

(w—¢)>0

Alors probléme variationnelle :

Trouver w satisfait

0%u
Eroal i —alu,w—u) > (f,w—u) VYweG

0*u 0*u
<w,w—u> = W.(w—u) dz,

a(u,w —u) /VUV —u) dz,
(f,w—u) = /f w —u)

3.3 Probléme approché

tel que :

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
(3.20)

(3.21)

Dans cette section, nous allons considérer un probléme approché avec un paramétre de

pénalité k > 0. Le probléme est le suivant :

Ttrouver wuy(x,t) tel que

Owuy(x,t) € L=(0,T, L*()), Opup(x, t) € L0, T, Hy (Q))

ug(x,0) = uop(z), Oug(z,0) = uy(x)

<8ttuk,w> + a(uk, lU) = (fk,w> + / k(uk — (ﬁ)ide — / %&gukwda
I’y

1)
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avec {sz k(up — gb)_wda} est un terme Pénalisation, et {— frz %&ukwda} est un terme
viscosité on a pour tout w € H (Q), p.p t € (0,7). Ici do est I'élément de surface sur 99
et g- = max(0, —g).

Notre stratégie consiste en trois étapes.

(Etape 1) L'existence d'une solution de Probléme approximation.

(Etape 2) Estimation a priori indépendante de & > 0.

(Etape 3) Passez k — oo pour arriver a une solution du probléme original.

3.4 Existence d’une solution

Nous supprimons l'indice & .

Proposition 24 Soit ug,u; € C°(Q), f € CH[0,T]; L3(2)) et ¢ € CH(Q) avec ¢ < 0 sur
I's.
1l existe une solution de .

Preuve. On pose u = v + ug + tu; et uw € L>(0,T, H'(Q)). Alors

v(xz,0) =0, Ow(x,0)=0, (3.25)
et (3.24) est équivalent &

<attva U}> + CZ(U, w) = <f7 U)>

+ (A(ug + tug), w) + k‘/ (v—¢) wdo

I

1
——/ O wdo (3.26)
kE Jr,

pour tout w € Hf (), p.pt € (0,T).
On utilise le procéder de Galerkin. Soit {w;}>", une base pour Hy () ou chaque w; €
C>=(Q) N HE (). Soit

U = Z A (t)w; () (3.27)
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ou chaque a,,;(t) est déterminée & partir
am;(0) = Oram;i(0) = 0, (3.28)

et
<8ttvma wj> + G(Um, wj) = <f7 wj>

+ (A(ug + tug), w;) + k;/ (U, — @) wjdo

I

1
— —/ (Opvm) wido j=1,...,m. (3.29)
k Jr,

On remplace (3.27)) en (3.29) on trouve le systéme ((3.29)) est un systéme différentiel ordinaire

non linéaires. Pour chaque m, il ya un ensemble unique de fonctions a,,,;(t) € C*([0,T]), j =

1,...,m, qui satisfaient (3.28)) et (3.29)).
Nous obtenons les prochaines estimations indépendantes de m. On multiplie (3.29)) par

Oty j(t), on obtient :
(OrtVm, Oyt ()w;) + a(Vim, Oram;(t)w;) = (f, Opam;(t)w;)

+ (A(ug + tug), Opan,; (t)w;) + k/ (Um — @) Ot (t)wjdo

T2
1
_E/F (Opm) Opamj(t)w; do j=1,...,m.

alors

<3ttvm, Z Orm (t)wj> +a (Um, Z @amj(t)wj) = <f, Z 01l (t)wj>

j=1 j=1

+ <A(u0 +tur), Y atamj(t)wj> + k/F (Um = @)Y Oyt (t)w;do

J=1 Jj=1

1 o .
_E/F (Orvm) Zatamj(t)wjda j=1..,m.

Jj=1

On prend O, = Z Ormj(t)wj(x), on trouve
j=1

(OnVm, Opvm) + a (U, Opv,) = (f, Orom)
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+ (A(ug + tuy), Oyvy,) + k:/ (U, — @)~ Qv do

T

1
——/ (8,5’Um) atUme' ]: 1,...,m
k Jr,
donc
<attvm>8tvm> :/(attvmaatvm) dz
Q
—/i(av OyUp,) dx
- 92 dZL’ tVm, YtUm
d
= Q_dtHat Um||%2(sz)
et
a (Vpm, Opom) :/vavatvmdx
Q
d
/2dtVUvamdx
d
= ma(vm,vm)
et

1 1
_E/F (aﬂ)m) at’Umd5 = —%Hatva%z(Fz)
2

donc ([3.29)) alors

d

ey +

d
2—dta(’0m, Um + k’2—dt ||

1
= (f, 0vm) + (Alug + tur), Qo) — E”atUmH%%rQ)

On intégre sur intervalle [0, 7], on obtient :

Ol P

T q T q 2
0 2dtHatUm||L2(Q dt+ 0 ﬁCL(Um?Um)dt—i_ 0 thH ) HLZ(FQ)

T 1 )
Z”atUmHB(rg)dt

T T
= at m d A ) at m dt —
/0 <f, U > t+ /0 < (’LL(] + tul) (Y > t /0

1 | T > 17
9 _
{§||5tvmllm(g)}o + {ia(vm,vm)h + [k§ H<Um —9) HL?(PQ)]O

28
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T

T T
= @m d A >atm dt —
/0 (f Orvm) t+/0 (A(ug + tuy), Opvn,) dt /0

alors

T 1 T 1 9 T T 1
} + {ia(vm,vm)} + {kﬁ ||(Um - ¢)HL2(F2)} +/ E!|3tvmui2(r2)dt
0 0 0

1
Slownlliz
ploelion),

T T
= / (f, Opop,) dt + / (A(ug + tuy), Opvy,) dt (3.33)
0 0
alors
1 , 1 , 1 1
10 () ) — 51000 (0) By + (0 (L) 10(T)) — 513 0). 1 (0))
1 2 1 2 1 )
+k§ ”(Um(T> - 9) ||L2(r2) o k§ H<Um(0) — ¢) HLQ(F2) + ; EHatUMHLQ(FQ)dt
T T
= / (f, Oyv,) dt + / (A(ug + tuy), Oy, dt (3.34)
0 0
car an,; = 0 et dan; =0, alors :
1
§Hatvm(O)HL2(Q) =0 (3.35)
1
§a<vm(0)a Um(o)) =0 (336)
(3.37)

1 _ 1 _
b [ 0n(0) = ) 1o,y = k5 1-0) [y
on remplace (3.35) , (3.36|) et (3.37]) dans , on trouve
T
1

1 _
)+ 5 [ 0nT) = ) ey + [ 100yt

1 1
§||8tvm(T)”%2(Q) + §a(0m(T)a v (T)

T T 1 2
:/0 (f, Oyvm) dt+/0 (Aluo + tur), o) dt + k3 | (=0) o,y (3:38)

2

T T
1 2
< /0 ||f||L2(Q) HatUmHH(Q) dt + /0 1A (uo + 2SUI)HH(Q) Hatvm“L?(Q) dt + k§ H<_¢) ||L2(F2)

1 1 1 2 T
Hatvm(T)Hi2(9)+§va(T)HLz<Q)+k§H(vm(T)—<b) HLQ(FZ,)Jr/O EH@va%z(mdt

(3.39)
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on a

1 1
FN00m (D) 720y 2 0 et 5 llom(T)]l 20) 2 0

>0

1
et k§ [ (v (T) ||L2(F2) =

T 1 )
ot /0 et 3aqr it > 0
alors . -
3100y < [ Wiy Wl
T 1 9
+ /0 | A(uo + tU1)||L2(Q) HatUm”L?(Q) dt + ks ||(_¢)_HL2(F2)
on a T T
| 15z 10l 0y dt = € [ 10wl
T

T
/0 A (uo + tul)”L2(Q) ||atvm||L2(Q) dt = 02/0 ||atvm||L2(Q)

5 H HL2 (T'2) = Cs

on remplacent (3.42)) dans (3.41)), on obtient :

1 9 T
310l < C [ Norwml oy de+ Co
0

2 bZ
on utilisant la formule ab < > + %0 dans (3.43)), avec o = 1, on trouve :
Q@

1 2 e 2
31000y < Caot g [ 0wl
on utilisant lemme de Gronwall dans (3.44]), on trouve :

10s0m| 2y < M,

— ¢ € CH[0,T] x Q) et par conséquent (v,, — @)~ est Lipschitz continue et

2@ =) [, € L¥0T).

d’apres (3.45)) et (3.39), on obtient :

10k L2() £ M, pour tout ¢t € [0,7]
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||Um||H%1(Q) < M, pour tout t € [0,T] (3.48)

| (Vm — @)~ ||r2ry) < M, pour tout t € [0, 7] (3.49)

T
/ 100|721y dE < M, (3.50)
0

ou M désigne constantes positives indépendantes de m.

On dérive (3.29)) par rapport t, on obtient

<atttvm7wj> + a(atvmywj) = <atfkawj>

+ (A(uk), wj) +k | Of(vm — @) wydo

I'>

1

- —/ (Onvm) wjdo j=1,...,m. (3.51)
k Jr,

om multiple (3.51)) par dya.,;(t) on obtient

<atttvm7 Zatt amjwj> +a <8tvma Zatt amjwj> = <8tf7 Zatt amjwj>
j=1

j=1 j=1

+ <A (u1k), Y On amjwj> +k | Oh[(om =) O amjw; do
j=1 Iz Jj=1

1 “ .
— E/ (O m) E On pjw; do j=1,...,m. (3.52)
r» ey

m
on prend Oyv,, = Oyt Qpi(t) w;i(x), on obtient
j j
j=1

(OrttVim, Ot Um) + (O, OpU) = (Op f, OptUim)

+ (A(uik), Ouvm) + k | Of(vm — @)~ |0uvy, do

Iy

1

— E/ (8ttvm) @tvm do ] = 1, ., . (353)
T2

<atttvmyattvm> :/(atttvmaattvm) dz
Q

d
:/m(attvmaattvm) dx
Q
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d

=9 dtHa“ UmHL2
et
a(@tvm,attvm) = / V@tvmvattvmdx
Q
—/ d ——V0,v,,Vou,,d
2 dt tUm tUm AT
= ma(atvm, OyUm)
et
1 1 2
_E g (@tvm) Gttvmda = —EH@ttvaLz(FQ)
2
et
(Ouf, Ouvm) < NOcf | 20y 10uvmll 12(q)
et

(Auy, Oypv) < ||Au1||L2(Q) ”attUm”L?(Q)

/F O {(vm — @)™ } Ouvpmdo < /r ’(()t {(vm — gb)_}| |04V | do

2

on utilisant la formule ab < % + %0 dans (3.54)) et prend o = k2, on obtient :
o
1 2
5 Hat { }||L2(F2 2]€2 HattUmHLQ(H)
donc (3.53)) alors
il + 5Pt Do)
m 5, a U,y OtUm
2 qt 'Lz (@) g7 g L m Ot
< ”atfHL?(Q) HattUmHL?(Q) + ||Au1||L2(Q) ||3ttvm||L2(Q)
d 2 1 9
+ Q_dtk Hat {(Um —9) }HL2(F2) - ﬁ”attvaL?(l"g)

Nous considérons a t =0 et remplacent 0yv,,(0), on trouve :
190 (0) 172y = {/(0), Do (0)) + (Ao, v (0))
Nous avons utilisé le fait que v,,(0) = 9;v,,,(0) = 0. Donc implique
Hattvm(o)ﬂiz(g) <M,
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M étant une constante indépendante positif de m. On intégré la formule (3.55) pat rapport

t, on obtient :

T d T d
\/0 ZdtHattUm“Lz dt+/0 m@(@tvm,atvm)dt

T T
S/o ||atf||L2(Q) HattUmHm(Q) dt+/o ”AUIHLZ(Q) HattUmHH(Q) dt

d ;3 ’ -2 e 2
+2—dtk /0 ||8t{(’0m—¢) }HLQ(FQ) dt—%/o H@ttvaLz(Fg)dt (358)
alors
T d T d
| slonvnlaadt+ [ 5 a@n 0w+ o / -
T T
S/o HatfHL?(Q) HﬁttUmHB(Q) dt+/o ”AUIHH(Q) HattUmHH(Q) dt
d o (T V12
+2—dtk: 10: { (v — &)™ H| oy (3.59)
donc

1 ) 1 I )
§||3ttvm||L2(Q) + 50(@%@7@%) + %/0 [Os Vi | T2, At

T T
S/O 10cf | 226y [|Ouvm | 12 dt+/0 [Au (| 2 () Osvim | 12 dt

d 4 Y2
+ mm/ 10 { (v = &)} oy 2 (3.60)
10V | 2y < M, pour tout ¢ € [0,T7], (3.61)
10svim | 1y < M, pour tout ¢ € [0, 7], (3.62)

ot M désigne constantes positives indépendantes de m. A l'aide de (3.48]), (3.61) et (3.62)),

nous peut extraire une sous-suite encore notée {v,,} tel que
Um — v faible * dans L>(0,T; HP, (2)) (3.63)

Oy — O faible * dans L>°(0,T; L*(2)) (3.64)

pour une certaine fonction v. En vertu du lemme [} nous avons
(Vg — @)~ — (v —¢)~ dans C([0,T]; L*(09)) (3.65)
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on utilise de (3.63]) & (3.65)) pour dériver (3.25)) et (3.26]) grace a une procédure standard.

1
Remarque 25 Le but de lui terme Eatuk en (3.24) est d’obtenir des solutions approxi-

matives qui sont suffisamment réguliere pour justifier les manipulations en utilisant une

technique de multiplication dans la section suivante. L’ utilité de ce terme est vu dans .

3.5 Estimation & priori indépendante de k> 0

Nous supprimons encore 'indice k.

Soit u(z, ) une solution construite dans (Proposition [24) pour un fixe & > 0. On remplacent

w par Oyu dans (3.24)), on trouve :
(Onu, Opu) + a (u, Opu) = (f, Opu) + k:/ (u— @)~ Oyudo — 1/ (Byu)® do (3.66)
I

ry k
donc
<(9ttu, 8tu> :/@tuatudx
Q
1 1
= Qz—dtatuatuda: ¥ 10wl 12 () (3.67)
et
a (Oyu, u) :/VatuVudx
—/ VVd—l( ) (3.68)
= | 5z VuVude = —a(u,u :
on remplacent (3.67) et (3.68) dans (3.66), on obtient :
1d 5

1d
_HatuHLQ(Q) + §aa(u, u) = (f, Owu)

3 %/ (oo yar =7 | oo .

on intégre la formule (3.69) par rapport ¢, on obtient :

1 ["d ) 1 Td T
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alors
1 ) 1
5 HatuHL2(Q) + ia(uﬁ ’U,) = 0 <f7 atu> dt
1 ("d 32 I
5t [ 5] fw=oYar—1 [ joal,
2
alors -
1 9 1 1 9
310l + gate ) + £ [ 10l
1 2 r
* §k [(u = @) HL2(F2) =G 0 19rull e,y + Co
. aa®  b?
on utilisant la formule ab < — + 50 dans (3.72]), on trouve :
o
1 ) 1 17 )
31000y + ga(ww + 1 [ loalag,
1 2 g 2
+ §k ||(u —9) HL2(F2) <C o HatuHL?(Fz) +Cs
alors

L
3100y < C [ 10y +Co

on utilisant lemme de Gronwall, on trouve :
10wl 2y < M, pour tout t € [0,7]

||u||H%1(Q) < M, pour tout t € [0,T]

(v = &) 2@y < M/Vk, pour tout t e [0,T)

T
AWM%@WSMh

_%kAT%[¥«u—@}%wﬁ—%[flj@w%m
T

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)
(3.77)

(3.78)

ou M désigne des constantes positives indépendantes de k, et ne dépendent que du nombre

L tel que :
luollry () + llurllzz) + [ fllz2@x0,m)) < L.
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Ensuite, nous allons adapter une technique de multiplication pour calculer certaines esti-

mations uniformes dans un quartier 9€2. Soit
Qs ={x € Q: dist(x,00) > 0} (3.80)

pour 0 < § < §. Evidemment, 95 = Ss, qui a été défini a larticle 1([20]). Nous avons
besoin d’observer que solution u de (3.24]) présente une régularité suffisante pour justifier
manipulations a I'aide d’un technique multiplicateur. Tout d’abord, (3.24]) implique que

Onu — Au = f (3.81)
tient dans D' (2 x (0, 7)) et I'hypothése que f € C([0,T]; L*(£2)), nous en déduisons que
Au € L®(0,T; L*(Q)) (3.82)

En fait, holdups en L>(0,T; L*(€2)). Alors
u € L>®(0,T; H*()), (3.83)

pour chaque 6 > 0. En raison de la condition de frontiére mixte sur 0€2, on ne peut pas

prétendre que u € L>®(0,T; H*(€2)). Nous notons également que (2-1) implique
u e C([0,T); HE, (), G € C([0,T]; L* (), (3.84)

éventuellement aprés une modification sur un ensemble de mesure nulle en ¢.

Nous passons maintenant & obtenir les estimations. Utilisation de la fonction h(x) construit
dans le lemme , nous multiplions les deux cotés de par (h -V)u et intégre sur
Qs x (0,7),0 <8 <6/2:

/OT /Qé(attu)((h V)u)dzdt

on intégre par partie, on obtient :

= [ @) (b -yu(T)de ~ [ wi((h- Vyuo)da

Qs

- /O ' /Q @) ((h -V )
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_ /Q (@u(T)) (h - V)u(T)dx /Q wr(h -V )ug)de

I I
——/ (8tu)2d5dt+—/ / (V - h)(Ou)?dxdt (3.85)
2 0 Qs 2 0 Qs
T
/ / (=AW (h - V) dadt
0 Qs
T au T
_ / / (2% drsdt + / Vu -V {(h - V)u} dedt (3.86)
Qs v 0 JQs
Ou Oh; Ou
/ / da(;dt—l—uzl / / o 8x18_3v]d wdt (3.87)
/ SOV ) [Vl dedt + / Sl doydt (3.88)
QL; Q(; 81‘1

2:h-VsurS(y La
ov

0
ol — est 'unité et a 'extérieur de la dérivée normale sur la S, i,e.,

v
combinaison de (3.85)) et (3.85]), on obtient

e e
- / (Oyu)dosdt — \ﬁ / \Vu|* dosdt
2 0 Qs 2 0 Qs

r ou
+ / / (= )*dosdt = C(9), (3.89)
0 Qs a/U
ou .
- / F((h - V)u)dadt
Qs
+ Termes évidents ) et (3-85) (3.90)
Rappel (3.75 - et (3.76)), il est évident que
|C(0)] < M, pour tout 0 < 9§ < dy/2, (3.91)

ol M est une constante positive qui est indépendant de &k et ne dépend que du nombre L

tel que :
||U0”H3(Q) + ||u1||L2(Q) + HfHL2(Q><(O,T)) <L (3.92)
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Nous choisissons prochaine tout p(s) € C(R) tel que pour tout s, 0 < |p(s)| < 1, et
Y(x) = p(dist(x,00)). Alors, ¥(z) est une fonction continue et constante sur chacune est

Ss,0 < § < dg. Par conséquent, il résulte de (3.89)) qui

1 [T o
= / / V() (Opu)*dosdddt
2 0 0 Ss

1 T 6*
— / / V() |Vul? dosdddt
2 0 0 Ss

T o*
+ /0 /0 | v yudosaiir =

(en utilisant le lemme (2))), on obtient

= %/OT /W V() (Opu)*dadt — %/OT /W Y(x) |Vul® dedt

+ /0 /u5*¢(x)((h-V)u) dadt = 0(6°) (3.93)

pour chaque 0 < 0* < dy/2, ot 0(6*) est un nombre tel que
0(6%)] < M6~ (3.94)

ot M est le nombre positif méme que dans (3.91)). (3.93)) sera utilisé dans la section suivante.

3.6 La convergence des solutions approchées.

Nous supposons que 1y € H} (Q),u; € L3(Q), f € L* (2 x (0,T)),¢ € C1(Q) avec ¢ < 0 sur
[y, et définir une solution de (3.1)) a (3.5]).
Définition 26 Une fonction u(x,t) est une solution de a st

we L=(0,T; Hp. (), du € L2(0,T; L*(Q)) N C([0,T); H= (), (3.95)

u(z,0) = ug(x), Owu(z,0)=u(x), (3.96)
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u(t) € G, p.p te€(0,7T), (3.97)
(Ou(T), w(T) = w(T)) — (u1, w(0) — uo)

T T
— / (Oyu, Oyw — Opu) dt + / a(u,w — u)dt
0 0

2—/T<f,w—u>dt, (3.98)
0

pour chaque w tel que w € L™(O,T; H{ (Q)),0w € L>(0,T; L*()),w(t) € G, p.pt €
(0,7).

Nous allons justifier cette définition. Supposons que u est une solution selon la définition
ci-dessus. En prenant w = u £ £,£ € Cg°(Q2 x (0,7)), dans (3.98), nous constatons que
est satisfaite dans D'(Q x (0,T)). et sont satisfaits dans le sens u(t) € G,

p.pt € (0,T). Maintenant, nous supposons une outre réqularité sur u :

Onu € L*(0,T; L*(Q\Ej5)) (3.99)
u € L*0,T; H*(Q\Es)) (3.100)

pour chaque § > 0, ot
Es = {z € Q:dist(x,0l'1) <4} (3.101)

On a OI'y = OT'y est de dimension (n — 2). Puis, dans un sentiment plus fort :

/OT (O, w) dt — /OT (Au,w) dt = /OT (f,w)dt (3.102)

pour chaque w € L*(Q2 x (0,T)) tel que suppw(z,t) N Es est vide, p.p t, pour certaines
6> 0.

Ensuite, choisissez une fonction non négative &(z) € C}(T'y). Alors, nous pouvons étendre
() tel que £(z) € CH(Q) et supp €N Es UT est vide depuis un certain § > 0.

Choisissez une fonction non négativen(t) € C;((0,7)) et de prendre w = u + £(z)n(x)
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dans (3.98)). Par le biais de 'intégration par parties et le théoréme de la divergence (cette
procédure est justifice par (3.99) et (3.100]), on obtient :

/0 (Oue, E()n(t)) dt — / (A, £(2)n(t)) di

[ [ (5e) stomtoasar [ r.eomon a (3.103

I1 résulte de (3.102) et (3.103) qui

ATA¥(%g§@M@m&ﬁzo, (3.104)

ce qui est vrai pour toutes les fonctions non négatifs £(x) € C3(T2) et n(t) € C3((0,T)).

Ainsi nous pouvons conclure que

0
a_u >0, presque partout dans I'y x (0,7) (3.105)
v

Il reste & montrer la deuxiéme partie de (3.5). Choisissons une fonction & € C*(Q) tel
que 0 < &(x) <, pour tout € Q, & = 1 sur 'y \ Es et suppés N {Esn2 U T} est vide.
Nous choisissons aussi 7(t) € C3((0,T)) tel que —1 < n(t) < 1 pour tout ¢. Puis, nous avons

w = u+&(@)n(t) (v — o)
en (3.98). Comme ci-dessus, nous 'utilisons intégration par parties, le théoréme de la di-

vergence et (3.102) pour arriver a
r ou
/ Es(x)n(t) (—) (u— @)dodt =0 (3.106)
0 Ty 31}

on a l'égalité, car —n(t) peut étre également choisi a la place de n(t). Depuis u — ¢ > 0
presque par tout dans I'y x (0,7) et & > 0 est arbitraire, (3.105)) et (3.106]) impliquent

(%) (u—¢) =0, presque partout dans I'y x (0,7). (3.107)

Ceci termine la justification de la définition ci-dessus d’une solution.

Nous allons maintenant présenter le résultat principal.
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Théoréme 27 pour ug € HY(Q),u; € L*(Q) et f € L*(Q) x ((0,T))., il est une solution
de par .

Preuve. Choisissez séquences {ugy}, {uix} en C°(Q) et fr en C*([0,T]; L*(Q)) tel que

k — o0,
ugr — up dans Hj(Q), (3.108)
uyy — uy dans L*(9), (3.109)
fe — f dans L*(Q x (0,7T)). (3.110)

pour chaque k, soit uy étre une solution construite dans la Proposition . Alors, chaque

uy, satisfait
T T
/ (Opug, w — ug)dt + / aug, w — uy)dt
0 0
T T
= / (frr w — ug)dt + k/ / (up — @) — (w — ug)dodt
0 o Jry
1 T
— —/ / (Oy(w — uy)dodt, (3.111)
kJo Jr,

pour chaque w(z,t) tel que w € L>(0,T; H} (Q)), 0w € L>(0,T; L*(Q)) et w(t) € G, p.p
t € (0,7). Utilisation de I'intégration par parties et

/OT /F2 (ux — ¢) — (w — ug)dodt

:/OT/F2(uk_¢)_(w—¢)dadt—/0T/FQ(uk—qﬁ)—(uk—é)dadtzO, (3.112)

on obtient
(Oyur(T), w(T) — uk(T)) — (Opurg, w(0) — uo)

T T
0 o Jao
T T
+/ a(ug, w)dt —/ / | Vg |? dadt
0 0o Jry

T 1 T
> / (f,w— ug)dt — —/ / (Oyuy )wdodt
0 kJo Jr,
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1 2
+ % (uk(T)) do.

(3.113)

En vertu de (3.75) et ((3.75))), nous pouvons extraire une suite encore notée {ux} tel que

k — oo,
u, — u faible * dans L>(0,T; Hf (2)),

Opuy, — Oyu faible * dans (0, T; L*(2)).

Chaque uy, satisfait (3.81)), nous déduisent (3.110]) et (3.114]) Alors

Oyup — Oyu faiblement dans L*(0,T; H1(1Q)).
Ainsi, d’aprés le lemme , nous constatons que

Owuy — Oyu dans C([0,T]; H_%(Q)),

[V

up — u fible dans C([0,T]; H2(Q2)),

tel que
(Ovur(T), w(T') — up(T)) — (Oeu(T), w(T) — u(T))

k — oo, pour chaque w. Dans l'intervalle, nous remarquons que

(@uk)wdadt‘

I

%( / [ () dadt) ( / /F 2 2dadt) ,
§M</OT/F2w2dadt)é/\/E—>O,

k — o0, pour chaque w, nous allons montrer que

T
/ / ((Opu)*— | Vu |?) dadt > hm sup/ / 8tuk — [V )dxdt
0o Jo

L’introduire la notation :

(en utilisant (3.78)),

1 1
Ak = 5(8tuk)2 — 5 | Vuk ‘2 +((hV)Uk)2,
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(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)



1 2 1 2 2
A= S0u)” = 5 [ Vu [" +((h-V)u)",
B = ((h.V)u)*.

par le lemme , k — oo,
Ay — B, — A—B dans D'(Qx (0,7)). (3.122)

Depuis la séquence { A, — By} est bornée dans L>(0, T; L' (Q)), nous observons que k — o0,

T T
/ 0(2)(Ap — By)dwdt —> / W(2)(A — B)dadt (3.123)
0 Qz 0 QQ
pour chaque 1(z) € Cy(£2). Soit définir un fonction
ps(s) € C(R)

tel que ps(s) est décroissante dans s et

(3.124)

0 pour tout s<4§/2
pils) = { /

1 pour tout s>9.

Nous avons ensuite mis ¢s(x) = ps(dist(z,00)). Fixer tout 0 < ¢ < §p/2. selon ([3.123)),

/OT/Q%(JJ)(Ak — By)dzdt — /OT/Q%(:C)(A — B)dxdt (3.125)

comme k — oco. Avec l'aide de (3.123)), on obtient :

/OT /Q (s(x) — 1) Aydrdt = /OT /Ué(wa(a:) — 1) Apdadt = 0,(0), (3.126)

ot 'on peut estimer 0;(c) en utilisant le nombre M dans (3.91)), et (3.108))(3.109)), et (3.110)),

| 01(6) |< Mo, pour toutk. (3.127)

En attendant, nous avons aussi

T T
/ / Bydudt > / / () Bedadt, (3.128)
0 Q 0 Q
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pour chaque k, depuis By est positive et intégrable, et 0 < 9s(z) < 1, pour tout z. since
A— B e L>(0,T; L' (), il est évident que

/OT/Q(l—%(SC))(A—B)da:dt:/OT/U (1—s(2))(A—B)dadt = 05(6) — 0 et & — 0.
5 (3.129)

Choisissez tout € > 0. Alors, (3.127)) et (3.129)), il est 0 < d(€) < 6o/2 tel que

[00(0) [ +102(8) [< € (3.130)
pour tout 0 < & < d(e) et tout k. Utilisation (3.125]), on obtient pour 0 < d < dy/2,

/ /A B)dadt / /¢5(x)(A—B)dxdt+02(5)

:OQ ‘I’ lim / /¢5 Ak Bk)dl‘dt

k—o0

)+ lim { / / (Ay — By)dudt
+ /0 /Q (s(x) — 1) Agdadt — /0 /Q Us(x) Bydadt
+/T/Bkdxdt}. (3.131)

pour 0 < § < d(¢), nous utilisons (3.126]),(3.128)and (3.130]) pour arriver a

/ / (A — B)dzdt > —e + hm sup/ / (A — Bg)dzdt. (3.132)

Depuis € est arbitraire, on obtient :

/ /A B)dxdt > hm sup/ /Ak—Bk, )dxdt, (3.133)

on montre que ( m La combinaison ,(3.113)) (3.114)), (3.115)), (3.119), (3.120) et
(3.121)), on concluons que est satisfaite. Enfin, (3.118]) implique

(u, —¢)” — (u— @)~ dans C([0,T]; L*(Ty)). (3.134)
chacun uy;, satisfais et donc
u> ¢, presque partout dans I's, pour chaque ¢, (3.135)
d’ou (3.97)) vérifice. Enfin la preuve du théoréme.
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Conclusion

- Dans ce mémoire, on établit des résultats d’existence et d’unicité de L'IV type hyper-
bolique de premiére espéce on trouve une solution faible au sens de défintion (26]) , et les

problémes avec frottement resté ouvert de méme pour les problémes non linéaire.
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Résumé

Le travail principal de ce mémoire est étudier L’existence et 'unicité d’inéquation va-

riationnelle type hyperbolique par la méthode de Compacité.

Les mots clés : Inéquation variationnelles elliptique, Inéquation variationnelles parabo-

lique, Inéquation variationnelles hyperbolique, Compacité.
Abstract

The main work of this thesis is to study the existence and uniqueness of parabolic variational

inequality.

Keywords : elliptic variational inequality, parabolic variational inequality, hyperbolic

variational inequality
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