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Nomenclature

Lanomenclature
C : estlamatrice derigidité;
S : la matrice de souplesse.
E; : Module d’Young dans la direction i du matériau ;
v;; + Coefficient de Poisson dans |e plan correspondant ;
G;; : Module de cisaillement dans |e plan correspondant ;
E;; : Déformation relative dansladirection i ;
yi: Glissement de cisaillement dans le plan correspondant ;
o; : Contrainte dans ladirectionii ;
7;;: Contrainte de cisaillement dans |e plan correspondant.
g : Paramétre adéterminer.
Y : Fonction d’approximation
[K®] : Est la matrice de rigidité de I’élément
{g®} : Le vecteur déplacement éémentaire
{F®} : Le vecteur force élémentaire
[D] : Matrice d’opérateurs differentiels.
[ b ]: Matrice d’interpolation des déformations.
{qi} : Sous-vecteur des déplacements au nceud i.
[B]° Matrice de localisation de I’élément.
Ne: nombre de degré de liberté de I’élément.
N : nombre de degré de liberté de la structure.
[K]: Matrice de rigidité de la structure.

{F}: Vecteur des forces équivalentes.

[J]: est lamatrice Jacobienne de la transformation géométrique.

W, W : sont les coefficients de pondérations (ou poids) correspondants.

M : Moment delaforce

U : Déplacement suivant x

V : Déplacement suivant y

vij - Distorsion ou déformation angulaire

p: Densité ou masse volumique

u: laviscosité

Ox , Oy : Rotation autour de I’axe x et y respectivement



Nomenclature

{U}, {A} : Vecteur de déplacement
{P} : Vecteur de charge

[K] : Matrice derigidité

[m] : Matrice de masses

[C] : Matrice de I’amortissement
Qi : Travail interne

Qe : Travail externe

t: Temps(s)

( : Contrainte

Zi : Contrainte de traction

ni; : Contrainte de Cisaillement

d : L’allongement

A : Section
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I ntroduction générale

Introduction générale

Le lancement de grands programmes technologiques (spatial, nucléaire, éectronique, ..) et
les mutations traditionnels par la crise de I’énergie et I’évolution du marché des matieres
premieres ont amenés au constat que les matériaux traditionnels avaient atteint leurs limites.
Les matériaux composites unidirectionnels assemblent les propriétés d’un renfort fibreux et
d’une matrice organique, ce qui leurs conférent d’excellentes performances mécaniques.
Plusieurs travaux existent dans les littératures dont leur but est la recherche des méthodes plus
sophistiquées pour la détermination du comportement dynamique des matériaux composites a
I’aide des spécimens de type poutre, plague ou coque a savoir I’influence de séquences
d’empilements. Le comportement dynamique est un parametre important dont il faut tenir
compte lors de la conception des structures.

L’étude de vibration en flexion de telles structures repose essentiellement sur la recherche
des fréguences et des modes propres. L’équilibre dynamique est régi par un systeme
d’équations aux dérivées partielles.

L'objectif fondamental de ce travail est de résoudre le probleme en vibration des plaques
isotropes et orthotropes afin d’obtenir les fréquences et les modes propres, en utilisant la
méthode des éléments finis sous le code ANSY S ayant pour but de calculer les fréguences et
modes propres non amorties des vibrations en flexion des plagues rectangulaires soumises a
six (06) différentes configurations de conditions aux limites standards sur les bords (AAAA,
EEEE, EAEE, AEAE, AAEE, AAEA).

L'étude bibliographique considérée nous a amené a privilégier I'approche numérique sous
ANSY S utilisant la méthode des élémentsfinis.

Letravail réalisé est organiseé en trois chapitres.

- Le chapitre 1 est généralité et comportement mécanique des matériaux orthotropes et
isotropes.

- Le chapitre 2 est présentation de la méthode des é éments finis et généralité sur lavibration.
- Le chapitre 3 est détermination et calcul des fréquences et des modes propres d’une plague

isotrope et orthotrope
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Chapitre | Généralité et comportement mécanique des matériaux isotropes et
orthotropes

1.1. Lesmatériaux composites

L’objet de cette partie est de mettre en évidence le contexte dans lequel se pose le probleme
de I’analyse mécanique des structures en matériaux isotropes et orthotropes.
1.1.1. Définition

Dans un sens large, le mot “composite” signifie “constitué de deux ou plusieurs parties

différentes”. En fait, l'appellation matériau composite ou composite est utilisée dans un sens
beaucoup plus restrictif, qui sera précisé tout au long de ce chapitre. Nous en donnons pour
I'instant la définition générale suivante. Un matériau composite est constitué de I'assemblage
de deux matériaux de natures différentes, se complétant et permettant d'aboutir & un matériau
dont I'ensemble des performances est supérieur a celui des composants pris separément. Des
exemples de matériaux composites pris au sens large sont donnés au tableau 1.1.
1.1.2. Caractéristiques générales
Un matériau composite consiste dans le cas le plus général d'une ou plusieurs phases
discontinues réparties dans une phase continue. Dans le cas de plusieurs phases discontinues
de natures différentes, le composite est dit hybride. La phase discontinue est habituellement
plus dure avec des propriétés mécaniques supérieures a celles de la phase continue. La phase
continue est appelée la matrice. La phase discontinue est appelée le renfort ou matériau
renforcant (figure 1.1). Une exception importante a la description précédente est le cas de
polyméres modifiés par des élastoméres, pour lesquels une matrice polymeére rigide est
chargée avec des particules dastomeres. Pour ce type de matériau, les caractéristiques
statiques du polymere (module d'Y oung, contrainte ala rupture, etc.) ne sont pratiquement pas
modifiées par |'adjonction de particules élastomeéres, alors que les caractéristiques au choc
sont améliorées. Les propriétés des matériaux composites résultent :
— des propriétés des matériaux constituants,
— de leur distribution géomeétrique,

— deleursinteractions, etc.
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Généralité et comportement mécanique des matériaux isotropes et

orthotropes

TABLEAU 1.1 : Exemples de matériaux composites, pris au sens large

Type de composite

Constituants

Domaines d'application

1. Composites a matrice
organique
Papier, carton

Panneaux de particules
Panneaux de fibres
Toiles enduites
Matériaux d'étanchéité
Pneumatiques
Stratifiés

Plastiques renforcés

Résine/charges/fibres
cellulosiques
Résine/copeaux de bois
Résine/fibres de bois
Résines souples/tissus
Elastomeéres/bitume/textiles
Caoutchouc/toile/acier
Résine/charges/fibres

de verre, de carbone, etc.

Résines/microspheres

Imprimerie, emballage, etc.

Menuiserie
Bétiment

Sports, bétiment
Toiture, terrasse, etc.
Automobile

Domaines multiples

2. Composites amatrice
minérale
Béton
Composite carbone-
carbone
Composite céramique

Ciment/sable/granulats
Carboneffibres de carbone

Céramique/fibres

céramiques

Géniecivil
Aviation, espace, sports,
biomédecine, etc.

Piéces thermomécaniques

Aluminium/fibres de bore

3. Composites amatrice Aluminium/fibres de Espace
métallique carbone
4. Sandwiches Métaux, stratifiés, etc.
Peaux Mousses, nids dabellles, | Domaines multiples
Ames balsa, plastiques renforcés,

etc.
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FIGUREL.1 : Matériau composite.

1.2. CLASSIFICATION DESMATERIAUX COMPOSITES
Les composites peuvent étre classés suivant la forme des composants ou suivant la nature des
composants.
1.2.1. Classification suivant la for me des constituants
En fonction de la forme des constituants, les composites sont classés en deux grandes classes
: les matériaux composites a particules et les matériaux composites afibres.
- Composites afibres
- Composites a particules
1.2.2 .Classification suivant la nature des constituants
Selon la nature de la matrice, les matériaux composites sont classés suivant des composites a
matrice organique, a matrice métallique ou a matrice minérale.
Divers renforts sont associés a ces matrices. Seuls certains couples d'associations
-Composites a matrice organique
- Composites a matrice métallique
- Composites a matrice minérale
1.2.3 .Classification suivant performance et diffusion
- Les composites grandes diffusions
- Les composites hautes performances
1. 3 .Principaux constituants des composites a matrices organiques
Nous avons vu qu'un matériau composite est essentiellement constitué d'une matrice et d'un

renfort. Le choix de ces deux constituants obéit aux exigences et contraintes de service

6
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(caractéristiques mécaniques éevées, tenue en température, résistance a la corrosion, €tc.)
Tout en sassurant de la compatibilité entre les ééments associés. A cet effet, les matrices
organiques constituées de résines polymeres associées a différentes charges et additifs sont
celles qui offrent le plus de flexibilité du point de vue développement (synthése de nouvelles
résines) et conception (compatibilité avec différents renforts grace a leur déformabilité et ala
diversité de leurs compositions et propriétés mécaniques et physico-chimiques). De plus la
légereté, le faible colt de fabrication et la facilité de mise en ceuvre de ce type de résines font
des composites a matrices organiques la principale catégorie de composites utilisés dans
I'industrie. Les renforts sous formes de particules sont appelés charges renforgantes. Le terme
renfort se restreint aux fibres dans leurs différentes présentation (courtes, longues, tissus)
1.3.1 .Lesrésines
Les résines polymeéres se subdivisent en deux grandes familles : résines thermodurcissables et
résines thermoplastiques[1 et 3].
1.3.1.1. Lesrésines thermodur cissables

-Lesrésines polyesters insaturées

-Les résines de condensation

-Lesrésines époxydes [4]
1.3.1.2 .Lesrésinesthermoplastiques
Ce type de polymeéres a la particularité de pouvoir étre alternativement ramollis par chauffage
et durcis par refroidissement dans un intervalle de températures spécifique a chaque matériau
[2]. Contrairement aux résines thermodurcissables, ils sont recyclables, mais présentent des
propriétés mécaniques et thermomécaniques plus faibles. Ces résines sont appelées auss
«plastiques», elles comportent une large gamme de produits : polychlorure de vinyle (PVC),
polyéthyléne, polypropyléne, polyamide, polycarbonate, etc., regroupés en plastiques de
grande diffusion et plastiques techniques. Les premiers sont mis en ceuvre par injection pour
obtenir des pieces moulées ou par extrusion pour obtenir des films, des plagues, des tubes, des
profilés, etc. Les seconds sont mis en ceuvre par injection. Leur intérét réside dans le faible
colt de la matiére premiere et le rendement élevé des procédés utilisés (Injection, extrusion).
Toutefois, leur emploi dans la mise en ceuvre de matériaux composites est limitée en raison de
la nécessité de faire appel a des transformations a hautes températures de produits solides

(granulés, plaques feuilles ou films).
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1.3.1.3. Autrestypesderésines
- Les résines thermostables : on les retrouve aussi bien parmi les résines thermodurcissables
que thermoplastiques, elles se distinguent par leurs performances thermiques (stabilité
thermique jusqu'a 300 °C). Elles sont développées essentiellement dans les domaines
aéronautique et spatial ;
- Les élastomeres : renforcés de fibres, ils sont utilisés dans diverses applications du domaine
de I'automobile.
1.3.2. Lescharges et les additifs
Différents produits peuvent étre gjoutés a la résine pour améliorer ses caractéristiques
meécaniques et physiques, faciliter sa mise en ceuvre ou simplement pour en diminuer le codt.
On parlera de charges quand la quantité gjoutée est de quelques dizaines de %, et d'additifs
lorsque cette quantité ne dépasse pas quel ques %.
1.3.2.1. Lescharge

Les charges renforcantes

-Charges sphériques
- Charges non sphériques

L es charges non renforcantes
1.3.2.2 .Les additifs

Les lubrifiants et agents de démoulage

Les pigments et colorants

Les agents anti-retraits et les agents de fluage

Les agents anti-ultraviol ets
1.3.3 .Lesfibreset tissu
1.3.3.1. Formeslinéiques
1.3.3.2. Fibresde formes surfaciques
Les fils sont transformés par les techniques de I'industrie papetiére et de tissage pour réaliser
des formes surfaciques : mats, tissus ou rubans, qui facilitent la manipulation et la mise en

ceuvre des renforts.
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a) Lesmats

b) Lestissuset rubans

Un tissu (ou ruban) est un ensemble surfacique de fils, meches, etc., réalisé sur un métier a
tisser.

L'ensemble est maintenu par |'entrecroisement des fils suivant deux directions (figure 1.2).

- R R
CEter==l = omps=eie. W Srcee o st

== Ml Eccum = == =3 =D

&= e = e = )

o == Ml B==saca.mu et t——0 =
C::E]j::' “TJ:;—:::J _Ji@_

——— Chaine
Figure 1.2 : Chaine et trame d’un tissu

1.3.3.3. Structurestissees unidir ectionnel

-Tresses et préformes

- Tissus multidirectionnels
1.3.4 Lesprincipalesfibres
1.3.4.1 Lesfibresdeverre
Le comportement du verre dans sa forme massive est dominé par son caractére fragile. En
revanche, lorsgu'il est éaboré sous forme de fibres de tres faibles diametres, il devient tenace
et révéle de bonnes caractéristiques mécaniques. Les fibres sont obtenues a partir du verre
textile composé d'un mélange d'oxydes : silice, alumine, chaux, magnésie, et oxyde de bore.
Les proportions du mélange, et I'gjout d'oxydes modificateurs donnent au matériau final ses
propriétés spécifigues. Différents types de verre peuvent étre distingués :
- Le verre E a usage général, bonnes propriétés électriques ;
- Le verre D a hautes propriétés diéectriques, utilisé pour la construction de matériel de
télécommunications ;
- Le verre C résistant aux agents chimiques, enrobage des structures severement exposees ;
- Les verres R et S a caractéristiques mécaniques élevées, utilisés pour la réaisation de
structures de hautes performances mécaniques.
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a) Elaboration desfibresdeverre

Les fibres de verre sont produites par éirement a grande vitesse et refroidissement de
filaments obtenus par I'écoulement du verre en fusion a travers les orifices calibrés d'une
filiere. Les filaments sont aussit6t enduits d'un agent d'ensimage qui a pour roles essentiels de
protéger les filaments contre |'abrasion, de faciliter par la suite leur imprégnation par larésine
et daméliorer leur liaison avec cette derniere. Deux procédés d'étirage peuvent étre utilisés :

- Etirage mécanique donnant des fibres continues assemblées en fils de base silionne;

- Etirage pneumatique donnant des fibres discontinues assembl ées en ruban verranne.

b) Caractéristiques mécaniques desfibresdeverre

Les vaeurs de référence pour les caractéristiques mécaniques des fibres de verre sont celles
mesurées sur des mono-filaments prélevés a la sortie de la filiére. Le tableau 1.1 donne les
valeurs usuelles de ces grandeurs, et en particulier pour les caractéristiques a la rupture des
fibres (tableau 1.2), sont celles déduites des caractéristiques mesurées sur un composite
unidirectionnel ou laliaison verre-résine favorise une répartition assez homogene de la charge
entre les filaments dont les caractéristiques sont diminuées par les différentes sollicitations

mécaniques et chimiques subies lors des opérations de transformation en fils industriels.

Tableau 1.2 : Caractéristiques mécaniques des verres type E et R mesurées sur Mono-

filaments alasortie de lafiliere[1]

Caractéristiques VerreE VereR
Masse volumique p kg/m® 2600 2550
Module de Y oung E; GPa 73 86
Contrainte alarupture ofu MPa 3400 4400
Allongement alarupture efu % 4,4 5,2
Coefficient de Poisson Vs 0.22 .

Tableau 1.3 : Caractéristiques alarupture d'un fil silionne industriel déduites des
caractéristiques mesurées sur un composite unidirectionnel verre/époxyde [1].

VerreE VereR
Contrainte alarupture (Mpa) 2400-2600 3000-3600
Allongement alarupture 34 4
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En plus de leurs bonnes caractéristiques mécaniques, les fibres de verre ont aussi une bonne
tenue thermique, elles conservent ces caractéristiques jusgu'a des températures assez élevées
200 °C pour le verre E et 250 °C pour le verre R.
1.3.4.2 Lesfibresde carbone
La mise en ceuvre des fibres de carbone est motivée par les caractéristiques spécifiques
remarguablement élevées que prévoit la théorie pour la structure cristalline hexagonae du
graphite. Les fortes liaisons entre atomes voisins d'un méme plan cristallographique donnent
un module de Y oung de I'ordre de 1200 GPa et une contrainte a la rupture de 20000 M Pa dans
les directions paralléles aux plans cristallographiques, pour une masse volumique inférieure a
2000 kg/m3. Malgré les imperfections des cristaux obtenus par les procédés industriels,
I'élaboration de fibres d'axes paraleles aux plans cristallographiques permet d'obtenir des
fibres parmi les plus performantes (650 GPa pour le module de Y oung et 4000 MPa pour la
contrainte alarupture).

-Elaboration desfibres de carbone

Les fibres de carbone sont élaborées par décomposition thermique sans fusion d'un polymere
précurseur fibres ou fils. Trois opérations successives sont nécessaires : oxydation,
carbonisation sous gaz inerte et graphitisation. Le précurseur peut étre :

* desfibresacryliques

* lebrai

1.3.4.3 Lesfibres aramides a car actéristiques mécaniques élevées

Les fibres aramides a caractéristiques méecaniques élevées sont des fibres de synthese plus
connues sous la désignation commerciale de fibres de « Kevlar », lancée par Dupont de
Nemours (USA) depuis 1972 [1]. D'autres industriels commercialisent également ces fibres
sous des désignations propres a chacun (Twaron, Technora, €tc.).

Elles sont élaborées par filage d'une solution sulfurique concentrée d'un haut polymere, poly
aramide ou polyamide. Les fibres sont ensuite étirées et traitées thermiquement pour
augmenter leur module d'éasticité.

1.3.4.4 Lesfibres céramiques

Le principa intérét des céramiques est leur caractére réfractaire. Diverses fibres sont obtenues

par dépdt chimique en phase vapeur d'un revétement céramique : de bore (fibres de bore B),
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de bore-carbure de bore (fibres B-B4C), de silicium (fibres de silicium) ou de bore-silicium
(fibres BorSic), sur un fil support en tungsténe ou en carbone.

1.3.4.5 Lesfibres synthétiques ther mostables

Les fibres synthétiques thermostables sont des fibres organiques obtenues par synthese. Leurs
caractéristiques mécaniques sont faibles mais restent conservées aux températures é evées.
Elles sont associées a des résines thermostables pour obtenir des matériaux composites de
bonne tenue thermique, utilisés dans les isolants éectriques et thermiques, les protections
thermiques : boucliers de missiles et cones de rentrée de véhicule spatial. Chague fabricant
propose sa propre formule sous une désignation commerciale.

1.3.4.5 Autresfibres

a) lesfibres d'origine végétale

b) les fibres d'origine minérale

c) lesfibres synthétiques

d) lesfibres métalliques (acier ; cuivre ; aluminium).

1.4. Introduction

Pour faciliter lamodéisation du comportement mécanique de tels composites, les milieux
hétérogenes sont remplacés par des milieux homogenes de comportement moyen équivalent.
Ce passage appel € homogénéi sation seffectue en deux étapes :
- Homogénéisation micromécanique : le pli hétérogéne est représenté par un pli homogene
équivalent dont le modele de comportement (isotrope, orthotrope ou anisotrope) dépend de la
forme du renfort (mat, stratifiés ou tissus unidirectionnels, tissus 2D), et dont les
caractéristiques dépendent de la nature et des proportions des constituants (fibres et résine).
-Homogénéisation macro-mécanique : le stratifié est remplacé par un matériau homogene
anisotrope dont les caractéristigues mécaniques sont déterminées a partir des propriétés
homogénéisées des plis, a travers |'application des définitions de la théorie des plagues
multicouches. Les plis pouvant étre orientés différemment, pour pouvoir écrire la loi de
comportement (ou éguation constitutive) du stratifié, il est nécessaire d'exprimer leurs

propriétés dans un méme référentiel. [3]
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1.5. Détermination des caractéristiques mécaniques d'un pli unidirectionnel dans
son repére d'orthotrope

1.5.1. Schéma d'éasticitélinéaire

Un pli unidirectionnel (figure 1.3) est composé de fibres paralleles assemblées et maintenues
par larésine. Ses axes principaux sont 1 (L) direction longitudinale portée par lesfibres, 2 et 3

(TetT") perpendiculaires aux fibres.

Figure.1.3: Pli composite unidirectionnel

Cette géométrie induit des invariances de comportement par rotation quelconque autour de
I'axe L qui est alors axe d'isotropie, le matériau est isotrope dans tout plan perpendiculaire a
cet axe.

1.5.2. Loi de Hooke généralisé
Larelation entre contraintes et déformations peut étre caracteérisée par :
o (M) =C (M) .& (M)

Soit :
gy (€11 €21 €31 €41 C 51 Cp1 7 £,
az C12 C22 €32 C42 Cs2 Cq2 £,
03 _ | €13 C23 C33 C43 C53 Cp3 €4 11
04 C14 €24 C34 C44 C54 Cpa £ '
Jg C15 C25 C35 C45 C55 Cg5 £¢
06/ g L C16 €26 C36 C46 C56 Cop i

Ou bien

£ (M) =S (M). a(M)
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€1 7511 S 215 31541 S51 S61 7 01
/82 S12 S22 532 S42 S52 Se2 )
| €3 _ |518 523 5 33 S43 553 Se3 03 12
€4 S14 S24 S34 S44 S54 Se4 04 '
\85 S15 S25 S35 S45 Ss55 S5 Os
€6/ p LS16 S26 S36 S46 S56 Se6 1 V06’ p
Soit :

C : est lamatrice derigidité;

S : lamatrice de souplesse.

C et S sont des matrices symétriques : il y adonc 21 constantes de rigidité Cij ou constantes
de souplesse Sij.

1.5.3. Relation changement de base

On peut exprimer les matrices de rigidité ou de souplesse de différentes manieres selon la

base choisie (Figurel.4).

1, 2 axes propres du composite
x, y axes quelcongques
6 angle des axes

Figure 1.4 : Changement d’axes
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a) Pour letenseur de contrainte

On peut noter les 6 variables du tenseur des contraintes [1] souslaforme:

0, 011
03 /522
| 03 033

- 13
04 023
Js5 013
06/ p 012

La matrice de changement de base pour une rotation d'angle 8 autour de 1'axe 3 s'écrit :

R

[ cos?0  sin®0 0 0 0 2sinfcosH
sin®’@  cos?6 0 0 0 — 2sinBcosH
0 0 1 0 0 0
TR > r=| 0 0 0 cosf —sinf 0 1.4
0 0 0 sinf cos6 0
—sinfcos® sinfcos6 0 0 0 cos’6 — sin’0
- &
Pour obtenir la relation de passage inverse, remplacer 0 par -6.
b) Pour le tenseur de déformation
On note letenseur des déformations sous laforme::
& €11
2\ [ o
&3 £33
€ | T | Vo3 = 2653 15
€5 Y13 = 213
€6/ g Y1z = 2&12/ ¢

Lamatrice de changement de base pour une rotation d'angle 6 autour de I'axe 3 s'écrit :

[ cos*8  sin’@ 0 0 0 sind cos6
sin’6 cos?0 0 0 0 -sinf cosé
Toen| O 0 1 0 0 0
0 0 0 cos6 — sinf 0
0 0 0 sin@ cos6 0
L —2sinfcosf 2sinBcosd 0 0 0 cos?*0 — sin®6-

Pour obtenir la relation de passage inverse, remplacer 0 par -0

15
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Equations (1.1) et (1.2), il vient :

, — o , €
Ck = T ror Cr TgLg
__ mE o

1.5.4. Caractérisation de matériaux
a) Matériau triclinique

Cas général a matrice compléte 21 constantes d'élasticité

(C11 C21 €31 C41 Cs1
C12 €2 C32 Cup Cs2
€13 C23 C33 C43 Cs3
Cia C24 €34 C44 Cs54
Ci5 €25 (35 C45 Css5
LC16 €26 C36 C46 Cse

Ce11
Ce2
C63
Ce4
Ces
Ce6 -

1.8

b) Matériau monociinique

Ce matériau possede un plan de symétrie : I'expression de la matrice de passage ne change pas
pour tout changement de repére symétrique par rapport a ce plan. Supposons le plan (el, €2)
plan de symétrie du matériau. Si I'on utilise les relations de passage (1.7) entre le repere R=
(el, e2, e3) et le repére symétrique R'=(el, -e2, €3) avec la forme générale (1.1), on montre

que la loi de Hooke se résume a l'expression suivante :

€11 €12 €3 0 0 167
€12 €2 C3 0 0 (2
€13 €23 €33 0 0 ¢3¢ 19
0 0 0 Caq Csq 0 '
0 0 0 45 ¢55 0
lc16 €26 €36 0 0 el

(13) constantes d'élagticité
c) Matériau orthotrope
Le matériau orthotrope est un matériau a 3 plans de symétrie orthogonaux deux a deux. En
pratique, c'est le cas des tissus noyés dans un polymere.
La méme démarche que précédemment conduit aux expressions dans un repére défini par les
axes d'orthotrope Figure (1.5) :
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LEErE b A e s

Figure 1.5 : Couche d’un matériau composite orthotrope

La 1ot de Hooke d'une couche orthotrope est écrite de forme de la matrice suivant :

a1 [Cn ciz ¢3 0 0
/0'2 €1z €2 €3 0 0

0
0
03 €13 €3 ¢330 0 0
0

|
&2
_ 3
o | T10 0 0 cyu £4 1.10
Os lo o o o css 0 \55

g/ 1o 0 0 0 0 cel \e

Ou:
€1 's11 S12 S13 0 0 07 01

/52 S12 Sz S23 0 0 0 03
€| _ |S13 S23 533 0 0 0 g 111
&4 0 0 0 Sa4 0 0 Oy '
€s 0 0 0 0 s550 05
€6/ R L 0 0 0 0 See - O¢ R

5 constantes d'élasticité

d) Matériau unidirectionnel

Le matériau unidirectionnel est un matériau possédant un axe de symétrie, par exemple |'axe
el (x). Cest le cas pour un ensemble de fibres unidirectionnelles dans un substrat. Par

géométrie, le matériau unidirectionnel est orthotrope figure (1.6).
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()

Figure 1.6 : Matériau composite unidirectionnel

Il est souvent appelé orthotrope de révolution. Dans le repére d'orthotrope, la matrice écrit :

o €11 C12 C12 0 0 07 &
05 Ci12  Cz (23 0 0 0 £
| O Ci1p Co3 Cp2 0 0 0 €
3 = 1 ; 1.12
04 0 0 0 E(sz == C23) 0 0 27
0-5 0 0 0 0 Cep 0 SS
%% Lo 0 0 0 0 «cel
Ou
& [S11 S12 S12 0 0 0 01
(32 S12 S Sz3 0 0 0 a5
&3 - S12 S23 S22 0 0 0 a3 113
&g 0 0 0 2(522 == 523) 0 0 04 '
€s 0 0 0 0 Se O 05
€6 R 0 0 0 0 0 Se6 - O R
5 constantes d'éasticité
€) Matériau isotiope
C11 C12 C12 0 0 0
C12 €22 C12 0 0 0
Ci2 Ci2 C13 0 0 0
0 0 0 ~(c11— 1) 0 0 1.14
O O 0 0 %(Cll S CIZ) 0
1
0 0 0 0 0 5 Lo — 1)/ .

2 constantes d'él asticité (coefficients de Lamé ou E, v)
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1.5.4. Matrice de souplesse et de rigidité d’un composite orthotrope exprimé dans

1.15

1.16

les axes orthotropes
S les raisonnements élémentaires mentionnés ci-dessus sont éendus aux différentes
sollicitations du matériau, il vient :
[ 1 -0 =13
/E, 12/E1 1 /E1 0 0 0
—J 1 -1
&1 12/5'1 /EZ lz/El 0 0 0 01
{ 13 gz
-0 -9 1 .
83 _ 13 23 O 0 O 0-3
& 0 0 0 1 0 o \%
€67 Rort /GZB 06’ Rort
0 0 0 0 Y6,
0 0 0 0 0 Y6,
Ou les directions 1(L) suivant x et 2(T) suivant y
[ 1 =0 = 1
/E, 1T/ E, Ry E, 0 0 0
—Opr 1 — Oy
/E, /E, /E, 0 0 0
—19, 1 — 9t 1
S= LT /EL TT /ET /ET! 0 0 0
0 0 0 Y6, 0 0
0 0 0 0 Y, 0
1
0 0 0 0 0 {6 |

Les constantes de rigidités sont déduites en inversant la matrice de souplesse [1]

€ = Thets C,, = tustu
AEE5 AEE,
_ 1-0U150p U12—U32713
AE,E; AE, E,
s = U21=931023 _ ¥12-T32013
12 AE,E; AE,E,

19
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1931"1‘)21‘932 = '913"19121923

Ciz =

AE,Ey AE,E,
e !932"19‘121931 = ]92L:i—19211-913
CZB - .
AE,E AE, E,
Caa = Go3 Css = Gq3 Ces = G2
Avec

1 - '8'12921 - 8'23‘(}32 - 8'3‘19‘13 - 2921932913
E,E,E,

Dans le cas d'un matériau isotrope, les équations (1.17) se simplifient &:

C.. = E(1-109) C.. = EY
11 ™ 1+9)(1-29) 12 7 (1+9)(1-29)
C11_C12 _ E
2 2(149)

Il existe un lien entre les modules d'éasticité et les coefficients de Poisson :
&t _
vij Vi

Le comportement élastique est décrit par 9 modules indépendants Ou :

E; : Module d’Young dans la direction i du matériau ;

v;; + Coefficient de Poisson dans le plan correspondant ;

G;; : Module de cisaillement dans |e plan correspondant ;

E;; : Déformation relative dansladirection i ;

yi: Glissement de cisaillement dans |e plan correspondant ;

o; : Contrainte dans ladirectioni ;

7;5: Contrainte de cisaillement dans |e plan correspondant.

Avec 1, 2 et 3 directions de symétrie,

Alors

3 modulesdYoung : E1, E2, E3

3 coefficients de Poisson : v12, v13, v14

3 modules de cisaillement : G12, G13, G23
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Chapitrelll Présentation de la méthode des éléments finis et généralité sur les vibrations

2.1. Introduction

La méthode des éléments finis est essentiellement une méthode d’approximation d’une
fonction inconnue sur un domaine continu par I’utilisation de fonctions généralement
polynomiales, sur un ensemble de sous-domaines compatibles avec entre eux et représentant
au mieux le milieu d’origine. Principalement, cette technique d’approximation est utilisée
pour transformer les équations aux dérivees partielles en un systéeme d’équations algébriques.
L analyse par la méthode des éléments finis comporte les étapes suivantes :
La premiére consiste en la discrétisation d’un domaine donné en une collection
d’éléments finis présélectionnés.
On commence d’abord par la construction d’un maillage qui approxime au mieux le domaine
considéré, les nceuds et les éléments. Les éléments sont ensuite numérotés en considérant
leurs propriétés géométriques (coordonnées, dimensions, ...).
Dans la deuxieme étape, on commence par construire la forme variationnelle de
I’équation différentielle de I’élément de référence, et on pose la variable u comme
étant la combinaison linéaire qui s’écrit sous la forme :
q=2Xic1 @ ¥ (21
AVEC .
g : Paramétre a déterminer.
Y : Fonction d’approximation
On substitue q dans laforme variationnelle, on arrive a une équation delaforme:
F(E)]{q(t’)} = {F(EJ} (2.2)
Ou:
[K®] : Est lamatrice de rigidité de I’élément
{9} : Le vecteur déplacement élémentaire
{F®} : Levecteur force éémentaire
Les fonctions d’approximation Y; sont alors et les éléments de matrices calculés.
L assemblage des équations de tous les éléments pour I’obtention des équations
globales du probleme se fait au cours de la troisieme étape ou I’on considére la relation
entre les degrés de liberté locaux et globaux tout en considérant la connexion entre

éléments en ramenant toujours les nceuds de I’élément a un repére global.
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La quatriéme étape sert aimposer les conditions aux limites du probléme, cela consiste a
identifier les degrés de liberté spécifiés primitifs ou secondaires selon le probleme
considéere.

Dans la cinquiéme et avant derniere étape, le systeme d’équations est résolu, et les
variables primaires déterminées.

Quant au gradient de la solution et d’autres quantités, ils pourront étre calculés au
cours d’une sixieme et derniere étape a partir des variables primaires déterminées
précédemment. [5]

2.2. Principe de la méthode des élémentsfinis en statique
La méthode des éléments finis de type déplacement permet de ramener les problémes de
milieux continus a des problemes discrets.
En statique, nous considérons successivement :
- Ladiscrétisation du domaine en élémentsfinis.
- La formulation au niveau de I’élément.
- Laformulation globale aprés assemblage.
Résoudre un probléme d'éasticité, c'est
- Déterminer le vecteur déplacement en tout point de la structure
3inconnues
- Déterminer le tenseur des déformations en tout point de la structure
6 inconnues
- Déterminer le tenseur des contraintes en tout point de la structure
6 inconnues

Et voilales 15 équations locales a notre disposition :

v e oman (2.3) les 3 équations d'équilibre

AF i o=

" EE 2.4) les 6 équations liant les

- = Z \ait + ateidly dépl mernents aux déformaIIOnS
_ e (2.5) les 6 équations traduisant laloi de

comportement du matériau utilisé

La résolution anal ytique du probléme précédent dans un milieu continu est rarement possible
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On remplace |e probleme continu par un probléme approché en discrétisant la structure.

2.3. CLASSEMENT D'ELEMENTSFINIS
- leséléments unidimensionnels:  Barres, poutres rectilignes ou courbes

-Méthode des élémentsfinis:

- les éléments bidimensionnels : Elasticité plane, plagues, coques
- les eléments tridimensionnels : Eléments de volume, coques épaisses
- les éléments axisymeétriques : Tores a sections triangulaire ou rectangulaire

2.4. Organigramme der ésolution en statique

Construction du modele géométrigue de la structure.

}

Discrétisation du probléme continu : MAILLAGE.

'

Choix des caractéristiques é émentaires => Expression des déplacements de chagque

point de I'élément en fonction du déplacement des nceuds.

/

Calcul au niveau éémentaire de e, s et de larigidité de I'édément en fonction des

déplacements nodaux en appliquant le PPV.

Détermination de larigidité globale de la structure par assemblage des élémentsfinis.

\ 4
Application du PPV alastructure discrétisée et prise en compte des conditions aux

limites en efforts et en déplacements.

Résolution du systeme obtenu F = Ku =>déplacements nodaLix

Détermination dans chagque élément, des déplacements, déformations et contraintes

en tous les points.

2.5.CLASSIFICATION DESTRAITEMENTS

Linéaires Y’ statiques
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Non linéaires——» dynamiques

Exemple: Quelques éléments types

LABSE oM CEONETRIE

o / / Tores axl-
- - b [ 1 Ayt riquna I : L
2 x ¥ Fy
Pewt ey Coguay wxl= i E
o [T pe—. g by %

ANIETH

7 v DM

J

Figure 2.1 : quelques types des éémentsfinis

a) Statiquelinéaire

C'est le probléme le plus simple. Il consiste a déterminer déplacements et contraintes dans une

structure a comportement linéaire sous I'influence de charges statiques ou a variation lente.
Kg=F (2.6)

b) Statique et dynamiques non linéaires

1% cas: non linéarités géométriques

Elles interviennent lorsque les déplacements sont suffisamment importants. Dans ce cas,

les caractéristiques de rigidité de la structure sont non-linéaires.
29" cas : non linéarités constitutives
Elles se produisent dans les cas ou le comportement du matériau ne peut plus étre considéré

comme éastique linéaire. Exemples : plasticité viscodasticité, fluage...

c) dynamiquelinéaire
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L'analyse dynamiqgue linéaire consiste a déterminer les déplacements (éventuellement les
vitesses et accélérations) et contraintes en fonction du temps pour une structure a
comportement linéaire sollicitée par déforces dynamiques.

Mg'+Cqg +Kg=F (2.7)

2.6. PROBLEMESLIESA LA MODELISATION

*Lemaillage que je construis ou qui est propose par lelogiciel est-il satisfaisant ?

*Quel degré de confiance puis-je accorder aux calculs ?

Jl

PROBLEME de PRECISION
* nombre d'él éments

* répartition des é éments
* type d'ééments

* compatibilité des é éments

2.6.1. Structures

Etudier avec soin la structure elle-méme et les forces appliquées, leur valeur, leur nature
(concentrée ou distribuée) et les conditions limites : appui rigide ou éastique, encastrement ...
D'ou : choix du ou des types d'ééments (2D, 3D, plagues, poutres...) maillage plus dense

des parties les plus sollicitées.

2.6.2. Eléments

Les éléments de faible degreé sont faciles d'emploi. Maisils sont parfois inadaptés pour
représenter les champs de contraintes particuliers.

Exemple : le Q4 donnent de mauvais résultats en flexion plane des poutres, car ils ne
peuvent traduire correctement le cisaillement.

Les éléments de degré plus élevés sont "chers" et il est inutile de "raffiner" le maillage, car
dans un petit volume, les contraintes sont peu variables. Ces éléments sont conseillés pour

la représentation des bords courbes.
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Eviter de mélanger des éléments de type différents, a cause de la discontinuité des
déplacements entre les nceuds.

2.6.3. Liaisons

Ce sont des parties difficiles amodéliser. Dans de nombreux codes, il existelapossibilité
d'écrire une relation linéaire entre plusieurs degrés de liberté qui permet I'expression explicite
d'une condition cinématique de liaison.

2.6.4. Maillage

Il'y atout intérét aavoir des maillages réguliers : Plus un élément a une forme torturée, plus
les résultats qu'il donne ne sont suspects.

Un triangle est bon quand il est équilatéral.

Un Q4 est bon quand il est carre.

Un tétraedre est bon quand il est pyramidal.

MILIEU CONTINU » MILIEU IDEALISE

a - Approximation géométrique

Le solide continu est divisé en lignes, surfaces, ou volumes appel és léments finis.

Deux (02) régles sont a respecter :

- deux (02) ééments ne peuvent avoir en commun que des points situés sur leur frontiére
commune s elleexiste.

- L'ensemble de tous les é éments doit constituer un modele aussi proche que possible de
la structure réelle => maillage adapté.

b- Approximation nodale

Les éléments sont reliés entre eux par un nombre fini de points situés sur leur périphérie
et appelés nceuds.

L es déplacements (et éventuellement les rotations) de ces points sont les inconnues du
probléme.

Une approximation du champ de déplacement dans I'éément est réalisée par interpolation des

valeurs aux nceuds. [8]
2.7. Formulation éémentaire:

La formulation au niveau de I’élément, consiste a rechercher pour chaque élément des

expressions matricielles d’énergie de déformation et du travail des forces appliquées en
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fonction des déplacements aux nceuds. Ceci nécessite le calcul des matrices de rigidite et le
vecteur des forces équivalentes. [9]
L’ expression de I’énergie potentielle totale en fonction des déplacements aux nceuds de

L’élément, est :

VO =UT W =1/24q)7 (K]} 12 { o} {F}® (28)

Avec :

[K1® = [,[B1" C1(B1aV (29)

(F = [, e[NI" {f3dV + [ [N]" {fs}dS (2.10)

On rappelle que I’'on a :

{0} = [C]{e} (2.11) {e} =[DK{U} =[b {a} (212)

Et que : {1y} et { fs} sont respectivement les vecteurs des forces de volume et de surface.
[D] : Matrice d’opérateurs différentiels.
[ b]: Matrice d’interpolation des déformations.

2.8. Formulation globale:

Laformulation globale du probléme, consiste a rechercher pour la structure compl éte
I’expression matricielle d’énergie de déformation, et du travail des forces appliquées en
fonction des déplacements en tous les nceuds de la structure. Ceci nécessite I’assemblage des
caractéristiques élémentaires : matrice de rigidité, vecteurs forces équiva entes, pour tous les
ééments.

L’energie potentielle totale de la structure peut étre obtenue par sommation des énergies
potentielles totales €l émentaires,

Soit :
V= SetementsV® = Seemens {3 14} K1 {q)° - 5 {q)" [FI¢} (213)
Soit {g} " le vecteur ligne des déplacements aux nceuds de la structure, soit pour une
structure & m neeuds :
{a"}=1{"-.q - an} (2.14)
Avec:
{qi} : Sous-vecteur des déplacements au nceud i.
On peut définir pour chaque élément une relation matricielle permettant d’établir une

correspondance entre les déplacements aux nceuds de I’élément { q} ® et les déplacements
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aux nceuds de la structure{q} , soit :

{a}°=[B]*{a}

(ne”1)=(ne" N).(N" 1) (2.15)
Avec:

[B]® Matrice de localisation de I’élément.

Ne: nombre de degré de liberté de I’élément.

N : nombre de degré de liberté de la structure.

Chague relation (2.9) permet de repérer ou de localiser les d.d.l. de chague élément dans
I’ensemble des D.D.L. de la structure.

En utilisant les relations (2.7) et (2.9), on peut écrire :

V = Saements {50V [B1 [KI°[B1*{q} — 5 ()T [BI*(F}*}  (216)

AVEC :

V="{q}"[K}{q} - ;{q}"{F) (2.17)
[KI= Y [BIT [KI°[B)° (2.18)
éléments
= ) BRI (2.19)
éléements

[K]: Matrice derigidité de lastructure.
{F}: Vecteur des forces équival entes.
Dans le cas de forces ponctuelles appliquees aux neeuds de la structure (vecteur {P}),
L’expression de { F'} devient :

=@+ ) [BIFY (2:20)

éléments
Ces expressions permettent d’obtenir par application directe du principe des travaux

virtuels, le systéme des équations d’équilibre des nceuds. En effet, ona : dU = dwW

5{q)" [K1{q} = 5{q)"{F} (2.21)
Dou:  [K{af ={F} (2.22)

2.9. Discrétisation du champ de déplacements::
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Nous considérons des éléments de type quadrilatere auxquels nous appliquons la formul ation

iSO-paramétrique.

4" y
4¢-1.1) 3¢(1.1) B, i o
- & I A. L
f""fff % 'ﬁ1|
1
1(-1.-1) 2€1.-1) - X
Coordonnées intrinseques : Coordonnées physiques :
Elément parent Elément iso-paramétrique
Figure 2.2 : dément iso-paramétrique de plague avec cisaillement transversal.
Pour tout é ément iso-paramétrique quadrilatéral a quatre nceuds nous avons les
approximations suivantes :
x=N"(x ,h) X y=N" (x,h)Y w=N" (x,h) W
Be=N" (X, 1)Bs Br=N" (&,mBy (223)
Ou:
w = Z?:el N; w; Bx = Z?:el N; Bxi ﬁy = E?:el N; ﬁyi (2.24)

Ne : indique le nombre de nceuds par elément.
Les fonctions d’interpolation utilisées sont les fonctions d’interpolation habituelles des

quadrilatéres iso-paramétriques. Dans le cas du quadrilatére linéaire, on a:

N =[Ny Ny N3 Ny (2.25)
Avec:
N(&h) =2 (14 %) (1 + 1) (2.26)

Xj OU 7}; : prenant les valeurs (+1) ou (-1) suivant le nceud considére.

wy Bx1 (g y1

W2 5 ) Bx2 5 yz
W= , = - 2.27

W3 BJC ﬁx3 By ﬁyB ( )

Wa Bxfi- ﬁy;}

X4 Y;

_ )X _ )b

X =1y Y=y

X4 Yq.
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2.10. Discr étisation du champ de défos mations :

Par substitution de (2.17), dansles relations de déformations

Exx

Xz ﬁx-l—'al_:
{x}= {Ew}:z{)(], (e} = {y} = {V }: { d

Exy

([ 0Bx
0x
9By
dy
9Bx , 9By
\dy  0xJ

=1

ow
Vyz ﬁy + ,5

Et on obtient les matrices d’interpolation des déformations de flexion et de cisaillement :

( ax ax w
i ap aNT| |5
X} = {Ej} = 4 —ﬁ |0 0 3 {Bx (2.28)
ILQ + 2% lg anT EEJ By
dy  0x dy  ox
ow oNT w
By +— — NT 0 h
B = )= et = | 1% (2.29)
y*Yu) o 0 N
Soit :
{x}={&}= Brlia} )= B l{a} (2.30)
ol
anT
& 5% © oNT o
= 6‘NT W N 0
ﬁf] =10 0 E ﬁ},] = AnT . (231)
o T aw w 0N
dy dx

2.11. Matricederigidité:

L’expression de I’énergie de déformation permet de calculer la matrice de rigidité, soit :
U =Ug +Uc
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U =1frele) {odV + 2 fyely} (o} av (2.32)

U =[50 [P0} dx dy + 35 [5e{y}" [D )y} dx dy (2.33)

Aprés substitution des expressions de déformations (2.44) dans 1’énergie de déformation, nous
obterions :

U = Up +Uc =3 {a)se[B] [D][B] dx dy (q} + (@} fse[B,] [DI[B, ] dxdy {q} (2:39)
D’ou :

(K1 = [K;] + (K] = Gse 3] [D)[B,) dS + fse [B,] [DCA[B, ] dS (2.35)

K1 = [0 B] [Df)[By | detl] dgdn + fHi+3 [8,] [DC[By | det 1dédn (2.36)

[3]: est lamatrice Jacobienne de la transformation géométrique.
La matrice jacobienne [7 (x, h)] est :

ax Ay BNTX anT v o
¢ o9& 13 o0& _ | J11 J12
L= [ } =[] e

9x dy BNT aNT
dan an
{ [1] a,g U] = U]_l
=P 2]t [z i
[j] B [j21 jZZ] a det[/] [—]21 ]22 ] (238)

Les déformations {y} et {g sont définies en fonction des variables nodales :

(x}= Brll®) = B @}

anNT
2 B
~ anT aNT . anT . aNT
Avec: 5}’] =10 By oy =J11‘¥ +112‘§ (2.39)
aNT  aNT
ay dx
anT
=T NT 0 T T T
dx aN" . dN . ON
Byl = Ty T Frinl i thrri (O (2.40)
ay

Lamatrice de rigidité [K] est abtenue par intégration numérique de (2.50) de type Gauss.

L’intégrale peut étre évaluée en utilisant la formule :

[ 5 FGmdedn = T2, Y72 W Wif (Gumy) (241)
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Ou:
i hj: sont les coordonnées des points d’intégration.

W, W : sont les coefficients de pondérations (ou poids) correspondants.
n

r Y

v
e

Figure 2.3 : Intégration de Gauss (2°2) pour le quadrilatere.

2.12. Généralités sur larésolution des problémes de vibrations des structures
L'étude des vibrations d'une structure a pour objectif de déterminer son comportement aux
chargements dynamiques, dans le but de comprendre et de contrdler les problémes typiques
liés aux mouvements vibratoires (fatigue, résonance, bruit..). La maitrise du probléme inverse
[7] permet de développer des techniques efficaces et rapides de caractérisation éastique ou
viscoélastique, de contrdle de qualité, d'inspection et diagnostic des structures, basées sur les
mesures des vibrations. Dans les deux cas, la premiére éape consiste a évaluer laréponse de
la structure en fonction de tous les paramétres influant sur cette réponse. Selon les hypothéses
retenues, la formulation permet de tenir compte du comportement du matériau, des défauts et
des endommagements, de la nature du chargement et éventuellement de |'amorti ssement
externe et de I'effet du milieu, en exprimant larelation entre ces parametres et |es inconnues
du probléme, champ des contraintes (approche contraintes) ou des déplacements (approche
déplacements), sous forme d'équations aux dériveées partielles. La complexité de ces
équations, conjuguée ala géomeétrie de la structure et aux conditions aux limites, ne permet
pas en général d'aboutir a une solution exacte, et seules les méthodes d'intégration directe
permettent d'obtenir des solutions numériques [3]. La modélisation apporte une simplification
du probléme [4] en introduisant des approximations des champs inconnus, compatibles avec

la géométrie et les conditions aux limites. Pour une approche déplacement, la modélisation
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peut étre discréte (masses concentrées), anal ytique (déplacements genéralises) ou par
élémentsfinis. Elle permet, dans |e domaine des vibrations linéaires, la résolution du
probleme par superposition modale (ou intégration modale).

Cette méthode consiste a décomposer |a réponse dans une base formée par |es modes propres
de la structure appel ée base modale. Chaque composante m représente |la participation du
mode m alaréponse globale, solution de I'équation de I'oscillateur a 1 degré de liberté
découpl ée des autres modes. Le comportement dynamique de la structure sera alors défini par
ses caractéristiques modal es: fréquences et déformées propres et amortissements modaux. Ces
caractéristiques sont obtenues en résolvant le probleme aux valeurs et vecteurs propres

correspondant aux vibrations libres de la structure.

2.12.1. Vibration d’un systeme masse-r essort
Un systéme masse-ressort est un systéme mécanique a un degré de liberté. |1 est constitué par
une masse accrochée a un ressort contrainte de se déplacer dans une seule direction. Son
mouvement est dd atroisforces:

une force de rappel F R,

une force d’amortissement £'a,

une force extérieureF .

2.12.1.1. Oscillations rectilignes d'une masse soumise a I'action d'un ressort

On peut mettre en oscillation une masse soumise al'action d'un ressort. Ces oscillations
peuvent étre, suivant les cas, des oscillations verticales ou des oscillations horizontales (en
utilisant un dispositif permettant de minimiser les frottements sur le support).

Dans les deux cas, les oscillations sont harmoniques : lafonction temporelle x(t) dela
position de la masse de part et d'autre de la position d'équilibre (statique) est une fonction
sinusoidale. Dans le cas de I'oscillateur vertical, I'effet de la pesanteur n'introduit qu'une
trandation de La position d'équilibre statique. Larelation déduite de I'application du théoreme

du centre d'inertie peut Sécrire :

dzx 2 k
Tz T @o x=0 Avec w, = ’;1-
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Wy : est appelée pulsation propre de |'oscillateur harmonique. k et m sont respectivement la
raideur du ressort et la masse suspendue. Les solutions de I'équation différentielle sont de la

formex = x; sin(wgyt + @), ce qui est caractéristique d'un oscillateur harmonique.

| e |

Figure 2.4 : Mouvement horizontal d’un systeme masse-ressort

La période est indépendante de I’amplitude (isochronisme des oscillations) : elle ne dépend

que de I'inertie du systéme (masse m) et de la caractéristique de laforce de rappel (constante

-

de raideur k du ressort) [10] :
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3.1. Introduction

Dans ce chapitre on applique la théorie exposée dans | e chapitre précédent pour analyser
comparativement les plaques orthotropes et isotropes sous différentes sollicitations. Le type
de programme de calcul par la méthode des é éments finis sont considérés.

La résolution numérique dans ce programme ANSY S est basée sur la méthode des é éments
finis.et cette méthode est tres puissant pour résoudre les problémes statiques et dynamiques
des différentes structures [13] sous I’effet de différentes excitations.

3.2. Calcul par MEF utiliséle code ANSYS
3.2.1. Organisation delogiciel d'ANSY S

II'y adeux niveaux primaires dans le programme D'ANSY S: Commencez de niveau :
Passage dans et hors d'/ANSY S et de plate-forme pour utiliser certaines commandes globales
telles que le titre de travail changeant, etc.

Processeur de niveau : Ce niveau contient les processeurs (pré processeur, solution, post
processeur, etc.) qui sont employés pour réaliser des analyses par éémentsfinis[7].

3.2.2. Les Procédés d’analyse

Quiatre étapes principal es dans une analyse modale :

- Etablissez le modée.

- Choisissez le type et les options d'analyse.

- Appliquez les états de frontiére et les résolvez, réexaminez les résultats.
3.2.2.1. Etablissez le modéle

- Rappelez-vous la densité!

- Eléments et matériaux linéaires seulement. Des non linéarités sont ignorés. — Voyez modeler
également des considérations dans le module 1.

3.2.2.2. Choisissez letype d'analyse & Options

* Etablissez le modéle.

Choisissez le type et les options d'analyse.

- Ecrivez lasolution et choisissez |'analyse modale.

- Options

- d'extraction de mode Options

- d'expansion de mode de L 'autre option
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AAA ANSYS Main Menu AAA

Preferences ji=]
Preprocessor
B Solution Fi\New Analysis

El Analysis Type

Ns Anakesis [AMTYPE] Tvpe of analysis

Analysis Options &
Define Loads
Load Step Opts * Modal
Solve " Harmonic
FSI Set Up
Unabridged Menu " Transient

Figure 3.1. Choisissez le type et les options d’analyse.

3.2.2.3. Résultats derevue

- Etablissez le modéle.

- Choisissez le type et les options d'analyse.

- Appliquez les états de frontiere et |les résolvez.

* Réexaminez les résultats utilisant POST1, le général post-processor.

* Enumérez les fréquences normales.

* Regardez les formes de mode.

* Passez en revue les facteurs de participation.

* Passez en revue les efforts modaux [5].

3.2.3. Validation du programme élaboré

Dans le but de valider le programme élaboré, les résultats issus de ce dernier sont confrontés
aux fréquences et déformeées propres d'une plaque multicouche rectangulaire symétrique,
obtenues en calcul de structures par éémentsfinis sous logiciel ANSY S.

3.2.4 .Description de I’élément utilisé pour le maillage

Pour faire les calculs par les ééments finis sous ANSYS en choisis I’élément de maillage
SHELL 63 Figure (3.2).
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Figure 3.2. L’élément de maillage SHELL 63

L’elément SHELL 63 est congcu pour modéliser les structures en cogues épaisses. Le nombre
de nceud de cet élément est égal 8 .Chaque nceud a six degrés de liberté (Ux, Vy, Wz, gx, qy,
g2). L’élément SHELLG63 est capable d’étre utilisé pour les calculs des contraintes pour des
grandes déformations, et peut étre aussi utilisé pour les matériaux isotrope et orthotrope
[ANSYS11.0].

ZiJ

z A

option triangulaire
Figure 3.3. Geométrie de I’élément de maillage SHELL 63

3.3. Méthode qualitative

Notre contribution consiste a éendre cette investigation aux plaques orthotropes allongées

(longueur infinie), dont I'analyse est dominée par |e comportement poutre, C'est-a-dire a

confirmer latendance alimiter I'analyse dynamique a l'étude de bandes unitaires (b=1) de la

plaque allongée, considérée suivant le petit sens. Les conditions de fixités de la plague seront

alors ceux des bords allongées. (Figure 3.1) Les plaques étudiées se distinguent par le type de

condition defixité&
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Casd'appuis homogene

Plaque rectangulaire simplement appuyée AAAA

Plaque rectangul aire totalement encastrée EEEE
Dans ces cas quelque soit |e rapport des dimensions de |a plague rectangulaire (a/b), on
aboutis toujours a des bandes poutres de portée égale ala petite longueur, avec respectivement
les conditions de fixité AA pour le premier cas, et EE pour le deuxiéme cas
Cas d'appuis non homogenes.

Plaque rectangulaire AEAE

Plaque rectangulaire AAEE

Plaque rectangulaire AAEA

Plaque rectangulaire EAEE
Suivant e rapport des dimensions de la plague on aboutit pour chagque cas de plague a deux
types de poutres avec des conditions de fixité différentes.
-plague rectangulaire AEAE:
1. si lerapport [(Ix=a)/ (ly=b)>1], on aboutit a la poutre de longueur |=ly avec les conditions
de fixités du type EE.
2. si lerapport [(IIx=a)/ (Ily=b)<1], on aboutit &la poutre de longueur I1=Ix avec les conditions
defixités du type AA
-plague rectangulaire AAEE:
3. s lerapport [(Ix=a)/ (Ily=b)>1], on aboutit ala poutre de longueur |=ly avec les conditions
de fixités du type AE.
4. s lerapport [(Ix=a)/ (ly=b) <1], on aboutit &la poutre de longueur I1=Ix avec les conditions
de fixités du type AE
-Pour les deux cas d'hypotheses on aboutit ala méme bande de poutre caractérisée par les
conditions de fixité du type AE. Pour ce type de plague on a méme type de comportement
vibratoire, quelque soit I'orientation de I'allongement de la plaque. ce cas Sidentifie a celui du
cas homogene [ (WVAAEE=wAE) xx et (VAAEE=WAE) yy]
3.4. Lesdifférentesfonctionsdeformes:
Le probléme de la flexion d’une plaque revient & chercher la fonction w(x, y) qui vérifie les
conditions aux limites et qui rend minimale I’énergie totale qui est la somme de I’énergie de

déformation et de I’énergie potentielle. [10]
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Premier cas AAAA: Deuxieme cas EEEE
3 3 . g@mp Xo. anp yo X0 . apyo
w(Xx,y) = A, Sin +8in -+ x = g[ g{ TXysing—+sing—+
ma=1.?=1_ gaz gbz Y)=An bzxyeara gbﬂ
A
A A
A

Figure 3.4. Plaque orthotrope AAAA | Figure 3.5. Plaque orthotrope EEEE

Troiseme cas AEAE Quatrieme cas AAEE:
asmp XO asnp yo

W(X, T Lysin & X0 yoo g @np X9 P YO
(x,y) = gl bzﬂmal ?f»ny $a 5% b 4 w(x,y)_g?i- ?;gi gma_l §1Amsmg csine= ==

Figure 3.6. Plague orthotrope AEAE Figure 3.7. Plague orthotrope AAEE
Cinquieme cas EAEE: Sixieme cas AAEA:
y? 04 @mpx g’ o aEnpy o %8 2Q-aelo_ &npy ¢
)= A i an 2K an E00 P A B T T
Figure 3.8. Plague orthotrope EAEE Figure 3.9. Plaque orthotrope AAEA

3.5. Présentation des modeles d’étude
3.5.1. Plaques Rectangulair e isotropes

La plague étudiée présente 1 couche isotrope. Afin de cerner les réponses dynamiques pour
différentes catégories de plaque (R=0.5, R=1, R=1.5, R=2).
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Tableau 3.1 : les propriétés geomeétriques et mécaniques de la plaque d’étude.
Les Tableaux (3.1) et qui suivent présentes respectivement, les propriétés géométriques

et mécaniques de la plaque d’étude.

Typesde Longueur a Largeur b Rapport R=a/b Epaisseur de
Plaque (m) (m) (longueur/largeur) pli h (mm)
Modéle 01 1 2 0.5 2
Modéle 02 1 1 1 2
Modéle 03 3 2 15 2
Modéle 04 2 1 2 2

Caractéristique mécanique d’une plaque isotrope en aluminium
E=0,69.10" [N/m?] ; r =2710 [Kg/m3] ; G=0,26.10" [N/m?
Caractéristique d’une plaque en acier
r = 7800 [Kg/m3] ; Ex=Ey=2,1.10"" [N/m?] ;
u=0,3 ; G4, =0,808.10"" [N/m?]
LaModélisation Elément Finis du composite d’apres la simulation numérique par lelogiciel
ANSYSV9
L’elément choisis pour faire les calculs Shell 63 modele de calcul.
- Plague discrétisée avec 6 éléments
- Plaque discrétisée avec 10 éléments
- Plague discrétisée avec 80 ééments
Pour choisis le meilleur discrétisation de la plague en utilise le modéle 01 pour R=1.5 et les
conditions de fixités EEEE figure (3.5) a, b, c.
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d’une plague isotrope et orthotrope

1
ELEMENTS AN
gl JUH 5 z0olz
ROT 19:35: 50

Figure (3.10.a). Discrétisation a 6 éléments de la plague

ELEMENT 5 AN

JUH 5 2012
13:21: 22

Figure (3.10.b). Discrétisation a 10 éléments de la plaque
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mimemaTs AN

TITH 5 Fniln
A1F:17: 00

Ilﬂ

Figure (3.10.c). Discrétisation a 80 élements de la plaque
3.6. Calculs desfréquences et défor mations propres sous simulation par ANSY S
Pour faire les calculs par la méthode des éléments finies sous ANSY'S en choisis I’élément de
maillage SHELL 63 (coque éastique) avec 80 éléments et en utilise une plague rectangulaire
isotrope et orthotrope.
Chague fois changé la géométrie du plague R=a/b et |les conditions aux limites et calculé les
fréquences et les déformations propres.
3.6.1. Présentation de la plaque isotr ope et orthotrope
Lafigure (3.11) représente la plaque discrétisée en éléments finisdansle cas de la
configuration EEEE

ErLEMENTS AN

T 5 EZ01z
1F: 15: 57

Figure 3.11. Maillage et condition aux limites appliquées ala plague
Cas de laplaque EEEE
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3.6 .2. Résultat obtenus
Dans cette partie, seuls les résultats correspondants aux six cas extrémes de plague (EEEE /
AAAA | EAEE/ AEAE /AAEE / AAEA), représentent respectivement les fréquences et les
déformations propres des dix (10) premiers modes éastique de flexion de la plague obtenue
par ANSY S. Lareprésentation 2D retenue, amplitude du déplacement transversal ou suivent z
en projection sur le plan de la plaque.
Représente seulement le cas de fixation (EEEE, AAAA) d’une plaque rectangulaire ou
R=3/2 ou R=a/b>1 des six (06) premiers modes.
Pour vérifie les caractéristiques mécanique de la plague utilisé sous ANSY Siil faut vérifiele
macro de programme d’exécution du calcul sous ANSYS en obtient :

Caractéristique mécanique d’une plague isotrope en aluminium
E=0,69.10" [N/m?] ; r =2710 [Kg/m3] ; G=0,26.10" [N/m?] ;

Caractéristique d’une plaque isotrope en acier
r = 7800 [Kg/m3] ; Ex=Ey=2,1.10"" [N/m?] ;
u=0,3; G, =0,808.10" [N/m?] ;
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L

Premier model-1m=1etn=1

Z

L%_

Deuxiememode 2-1 m=2 et n=1
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Troiséeme mode 1-2 m=1 et n=2

# i,

Quatrieme mode 3-1 m=3 et n=1
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Cinquieme mode 2-2 m=2 et n= 2

Sixiememode 3-2 m=3 et n=2

Figure 3 .12. Présentation des lignes modal es de six (06) premiers modes de |a plaque EEEE
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L es défor mations suivant le plan yoz L es défor mations suivant le plan xoy
[ . AN 1

J i

f=6.841 Hz

- AN
i

Mode 2-1 f=10.564 HZ | Mode 2-1 f=10.564 Hz

e AN
o m
mr gt

T
N

Mode 1-2 f=16.749Hz | Mode 1-2 f=16.749 Hz
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T 11 £ oz IF

B

R T T AN CFOY T AN

Zo:0d It E BRI
2 A

L.

Mode 3-1 f= 16.852 Hz Mode 3-1

]

Mode 2-2 f=20.212Hz | Mode 2-2 f=20.212 Hz
Mode 4-1 f=25.539 Hz Mode 4-1 f=25.539 Hz

Figure 3.13. Fréguences et déformations propre des six premiers modes de flexion de la
plaque EEEE calcul de structure sous ANSY S
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3.7 Validation des calculspar logiciels ANSY S

Pour vérifier la consistance des résultats obtenus d'apreés les calculs des structures par les
éléments finies sous ANSY S, on utilise une comparai son avec les résultats obtenue par 1a
méthode de Hearmon [6].

3.7.1 Comparaison entre lesfréquences propre par ANSYS (MEF) et Méthode de
Hear mon:

Tableau 3.2.caractéristiques mécaniques des matériaux orthotropes

ORTHO1 ORTHO2 ORTHO3
Ex (MPa) 1E+10 1E+10 1E+10
Ey (MPa) 5E+09 5E+09 6.67E+09
E,f,, D] 0.2 0.24 0.25
G$<y (MPa) 3.1E+09 2.05E+09 3.04E+09
p (kg/m?) 7800 7800 7800
Tableau 3.3.les déférant type de modes dans plaques orthotropes

MOD 1 MQOD 2 MOD 3

a(m) 4 4 4
b (m) 3 3.2 2.667
h (m) 0.01 0.01 0.01

En utilise comme exemple de calcul le modéle d’une plaque rectangulaire orthotrope de
caractéristique mécanique :
ORTHO 1
Ex=1E+10 pa
Ey=5 E+09 pa
Viy = 0.2
Gxy=3.1 E+09 pa
p =7800 kg/m3
H=0.01m

Pour chague modél e de plaque (R=1.25, R=1.33, R=1.5) et six (06) conditions de fixations
(AAAA, EEEE, EAEE, AEAE, AAEE, AAEA).
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Tableau 3.4: Comparaison des fréquences propres cal cul ées par méthode de Hearmon et
résultats obtenus de structure sous ANSY S dans le cas de laplaque AAAA

R=1.25 ou a=4m et b=3.2m

f ANSYS | f NM
(HZ) (HZ)
Modes | Déformée | AAAA AAAA Ecart (Hz) A (%)
1 11 0.68239 0.68 2000239 | -0.3514
2 21 1.6548 1.66 00052 | 03132
3 1-2 1.7568 1.76 00032 | 0.1818
4 22 27293 273 0.0007 | 0.0256
5 31 3.2752 3.28 00048 | 0.1463
6 32 4.3493 435 0.0007 | 0.0160

4,5
] —m—ANSYS 4.3493 o |
40 —®—NM 395
- 3.2752 7
3,5 — .
] 2.7293

Fréquences (HZ)
| |
-

o
(6]
N
o]
-

o
\
(o]

(o¢]

N

;,

w
|

PR—
1.5 4 1.66
1.76 -
1,040.6823
-
0.5 — 0.68
I I I v I I I
1 2 3 4 5 6
Modes

Figure 3.14. Comparaison des fréquences propres cal culées par méthode de Hearmon et
résultats obtenus sous ANSY S dans e cas de laplague AAAA.
Apres cette comparai son en obtient une petite erreur de calculs entre les deux

méthodes. Les résultats de structure par les éléments finis sous ANSY S est correcte.

52




Chapitrellll Détermination et en calcul de structures des fréguences et des modes propres
d’une plague isotrope et orthotrope

Tableau 3.5: Comparaison des fréquences propres cal cul ées par méthode de Hearmon et en
calcul de structure sous ANSY S dans | e cas de la plague EEEE

R=1.25 ou a=4m et b=3.2m

f ANSYS f NM
(HZ) (HZ) Ecart (Hz) | A (%)
M odes Déformée | EEEE EEEE
1 1-1 1.2447 1.25 0.0053 0,424
2 1-2 2.6144 2.63 0.0156 0,593156
3 2-1 2.4604 2.47 0.0096 0,388664
4 2-2 3.7414 3.76 0.0186 0,494681
5 3-1 4.37 4.40 0.03 0,681818
6 3-2 5.5916 5.63 0.0384 0,68206
6 T T T T T T T T v
5.5916
J —m—ANSYS 4
—®—NM / .63
5 - -
| - —  4.40 ’

Fréquences HZ
|

Figure 3.15. Comparaison des fréquences propres cal culées par méthode de Hearmon et
résultats obtenus sous ANSY S dans le cas de la plague EEEE.

Apres cette comparai son en obtient une petite erreur de calculs entre les deux
méthodes. Les résultats de structure par les éléments finis sous ANSY S est correcte.
3.8. Plagues Rectangulaire orthotropes
L es plagues étudiées présentent 1couche orthotrope.

Afin de cerner les réponses dynamiques pour différentes catégories de plaque (R=0.5, R=1,
R=15, R=2 et R=1.25, R=1.333, R=1.5).
Les Tableaux (3.6) et (3.7) qui suivent présentes respectivement, les propri étés meécaniques et

géométriques de les plaques. [12]
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Tableau 3.6 : Caractéristiques Mécaniques des plagues orthotrope

Modéede M atériaux El (Gpa) | E2 (Gpa) | G12 (Gpa) | V12 P
plaque (kg/m®)
Ortho01 | A4 (3501/6) 148 10.50 5.61 0.30 1520
Ortho 02 AS/3501 138 9.00 6.90 0.30 1600
Ortho 03 T300/5208 132 10.8 5.65 0.24 1540
Tableau 3.7 : Propriétés géométriques du model des plagues orthotropes
Typesde | Longueur a | Largeur b Rapport R=a/b Hauteur Epaisseur
plaque (m) (m) (longueur/largeur) | totaleH deplih
(mm) (mm)
Modéele 01 1 2 05 2 05
Modele 02 1 1 1 2 05
Modéle 03 3 2 15 2 05
Modéle 04 2 1 2 2 05

3.8.1 Calcul les matricesderigidite A, B et D

Apreés lesrelations suivent :

Eq
1- sz%

E

Q11 =
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Et
n
— k
_AU' = QU ek
k=1
n
— k
BU = Qi}'eka

(3.2)

En obtient les matrices de rigidité pour chaque matériau. (Tableau3.6)

Ortho 1
149.70 3.18

0
Q] = { 3.18 10.62 0
6

]Gpa
0 0

1

[A] 3.18 160.32

0 0 5

Gpa.mn

5.
160.32 3.18 0
0
.6

1
(4] = [B]

160.32 3.18 0
3.18 160.32 0
0 0 5.61

2

[B] = Gpa.mn

173.626 3.18 0
6.887 173.626 0
0 0 12.151

[D] = Gpa.mn 3

Ortho 2
138.814 2.71 0

[Q]:[z.n 9.53 0
0 0 6.90

Gpa

148.344 2.71 0
2.71 148.344 0
0 0 6.90

[A] = Gpa.mn
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148.344 2.71 0
[B]=| 271 148.344 0 |[Gpa.mn?
0 0 6.90
160.656 5.869 0
[D] =] 5.869 160.656 0 |Gpa.mn?
0 0 14.946
Ortho 3
132.625 2.604 0
[Ql=]| 2.604 10.815 0 |Gpa
0 0 5.65
143.476 2.604 0
[A] =| 2.604 143.476 0 |Gpa.mn
0 0 5.65
143.476 2.604 0
[B]=| 2.604 143.476 0 |Gpa.mn ?
0 0 5.65
155.384 5.640 0
[D]=| 5.640 155.384 0 |Gpa.mn?
0 0 12.273
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3.8.2. Influence de dimensions (longueur, largeur):
3.8.2.1. Plagueisotrope et orthotrope

Effet de rapport des dimensions (a/b) sur I'évolution du paramétre fréquentiel De la plaque
AAAA isotrope

T v T

i v T T v
180 -
1| —=—plaque R=a/b<1 Plague AAAA 170.02_
160 4| —®—plaque R=al/b=1
—4&—plagque R=a/b>1 -

140
120
100

80 —

Fréquences HZ

60 —
40 -

20 —

Modes

Figure.3.16 : Effet de rapport des dimensions (a/b) sur I'évolution du paramétre fréguentiel de
laplague AAAA

T M T T

100 4 | —m—plaque R=a/b<1 Plaque AEAE i
—e®—plaque R=a/b>1 103.57

80 —

60 —

40 - 31.476

424.132 T

15.784 -
20 —

44.4014 1

Fréquences HZ

v v T v
0 2 4 6 8 10
Modes

Figure.3.17: influence de rapport (a/b) sur I'évolution de paramétre fréguentiel de la plaque
EAEA danslesdeux cas (a>b et b>a)
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Tableaux 3.8. Influence du rapport des dimensions (&/b) et des conditions de fixités AAAA
et EEEE sur I'évolution du facteur des fréquences d'une plague rectangulaire orthotrope.

Plague orthotrope
AAAA EEEE R=alb
6.4101 12.983 0.5
18.275 36.514 1
43552 96.708 15
48.214 102.00 2
N I .
100 1l —m—plague AAAA 96.08 — 19, 00 1

00 ] —e—plaque EEEE

80 —
70
60 —

50 —

- / —
40 36.514 :3 50 48.214
30 1
20 112.983 7]

[ |
be 18.275
1 ®6.4101
o4+—v b r-—-—-—— ¥ FrF7 7
0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2
R=al/b

Fréquences HZ

10

Figure 3.18: Influence du rapport des dimensions (a/b) et des conditions de fixités AAAA et

EEEE sur I'évolution du facteur des fréquences d'une plaque rectangulaire orthotrope.

Dans ce graphe on voit I’influence croissante du rapport des dimensions sur
I’accroissement des courbes pour les deux cas de fixités AAAA et EEEE, d’autre part
I’influence des conditions limites est observée en comparant dans le sens vertical la dispersion
des deux courbes.

Cette constatation est confirmée par I’analyse qualitative car la plaque encastrée est plus
rigide par rapport ala plague simplement appuyée. Le rapport du facteur des fréquences pour
les deux limites inférieures et supérieures est égal a 2, et de cefait les bords encastrés EEEE

ont pour effet de doubler e seuil des fréquences.
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—m=—Plaque EEEE 4
—® — Plaque AAAA

R=0.5

Féquences HZ

Figure 3.19 : Influence de rapport (a/b) sur I'évolution du paramétre fréquentiel des plagues
Simplement appuyé (AAAA) et encastre (EEEE)

) M ) M
—m=— Plaque AAEE
—e® — Plaque AEAE

25_24.132 ORTHO 2 N

. . "
30 29.339

20 —

T18.006 i
15 —

Fréquences HZ

10 —

0.4 0.6 0.8 1,0 1.2 1.4 1.6 1.8 2,0 2,2
R=alb
Figure 3.20 : Influence du rapport des dimensions (a/b) et des conditions aux limites AAEE
et AEAE sur I'évolution de paramétre fréquentiel d'une plaque orthotrope.

Dans ces graphes on voit I'influence croissante du rapport de dimensions sur
I’accroissement des courbes pour les deux cas de fixités AAEE et AEAE (figure 3 .20) d'autre
part I'influence des conditions aux limites est observée en comparant dans le sens vertical la
dispersion des deux courbes .cette constatation est confirmeée par I'analyse qudlitative car la
plague évolue dans | e petit sens du comportement poutre (AAEE - EA) et (AEAE - AA)la

rigidité de la poutre EA étant plus grande que celle de lapoutre AA explique I'écart supérieure
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des fréquences w s Par rapport a wpag.Ce résultat est bien en accord avec celui obtenu par
calculs des structure MEF sous ANSY'S.

110 —
100—- 96.708 —m— Plaque AAAA
) —e—Plaque EEEE
90 - — 4 Plaque AAEE
80_- 67.120 —w—Plague AAEA
70 —
~
~ i
o 60 —
J
o 50 —
= -
= 40 36.514
| I . -
30 7 26.420
i 22.769
207 18.275
10 —
° 1
2,2

Figure 3.21 Influence des conditions aux limites sur |e paramétre fréquentiel d'une plague
rectangulaire
Lafigure (3.20) et (3.21) montre que le parametre fréquentiel de la plague EEEE est plus
grand gue les autres plaques car elle est plusrigide.

80 1 1 v 1
74521 —m—plaque AAEA
70 67.336 —e®—plaque EEAE ]
) Ortho 2 -1
60 R=0.5
J 50.516 b
N 50
= .
S 40+ 43.799 .
= i 31.968
[<5)
= 30 - 7
= ] 22.769,
20
10 — i
T 7.3055
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2

Numero de mode

Figure 3.22 : Influence du rapport des dimensions (a/b) et des conditions de fixités AAEA et

EAEE sur I'évolution du facteur des fréquences d'une plague rectangulaire orthotrope.
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Conclusion :

Dans ce graphe Figure (3.22) on voit I’influence croissante du rapport des dimensions sur
I’accroissement des courbes pour les deux cas de fixités EAEE et AAEA, d’autre part
I’influence des conditions limites est observée en comparant dans le sens vertical la dispersion
des deux courbes. Cette constatation est confirmée par I’analyse qualitative car la plague
évolue dans le sens du comportement poutre dominé par le petite sens (Ix=a) avec les
conditions de fixités (EAEE - EA) et (AAEA - AA), la rigidité de la poutre EA étant plus
grande que celle de la poutre AA explique I'écart supérieur des fréquences Weegae par rapport a

WAEAA(WEEAE > WAAEA )-

3.8.3. Influence de séquence des modes

Nous considérons une plague rectangulaire isotrope ( a. b), apartir de |'éguation de
déterminons la variation de la fréquence pour le premier mode et |es autres modes élevées.
W11 Wiz, W21 5 W22 W31, W32

Lafigure 3.12. Représente ['‘évolution de la fréquence en fonction de numéro de mode pour

une plagque rectangulaire et encastrée sur les quatre bords.

50 . . . .

plague EEEE 46.047

45 — —m=—plaque R
7 —e@—plaque R
—&—plaque R
35 — —w—plaque R

.5

.5

4 19.079

Fréquences HZ

1 4.6050 5.8165
5 4
-O.GGW
0 v T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10

Numero de mode

Figure 3.23 : Influence de la fréguence propre en fonction du numéro de mode de la plague

Rectangulaire EEEE
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Cette figure montre que la croissance du la fréquence circulaire liée aux numéros de mode

120

100

80

60

Fréquences HZ

40

20

—m—Plaque AAAA R=0.5
—® Plaque EEEE IS O Y

d T d T d T
2 4 6 8 10

Nemuro des modes

Figure 3.24 : Variation du parametre fréguentiel d'une plagque rectangulaire isotrope a

35

différentes Fixités dans les premiers modes de vibration

30 -

25 —

20 —

15 —

Fréquences HZ

10 —

—m— Plaque AAEE R=1.5 4
—e—Plaque AEAE 30.991

Figure3.25

T T T T T T T
4 6 8 10

Numero de mode

: Variation du parameétre fréquentiel en fonction du numéro de mode de deux

type de plague AEAE et AAEE
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Discussion de I’influence de I’effet combiné du rapport des dimensions (a/b), et du
numéro du mode N sur le comportement vibratoirelibre dela plaque rectangulaire
isotrope et orthotrope.

Dans ces graphes on étudie I’évolution du facteur des fréquences naturelles sous la double

I’influence du rapport des dimensions et du numéro du mode.

65 T T T

v Ll
—=—Plaque R=0.5 Plague AAAA

60 —
J| —®—Plaque R
55 4| —a—Plaque R

50 Jl —w—Plague R

[¢)]

N R RO
1

45
40 -
35 ]
30 ]
25

Fréquences Hz

20

Numero de mode

Figure 3.26 : Evolution du facteur de fréquence en fonction du numéro modale
(N1[w11],N2[w21], N3[w12], N4[w31], N5[w22], N6[w32], N7[w41], N8[w13], N9[w23],
N10[w42].

12 —=—plaque R=1.25
5 —e—plaque R=1.33
—&—plaque R=1.5

Fréquences (HI)

T T T
0 2 4 6 8 10

Numero de mode

Figure 3.27 :Evolution du facteur de fréquence en fonction du numéro modale
(N1[w11],N2[w12], N3[w21], N4[w22], N5[w23], N6[w32], N7[w41], N8[w13], N9[w23],
N10[w42].
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Conclusion

Cette application montre la croissance du terme correctif liée aux numéros des modes, d'autre
part on voit |'effet du rapport de dimension qui donne pour la plus grand valeur du rapport
(a/b)=2 une enveloppe inférieur, ce qui est conforme avec |'analyse qualitative qui explique
que pour ce méme rapport le comportement de la plague a tendance arejoindre celui d'une
poutre AA, et perd ainsi |e soutien des rigidités du deuxiéme sens, qui est par contre conservé
pour |es autres rapports inférieurs notamment pour le plus petit rapport (a/b)=0.5 dont le
facteur de fréquence correspond a l'envel oppe supérieur c'est-adire au comportement
vibratoire qui se rapproche a celui d'une plaque carrée qui bénéficie de I'apport des rigidités
des deux sens. On doit satisfaire alors la condition de cohérence qualitative

[( waraa=WaA), pour (a/b)=2]<[( waaaa, pour (a/b)=1.5].
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Figure 3.28 : Variation du paramétre fréquentiel d'une plague rectangulaire a phase
Orthotrope a différentes Fixités dans les dix premiers modes de vibration
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Figure 3.29 : Variation du paramétre fréguentiel en fonction du numéro de mode de deux
type de plaque AEAE et AAEE
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Chapitre Il

Détermination et en calcul de structures des fréquences et des modes propres

d’une plague isotrope et orthotrope
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CONCLUSIONS GENERALE

CONCLUSIONS GENERALE

Cette éude consiste a décrire le comportement vibratoire des plaques composites .Afin
d’aboutir a notre objectif, on a suppose que la fleche (déformée) peut étre approchée par une
double série trigonométrique orthonormée qui doit satisfaire aux conditions aux frontiéres.

L'objectif assigné a ce travail est I'étude du comportement vibratoire des plaques Composites
isotropes et orthotropes. Pour atteindre cet objectif nous avons commencé par une éude
bibliographique détaillée sur les Composites isotropes et orthotropes. De nombreux travaux
sont consacrés a I'étude du comportement dynamique des structures dans le souci d’une

meilleure compréhension et maitrise des problémes vibratoires.

La résolution du probléme est essentiellement basée sur I'approche modale consistant a
déterminer les caractéristiques modales des plagues Anaytique ou numérique. Un grand
intérét est accordé aux performances de I’épaisseur des plaques étudié.

Les fréequences propres et déformees de ces plaques elle est validée en calcul de structures

par éléments finis sous code de calcul ANSY S.

La comparaison des résultats obtenus par |e code de calcul ANSY S avec des résultats de

HEARMON pour les plagues isotropes et orthotropes a permet ces résultats.
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Annexe A

Annexe A

Comparaison entre les fréguences obtenues par ANSY S (MEF) et new Method de Hearmon

Matériau Orthotrope 1

MATERIAL NUMBER =1

EX = 0.10000E+11 pa

EY = 0.50000E+10 pa

NUXY = 0.10000

GXY = 0.31000E+10 pa

GYZ =0.0000

GXZ =0.0000

DENS = 7800.0 kg/m3

PRXY = 0.20000

H=10e-3m

Pour la comparaison des résultats obtenue par ANSYS, calculé I’écart relatif A
Ou A = [(FNM-fANSY S)/fNM ] x100

R=1.25 ou a=4m et b=3.2m

f ANSYS £ NM
HZ HZ
Modes | Déformée (AAA)A (AAA)A Ecart (Hz) A (%)
1 1-1 0.68239 0.68 2000239 | -03514
2 21 1.6548 1.66 0.0052 0.3132
3 1-2 1.7568 1.76 0.0032 0.1818
4 22 2.7293 273 0.0007 0.0256
5 31 3.2752 3.28 0.0048 0.1463
6 32 4.3493 435 0.0007 0.0160

Comparaison des fréguences propres cal cul ées par méthode de Hearmon et en calcul de
structure sous ANSY S dans le cas de la plague EEEE

R=1.25 ou a=4m et b=3.2m

f ANSYS(HZ) | f NM (HZ)

Modes Déformeée EEEE EEEE Ecart (Hz) | A (%)

1 1-1 1.2447 1.25 0.0053 0,424

2 1-2 2.6144 2.63 0.0156 0,593156
3 2-1 2.4604 2.47 0.0096 0,388664
4 2-2 3.7414 3.76 0.0186 0,494681
5 3-1 4.37 4.40 0.03 0,681818
6 3-2 5.5916 5.63 0.0384 0,68206
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R=1.25 ou a=4m et b=3.2m

f ANSYS(HZ) | f NM (HZ)
Modes Défor meée AAEE AAEE Ecart (Hz2) A (%)
1 1-1 0.93552 0.94 0.00448 0,476596
2 1-2 2.1608 217 0.0092 0,423963
3 2-1 2.0334 2.05 0.0166 0,809756
4 2-2 3.2093 3.22 0.0107 0,332298
5 3-1 3.803 3.82 0.017 0,445026
6 3-2 4.9456 4.96 0.0144 0,290323
R=1.25 ou a=4m et b=3.2m
f ANSYS(HZ) | f NM (HZ)
modes Défor mée AEAE AEAE Ecart (Hz) A (%)
1 1-1 0.97681 0.98 0.00319 0,32551
2 1-2 1.9253 1.94 0.0147 0,757732
3 2-1 2.304 2.31 0.006 0,25974
4 2-2 3.2278 3.24 0.0122 0,376543
5 3-1 4.2677 4.27 0.0023 0,053864
6 3-2 4.203 5.21 0.007 0,134357
R=1.33 ou a=4m et b=3m
f ANSYS(HZ) | f NM (HZ)
modes Défor mée AAAA AAAA Ecart (H2) A (%)
1 1-1 0.73174 0.73 -0.00174 -0,23836
2 1-2 1.9542 1.95 -0.0042 -0,21538
3 2-1 1.7041 1.70 -0.0041 -0,24118
4 2-2 2.9266 2.93 0.0034 0,116041
5 3-1 3.3246 3.33 0.0054 0,162162
6 3-2 4.5467 4.55 0.0033 0,072527
R=1.33 ou a=4m et b=3m
f ANSYS(HZ) |f NM (HZ)
modes Déformée EEEE EEEE Ecart (H2) A (%)
1 1-1 1.3384 1.34 0.0016 0,119403
2 1-2 2.9124 2.93 0.0176 0,600683
3 2-1 2.5357 2.55 0.0143 0,560784
4 2-2 4.018 4.04 0.022 0,544554
5 31 4.4413 4.47 0.0287 0,642058
6 3-2 5.8488 5.88 0.0312 0,530612
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R=133 ou a=4m et b=3m

f ANSYS(HZ) |f NM (HZ)
modes Défor meée AAEE AAEE Ecart (Hz) A (%)
1 1-1 1.017 1.01 -0.007 -0,69307
2 1-2 2 .4058 242 0.0142 0,586777
3 2-1 2.0943 211 0.0157 0,744076
4 2-2 3.4441 3.45 0.0059 0,171014
5 31 3.86 3.88 0.02 0,515464
6 3-2 5.1713 5.18 0.0087 0,167954

R=133 ou a=4m et b=3m

f ANSYS(HZ) |f NM (HZ)
modes Défor mée AEAE AEAE Ecart (Hz) A (%)
1 1-1 1.0153 1.02 0.0047 0,460784
2 1-2 2.1119 2.13 0.0181 0,849765
3 2-1 2.344 2.35 0.006 0,255319
4 2-2 3.4063 3.42 0.0137 0,400585
5 31 4.3095 4.31 0.0005 0,011601
6 3-2 5.3801 5.39 0.0099 0,183673

R=150u a=4m et b=2.667m

f ANSYS(HZ) |f NM (HZ2)
modes Déformée AAAA AAAA Ecart (H2) A (%)
1 1-1 0.83986 0.84 0.00014 0,016667
2 1-2 2.3866 2.39 0.0034 0,142259
3 2-1 1.8123 1.81 -0.0023 -0,12707
4 2-2 3.3591 3.36 0.0009 0,026786
5 3-1 3.3591 3.43 0.0709 2,067055
6 3-2 4.9791 4.98 0.0009 0,018072

R=150u a=4m et b=2.667m

f ANSYS(HZ) |f NM (HZ)
modes Défor mee EEEE EEEE Ecart (H2) A (%)
1 1-1 1.5521 1.56 0.0079 0,50641
2 1-2 3.571 3.59 0.019 0,529248
3 2-1 2.7095 2.72 0.0105 0,386029
4 2-2 4.6374 4.67 0.0326 0,698073
5 31 4.6374 4.62 -0.0174 -0,37662
6 3-2 6.4278 6.47 0.0422 0,652241
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R=150u a=4m et b=2.667m
f ANSYS(HZ) |f NM (HZ)
modes Déformée AAEE AAEE Ecart (Hz) A (%)
1 1-1 1.1596 1.17 0.0104 0,888889
2 1-2 2.9452 2.96 0.0148 0,5
3 2-1 2.2314 2.25 0.0186 0,826667
4 2-2 3.9634 3.97 0.0066 0,166247
5 3-1 3.9887 4.01 0.0213 0,531172
6 3-2 5.6724 5.68 0.0076 0,133803
R=150u a=4m et b=2.667m
f ANSYS(HZ) |f NM (HZ)
Modes Défor meée AEAE AEAE Ecart (Hz) A (%)
1 1-1 1,125 1.11 -0.015 -1,35135
2 1-2 2,4326 2.54 0.1074 4,228346
3 2-1 2,5259 2.44 -0.0859 -3,52049
4 2-2 3,803 3.82 0.017 0,445026
5 3-1 4,4015 4.40 -0.0015 -0,03409
6 3-2 5,7722 5.78 0.0078 0,134948
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Résumé

Résumé:

Les matériaux isotrope et orthotropes présentent un intérét tres important dans le domaine
des applications industriels modernes tels que : la mécanique, I’aéronautique, le génie civil et
la biomécanique vu leur dureté leur légéreté et leur super éadticité. Durant leur
fonctionnement et sous I’effet des efforts extérieurs, ces matériaux peuvent subir des
fissurations ou des ruptures qui peuvent provoquer le désastre de la structure. Afin d’éviter
ces types de problémes, I’analyse de ces matériaux est nécessaire afin de prédire leur
caractéristiques mécaniques et ainsi d’augmenter leur durée de vie. Cette analyse repose
essentiellement sur la structure interne du matériau, sa géomeétrie, ses conditions aux limites et
les conditions extérieures appliqueées.

Notre travail consiste en I’analyse du comportement statique et dynamique des plaques
isotropes et orthotropes minces bi dimensionnelle sous I’effet des conditions frontieres
homogene et non-homogene utilisant les méthodes numériques et de modélisations en se

basant sur la méthode des ééments finis sous code de calcul ANSYS a des plaques

rectangulaires minces.

Motsclés:

Comportement dynamique ;

Plaques, Vibrations ;

>

>

» Méthode d’élément finis;

» Fréguences et modes propres ;
>

Contraintes et déformations ;



Résumé

Abstract:

The isotropic and orthotropic materials have a very strong interest in the field of
modern industrial applications such as mechanical, aerospace, civil engineering and
biomechanics seen their hardness lightness and great elasticity. During operation and
under the influence of external forces, these materials can suffer cracks or breaks that may
cause the disaster of the structure. To avoid these types of problems, the analysis of these
materials is necessary in order to predict their mechanical properties and increase their
lifespan. This analysis is based primarily on the internal structure of the materia, its
geometry, its boundary conditions and external conditions applied.

Our work is the analysis of the static and dynamic behavior of isotropic and orthotropic
thin plate’s bi dimensional driven conditions homogeneous and non-homogeneous
boundaries using numerical methods and models based on the finite element method in
code ANSY S calculation in thin rectangular plates.

Key words:

» dynamic behavior;
> Plates, Vibration;
» finite element method,;
» frequencies and mode;
» stressand Strain;
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