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Résumé

Dans cette these, on présente des résultats d’existence de solutions pour une classe d’équa-

tions intégrales non linéaires de type Fredholm sur des intervalles semi ouverts de la forme

u(r) = h(r) + /O k(r, $)F(s, u(s))ds, (0.0.1)

Les fonctions k, F', et h sont connues. k est le noyau de l’équation intégrale, F est une
fonction non-linéaire. Aprés on l’a remplacé par une équation elliptique avec des conditions
sur le bord de domaine et on l’a résolu par deuxr méthodes, finalement on a des résultats
numériques avec la méthode d’itération variationnelle.

Mots-clés :

Equation intégrale de Fredholm, Equation elliptique semi linéaire, Méthode d’itération va-

riationnelle.



Abstract

In this thesis we present some results of existence solutions to nonlinear integral equations

of Fredholm on half open intervals equation of the following form

u(r) = h(r) + /O k(r, $)F(s, u(s))ds, (0.0.2)

F', h where are known functions. and K is another known function of two variables, often
called the kernel function. F is a nonlinear function. After we replace it by an elliptic equa-
tion with boundary conditions, we was solved by two methods, finally we have numerical
results with the variational iteration method.

Key word : Integral equation of Fredholm, semi linear Elliptic Equation, variational itera-

tion method.
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Notations générales

Symbole Signification

RN L’espace Euclidien de dimension N.

Q Un ouvert de RN (N >1).

o) La frontiere de Q.

|E| La mesure de Lebesgue de l’ensemble mesurable E.

p.p. Presque partout .

) Produit scalaire.

(-, VErxE Le crochet de dualité entre l'espace E et son dual topologique E'.

B,(x0) La boule de centre xq et de rayon p > 0.

0; La i-ieme dérivée partielle; 0; = 8%2_.

Vu Le gradient de u, Vu = (88—;‘1, cey 8‘1—11‘\]) )

Au Le laplacien de u, Au = gix%” + ..+ %.

L sip< N
p* Ezxposant critique de p, p* =
400 sip> N

5.C.0. Semi continue inférieurement.

5.c.S. Semi continue supérieurement.

C(2)ouC®(Q) Ensemble des fonctions continues dans 2.
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Co(9) Ensemble des fonctions continues dans ) a support compact.

Ck(Q) Ensemble des fonctions de classe k dans ) .

CkA(Q) Ensemble des fonctions Holderiennes de classe k dans €) .

Ck(Q) Ensemble des fonctions de classe C*(Q)) a support compact.

C>(Q) Ensemble des fonctions qui appartiennent & C*(Q) pour tout k = 0 .

Cx(Q) Ensemble des fonctions de C*(2) a support compact.

LP(Q) L’espace de Lebesgue,
{u:Q—)R mesurable ; /|u|p<+oo}, st 1 <p< oo,
LP(Q) = Q
{u : Q2 — R mesurable ; Sup;]ess(u) < +oo}, St p = +00.
L”,(Q) Espace dual de LP(Q), p = Z%’ p>1.
p’ Ezposant conjugué de p, ]% + [% =1, p>1.
D(Q) L’espace vectoriel des fonctions indéfiniments différentiables a support borné
dans 2.
D'(2) L’espace des distributions sur Q.

WYP(Q)  L’espace de Sobolev,

Wio(Q) = {u e LP(Q) ; |Vu| € Lp(Q)}.
WyP(Q)  La ferméture de D(Q) dans WhP(€).
WHFP(Q) {ue LP(Q), tel que, ¥|a| <k, 0%u € LP(QY) } .
Wk (Q)  Espace dual de WiP(Q).

HY(Q) = {u € L2(Q),Vi e {1, N} g;’. c L2<Q)}.




Hi(Q)  L’espace des fonctions de H'(Q) qui s’annulent sur le bord OS2 .

HY(Q) Le dual de lespace H () .



Introduction générale

Une équation intégrale est une équation dans laquelle 'inconnu, généralement est une
fonction, se produit sous signe intégral. Dans la littérature nous trouvons de nombreux tra-
vaux dédiés a I’étude théorique des équations intégrales non linéaires. J. Fourier (1768-1830)
est le premier mathématicien qui a découvert ce genre d’équations intégrales, et Fredholm
est le principale inventeur de la théorie des équations intégrales de deuxiéme espéce, qui
porte son nom. Dans la théorie classique d’équations intégrales on parle des équations de
Fredholm et les équations de Volterra, dans une équation de Fredholm les régions d’intégra-
tions sont fixées, tandis que dans une équation de Volterra une région est variable.

La théorie des équations intégrales qui s’est développée trés vite a la suite des travaux de
Volterra, Fredholm et Hilbert, forme aujourd’hui un important théme de ’analyse mathé-
matique.

Parmi les équations intégrales non linéaires, les équations intégrales non linéaires de type

Hammerstein voir ( [32]) qui sont sous la forme

u(x):/Dk(x,s)F(s,u(s))ds, (0.0.3)

ou D est un compact de RY ; u est la fonction inconnue, k est le noyau donné, F une
fonction donné. Plusieurs mathématicien ont donné une grande importance a 1’étude de ce

type d’équation, Hammerstein a utilisé les méthodes variationnelles et Nemytskij a utilisé
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la méthode de décomposition pour étudier I'existence de solution de 0.0.3.

Cette thése concerne I’étude d’une équation intégrale non linéaire de fredholm de la forme

u(r) = h(r) + /0 k(r, $)F(s, u(s))ds, (0.0.4)

k, F', et h sont des fonctions données.

k(r,s) est le noyau de I’équation intégrale, F(s, u(s)) est une fonction non-linéaire.

Dans le travail de S.Douis, M. T. Meftah [24], ils ont abordé un probléme physique, dans un
milieu chargé électriquement on place un ion positif & I’origine des cordonnées, le systéme est
alors perturbé. Ils ont trouvé une équation intégrale non linéaire similaire & notre équation
0.0.4, ou I'inconnu qu’ils cherchent est I'énergie potentielle d’un électron quand le systéeme
a atteint le nouveau état d’équilibre.

Avec

3 s
k(r,s) = ﬁ;(T‘FS— r— s])

F(s,u(s)) = exp(ZTu(s)) — 1
h(r) = wie(r)

u; (potentielle initiale).

r est la distance entre I’électron et 'ion central de la charge électrique.

Z le nombre des charges.

I' est un constant.

L’inconnu u de I’équation intégrale est 1’énergie potentielle d’un électron situé a la position
r de 'ion centrale .

Notre objective est de trouver I’énergie potentielle initiale u;.(r) convenable pour que notre

équation posséde une solution unique u(r) sous les conditions u et u’ sont finis au bord de

UNIVERSITE KASDI MERBAH OUARGLA 2017-2018 S. HICHAR
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domaine.

L’équation est définie sur I'intervalle semi- ouvert [0,7"), avec 0 < T < o0, ceci pose un
certain nombre de difficultés dans le cas ou T = oo, ce cas est étudié par D. O’Regan,
M. Meehan dans [50], ils ont présenté la théorie d’existence a 'aide des conditions sur les
fonctions k, F, et h.

Nous avons transformé notre probléme a un probléme elliptique non linéaire de la forme

Au(r) = Xe®") 4 f(r) dans Q C R, 005)

u < +00 sur 0f

dans un domaine borné 2 C R™, A nombre réel, notre objective est d’avoir des conditions
convenables sur f pour avoir une seule solution radiale pour notre probléme, avec les condi-
tions aux bords, la solution u et sa dérivée doit étre finie aux bords 0f).

Evans dans [20] a présenté un probléme elliptique semi linéaire similaire & celui de notre

travail 0.0.5, soumis aux conditions au bord de type Dirichlet pour une fonction u € Hg ().

—Au+ g(u) = f(zr) dans Q C R",
(0.0.6)

u=0 sur Of?

ou g est une fonction non linéaire, f € H~1(Q).

Evans a étudié l'existence et 'unicité du solution de ’équation 0.0.6, dans deux cas, ou la
fonctions ¢ est croissante, décroissante, et la fonction g est bornée, alors que dans notre
probléme 0.0.5, la fonction g n’est pas bornée.

Divers problémes physiques utilisent la théorie des équations intégrales qui ménent aux
équations différentielles partielles, et dans la plupart des cas, ces problémes peuvent étre

traités d’une fagon plus satisfaisante en utilisant ces derniéres que d’utiliser directement des
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équations intégrales. De ce fait, ces équations sont des outilles mathématiques compétents
pour ces domaines de recherche.

Ma theése est consacrée a ’étude d’une équation intégrale non linéaire de Fredholm sur une
intervalle semi ouvert, qui méne aprés a une équation elliptique semi linéaire. Le plan de ce
travail est le suivant :

le premier chapitre, on a commencé par une Introduction sur les équations intégrales non
linéaires, dont on a étudié leurs classifications, et leurs théories d’existences sur un intervalle
fermé , et apreés leurs théorie d’existence dans un cas différente sur un intervalle Semi ouvert.
le deuxiéme chapitre, on a présenté une introduction sur les équations elliptiques semi
linéaires, puis on a donné une description rapide des problémes elliptiques semi-linéaires
avec la non-linéarité exponentielle et on a pris comme exemple 1’équation de Bratu, aprés

on a étudié l'existence et 'unicité de solution pour les problémes de genre

—Au+g(u)=f dans Q C R",
(0.0.7)

u =0 sur 0f)

le troisiéme chapitre, on a exposé une équation utile pour notre travail I’équation de
Liouville, et on a résolu I’équation elliptique non linéaire issu de 1’équation intégrale non
linéaire de Fredholm dans les cas ou la dimension N = 2, N = 3, et on a trouvé la fonction
convenable f, pour que notre probléme aura un unique solution wu satisfait les conditions w,
u’ sont finis sur le bord du domaine. puis on a présenté I’application du probléme dans la
physique des plasmas. Et aprés on a étudié ’explosion des solutions de ’équation elliptique
non linéaire.

le quatriéme chapitre, on a présenté la résolution numérique par la méthode d’itérations

UNIVERSITE KASDI MERBAH OUARGLA 2017-2018 S. HICHAR



TABLE DES MATIERES 17

variationnelles, qui nous a donné des résultats qui montrent l'efficacité de la méthode et
qu’elle est tout a fait assez fiable.
Finalement, nous terminons ce travail avec une conclusion générale qui le résume.

Ce document est cloturé par un Index, et une publication, ainsi qu’une liste bibliographique.
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Chapitre 1

Introduction sur les équations intégrales

non linéaires

Le but de ce premier chapitre est d’adapter le lecteur avec le concept d’équation inté-
grale, en avisant que le terme d’équation intégrale a été déterminé pour la premiére fois par
Bois-Raymond.

Une équation intégrale est une équation dans laquelle I'inconnu, généralement une fonction
d’une ou plusieurs variables, se présente sous le signe intégral. Cette définition générale
tient compte des différentes formes particuliéres et dans la pratique plusieurs types distincts
surgissent. Pour cette raison, et afin de recouvrir les grands axes de notre thématique sans
s’engager dans des situations inadéquates, nous allons s’intéresser beaucoup plus aux équa-
tions intégrales non linéaires. Premiérement nous allons présenter la forme et la classification
des équations intégrales. Aussi dans I'objectif de rappeler I'origine et 1'utilité de telles équa-
tions, et de voir essentiellement la relation entre ces derniéres et les équations différentielles

partielles, on exposera briévement quelques modeéles typiques, représentatives d’une variété
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plus générale. J. Fourier (1768-1830) est le premier mathématicien qui a introduit ce genre
d’équations intégrales dii au fait qu’il a obtenu la formule de sa transformation.

En 1837, J. Liouville (1809-1882) a publié¢ un article sur la relation entre les équations in-
tégrales et les équations différentielles dans le quel il montrait qu’une solution particuliére
d’'une équation différentielle linéaire est obtenue en résolvant une équation intégrale. En
1887, V. Volterra (1860-1940) a établi la méthode de résolution des équations intégrales
par les noyaux itérés. En outre, il a montré la théorie d’équations intégrales aux équations
intégro-différentielles et aux équations intégrales singuliéres. Fredholm (1866-1927) a étudié
la méthode pour résoudre ’équation intégrale de deuxiéme espéce. La théorie des équations
intégrales est utilisée dans plusieurs domaines des mathématiques, beaucoup de problémes
dans le domaine des équations différentielles partielles, la physique mathématique, les pro-
blémes de contacts et de 'astrophysique peut étre énoncer comme une équation intégrale.
Ainsi, la théorie de I’équation intégrales a été un domaine de recherche intéressant dans les
mathématiques appliquées et la physique mathématique. L'importance des équations inté-
grales dans toutes les branches de la science nous améne a traiter certaines de ces équations

et les étudier numériquement.
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1.1 Classification des équations Intégrales

Définition 1.1 Une équation intégrale est une équation dans laquelle la fonction inconnue

figure sous le signe d’intégration, la forme générale d’une équation intégrale est :

u(z) = f(x) + )\/ k(x,s,u(s))ds (1.1.1)

E
ou E est un ensemble fermé, borné et mesurable dans un espace euclidien de dimension n
(x et s des points de cet espace ).

A est un parametre réel .

[, k sont des fonctions données, k est le noyau de l’équation intégrale , u(z) la fonction
INCONNUE .

On dit qu’une équation intégrale est linéaire si la fonction k est linéaire rapport la variable
U .

On dit qu’une équation intégrale est non linéaire si k(x,s,u(s)) = k(x,s).F(u(s)) avec F est
une fonction non linéaire.

I’équation intégrale non linéaire (E.I.N) est sous la forme :

u(z) = f(x) + )\/ k(x,s)F(u(s))ds (1.1.2)

E

x € E, et u est l'inconnue qui appartient & LP(E) ou C(FE),

Les équations intégrales non linéaires sont classées par leurs caractéristiques selon trois
types :

1. Bornes d’intégration

UNIVERSITE KASDI MERBAH OUARGLA 2017-2018 S. HICHAR
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— les deux sont fixées

I’équation est de Fredholm de la forme

— L’une est variable

I’équation est de Volterra de la forme

aeR

2. Placement de la fonction inconnue u
— Sia=0o0na:

b
flx) = )\/ K(z,s)F(u(s))ds

f(z) = )\/x K(x,s)F(u(s))ds

Qui sont les équations de Fredholm et de Volterra de premiére espéce respective-

ment.

— Si a # 0, les équations intégrales de la forme
b
u(e) + i) = M1 [ Kz, 9)P(u(s))ds

uw(x) + fi(z) =X\ /93 K(z,s)F(u(s))ds

UNIVERSITE KASDI MERBAH OUARGLA 2017-2018
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Classification des équations Intégrales 22

est dite de Fredholm et de Volterra de deuxiéme espéce respectivement.

Ou :-

2D

«

3. Placement de la fonction connue f :
Si f =0 L’équation (1.1.1) dite alors homogeéne, sinon ’équation est dite non homo-
geéne.
4. « est une fonction connue :
a = A(z)
I’équation :

A(x)u(x) + f(z) = )\/ K(z,s)F(u(s))ds,

est une équation intégrale de troisieme espéce.
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1.2 Théorie d’existence pour les équations intégrales non

linéaires de Fredholm sur des intervalles compacts

1.2.1 Introduction

On va présenter la théorie d’existence pour ’équation intégrale non linéaire de Fredholm

u(z) = f(x) +/0 K(x,8)F(s,u(s))ds, (1.2.1)

définie sur un intervalle compact |0, T|. Deux principes d’existence sont établis qui donnent
les conditions sous lesquelles 1'équation intégrale de Fredholm (1.2.1) a une solution u soit
dans LP[0,T] ou C[0,T].

on va présenter quelque définitions et des théorémes importants :

Théoréme de Tonelli

Théoréme 1.1 Soit (X, A, ), (Y,B,v) sont o- espaces de mesure complets et finis, on

Suppose que f: X xY — [0,00] est mesurable. Donc on a
1. f, est mesurable pour tout x et f, est mesurable pour tout y.

2. x — [, f(x,y)dv(y) est mesurable en fonction de x et y — [, f(z,y)du(x) est

mesurable en fonction de y
. [ [ semam]a = [ o <)

_ /Y [ /X f(x,y)du(:c)] dv(y).

Fonction de Carathéodory

Dans notre étude on a besoin de la définition d’une fonction de caratéodory

UNIVERSITE KASDI MERBAH OUARGLA 2017-2018 S. HICHAR
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Définition 1.2 Soit I un ouvert borné de R", la fonction f : [ x R® — R™ est dite de

carathéodory si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
1. La fonction f(.,u)est mesurable pour tout u de R™.
2. La fonction f(t,.) est continue pour p.pt € I.

Inégalité de Minkowski[5()]

Soient 2 C R™ ouvert, f; g : @ — R deux fonctions mesurables, et p € [1, +00[. Alors

/|f + g(x)|Pdx)7 < /|f )|Pdz)? + /|g )[Pdz) (1.2.2)

On a aussi des notations qui seront utilisées tout au long de cette thése et 1’état des définitions
et de la littérature qui seront nécessaires apres.
La théorie du point fixe joue un role important dans la théorie d’existence, par conséquent

nous déclarons les théorémes du point fixe suivants :

Théoréme 1.2 (Alternative non linéaire) [50]
Soit C' un sous-ensemble convere d’un espace normé linéaire E, et soit U un sous ensemble
ouwvert de C. Donc toute fonction continue N' : U — C a au moins l'une des deux pro-
priétés sutvantes :

(1) N' a un point fize,

(11) il existe un x € QU, tel que v = (1 — N)av + AN'z, pour certain 0 < A <1, a € U
Théoréme 1.3 (Théoréeme du point five de Schauder ) [50]

Soit K un sous-ensemble convexe d’un espace de Banach E etT : K — K une application

continue compacte. Donc T a un point fize.
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Théoréme 1.4 (Théoreme de critére de compacité de Riesz )[50)]
Soit M C LP([to,t1],R), 1 < p < o0. Les conditions nécessaires et suffisantes pour la
compacité relative de M en LT sont :

(i) M est borné dans LY,

(i1) Yz € M, ftzl|x(t + h) — z(t)[Pdt — 0 lorsque h — 0.

Théoréme 1.5 ( Yosida [01] ) Soit S la ligne réelle, B 'anneau de sous-ensembles de
Baire B de S et m(B) = [, dx la mesure de Lebesque de B. Donc le sous ensemble K

de LY (S,B,m), 1 < p < oo, est relativement compact si et seulement si il satisfait aux

conditions suivantes :
() suplal= sup( [ |o(s)Pds)? < o
rxeK xeK JS
(17) lim /]a:(t + s) — z(s)[Pds = 0 uniformément pour v € K,
t—0 S

(ii1) liTm |z(s)|Pds = 0 uniformément pour x € K. avec  est une fonction de K.
Al Jis|>a

Théoréme 1.6 (Krasnoselskii) [50]

Soit I un ouvert borné de R™, g une fonction de Carathéodory, g : IXR — R, pour tout
y € L™(I), g(t,y) € L™(I) avec (p1,p2 > 1). Alors lopérateur G : L™ (I) — L™(I)
définie par Gy(t) = g(t,y(t)), est continu et borné. Et il existe ay € L*2(I) et ag > 0 tels
que

P1
lg(t,y)| < ai(t) + asly|»=.
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1.2.2 Les principes d’existence pour les équations intégrales sur des
intervalles Semi- ouverts

Voir [50]
Dans cette section on considere I’équation intégrale de Fredholm.

pour tout x € [0,7T)
T
u(z) = h(z) +/ k(z,s)F(s,u(s))ds, (1.2.3)
0
I'équation est définie sur U'intervalle Semi- ouvert [0,7T'), avec 0 < T < oc.

Les principes d’existence suivants donnent des conditions sous lesquelles (1.2.3) admet des

solutions dans L7[0,T')

Théoréme 1.7 [50] Soient p, p1 et py des nombres réels tels que 1 < p; < p < oo et

1 1
o T T 1, on suppose que
(My) he L7[0,T),

(M) F :[0,T) x R — R est une fonction de caratéodory (voir la définition ( 1.2) ), et

F(z,u(z)) € LP*[0,T) pour tout u € LP[0,T)

(M3) k:[0,T) x [0,T) — R est une fonction mesurable qui vérifie

T T o !
/ (/ |k:(m,s)|pdx) ds = My < o0 (1.2.4)
0 0

sont vérifiées, en outre, supposons qu’il existe une constante M > 0 indépendante de X\, avec

|ul[,7# M pour toute solution u € LP[0,T') de l’équation

u(r) = A (f(x) + /OT k(a:,s)F(s,u(s))ds) (1.2.5)

pour chaque \ € (0,1), ’équation (1.2.3) a au moins une solution u € LP[0,T).
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Preuve. Voir 'annexe. m
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Chapitre 2

Introduction sur les équations elliptiques

non linéaires

On va donner des résultats généraux, trés utiles pour la problématique étudiée dans
cette thése. Le probléme étudié dans cette thése, n’est pas le fruit de I'imagination inventé
d’un théoricien, bien au contraire, le probléme traité trouve son origine dans des différents
domaines, nous citons par exemple : L’électrostatique, 'astrophysique [16], la théorie de
combustion [29], le probléme gaussien de courbure dans la géométrie Riemannien [12], [17],
la formulation d’Onsager dans la mécanique statistique [14], le systéme de Keller-Siegel de
le chimiotactisme [53], la théorie de mesure de Chern-Simon-Higgs [15], [60].

Des recherches mathématiques rigoureuses sur des questions concernant les équations el-
liptiques non-linéaires ont commencé a la fin d’année 1970. Le probléme de I'existence de
solutions pour ces équations est ramené a celui de 'existence de solutions d’une équation

elliptique non-linéaire de la forme

Au+ Ag(z,u) =0 (2.0.1)
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Sur cette question, on retiendra en particulier les travaux précurseurs de Strauss [54], de
Stuart [55] et de Berestycki et Lions [1], dans lesquels les auteurs utilisent des méthodes
de minimisation sous contrainte dans I'espace de Sobolev H!(R”). L’originalité de ces tra-
vaux donne des techniques qui permettent de prouver I'existence de solutions pour (2.0.1)
sur tout l'espace RY, sous des conditions assez générales sur la non-linéarité g et pour des
dimensions N > 1.

Le défi majeur consistait alors a adapter les méthodes variationnelles qui avaient depuis
longtemps fait leurs preuves pour des équations définies sur des domaines bornés réguliers
de RY, le probléme principal étant, lorsqu’on travaille sur tout l’espace . Une méthode &
la fois efficace et élégante pour combler ce manque de compacité fut introduite par Strauss
[54], qui consiste a utiliser des suites de fonctions & symétrie sphérique comme suites mini-
misantes. Nous faisons 'usage de ce genre d’arguments , otl nous prouvons l’existence d’un
état fondamental pour I’équation (2.0.1), pour tout A > 0.

Dans [1], Berestycki et Lions ont considérablement généralisé le type de non-linéarité avec
la méthode variationnelle. Cependant, ils ne considérent également que des non-linéarité
autonomes, i.e.g(z,u) = g(u) . L’article [55] de Stuart s’inscrit dans une série de travaux
novateurs [50, 43, 57, 58] qui mettent en évidence des phénoménes de bifurcation pour des
équations elliptiques non-linéaires a partir d’'un point du spectre essentiel de 'opérateur

linéarisé. Plus précisément, des équations de la forme :
Au— F(u) = A\u (2.0.2)

sont considérées dans [55], et F est sur-linéaire a l'origine. Strauss s’intéresse alors a la
bifurcation ( une bifurcation intervient lorsqu’un petit changement d’un parameétre physique

produit un changement majeur dans I'organisation du systéme ) a partir de points A pour
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lesquels A — A\I n’est pas un opérateur de Fredholm dans le cas de domaine non bornée.
Un opérateur D linéaire borné D : X — Y est appelé opérateur de fredholm s’il a un
noyau et un conoyau de dimension finie et si son image est fermée.

C’est le cas si A est un point du spectre essentiel de A. La bifurcation & partir d’un point du
spectre essentiel ne peut étre démontrée en utilisant la théorie standard de bifurcation via la
méthode de réduction de Liapounov-Schmidt car 'opérateur A — \I est typiquement injectif
et pas surjectif. La méthode mise en oeuvre dans [55] consiste alors a établir I'existence de
solutions de (2.0.2) par des arguments de minimisation sous contrainte du méme genre que
ceux mentionnés ci-dessus, puis & établir des relations entre certaines normes des solutions
ainsi obtenues et le parameétre A afin de prouver la bifurcation dans les normes en question.
Les résultats obtenus dans [55] concernent le probléme de Dirichlet associé a des équations

non-autonomes du genre de ((2.0.1)).
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2.1 Les problémes Elliptiques Semi-linéaires avec la non-

linéarité exponentielle

Nous commencons par donner une description rapide des problémes elliptiques semi-
linéaires avec la non-linéarité exponentielle.

Cette thése est dédiée a 1’étude d'un probléme elliptique faisant intervenir, d’une part le
52 52

laplacien A = % + %

, et d’une autre part Ae" + g(x) est un terme avec la non-linéarité

exponentielle, ot A constant

—Au = X"+ g(x) dans Q C R?,

(2.1.1)
u=>0 sur 0f)
g est une fonction continue, € domaine borné de R?
Le probléme (2.1.1) est lié au probléme de Bratu suivant :
—Au = \e* dans Q C RV,
(2.1.2)
u=>0 sur 0f)
ot € ici est la boule d’unité de RY .
Gelfand [28], Joseph et Lundgren [11], en utilisant ’analyse de phase-plane, ont donné une

description compléte des solutions classiques & (2.1.2), qui sont aussi radialement symé-

triques [31].

Proposition 2.1 soit N > 1 alors il existe \* > 0 tel que :
— pour 0 < A < A\* | (2.1.2) a une solution minimale ) ;
— pour A\ = \*, (2.1.2) a une solution unique;

— pour A > \* | (2.1.2) n'a aucune solution (méme dans le sens faible).
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FIGURE 2.1 — Bifurcation diagram for the Gelfand problem.
D’ailleurs, nous avons

(a) Si N =1,2, alors pour 0 < A < X\*, il y a exactement deux solutions a (2.1.2), l'un des

deuz est uy une solution minimale, 'autre, dénoté Uy, avec l'indice de Morse (voir
[13])-

(b) Si3< N <9, etpour0 < A< N, N#2(N—2), (2.1.2) a un nombre fini de solutions;
pour A =2(N — 2), (2.1.2) a un nombre infini de solutions.

(c) Si N > 10, et pour \* = 2(N —2), (2.1.2) a une solution minimale unique uy pour

chaque A € (0, \*).

Preuve.

Voir L. Dupaigne [25] m
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Nagasaki et Suzuki [10] ont classifié les solutions de (2.1.2) selon leur indice de Morse [13].
La famille des solutions réguliéres de (2.1.2) peuvent étre décrites comme courbe (u(s), A(s))
avec s € [0,00), tel que (u(s), A(s)) — (0,0) lorsque s — 0 et (u(s), A(s)) = (uy, As) lorsque
s — 00, OU U, (1) = —2log(r), \y = 2(N — 2) est une solution singuliére de (2.1.2).

Dans la dimension 3N > 0, A(s)est monotone, u(s) est monotone et stable .

Nous renvoyons le lecteur au livre de L. Dupaigne [25] pour un autre référence sur le pro-
bléme(2.1.2) [5].

le type de probléme étudié par Gelfand est les problémes elliptiques non linéaire.

La solution exacte de (2.1.2) est donnée par |2], [7],et [3] comme suite :
1
cosh((x — —)Q)
u(z) = —2In 02 2 (2.1.3)
coshi
ou 0 résout ’équation
0
6 = VQ)‘COSMZ) (2.1.4)

Il existe deux solutions de I’équation (2.1.4) pour les valeurs de 0 < A < A.; pour A > A, il
n’y a aucune solution .
la solution (2.1.3) est une solution unique pour la valeur critique de A = A. qui résout

I’équation

1 0.
Il a été évalué dans [2], [7], [8], [12], [10], et [27], que la valeur critique A, est donnée par

Ae = 3.513830719.
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2.2 Etude de probléme —Au + g(u) = f

Voir |26]
L’étude des équations aux dérivées partielles non linéaires se pose pour nombreux problémes
scientifiques. En effet, la plupart des problémes de la physique sont non linéaires.
Plusieurs problémes abstraits se traitent par des équations aux dérivées partielles non li-

néaires de la forme —Au + g(u) = f.

2.2.1 Etude d’existence et unicité

Soit {2 un domaine borné régulier de R™ .
Le probléme elliptique semi linéaire suivant considéré par Evans dans [20] soumis aux condi-

tions au bord de type Dirichlet pour une fonction u € H} ().

—Au+g(u) = f dans Q C R,
(2.2.1)

u=20 sur 0f2
ou g est une fonction non linéaire.
Soient les propositions
(Hy) 3p = 2* et 3c > 0 tel que |g(t)] < c(1+]t[P71), Ve € R™ .
(H3) g une fonction continue croissante .

(Hs) f € HH(Q).

1. Le cas ou g est croissante :

Proposition 2.2 [0/

Le probleme (2.2.1) sous les conditions (Hy), (Hs) et (Hs3) posséde une unique solution

u € HY(Q).
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Preuve. Voir|20]
On vérifie tout d’abord que le probléme (2.2.1) a une forme variationnelle, c’est a

dire qu'il existe F': HY — R tel que

u € Hy(Q) & dgF(u) = 0.

Etape 1 : Mise sous forme variationnelle :

Introduisons la primitive G de g définie pour t € R par

on vérifie aisément que

IG()|< (1 + |t)*) (2.2.2)

par ailleurs, comme G’ = ¢ qui est croissante, on a G convexe sur R.

Introduisons maintenant la fonction F' définie sur R par
1 2
F(v) = 5 Vo™ + [ Go)= < f,v >g-10).m10)
Q Q
vérifions tout d’abord que F' € C*(H};R) et que

dF(U)U = /QVUVU + g(U)U— < f,U >H*1(Q),Hé(ﬂ)

de sorte que

dF(u) = —Au+g(u) — f (2.2.3)
En effet
F=FE+W—-L
ol

1
B) = 5 | [9oP= lulfy
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et
L=<1.v>ur @m0
E est une forme bilinéaire symétrique sur H} (), donc C* et
dF (u)v = / Vu.Vou

Q
c’est a dire dF'(u) = —Au
La forme L est linéaire continue, donc C'™° et

dL(u)v = Lv =< f,v >y-1q)H1(0) -

Enfin on a
W =loTlgo1

ot i est I'injection de H(Q) < L2 (Q). Ty est 'opérateur de Nemytskii
L¥(Q) — L'(Q)
v — G(v)
et [ est la forme linéaire sur L'(€2) définie par

l(w):/ﬂw

[ et i sont linéaires continues, donc C*°.

D’aprés les résultats précédents, Ty est C* et
Tevw = g(v)w

on en déduit donc que

AW (v) = /Q g(u)
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1.e

En conclusion

dF(u)v =< —Au+g(u) — f,v >p-1 m
ie

—Au+ g(u) = f < dF(u) =0

Etape 2 : recherche de solutions :
Nous avons vu que les solutions dans HJ(2) de (2.2.1) étaient les points critiques de
F € C'(H,R).
Vérifions que F' est convexe strictement, coercive de sorte que le résultat sera établi

en vertu des théorémes (A.3 ) et (A ) de Annexe A.

«) F est strictement convexe : En effet F' est la somme de deux fonctions convexes

E, W et la fonction linéaire L donc F' est convexe, E est strictement convexe,

donc F' est strictement convexe.

[) F est coercive : comme ¢ est croissante, on vérifie aisément qu'’il existe A € R
tel que Vt € R

G(t) > —A

Il en résulte que, Vv € H

F(v) = E(v) — L(v) — 2]
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La coercivité de F résulte alors de celle de E - L.

On a par l'inégalité de Poincaré

E(v) - L(v) = /Q|Vu\—/gf.v

> ollz—cll £l llvllm

v

p(l[ol) (2.2.4)

ot P(x) = 2% — || f||lg-1+z, comme P(z) — +oo, lorsque |z| — +o0o, le

résultat en découle.

Etape 3 : Conclusion
Comme F est continue convexe, par le théoréme (A.3 ), il existe un unique u € H;
tel que

F(u) = inf F(v)

vEH}
de plus dF'(u) = 0 donc u est la solution de (2.2.1) par le théoréme (A ) u est 'unique

solution du probléme. m

2. Le cas ou g est décroissante :
Soient les suppositions suivantes
(Ty) Ip tel que 1 < p < 2* et Je > 0 tel que |g(t)| < e(1+[t[P~Y), Vt € R™ .
(T) g fonction tel que g(t).t >0Vt € R

(Ts) fe H'(Q)

Proposition 2.3 [20]

Pour les fonctions f et g qui vérifient (11), (T3), et(T3) il existe une solution
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u € H}(Q) pour le probléeme

—Au+ g(u) = f(z) dans Q C R",
(2.2.5)

u=0 sur 0f

Preuve. Voir annexe. m
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Chapitre 3

L’équation elliptique non linéaire issue

de I’équation intégrale de Fredholm

Voir [24]
L’é¢tude des équations intégrales et de leur résolution numérique est un théme qui connait
un grand succeés. Les systémes physiques les plus souvent rencontrés dans la vie quotidienne,
se décrivent généralement par des équations intégrales , qui a débuté avec les travaux de
Fredholm, principale inventeur de la théorie des équations intégrales de deuxiéme espéce,
qui porte son nom.
Les équations aux dérivées partielles, par exemple( l'opérateur de Laplace, de Helmholtz,
du bilaplacien ...), peuvent étre issus par des équations intégrales .
Nous allons voir briévement un modéle physique réel [2] ou nous avons une équation ellip-
tique non linéaire issue d’'une équation intégrale non linéaire de Fredholm.
Soit un milieu électriquement chargé constitué par des électrons et un fond continu de

charges positives neutralisantes. Si on place un ion positif (appelé charge test ou impureté)
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a l'origine des coordonnées, le systéme est alors perturbé et au bout d’un certain moment,
il va atteindre un nouvel état d’équilibre.

L’objectif est de trouver I’énergie potentielle d'un électron situé a la position r de 1'ion cen-
tral de charge électrique quand le systéme a atteint le nouveau état d’équilibre.

On obtient ce potentiel de I’équation intégrale suivante en utilisant les coordonnés sphériques
(voir [24] ) :

/

Y(r) = Ylr) — 50 / T D exp(ZDY (1) — 1)’ (3.0.1)

avec

Y. est I'énergie potentielle d’interaction du couple ion-électron (potentielle initiale).

r est la distance entre I’électron et 1'ion central de la charge électrique.

Z le nombre des charges.

I' est le couplage faible, constant.

Pour transformer cette équation a une équation différentielle on va dériver I’équation 3.0.1
deux fois comme la suite :

nous avons la fonction

! 22 i >y,
,

2 sir <!
soit

/

G(r,r") = %(7" + 7' —|r =) (exp(ZTY (1)) — 1)

on va appliquer la relation :

dr dr 27

r (7 () ryr! r r
v =S = C [ ), 1 - T 6 ), )
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donc on a

Y (r) = Yilr) - % / o2y () - i - o [

- | 2 exp(ZIY () = Dar’
Y'(r) = % OT 27’/2 (exp(ZTY (1)) — 1)dr’ — B—ZT(eXp(ZFY(T)) —1)
V() = Y (r) — % OT% exp(ZTY (1)) — 1)dr’ — %(exp(ZFY(r)) )
et on a
V)4 2V = Y0+ VL= 5 [ T exa(Z0Y () = 1 = S exp(ZTY (1)~
% /O ' T—Z(exp(ZFY(r')) _ D + g(exp(ZFY(r)) .y
done

YY) 4+ 2Y' () = V) + 2YL() + S (exp(ZTY (1) ~ 1)

et on trouve pour le dimension 3

AY = exp(ZTY (r)) + Y/ (r) + gYi;(r) -
T

NI o

ou sous la forme d’équation différentielle

A’y 2dY 2 3
drg’f’) 4 ; dT(:’ﬁ) _ Y”(?”) + ;Y’(T) _ EBZFY(T) + F(’l”) (303)
avec :
1" 2 / 3
F(T) = }/ie (T‘) + ;}/;e(r) - E (304)

Y (r) est le potentiel ; et Yj. est le potentiel initial.

Le premier membre de (3.0.3) est le Laplacien de Y (r). En peut écrire ’équation (3.0.3)comme

la suite

AY (r) = %ezm’”) + F(r) (3.0.5)

UNIVERSITE KASDI MERBAH OUARGLA 2017-2018 S. HICHAR



43

ou nous avons utilisé I'abréviation
174 2 !
AY(r)=Y"(r)+=Y'(r)
r

qui est venue des relations suivantes

oy _avor _dva
or;, dr Oxr; dr r

0’y B A’y x; dy 1 a2

()2 S
or? er(r) dr<r 7’3)

N 2

En sommant sur i avec ) ;" 7 = r nous avons finalement obtenu

ov() =3 TX 5@ e Y L a

L~ 621, : dr? r dr ‘r 13
=1 =1

N N

d*Y T, dY 1 22
=gz G 26

=1 1=

A?y r. dY N 1
=~ Pt

T T
&Y N-1dY

dr2+ r o dr

donc le laplacien de Y s’écrit sous la forme

1 N_]_ !
AY =Y+ 25—y
T
Si N =2

" 1 /
AY =Y+ =Y
r

Et Si N =3
1" 2 !
AY =Y + Y]

.

dans notre probléme

AY (r) = %GZFY(T) + F(r)

(3.0.6)

(3.0.7)
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on met u(r) = ZI'Y (r)

3
ZDAY (1) = ZFEeZFY(T) + ZTF(r)

en suite

ZUAY (r) = 3020 4 ZTF(r)

nous avons
u(r) = ZTY (r), soit A = 3T et f(r) = ZT'F(r)

et notre probléme prend la forme
Au(r) = e 4 f(r). (3.0.8)

Le probléme principal est maintenant présenté par 1’équation (3.0.8) qui nécessite des condi-
tions au bord 99 : Y(r), et Y'(r) sont finis

c’est a dire :

u(r), u'(r) sont finis (sur le bord 952 )

Dans une situation pratique nous exigeons que la solution doit étre finie sur les bords du
domaine qui est une sphére de rayon b . Notre probléme (3.0.8) est un probléme mal posé,
et notre travail est de trouver la fonction f(r) convenable pour que notre probléme a une

solution radiale unique u(r)

3.1 L’équation de Liouville

L’équation de Liouville est bien traitée dans le travail [11], cette équation a une grande

importance pour notre travail donc on va citer quelque corollaires et théorémes :
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On suppose que 2 C R? est un domaine borné et soit u la solution du probléme

—Au = f(x) dans Q C R?
(3.1.1)

u=gq sur 0f)

Corollaire 1 [11] Soit u la solution de (3.1.1) avec f € L*(Q2). Alors pour chaque constant

k>0 on a, e ¢ LY(Q).

Preuve.
voir [11] m

soit u solution de I’équation non-linéaire (Equation de Liouville )

—Au =v(z)e* dans ,
(3.1.2)

u=0 sur 0f2

ot  est un domaine borné de R? et v(z) est une fonction donnée sur

Corollaire 2 [11] On suppose que u une solution de (3.1.2) avec v € LP(Q) et e* € Lp/(Q)

pour certains p, 1 < p < 00, alors u € L>®().

Preuve.
D’aprés le corolaire 1 on a e € L*(Q),Vk > 0 ie e* € L"(Q),
Vr < oo donc ve* € LP°(Q);Vd > 0 si p < 0o et ve' € L"(Q),

Vr < oo sip=oodoncuec L) m

Remarque 3.1

Le corollaire 2 n’est pas valide pour p = 1 .
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Remarque 3.2 [/// Soit (0 < a < 1). La fonction u(r) = alog(log ¢) , avec r = |x| satisfait

le probléme

(3.1.3)

avec

a
72 (log € )2+a

r

v(r) = —

on note que v(r) € LY(Q),e* € L>=() et pourtant u(r) ¢ L>() depuis u(r) — —oo pour
r — 0 . La méme fonction u(x) avec a < 0 fournit un exemple 0w u satisfait (3.1.3) avec

v € LY(Q),ve" € LY(Q) et pourtant u ¢ L>®(Q) depuis u(r) — —oo pour r — 0 .

3.2 La résolution de I’équation elliptique

On cherche dans [37] une solution radiale du probléme elliptique non linéaire d’une non

linéarité exponentielle

Au(r) = Xe®") + f(r) dans Q C R, 321

U = Ug sur 02

dans un domaine borné 2 C R™, A nombre réel, f une fonction de L(2) pour ¢ > 1

ug est un constant .

3.2.1 Le cas de dimension deux (N = 2)

Nous allons résoudre notre probléme sur un domaine borné, disque € C R? de rayon b,

0 < b < atel que a > 1 avec une frontiére 92 , A un constant réel.
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La solution u et sa dérivée doit étre finie au bord 0f) .

Au(r) = Xe®") + f(r) dans Q C R?,

(3.2.2)
U = U sur 0f)
ol ug € R
1
Au(r) =" (r) + =u/(r) (3.2.3)
r
Pour résoudre 1’équation (3.2.2), on met u(r) = k(r) + w(r)
donc
Au(r) = Ak(r) + Aw(r)
et on a
A(k(r) + w(r)) =Ae" 0 4 f(r)
= ek 4 f(r)
= v(r)e"" + f(r)
avec v(r) = Ae®()
tel que w(r) satisfait 1’équation
Aw(r) = f(r) dans Q C R?,
(3.2.4)

w =g sur 0f)
w =o€ R)

k(r) satisfaisant le probléme de Liouville complété par des conditions aux bords sur 0f2

Ak(r) = Ae®™ek0) = y(r)ek)  dans Q C R2,
(3.2.5)

k(r)=0 sur )
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il faut avoir des conditions convenables sur f(r) pour avoir une solution unique pour le
probléme 3.2.2.

La solution de ce probléme nous permet d’avoir la solution de (3.2.2) u (r) comme u(r) =
k(r) 4+ w(r) avec w(r) la solution de I’équation (3.2.4). Il faut donc choisir les solutions qui
vérifient les conditions aux bords et ayant une fonction convenable f (r) pour I’équation
(3.24) .

On a pour un constant A, 0 < A < 1. La fonction k(r) = Alog(log®) , avec r = |z| satisfait

le probléeme

(3.2.6)

avec

donc

k(r) = Alog(log ;)

est la solution de I’équation de Liouville 3.2.5

d’autre part

v(r) = _—T2(log 5)2+A -
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donc on peut trouver w(r),

) =v(r)
G
A
_, ()
w(r) —lnT
In| A

B Ar?(log €)2+A]

T

e
—In[—=(log =
n| (ogr

Ar2 )

avec ¢ > 0 quelque soit r €]0, a], donc on a trouvé la forme convenable de f(r)

f(r) =Aw(r)

=w"(r) + ;w’(r)

et notre solution

u(r) =k(r) +w(r)

ZAlog[log(g)] + ln(—%[log(;)]_A—Q)

et on a la solution finale

u(r) =Alogllog(4)] + In(— o5 low(£)]*~2)
— Alogllog(5)] + () + Inflog ()]~
=A log[log(g)] + ln(—%) +(—A-2) ln[log(g)]

aprés une certaine simplification

u(r) = Alog[log(g)] + ln(—%) +(-A-2) ln[log(g)], 0<r<a, A <0(3.2.7)

qui est une fonction qui vérifié les conditions au bords , u(r), et «/(r) sont finis sur les bords

de disque 0f) c’est & -dire lorsque r = «
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3.2.2 Le cas de dimension trois (N=3)

On va résoudre le méme probléme dans le dimension N = 3

Au(r) = Xe") + f(z) dans Q C R, (528)

U= U sur 0f2
on cherche la solution qui est finie, Ainsi sa dérivée sur la frontiére du sphére. On va traiter

notre probléme d’une autre fagon, soit

et on va remplacer dans I’équation
Au(r) = Xe" + f(r)
O*u(r) 2 du(r)

or? + r Or

() + 2l (r) =hesp (u(r) + F(0)

=Aexp (u(r)) + f(r)

K () 4 ) () + 2 () =Aexp (k(r) + wlr)) + £(r)
E'(r) + %k:’ +w"(r) + %w’(r) + %k'(r) = Xexp (w(r)) exp(k(r)) + f(r)

K () K () () 2l () + R () =o(r) exp(h(r) + ()

v(r) = Aexp(w(r))

donc il faut résoudre les deux équations suivantes

01+ 2+ e = 09
K’ (r) + %k’(r) = v(r) exp(k(r))
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La deuxiéme équation est I’équation de Liouville (pour la dimension 2), ces solutions sont

données dans la section précédente. Donc k(r) et v(r) sont bien connus.
(@) = (")

ce qui permet d’avoir a la fois u(r) et f(r).

Par ces résultats, u(r) et f(r) sont donnés par

(3.2.9)

Donc

3.3 L’application du probléme dans la physique des plas-

mas

Nous allons maintenant appliquer les deux derniéres solutions proposées, dans les sections
précédentes, pour un probléme concret, rencontré dans la physique des plasmas.
Ce probléme vise a extraire I'équation (3.0.5), des informations précises sur I'interaction de
I'énergie quantique Y;.(r) entre les particules voisines dans les plasmas.

Cette équation basée sur (3.0.4)

%Y (r) N 26}/(7‘) B 0?Y (1) n gaY;e(T) B E n E
or? r or  Or? r Or 7  Z

exp(ZTY (1))

Y. est I’énergie potentielle d’interaction du couple ion-électron (potentielle initiale).

r est la distance entre I’électron et 'ion central de charge électrique.
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Z le nombre des charges.
I est le couplage faible, constant.
On met
y(r) = ZUY (1), yie(r) = ZTYe(r).
Puis
Py(r)  20y(r)  Pyi(r)  20y(r)
- = — — 3+ 3r
or? + r or or? + r o or + 3T exp(y(r))
donc I’équation prend la forme suivante
Py(r)  20y(r) Pyie(r) 2 0yse(r)
- =3I - —3r
or? + r or ST exp(y(r)) + or? + r  Or 3
en déduit qu’avec A = 3" on a
" 2 /

Fr) = yie(r) + —4ie(r) = A = Agie(r) — A (3.3.1)

Puis I’équation a la forme principale
0? 20
Au(r) = 5:270) +2 gir) = Aexp (u(r)) + f(r) avec A =3I (3.3.2)
La solution u(r) est finie au bord du domaine .
Avec la combinaison de (3.3.1) et (3.3.2) nous obtenons
f(r) = Aw(r) = Ayie(r) = A = Ayie(r) — Ap(r),
toujours on travail sur la dimension trois (N = 3) .
Avec ¢(r) qui est la solution de ’équation
Ap(r) = A

UNIVERSITE KAsDI MERBAH OUARGLA 2017-2018 S. HICHAR



L’application du probléme dans la physique des plasmas 53

donc le terme y,.(r) vient de la relation

Aw(r) = Ayie(r) — Ap(r)

Yie(r) = w(r) + @(r)
En utilisant le résultat de section (3.2.2) et les formules (3.3.1) et (3.2.9)

I'énergie d’interaction y;.(r) peut étre calculée comme la suite

K'(r)

£lr) = Auw(r) + =

= Ayie(r) - A

ol

Aw(r) = Ay,e(r) — A(r)

et ¥ (r) est une solution de

K'(r)

Finalement, on obtient
Yie(r) = w(r) + ()

on cherche une fonction f(r) convenable pour que notre probléme aura une solution unique.

On a calculé 'énergie d’interaction y;.(r) et on a pu trouver la fonction f(r)

_ 82yie<r) 4 gayie(r>

fr) = or? r Or —3r

donc on a trouvé la fonction convenable f(r) pour que notre probléme

PY(r) | 20V(r) _OVLlr) | 20Vi0) 3

3
or? r Or or? r or Z exp(ZT'Y (1)

Z

+

a un solution unique u .

On peut dire que ce probléme est un probléme inverse de I’électrostatique, parce qu’ on a
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trouvé la fonction convenable f(r) pour résoudre le probléme

Au(r) = Xe* + f(r) dans Q C R?,
(3.3.3)

U= U sur 0f2
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3.4 Explosion et comportement de solution de ’équation
elliptique semi-linéaire

Nous avons étudié un des problémes elliptiques non linéaires de dimension deux, nous
avons donné quelques estimations pour la résolution de ce probléme, et nous I’avons décom-

posé en deux problémes, le premier est I’équation de Poisson

et la solution du probléme

Au(z) = Xe* + f(z) dans Q C R?,

(3.4.1)
U = U sur 0f
est de la forme u(z) = w(zx) + k(x).
Donc le blow-up de probléme 3.4.1, est le blow-up de I’équation de liouville
Ak(z) = v(z)ek®
3.4.1 Explosion de solution de ’équation —Au = v(x)e"
Dans cette section on va donner des estimations de Brezis et Merle voir [11], ils ont
étudié l'explosion de solution pour I'équation
— Au = v(z)e" (3.4.2)
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sur 0 domaine bornée, v(z) € L7(Q), et la solution de 3.4.2 u € LY(Q), e* € L¥(Q), p’ est
I’exposant conjugué de p.

On considére une suite (u,) de solutions de
— Auy, = v, (x)e™ (3.4.3)

sur un domaine borné 2 C R2.

On va étudier la suite (u,) des solutions de (3.4.3) sous les hypothéses (H;), (Hs) et (Hj)

(H1) vy, > 0,
(Hz) |vn]lLP< 1
(Hs) lle“™ || . pr < co

c1 et ¢y des constants positives, 1 < p < oo, et p’ est 'exposant conjugué de p.
On va voir cet exemple typique suivant,

la suite (u,) des solutions de (3.4.3) avec v, = 1

8n?
(1 + n?|z[?)?

up(x) =In
qui satisfait I’équation —Awu,, = e, dans le domaine 2 C R?,
on a que ||e""|| 1= 8, donc les hypothéses (Hy), (Hs) et (H3) son vérifiées pour cet exemple.
Notez que u,(x) — —oo, pour tout = # 0 et u,(0) — +00, cet exemple fournit une tres
bonne description du mécanisme de Blow up dans le cas général sous les hypothéses (H;),
(Hy) et (Hs).
Si la suite (u,) est non bornée alors il y a un ensemble fini S C Q, ou (u,(z)) tend vers
+oo et ou d’autre part, (u,(x)) tend vers —oo, Vo € S.

Plus précisément on peut définir 'ensemble S de Blow up comme la suite :

S = { z € Q; il existe une suite (z,,) dans Q, tel que z,, — = et u,(z,) — oo }
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Théoréme 3.1 [/1]
Soit (u,) une suite des solutions de léquation (3.4.3), pour certain 0 < p < oo et des

constants ¢y, co les hypotheses

(H1) v, >0,
(H2> ||Un||LP§ &1
(Hsj) ||€un||LP’§ Co

sont vérifiées, alors, il existe une sous suite (u,, ) satisfaisant une des alternatives suivantes

(i1) (un,) est bornée dans L;3.(€2)

(i2) Un, (x) —> —00 uniformément sur des sous-ensembles compacts de §).

(i3) il existe un ensemble fini, et non vide de Blow up S = {ay,....,an} C Q, non vide, tel
que pour 1 < i < m, il existe une sous suite {x,,} C ), tel que x,, — a;, Up, (Tp, ) —> 00

0U Up, (x) —> —00, uniformément sur des sous-ensembles compacts de QN S.

En outre, v, e" converge dans ), vers S - . ;0,., avec oy > 4w, Vi.
’ k J =1 i) Y

Preuve.
Voir [11] m
Y.Li,I.Shafrir[11] ont travaillé sur le méme sujet, et ils ont présenté cette théoréme qui nous

donne la valeur de «; qui a apparu dans le condition (i3) .

Théoréme 3.2 [//]
Soient (uy), (v,), deux suites vérifient [’équation (3.4.3), (uy) la suite des solutions.

On suppose que v, € C°(Q), v, > 0 dans Q.

v, — v dans C°(Q), avec ||e* || 11 < co, pour un certain constant positif cg.
(@)
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On suppose que ['alternative (iz) de théoréme précédent est vérifié, alors pour tout i, a; =

8\, avec \; est un entier positif, et v, €'k — > ;dq,.

Preuve.

Voir [11] m
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Chapitre 4

Résolution numérique par la méthode

d’1tération variationnelle

4.1 Meéthode d’itération variationnelle

Notre probléme est toujours
—Au = e + f(x) dans Q C R,
(4.1.1)
u=20 sur 0f)

f est une fonction donné par la relation

fla) =30 — L2t

n T

avec I', n et Z des constants.

4.2 Procédure de la Méthode d’itération variationnelle

voir [52]

La méthode d’itération variationnelle est une méthode de résolution (approchée) d’équations
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différentielle linéaires ou non-linéaires.

L’avantage principal de cette méthode est qu’elle peut étre appliquée directement pour tous
les types d’équations intégrales différentielles non linéaires, homogénes ou non homogénes,
avec des coefficients constants ou variables. D’ailleurs, la méthode proposée est capable de
réduire considérablement la taille de travail informatique tout en maintenant toujours de
grande précision de la solution numérique. Plusieurs exemples sont donnés pour mesurer
Pefficacité et 1'utilité de cette méthode. Le fait que la technique variationnelle d’itération
résout des problémes non linéaires sans employer des polynémes peut étre considérés comme
avantage clair de cette méthode devant la méthode de décomposition.

Dans [33], [34] et [35] Pauteur He a développé la méthode d’itération variationnelle pour des
problémes avec des conditions au bords linéaires, non linéaires. Il faut mentionner que la
méthode a été considérée la premiére fois par Inokuti, Sekine et Mura [39] mais le potentiel
vrai de la méthode d’itération variationnelle était exploré par He. Avec cette méthode la
solution est donnée d’une série convergente habituellement & une solution précise, voir He
[33], [31] et [35], He et Wu [30], Inokuti et autres [38]|, Noor et Mohyud-Vacarme [19] .
Nous appliquons la méthode d’itération variationnelle pour résoudre les problémes avec des
conditions au bord.

On observe que la méthode suggérée résout effectivement, facilement et exactement une
grande classe des équations linéaires, non linéaires, partielles, déterministes ou stochastiques
avec les solutions approximatives qui convergent tres rapidement aux solutions précises.
Pour illustrer le concept de base de la technique, nous considérons 1’équation générale sui-
vante

Lu+ Nu = g(x) (4.2.1)
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ot L est un opérateur linéaire (dans notre probléme (4.1.1) L = A); et N est un opérateur
non linéaire (dans notre probléme (4.1.1) N = exp); et g(z) est le terme non homogéne du
probléme .

La méthode d’itération variationnelle présente une correction fonctionnelle pour Eq. (4.2.1)

sous la forme
Upi1(z) = up(z) + /035 MLty (8) + Nty (s) — g(s))ds (4.2.2)

ol est A un multiplicateur de Lagrange.

Les indices n dénotent la niéme approximation, u,, est considérée comme variation restreinte,
c.-a~d., 61, = 0, 'équation (4.2.2) s’appelle fonctionnelle correcte. La solution des problémes
linéaires peut étre résolue dans une étape simple d’itération due a I'identification exacte du
multiplicateur de Lagrange.Les principes de la méthode d’itération variationnelle et de son
applicabilité pour différents genres d’équations sont donnés dans 33|, [34], [35], [30], [38], et
[19]. Dans cette méthode, on exige d’abord pour déterminer le multiplicateur de Lagrange
A de facon optimale. L’approximation successive u,,1, n > 0 de la solution u sera aisément
obtenue lors d’employer le multiplicateur déterminé de Lagrange et n’importe quelle fonction

sélective ug.

’

A=Ay —2)

4.3 Application sur I’équation elliptique
Nous prenons notre probléme en dimension 1

u'=—Xe" + f(x)
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sur le domaine Q = [1, 2], et avec les conditions au bord u(1) =0, u(2) =0

2

+00
u'+ e — f(x) :u”+)\z%—f(x) :u"+)\(1+u+%)—f(x)
k=0

_ _ Qef%
avec f(z) =3I — 24

nous prenons pour cet exemple numérique :

Z -8 T=01n=04

e—2.5z

I'équation f est f(z) = 0.3 —2

xT

Ainsi que

2 o—2:5¢

Unt1(2) = up(z) + / M), 4+ A1+ u, + %) —03+2
1

Jd¢

On suppose que ug(z) = kz, k € R (on peut employer ug(z) = k(x — 1) ), on obtient

z k262 o= 25

u(x) = kx—i—/ AL+ K€+ T) —0.3+2 : |d¢

1
up(z) = ka donc uy, =0
A = (¢ — x) un multiplicateur de Lagrange
onaA=3'=0.3
T /{3252 6—2.55
ul(x):kx—l—/ (f—x)[A(l—l—kﬁ—i—T)—O.B—l—Z |d¢
1

par l'intégration par partie on a
uy(z) = kx — 0.152% — 0.05k2* — 0.0125k%2* — 0.24e 2" + 0.019 — 0.3xinze >

u, = —0.3 — 0.3kz + 1.5k + 0.3lnze™ %% — 0.75zInze 25"
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et on calcule uy ()

v u
wle) = o)+ [ (€= D/03(1+ () +
1
avec aussi l'intégration par partie on a
uy(z) = kr —0.35043842° 4+ 1.452875kx> + (0.0275k 4+ 0.003k?)2* 4 (5.35525k% +0.0075k ) 2°+

(0.001875k + 0.000625k%)2% — 3.32625k2" + 0.000625k%2® + 0.625k* 2"+
0.0576Inze™ %" 4 0.92°% (Inx)*e”*5* + 0.00375k*x° Inze 2" (4.3.1)

Depuis u(1) = 0, on peut trouver quatre valeurs au maximum pour k, on va choisir la valeur
convenable de k qui donne des meilleurs résultats . On prenant x = 1 et en appliquant pour

I’équation précédente on trouve 1’équation
0.625k* — 3.325k + 5.35825k2 4 2.48975k — 0.3504384 = 0

La résolution de cette équation par un logiciel numérique Mathematica donne
ky = 0.462, ky = 0.114
on va choisir k£ = 0.462 cette valeur nous donne la meilleure approximation pour notre

probléme, et on remplace la valeur de k dans I’équation 4.3
uy(z) = 0.4622—0.35043842%4-0.671228252°+0.028140332* +1.146510982°4-0.5338869.10 2% —

0.3280052727 4 0.6163196.10~%2% + 0.00655362° 4 0.0576Inze™>5* 4 0.922(Inz)?e”>5*
+ 0.0007472°Inze " (4.3.2)

Nous avons testé pour les valeurs x = 1.1, x = 1.2, .......... , x = 1.9, respectivement et les

résultats sont donnés par le logiciel de Mathematica dans le tableau suivant .
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solution approchée

solution exacte

erreur absolue

1.1

0.927636912734609

0.925951992734609

1.68492 % 1072

1.2

0.850333836673392

0.848145926673392

2.18791 % 102

1.3

0.784923541544669

0.78355621544669

1.36732 % 1072

1.4

0.728857574291479

0.728525930291479

3.31644 x 1073

1.5

0.680267069338713

0.680056495338713

2.10574 % 1073

1.6

0.637750377505044

0.637571837505044

1.78540 * 1073

1.7

0.600235649416512

0.599796541416512

4.39108 * 1073

1.8

0.566889224448928

0.566866956448928

2.2268 x 1074

1.9

0.537052949477932

0.537036364277932

1.65852 * 10~

TABLE 4.1 — Résultats de méthode d’itérations variationnelle.

Ces résultats montrent efficacité de la méthode d’itération variationnelle et elle est tout

& fait assez fiable.

On peut observer que nos approximations sont acceptables avec seulement deux itérations .

Il ne fait aucun doute si plusieurs termes de développement de Taylor ou plusieurs itérations

ont été utilisés on obtient des meilleurs résultats.
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Conclusion générale

Divers problémes physiques utilisent la théorie des équations intégrales non linéaires qui
ménent aux équations différentielles partielles, et dans la plupart des cas, ces problémes
peuvent étre traités d’une facon plus satisfaisante en utilisant ces derniéres que d’utiliser
directement des équations intégrales non linéaires.

On a étudié un modeéle physique de I’électrostatique et on a trouvé des solutions radiales,
finalement on a présenté la résolution numérique par la méthode d’itérations variationnelle,
qui nous a donné des résultats qui montrent I'efficacité de la méthode et elle est toute a fait

assez fiable.
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Annexe A

Annexe

1. Introduction sur le calcul des variations
Nous avons dans le cas symétrique le probléme de Lax-Milgram est équivalent & un probléeme
de minimisation.
Soit H un espace de Hilbert et a une forme bilinéaire continue symétrique, ie

a(u,v) =a(v,u), Yue H.

on suppose a elliptique, c’est a dire qu’il existe a > 0 tel que
a(u,u) > o||u|?, Vue H.
Le théoréme Riesz de (ou de Lax-Milgram ) affirme alors que pour tout L € H, il existe un
unique v € H tel que
a(u,v) = L(v) ,YveH. (A.0.1)
Dans ([26]) Iauteur a présenté une Interprétation variationnelle du probléme

a(u,v) = L(v) ,Yv € H.

on introduit la fonction J : H — R définie par

J(v) = %a(u, v) — L(v) (A.0.2)
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onaVue HVve H

J(u+w) = %a(u, u) + [a(u, w) — L(w)] + a(w, w) — L(u)
= J(u)+ [a(u,w) — L(w)] + a(w, w)

> J(u) + [a(u, w) — L(w)]

siw # 0.

ensuite on a que u € H est le solution de (A.0.2) si et seulement si

J(u) = inf J(v). (A.0.3)

veH

L’unique solution de (A.0.2) est donc I'unique solution du probléme de minimisation (A.0.3)
on va voir que les deux conditions (A.0.2), (A.0.3) sont équivalentes pour des fonctions
convexes ce qui est le cas pour J. En fin I'unicité du point de minimum pourra étre donnée
comme une conséquence de la stricte convexité de J.

2.Problémes de minimisation :condition de 1" ordre

Soit X un espace de Banach, et F une application de X vers R.

Soit u € X, on suppose que

F(u) = inf F(v) (A.0.4)

veX

c’est & dire
Flu)<F(v) VveX (A.0.5)

dans ce terme on a

UNIVERSITE KASDI MERBAH OUARGLA 2017-2018 S. HICHAR



68

Proposition A.1 (/20])

Soit u € X vérifiant (A.0.5).Alors, si F est Gateauz différentiable en u, on a

ng(u) =0

Preuve. (|20])

En effet, pour tout ¢t € R, et tout w € X, par (A.0.5) on a

F(u+tw) > F(u)

donc

F(u+tw) — F(u) > 0,

En particulier
F(u+ tw) — F(u)
; >

F(u+tw) — F(u)
; <

st t>0

st t<0

Comme on a supposé F Gateaux-différentiable, on a

F(u+tw) — F(u)
t

— dgF(u)w

Il résulte donc de ce qui précéde que cette limite est positive et négative donc nulle.

L’argument précedent s’étend aisément au minimas locaux . m

Définition A.1 (/20])
Soit ug € X.

On dit que ug est un minimum local pour F s’il existe 6 > 0 tel que

F(ug) < F(v), Vv € Bug,d) (A.0.6)
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on dit que uy est un minimum local strict s’il existe 6 > 0 tel que
F(up) < F(v), Yv € B(ugy,0), v#u (A.0.7)
on a alors la proposition suivante

Proposition A.2 ([20])
Soit ug € X est un minimum local de F .

Alors si F est Gateauz-différentiable en ug, on a
d(;F(U()) =0

Commentaires :
— Les propositions précédentes montrent que la notion la plus faible de différentiabilité,
ie F' G-différentiable est suffisante pour établir la condition du 1" ordre.

— Rappelons également que F est de classe C?, et si 1 est un minimum local de F alors
d*F(ug)(w,w) >0, Yw € X (A.0.8)

ie la forme bilinéaire symétrique
d*F(up) : X x X — R est définie positive. L'inégalité (A.0.8) est appelée Condition
du deuxiéme ordre

— Bien entendu, les propositions (A.1) et (A.2) n’affirment rien en ce qui concerne
I'existence de minimas locaux. Cette question est le point essentiel des sections qui

se suivent.

3. Minimisation et semi-continuité inférieure
Dans tout ce qui suivra X désigne un espace de Banach réflexif.

Et F est une fonction définie sur X.
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Commencons par rappeler quelques définitions.

Définition A.2 (/20])
Soit F': X — RU{+o0} une fonction sur X. On dit que F est séquentiellement faiblement
semi-continue inférieurement (et on écrit S.C.I faible séquentiellement ).si et seulement si

V(xp)nen une suite d’élément de X
x, — z(faiblement)

entraine

F(z) < liminf F(x,)

n—>—400

Remarque : On dit aussi semi-continue inférieurement pour la convergence faible.

Définition A.3 (/20])
Soit F': X — RU {+o0}.
On dit que F est coercive si et seulement si F(u) — 400 lorsque ||u||— +oo , ie VA > 0,

dB > 0 tel que ||u||> B entraine F(u) > A

Exemple A.1 si X = H Hilbert,
F(u) = ta(u,u), ou a est elliptique

2

F(u) = La(u,u) — L(u), ot a est elliptique et L € H*

L’intérét des définitions précédentes apparait au vu du résultat suivant

Théoréme A.1 ([20])
Soit C un ensemble convexe fermé de X, Banach réflexif.
Soit F': C — RU{+o0}.

On suppose
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(i) F coercive et F # +o0.
(ii) F est s.c.i pour convergence faible.

Alors, il existe u € C' tel que

F(u) = 5re1(ij(v) < +o0. (A.0.9)

Preuve. (|20])

Soit () nen suite minimisante pour le probléme, donc telle que u,, € C',Vn € Net F(u,) —
a = F(u) = inf,ec F(v) € R,

Nous allons montrer qu’il existe u € C' tel que u,, — u dans C.

La premiére étape consiste a montrer que la suite (u,)nen est bornée. Cette étape utilise
uniquement la coercivité de F.

1¢" Etape :

la suite (uy,)nen est bornée, comme F'(u,) — a, Ing tel que
F(u,) <a+1.

Comme F est coercive, il existe B > 0 tel que ||u||> B entraine F'(u) > o + 2.
On en déduit en particulier que pour n > ny, ||u,||< B.

La suite (u,)nen est donc bornée.
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20me Etape :

Ju € C, et une suite (Uq(y))nen telle que
Ug(n) = U, T — 400 (A.0.10)

Comme la suite (uy(n))nen est bornée, et que X est réflexif, on peut extraire une sous-suite
(Uo(n) )nen, telle que u, @) converge faiblement dans X vers un élément u € X.

Le fait u € C résulte du lemme de Mazur, qui affirme que les convexes fermées faibles sont
les convexes fermés forts (voir I’énoncé apreés cette preuve)

3¢m¢ Etape :

F(u) = o = inf F(v) (A.0.11)

veC

En effet par I'hypothése (ii) F est s.c.i pour la convergence faible et donc tq(,) — u, alors

a= lim F(u,) = liminf F(u,) > F(u) (A.0.12)

n—>-+40o0 n—r- 400
pour F(u) < o comme u € C.
On a aussi

F(u) > inf F(v) = « (A.0.13)

veC

et la conclusion en déroule. m
Dans la deuxiéme étape nous avons utilisé le lemme Mazur, qui aura un role important dans

la suite en voici un énoncé :

Proposition A.3 ([20])
Soit X un espace de Banach rélexif. Soit C un ensemble convexe. Alors C est fermé (pour

la convergence forte) si et selement si C est fermé pour la convergence faible.

En particulier, si C' C X est convexe fermé, V(uy,)nen une suite d’élément de C, sl existe

u € X tel que u,, — u dans X, alors on a u € C.
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Remarque :
On dit qu’'un sous ensemble A de X est fermé pour la convergence faible si V(u,)nen une
suite d’éléments de A
u, € A\, Vn € N | u, — u, faiblement dans X entraine u € A, on a toujours
— (**) A fermé pour la convergence faible = A fermé
La réciproque est fausse en général.

On peut prendre par exemple X = H espace de Hilbert séparable, et A = 5, ou

S=A{ueH,|ul=1}

Il est clair que S est fermé.

En revanche S n’est pas fermé pour la convergence faible.

On peut prendre (e,),en une base Hilbertienne de H : e, € S, Vn et e, — 0 lorsque
n— +00,0¢S.

Le lemme de Mazur assure que le réciproque de (**) est vraie, si on suppose de plus que A

est convexe, c’est a dire Vz,y dans A, [z,y] C A voir ([20])
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4.Fonctions convexes

Rappels

Définition A.4 ([20])
Soit F': X — R U {+o0}, on dit que F est convexe si et seulement si, Yu,v de X, et
Vo € [0,1]

FOu+ (1 —-0)v) <O6F(u)+ (1 —0)F(v) (A.0.14)

On dit que F est strictement conveze si, Vu,v de X, u # v, Y0 €]0, 1]
FOu+ (1—-0)v) <0F(u)+ (1 —0)F(v) (A.0.15)

c’est a dire lorsque l'inégalité est stricte (avec x différent de y et 6 dans |0,1] ), on parle de
fonction strictement convexe. Donnons quelque exemples de fonctions convexes.
(1) F(u) = L(u) ot L € X*, forme linéaire continue.
(2) Pour X = H, Hilbert F(u) = éa(u, u), pour a une forme bilinéaire symétrique ellip-
tique.
(3) Soit & — R convexe, dp > 1, tel que |g(t)]| < (1 + [t]P).

Alors pour X = LF(Q) la fonction w définie sur X par

w(u) :/Qg(u)dx

est convexe.
De maniére générale si g est une fonction convexe telle que, |g(z,t)] < (1 + [t|P),

Vo € Q, g(x,.) est convexe, alors
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est convexe sur x = L7(Q).

Rappelons briévement quelques propriétés classiques des fonctions convexes.

Proposition A.4 (/20])

(a) Soit f: 1 — R, ou I est un intervalle de R. Alors f est convexe si et seulement si

la fonction G de deux variables

flx) = f(y)

r—Y

G(z,y) = définie pour (z,y) € I*, v £y

est croissante par rapport a chacune des variables x et y .

(b) En particulier si f € C*(I), f est convexe si et seulement si, Vx,y dans I
fly) = f(2) + f (2)(y — ) (A.0.16)
(c) si f € C*(I), alors f est convere si et seulement si f (x) >0, Vo €.

Preuve. (|20])

(a) pour 0 < 0 <1, et x <y dans I, on pose z =60y + (1 —6)z.On a

fOy + (= 0)x) — f(x) _ fOy+ (1 —0)x)— f(x)

0y+(1—0)xr —x 0(y — z)
si f est convexe, on a donc G(z,z) < G(y, ). La réciproque se démontre de méme

facons.

(b) On a f'(z) = lim o) = /) = lim G(z,2).

Z—T r — zZ zZ2—

Si f est convexe, et y > x, on a par (a)

/ f@) = fy)

fle) < HE= = Gy

Et la conclusion en découle. Réciproquement supposons que f vérifie (A.0.16)

)= fO0y+ 1 —0)x)+ f(0y+ (1 —0)a)(y — (By + (1 — O)x))
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f@) > f(Oy + (1= 0)x) + 0y + (1 = O)x)(z — 9y + (1 — 0)x))
donc
fy) = f(Oy + (1= 0)x) + f(0y + (1 = 0)z)(1 - 0)(y — )
f@) > f(Oy + (1= 0)x) + [ (0y + (1 = )x)0(z — y)
En multipliant la premiére relation par 0, la deuxiéme par (1—6) et en additionnant
on trouve
0f(y)+ (1 —0)f(x) = f(By+ (1—0)x)
donc f est convexe.

(c) si f € C*(I) veérifie f”(z) > 0. Alors on a par développement de Taylor, Va,y € I,

dc € [z,y] tel que

F0) = 1) + £ @ -2+ UL 0 > @) f @) - )

donc f vérifie (A.0.16). Par la partie (b) on en déduit donc que f est convexe.
Réciproquement, si f est convexe C!, on déduit de (a) que [ est croissante, donc si

fec f >0

Proposition A.5 (/20])

Soit X un espace de Banach, et F : X — R de classe C*

(i) Alors F est conveze si et seulement si V(x,y) € X?

F(y) > F(z) +dF(x)(y — x) (A.0.17)

(ii) si de plus F € C?, alors F est convexe si et seulement si V(z,w) € X?

d*F(x)(w,w) >0 (A.0.18)
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d*F(z) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Preuve. voir (|20])
| ]
Convexité et semi-continuité inférieure

Le résultat suivant jouera un role essentiel dans toute la suite

Théoréme A.2 ([20])
Soit F': X — R une fonction convexe. on suppose de plus que F est s.c.i pour la topologie
forte on a Vx € X, Ve > 0, 36 > 0 tel que ||u—v||< 9§ alors F(v) > F(u).

Alors f est s.c.i pour la convergence faible, donc

U, = u ,dans X (A.0.19)
F(u) <lim infF(u,) (A.0.20)
Preuve. (|20])
Posons
a = lim iLnf F(uy,). (A.0.21)

Par définition « est une valeur d’adhérence de la suite (F(u,)) (c’est méme la plus petite

valeur d’adhérence). Il existe donc une sous-suite (Uug(n))nen telle que
F (ua(n)) — Q.

Montrons que Ve > 0

Fu) < a+e (A.0.22)

A cet effet, on considére ’ensemble de niveau

c={ve X, Flv) <a+e}.
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Comme F est s.c.i, ¢ est fermé. Par ailleurs, comme F est convexe ¢ est convexe. Le lemme de
Mazur affirme alors que ¢ est fermé pour la convergence faible.Comme F(uq(n)) — o, Ing
tel que n > ng, implique

Ugn) S+ €

donc gy, € .

Comme u,, — u, et ¢ fermé pour la convergence faible, on en déduit

u € ¢,

donc (A.0.20) est établi. m

Remarque : Si F est continue, alors F est s.c.i. Le théoréme (A.2 )montre donc qu’une
fonction continue convexe est s.c.i pour la convergence faible. L’hypothése F convexe est
tout a fait essentielle en dimension infinie.

En combinant le théoréme (A.1) et le théoréme (A.2 ) on obtient alors le résultat suivant

Théoréme A.3 Soit F: X — R. On suppose
a) F est coercive
b) F est convexe
c) F est s.c.i (pour la topologie forte )

Alors, il existe u € X tel que F(u) < F(v) , Vv € X

F(u) = inf F(v). (A.0.23)

veX
Si de plus F est strictement conveze, alors le minimum u est unique.

Preuve. (|20])

(A.0.23 ) résulte directement des théorémes (A.1 ) et (A.2 ). Le seul point a expliquer est
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donc le dernier. Supposons F strictement convexe, et soient u; et us des minimas supposés

distincts. On aurait par stricte convexité

inf F(v) < F(%(ul +up)) < %[F(ul) + Flup)] = inf F(v). (A.0.24)

veX veX

Pour a forme bilinéaire continue, et L forme linéaire, on retrouve le fait que J = %a(., )—
L(.) atteint son minimum en un point unique, elle est en effet coercive, continue, strictement
convexe. m
Point critique et convexité
Soit F' une fonction différentiable de X vers R.Un point v € X est dit point critique pour F

si et seulement si

dF(u) = 0. (A.0.25)

Nous avons vu que les minimas de F, lorsqu’ils existent sont des points critiques pour F,
donc
F(u) = inf,cx F(v).

donc u est un point critique. La réciproque est fausse, en générale,

Théoréme A.4 ([20])
Soit F € C'(X;R) conveze. Alors u € X est un minimum de F si et seulement si u est un

point critique de F, c’est a dire

F(u) = inf F(v) = dF(u) = 0.

veX
Preuve. (|20])
Il faut montrer que si dF'(u) = 0, alors F(u) < F(v), Yv € X, d’aprés la proposition (A.5)

ona F(v) > F(u)+dF(u)(v—u)=F(u), Vv € X n
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5. Indice de Morse

Définition A.5 [17/
Soit un espace de Banach (B, ||.||) est un espace de Hilbert (H, < .,.>) tels que B est un

sous-espace dense de H et

3k>0,Vre€B:<xz><k|xz|?

un opérateur g : R X B — H est dit avoir une stucture gradient si il existe une fonctionnelle
g: R X B — R, avec la propriété que la dérivée partielle de Fréchet de g par rapport a
x € B est donnée par

O.9(t, o)’ = < g(t,x) ' >, teRetx, 2’ € B

Définition A.6 [17/

Supposons que G(\,x)= 0 et que les hypothéses suivante sont satisfaites

1- G est le gradient de la fonctionnelle g de classe C?.

2- Il eziste un ensemble {f, k € N }C B, pour lequel l’ensemble correspondant {u, k € N
}C R est borné inférieurement, et sans points d’accumulations; supposons aussi qu’aucun
réel n’apparait une infinité de fois dans la suite {py, k € N }.

Alors Uindice de Morse de 'équation G(\,x)= 0 est le nombre de valeurs propres de

O:g(N, ) strictement négatives, comptées selon leurs multiplicité.
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6.Démonstration des théorémes d’existence pour les équations in-

tégrales sur des intervalles semi-ouvert

Démonstrations de théoréme 77|50)]

Théoréme A.5 [50]

On commence par cette remarque

Remarque A.1 En utilisant le théoréeme de Tonelli 1.1 et le fait que si f est mesurable

alors | f|P est mesurable, on a (fUT\k(x, 5)]p1ds)£ est une fonction mesurable pourt de [0,T],

et on a la relation (??) par Uinégalité de Minkowski (depuis - > 1) donc

/OT(/OT|/€(90, s)[Prds)nda < (/OT(/OT“{?(% s)lPd) v ds)i = M.

par conséquent, (fOT]k(x, 3)\p1ds)£ est intégrable sur [0, 7).

Preuve. [50] on définie la fonction F : LP[0,T] — LP?[0,T] par

et la fonction K : LP?*[0,T] — L*[0,T] par

Ku(z) = h(z) +/O k(x,s)u(s)ds

et la fonction N : L?[0,T] — LP[0,T] par Nu(z) = K Fu(z)

On note que K est bien définie par l'inégalité de Hdolder

(A.0.26)

/OT\Ku(a:)Ipdx < ot /0T|h($)|de+2p—1 /OT (/OT]k(x,s)Hu(s)\ds)pdx

T
< o / Ih(z)Pdz
0

+ o (/OT (/OT]k(a;,sﬂplds)zﬁdx) (/OT\u<s)|mds)p’;>
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et avec (A.0.26) on a

[ Kullb< 2p’1HhH£+2p*1M§HuH§2< 00 (A.0.27)

on a 'équation (77) est équivalente au probléme de point fixe suivant :
u= ANu

Pour appliquer 'alternatif non linéaire dans le théoréme (1.2) nous devons montrer que N
est continue . F est continue, par conséquent il suffit de montrer que K est continue afin
d’obtenir les conditions souhaitées pour N.

Il est facile de voir que K est continue. Soit u, — u dans LP2[0,T|. Ensuite en utilisant
un argument similaire o celui utilisé pour obtenir (A.0.27) on obtient

| Ky — Kull,< Myllu, — ulb,— 0 lorsque n — oo.

On montre ensuite que K est continue. Soit Q un domaine borné dans L*2[0,T].

On va utiliser le critére de compacité de Riesz (1.4).

La condition (i) dans le théoréeme (1.4) résulte de (A.0.27) et le fait que ||ul|,,< My, pour
tout u € 2.

Pour tout w € Q et z > 0, on a par l'inégalité de Hélder et lintégral de linégalité de

Minkowsk: que
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f0T|Ku(z +2) — Ku(z)|Pdx

T
< ot / h(z + 2) — h(x)|Pda
0

Lot /OT </OT\I<:(z+a:,s) - k($,s)||u(3)|d5>de

o1 /0 (= + 2) — h(z)|Pdz

IN

P

T T o
= 2l | ( / rk<z+x,s>—k<x,s>|mds) '

o1 /0 (= + ) — h(z)|Pdz

IN

v no\#

+ rtpmt /0 (/0 |k(z 4+ z,s) — k(z, s)|pdac) ds
Maintenant en utilisant le fait que la translation des fonctions LT 1 < p < oo est continue
, ON G que
I K u(z + 2) — Ku(x)|Pde — 0 lorsque z — 0
uniformément dans y € Q, et la condition (ii)dans le théoréme (1.4) est démontrée.
Par conséquent par le théoréeme (1.4), on a que K est complétement continue.
Donc on peut appliquer lalternative non linéaire de théoréme (1.2) avec N' =N, U ={u €
LP10,T), |Jull,< M}, et C = E = L*[0,T).

Donc N a un point five dans LT[0, T, et le probleme (1.2.1) a une solution dans L¥[0,T]. m

Remarque A.2 [50] lorsque T < oo, et par définition
h € LP[0,T) <= h € L?[0,T].

Par conséquent, les résultats ci-dessus sont vérifiés également si l’équation (?7) est définie
sur lintervalle semi- ouvert [0,T) avec 0 < T < oo. Le cas ou ’équation (?77?)est définie sur

Uintervalle semi- ouvert [0,00) est plus compliqué, plus de détails dans la prochaine section.
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Démonstrations de théoréme 1.2.3[50]

Théoréme A.6 Preuve. [5(]
Si T < oo la prewve du théoréme (1.7) découle directement du théoréme (?7?). Donc nous
avons seulement besoin de considérer le cas T' = oo.

Soit T = co. On définie G : LT[0, 00) — L]0, 00) par

et N : LP[0,00) — LP[0,00) par Nu(z) = KG(u(x)). En utilisant un argument similaire

a celui de la preuve du théoréme (77), on peut montrer que K est bien définie et
| Kul[2< 2P~ |R|[2+2871 My [Jull?, < oo. (A.0.28)
L’équation (1.2.5) est équivalente au probléme de point fize
u = ANu.

Pour appliquer Ualternatif non linéaire (1.2), nous devons montrer que N est continue.
On a de théoréme (1.6) que G est continue, donc comme dans la démonstration du théoréme
(7?) 4l suffit de montrer que K est continue et pour obtenir les conditions souhaitées pour
N. L’argument pour montrer que K est continue voir le théoréme (7).

Il reste a montrer que K est continue. Soit Q2 un ensemble borné dans L*?[0,00), ¢’est-a-dire
il existe 0 < My < oo tel que ||ul|p, < My, pour tout uw € 2. On a besoin de démontrer que

K est relativement compact.
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Puisque on travaille sur LP[0,00) on doit utiliser le théoréme (1.5).

La condition (i) du théoréme (1.5) résulte de (A.0.28) et le fait que ||u||,, < My, pour tout
u € €, pour tout y € Q) et certains z > 0 et par l'inégalité de Hélder et la version intégrale
de linégalité de Minkowsk:.

I | Ku(z 4+ ) — Ku(x)|Pde
< 2 [Tt o) - bl e

Lot /OOO(/OOOM(Z +2,8) — k(z, 8)||u(s)|ds)Pdz

o1 /Ooom(z 4 o) — h(z)|Pdz

IN

+ 2”1Hu|!£2/ (/ k(2 + 2, 5) — k(x, 5)|P'ds) 7t dx
0 0

or—! /Ooo|h(z + ) — h(z)|"dx

IN

n 2p_1MP(/OO(/OO|k(z+x s) — k(z, 8)|Pdz) 7 ds)*r
1 ) I .
0 0

Maintenant en utilisant le fait que la translation des fonctions LP, 1 < p < 0o sont continues
par rapport a la norme, on a

S 1K u(z + 2) — Ku(z)|Pde — 0 lorsque z — 0

uniformément dans u € ), et la condition (ii)dans le théoréeme (1.5) est démontrée.

Il reste & montrer que (iii) du théoréme (1.5) est vraie. Par l'inégalité de Holder, on obtient

/ |Ku(x)|pdx§2p_1/ |h(:v)|pdx—|—2p_1Mf/

([ Itz dsias
« « 0
qui se rapproche de zéro lorsque o — 0 uniformément pour u € Q, avec h € LF[0,00), et
(S 1k, S)|p1d8)£ est intégrable sur [0,00). Donc (iii) est prouvée.
Donc par le théoréme (1.5) on a K est relativement compact, et que K est complétement

continue.

Comme le théoreme (?7), on va appliquer 'alternative non linéaire ( théoréeme 1.2), avec
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N' = N défini comme ci-dessus, U = {u € L”[0,00) : |jul][,< M} et C = E = L7[0,00).
Notons que la possibilité (ii) du théoréme (1.2 ) ne peut pas étre vérifiée. Donc N a un point

fize dans LT[0, 00), ou de maniére équivalente (1.2.3 ) a une solution u € L¥[0,00) m
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