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 أحمد الله عز وجل الذي أنعم علً بنعمة العلم و سهل لً طرٌقا أبتغً

 .فٌه علما ووفقنً فً إنهاء هذا العمل المتواضع

أهـدي ثمرة جهدي 

  و نبع الحنان إلى أغلى ما وهبنً الرحمان إلى دفًءإلى نبراس الحٌاة      

 العزٌزة  أمـيإلى مصدر الثقة و التً مهما كتبت لن أفً حقها إلى ,     المشاعر

                          حفظها الله و رعاها 

             إلى من علمنً ودعمنً طوال سنٌن دراستً إلى من كان سر بهجتً

  الغالً أبـي            والنور الذي أضاء ضلمتً إلى 

                             حفظه الله و رعاه

 " وليد,عبد الكريم,سعيد,مبروك,علي,لخضر"إلى إخوتً 

 وإلى صغار الأفراد "و الصغيرة وردة,خديجة,صليحة,سعيدة"أخواتً وإلى

وأخخ الممااك أحمد صصلا الديي  ,نسيبة,جمانة,أحمد ياسر,أسيل,سلسبيل,أنفـال,فـاطمة"
 ".والكتكوتتيي أريج و رنيم

 "      آمنة"إلى كل أقاربً و أهلً من بعٌد وقرٌب و خاصة عمً الوحٌد وزوجته و إبنته         

 " مسعودة"         إلى خالتً وإبنتها 

وإلى كل رفٌقاتً فً الدرب و زمٌلاتً طوال مشواري الدراسً و أخص بالذكر 

 " .فرٌدة,إٌمان,هدى,وفاء"

 . رٌاضٌات وإعلام آلًقسمو إلى كل أساتذة " مصطفى عسٌلة"   إلى الأستاذ المشرف الدكتور

إلى كل من مسح دمعً وقت ضعفً وشجعنً وحفزنً لإنهاء بحثً وإلى كل من ساعدنً 

 .ولو بكلمة أو نصٌحة

 .      إلى كل من ٌعرفنً و وسعتهم ذاكرتً و لم أذكرهم فً مذكرتً أقول لهم شكرا

 

 

 

                                                                             



 قـائمة الرموز
 

 

 :الترميز قائمة                                            

𝜝 :فضاء بناخ 

ℋ :فضاء ىيلبرت. 

 . , .  .الجداء السلمي  : 

∥.  .النظيم :∥

(ℋ)ℒ :من المحدودة الخطية الدؤثرات لرموعة ℋ في ℋ 

(F)𝒟:الدؤثر تعريف لرموعة F 

(F)E:الدؤثر قيم لرموعة F 
¹

ˉF :الدؤثر مقلوب F 

*
F: لػ قرين ؤثرالمF 

P𝓗  : علىالإسقاط  مؤثر ℋ 

(ℋ)U :على الوحدوية الدؤثرات لرموعة ℋ 

(F)σ: الدؤثر طيف F 

(𝑥)𝑣:لرموعة جوارات 𝑥 

λE:الدالة الطيفية 

(F)λR:مؤثرالحالة لػ F 

 الجداء السلمي غنً المحدد:[.,.] 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 



 مقدمة

  صفحة2

 

 

 

و رغم حداثة سنو نسبيا إلا أنو يشغل حاليا مركزا متميزا بنٌ العلوم , نشأ التحليل الدالي في أوائل القرن العشرين

ويشغل مفهوم الدؤثر مركز الصدارة فيو و ىو تعميم لدفهوم الدالة في التحليل الرياضي و دراسة . الرياضية الدعاصرة

و من بنٌ الدؤثرات؛ الدؤثر القرين لنفسو الذي . النظرية العامة للمؤثرات تكمن في صلب موضوع التحليل الدالي

 ".حول الدتراجحات بنٌ الدؤثرات القرينة لنفسها"يتمحور حولو موضوع الدذكرة ألا و ىو 

 :و لدعالجة ىذا الدوضوع وضعنا منهج معنٌ لإتباعو احتوى على

 .ثلاث فصول مع مقدمة و خلاصة عامة

يحتوي أىم الدفاىيم و النظريات الخاصة بالدؤثرات الخطية التي ستستعمل في :(معػارؼ أساسية)الفصل الأول

 .الفصول اللاحقة

يحوي ىذا الفصل الدفاىيم العامة لطيف و حالة الدؤثر الخطي و ركزنا فيو على طيف :(دراسة طيفية)الفصل الثاني

 . الدؤثر القرين لنفسو و تحليلو عن طريق دالتو الطيفية

 :فة وفهو الفصل الذي يلم بجوىر الدوضوع عامة و ىو تعميم للمتراجحة الدعر: الفصل الثالثأما

¹ˉ T ≤  ¹ˉ F→     T  ≥ F 

 إلى صنف أوسع و ىو صنف الدؤثرات القرينة  لنفسها و قابلة ; و قابلنٌ للقلب  غنً سالبنٌ F, Tحيث 

 .)غنً سالبنٌ F, Tأي لا يشترط أن يكون ( للقلب



 مقدمة

  صفحة3

فهو يتطلب لرهود لدواجهة العقبات إلا أن , كأي بحث فإنو لا يخلو من صعوبات تواجو الباحث: الصعوبات

ومن . ىذه الأخنًة كانت الحافز و الدافع لبذل مزيد من الجهد في سبيل إكمال ىذا البحث على أحسن وجو

 :الدصاعب 

وىذا خلق عائقا جديدا و ىو مشكل , قلة الكتب و الدراجع في الانترنت و خاصة بالعربية إن لم نقل معدومة-

 .الترجمة و الصياغة

وأتمنى بهذا أن أكون قد وفقت في معالجة موضوع الدذكرة و أن يكون مفيدا ولو بالقليل لكل متخصص  -

 .في ىذا المجال

 
 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 الفصل الأول  مفـاهيم أساسية

  صفحة5

 

 :النظيمي الشعاعي الفراغ .01

 

 𝕂 الحقل على شعاعي فراغ X حيث (X ,   ⃦  .⃦ ) زوج كل نظيميا شعاعيا فراغا يسمى

: يلي ما X من 𝑦‚ 𝑥 كل أجل من يحقق ℝ₊ في Xمن تطبيق   ⃦  .⃦  و (ℝ أو ℂ  إما) 

    0=  𝑥 ⟺ 0=  ⃦   𝑥 ⃦    

   ⃦   𝑥 ⃦ |   λ | = ⃦   𝑥λ ⃦      → 𝕂 ∋  λ ∀ 

    ⃦  𝑦 ⃦   +  ⃦   𝑥 ⃦   ≥   ⃦    𝑦+𝑥  ⃦   

. 𝑥 العنصر نظيم يسمى   ⃦ 𝑥   ⃦ العدد و,نظيما  يسمى   ⃦.⃦    الرمز

 فيو (لكوشي) أساسية متتالية كل كانت إذا بناخ بفراغ النظيمي  الشعاعيالفراغ يسمى:تعريؼ

 .𝜝 بالرمز لو يرمز و بػالفراغ التػام X عندىا يسمى الفراغ  فيومتقاربة
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:  الهيمبرتي الفضاء .02

  فيX×Xتطبيق من φ فراغ شعاعي و Xحيث , (φ, X)يسمى فراغا شبو ىيلبرتيا كل زوج 

𝕂(إماℝ أو ℂ ) كل أجل من يحقق 𝑥, 𝑦, 𝑧 من X  و α من 𝕂 يلي ما: 

 (𝑦, 𝑥     
)𝜑=  (𝑦, 𝑥)𝜑 

  (𝑧, 𝑦)𝜑 + (𝑧, 𝑥)𝜑  =(𝑧 ,𝑦 +𝑥)𝜑 

 (𝑦, 𝑥)𝜑α = (𝑦 ,𝑥 α)𝜑   

 0 ≤ (𝑥, 𝑥)𝜑 ,0 =𝑥  ⟺0=(𝑥, 𝑥)𝜑 

 𝜑( 𝑦,  x) = ⟨𝑦,  x ⟩ :و نكتب⟨.  ,. ⟩بالرمز لو يرمز و السلمي بالجداء φالتطبيق يسمي

 .                                                                                   فضاء شعاعي مزود بالجداء السلمي تي ىو ىيلبر الشبوفضاءال أي

 :يكون x , 𝑦 من أجل كل  :خصائص

∣ : شوارتز- متراجحة كوشي  .1 ⟩𝑥, 𝑦 ⟨ ∣ ≤   ⟩𝑥 , 𝑥 ⟨. ⟩𝑦 ,𝑦 ⟨ 

, 𝑥⟨  = كالتاليℝ في Xالدعرؼ من  h  التطبيق  .2 𝑥 ⟨ (x)h ىو نظيم علىX. 

3.  (−  𝑥 −  𝑖 𝑦 2 𝑖(  𝑥 + 𝑖 𝑦  2 +−  𝑥 − 𝑦 2  𝑥 + 𝑦 2=⟨ 𝑦,  x⟩4 

 :الأضلاع متوازي  قػاعدة .4
 
2( 𝑥 ² +  𝑦 ²)  =𝟤+  𝑥 − 𝑦   𝟤 𝑥 + 𝑦  

 .كل فراغ شبو ىيلبرتي يكون فراغا شعاعيا نظيميا: (1)نتيجة
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يسمى الفراغ الشبو ىيلبرتي بفراغ ىيلبار إذا كان تػاما بالنسبة لنظيمو الدشارك لجدائو : (1)تعريؼ

= 𝑥 أي)السلمي  ⟩𝑥 , 𝑥 ⟨ ) يرمز لفراغ ىيلبار بالرمز ℋ. 

 . ⟨𝑦  ,𝑥   0 :كان إذا 𝑦⊥𝑥 نكتب و متعامدان  أنهماX من 𝑦 ,𝑥 عن يقال  :(2)تعريؼ

 .X (X ⊃M) من جزء M كان إذا  

 N{ X ∋ 𝑦 ∀,   𝑦 ⊥ 𝑥  / X ∋ 𝑥 }: كالتالي يعرؼ M عمودي

.  M N┴:و نكتب M┴بالرمز M لعمودي نرمز و 

 : يكونا متعامدين  إذا وفقط إذا تحققX من 𝑥,𝑦 العنصران:(2)نتيجة

  𝑥  ² +  𝑦 ² =   𝑥 + 𝑖 𝑦  ² و     𝑥  ² +  𝑦 ² =   𝑥 +  𝑦  ² 

 :                                                                             فراغا جزئيا مغلقا منو فإن₀Xفراغا لذيلبار و  ℋكان  إذا[2]:(2)قضية

 

 .ℋو يسمى التحليل العمودي لػ  

 :(3)نتيجة

+𝑦𝑥= 𝑧/ ₀X
⊥

∋𝑦 !∃ ,₀X ∋𝑥 ! ∀ z ∋ ℋ,  ∃ 

P : و نكتب ₀X 𝑧 = 𝑥,  𝑧 P
₀X
⊥ 𝑦=بحيث  : P ₀X  ₀تطبيق الإسقاط علىX  و   P

₀X
⊥ تطبيق  

₀Xالإسقاط على
⊥

. 

Pالتطبيق :(4)نتيجة ₀Xيحقق : 

   -1   P ₀X  =  P
₀X

2     
2-         1   ≥    P ₀X   
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3-        ∀ 𝑥 , 𝑦 ∋ ℋ  →  P ₀X 𝑥, 𝑦 =   𝑥, P ₀X 𝑦   

4-ker P ₀X = ₀X
⊥

  , E)P ₀X ( =  ₀X            

 .(كيفية دلائل لرموعةI ) ℋ جملة عناصر من 𝑖∋I  } }=A(ℯ𝑖)لتكن  :(3)تعريؼ

 : متعامدة إذا كانت متعامدة مثنى مثنى أيAيقال إن الجملة _ 1 

𝑖, 𝑗 ∋ I       𝑖 𝑗   , ℯ𝑖 , ℯ𝑗 = 0. 

 ت متعامدة مثنى مثنى وكان إذا متجانس و متعامد ساسأ Aيقال إن الجملة _2

   ℯ𝑖 = 1 , ∀ 𝑖 ∋ I         .

   .ℋ في كثيف{ℯ𝑖 }   بالأشعة الدولد الفضاء و

     :المؤثرات الخطية .03

 𝕂على نفس الحقل, فراغنٌ شعاعينٌ نظيمينٌ  (X, ║ .║X) ,(Y ,║ .║Y)  نليك

        .ن.ش.ؼ Y, X اختصارا نكتب, (ℂ أو ℝإما )

 .(X قد تساوي 𝒟)X من خالية غنً لرموعة𝒟لتكن 

في    Xيقال أنو قد عرؼ مؤثرا من , Yمن 𝑦 امعنٌعنصرا  𝒟 من 𝑥عنصرإذا أرفق بكل  :(1)تعريؼ
Y,يرمز لو بالرمز F كتبنو: 

𝑥 F = 𝑦 أو (𝑥) F =𝑦 
 الدؤثر تعريف لرموعةتسمى    المجموعة F لذا يرمز و (F) 𝒟.  

  عناصرال لرموعة 𝑦 من Y حيث 𝑥 F =𝑦 و (F)𝒟 ∋𝑥الدؤثر قيم  تسمي لرموعة F لذا يرمز و      

   (F)E كتبنو  :

{ (F)𝒟 ∋𝑥∀  , 𝑥 F = 𝑦 / Y ∋𝑦 }=E(F)  
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 صيغة الدؤثر تكتب كالتالي: 

 

⟶  F: X:    اختصارا نكتب  Y . 

 الأزواج لرموعة(𝑥, F𝑥)  من فراغ X × Yحيث  (F)𝒟 ∋𝑥 الدؤثر بيان  تسميF لو بالرمز يرمز و "

FΓ"  نكتبو: 

⊃ X × Y {(F) ∋𝑥  /(𝑥, F𝑥) } =  FΓ 

 كل أجل من 𝑦 من Y,ر لرموعة العناص 𝑥  من(F)𝒟  حيث 𝑥 F =𝑦العكسية الصورة  تسمي 

 :و نكتب "      F 𝑦"  بالرمزلذا نرمز و 𝑦للعنصر

 

 الدؤثر أصفار لرموعة F نواة الدؤثر  تسمىFبالرمز لذا يرمز  و "Ker F" و نكتب: 

 

 :يقال إن, YفيXمؤثرين من  T ,Fإذا كان : (2)تعريؼ

 :إذا تحقق ما يلي, منطبقان T ,F  الدؤثرين  .1

= 𝒟 F . أ 𝒟 T  = 𝒟  

𝑥  ∀   . ب ∋ 𝒟 ⟶ T(𝑥) = F (𝑥)  

 :إذا تحقق ما يلي T أو اقتصارا للمؤثر,Fللمؤثر  (توسيع)تمديد Tالدؤثر  .2

𝒟(F) . أ ⊃ 𝒟(T)   

⟶ . ب T(𝑥) = F (𝑥) (F)𝒟 ∋𝑥∀  
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 :                إذا تحقق ما يليE(F) في    𝒟 F على تقابل Fالدؤثر  .3

∀ 𝑥 ∋ E,∃!𝑥
𝑦
∋ 𝒟 F /  F𝑥

 𝑦
= 𝑦 

F:    عندىا نكتب
−1
𝑦 = 𝑥

𝑦
 

≠      F 𝑦 ننبو على أنو في الحالة العامة    F
−1
𝑦 

 :إذا حقق ما يلي  خطي مؤثريقال أنو , YفيX منFالدؤثر : (3)تعريؼ 

 .Xالفراغ  من جزئي شعاعي راغؼ 𝒟(F) المجموعة  .1

2.   ₂𝑥F₂α +₁𝑥F₁α  = (₂𝑥₂α +₁𝑥₁α)F ⟶𝕂 ∋ ₂α,₁α∀، (F)𝒟 ∋₂𝑥 ,₁𝑥∀ 

 .L(X, Y ): بالرمز Y في X من الخطية الدؤثرات لمجموعة يرمز

  في حالةY≡X اختصارا نكتب (X)L بدلا من(X, X)L. 

 :فإن L(X, Y ):إذا كان الدؤثر من:(1)نتيجة

 . على التواليX ,Y ,Y×X فراغات شعاعية جزئية من الفراغات Ker F ,E(F) ,FΓالمجموعات  .1

𝐾𝑒𝑟F إذا و فقط إذا كان E(F) و𝒟(F)تقابل على  Fالدؤثر  .2 = 0 . 

F يستلزم الدؤثرتقابل Fالدؤثر  .3
F : أي, خطي أيضا1−

−1
∋  L( X, Y) . 
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 :فراغ المؤثرات الخػطية_ 3.1

 :يعرؼ L(X, Y ) من ₂F ,₁Fمن أجل كل مؤثرين :(1)تعريؼ

 :   كالتالي ₂F ,₁Fجمع الدؤثرين  .1

(₂F)𝒟⋂ (₁F)𝒟∋ 𝑥   ,𝑥₂F  + 𝑥₁F= 𝑥 (₂F+ ₁F) 

  :كالتالي 𝕂 من α بعدد ₁Fضرب الدؤثر  .2

∋ 𝒟 F ,α ∋  𝕂            𝑥 ;  𝑥₁F α =𝑥 ( ₁F α) 

 :(1)نتيجة

F = α Φ , F حيث Φ, Fالدؤثران  -1 =  ₁F +  ₂F  .L(X, Y ) يكونا من  

 .𝕂 تكون فراغ شعاعي على الحقل L(X, Y )المجموعة  -2

 , على التوالي  L, ( Z ,Y)L(X,Y )مؤثرين من Φ, F إذا كان:(2)تعريؼ

 ( Zعلى نفس الحقل.ن.ش.ؼ 𝕂)الدؤثرين (تركيب)فإن جداءΦ, Fيعرؼ كالتالي: 

(Φ)𝒟∋  F( 𝑥) , (F)𝒟 ∋𝑥 /     FΦ  𝑥 = Φ( 𝑥F ) 

 ".جبر" يسمى2إذا زود بالجداء الدعرؼ في التعريف L(X)الفراغ:(3)تعريؼ

  إذا كان في ىذا الجبرFΦ = ΦF ,فإنو يسمى جبر تبديلي. 

  واضح أن الدؤثر الحياديI من (X)L و عليو يسمى, يدثل عنصر حيادي فيو بالنسبة للجداء(X)L 

  . بالجبر الوحدوي
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 : كالتاليL(X, Y ) من Fيعرؼ نظيم الدؤثر   :(4)تعريؼ

      ∥ F ∥=  sup
∥𝑥∥≤1

∥ F𝑥 ∥ = sup
𝑥≠0

∥ F𝑥 ∥

∥ 𝑥 ∥
 

∥لكن ننبو ىنا على أن الحد الأعلى قد يكون غنً منتو أي  F ∥=  و عليو إذا زود الفراغ. ∞+

 ( X, Y)Lبالنظيم الدعرؼ أعلاه يكون فراغا شعاعيا نظيميا غنً عادي. 

 :المؤثرات الخطية المحدودة_ 3.2

 .𝕂  على نفس الحقل .ن.ش.ؼX, Yحيث  L(X, Y ) من Fليكن الدؤثر 

 لرموعة إلى X فيلزدودة  𝒟(F)حول كل لرموعة من إذا  𝒟(F)  علىلزدود Fؤثرالم أن  يقال:(1)تعريؼ

 .Y في لزدودة

 . لزدودFاختصارا يقال أن الدؤثر, Xلزدود على F يقال إن X≡ (F)𝒟  في حالة

                                                                                     :                            يحقق الدتراجحة التاليةМ لزدود إذا وجد ثابت F يقال أن الدؤثر:(2)تعريؼ

X∋ 𝑥∀     , X  𝑥   М  ≥ Y 𝑥 F  

 :إذا تحقق ما يلي, 𝒟(F)من  ₀𝑥مستمر في النقطة  F يقال أن الدؤثر: (3)تعريؼ

ε > ⃦  ₀𝑥 F –𝑥 F ⃦   ⟶( δ>⃦   ₀𝑥 –𝑥  ⃦  / X⋂ (F)𝒟∋ 𝑥∀ )/0 < δ∃,0 <ε ∀ 

 :إذا تحقق مايلي, 𝒟(F)  من₀𝑥 مستمر في النقطة F يقال أن الدؤثر:(4)تعريؼ

 𝑛≥1(𝐹𝑥𝑛)تكون الدتتالية 𝒟(F) من₀𝑥متقاربة نحو  𝒟(F) من 𝑛≥1(𝑥𝑛)من أجل كل متتالية

 . (يسمى ىذا الاستمرار بالاستمرار بتتابع).₀𝑥Fمتقاربة نحو 

إذا كانت التعريف السابقة لزققة من أجل (X يعل) ,𝒟(F) مستمر على Fيقال أن الدؤثر:ملاحظة

 .(X من)𝒟(F)من ₀𝑥كل 
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 .لزدودFمستمر يكافئ Fفإن  L(X, Y )  منFإذا كان الدؤثر:(1)نتيجة

 .ℒ(X,Y)و المحدودة بالرمز  L(X, Y )يرمز لمجموعة الدؤثرات من

  في حالةX≡  Yالفراغ(X, X)ℒ اختصارا نكتب (X)ℒ. 

     :(2)نتيجة

1)  (X, Y)L⊃(X, Y)ℒ. 

2)  (X,Y)ℒ ىو فراغ شعاعي نظيمي3.2 من الفقرة4مزود بأحد النظم في التعريف . 

 .يكون لبناخ أيضا ℒ(X, Y)لبناخ فإن الفراغ  Yإذا كان الفراغ   (3

 .فراغ بناخ يسمى جبر بناخ و ىو وحدوي X حيث ℒ(X) الجبر   (4

 .و ىو جبر  بناخ'Xيسمى الثنوي التبولوجي و يرمز لو بالرمز ℒ(X, 𝕂)الفراغ𝕂≡Yفي حالة :ملاحظة

 : منتو فإنXإذا كان بعد الفراغ :(3)نتيجة

(X, Y)L ≡(X,Y)ℒ 

 : متكافئة التالية الإثباتات :(4)نتيجة

1. (X,Y)ℒ ∋ F.                              

2. F في الصفر مستمر. 

3. F لى كرة الوحدة الدغلقةع دودمح. 

4. F لزدود على سطح كرة الوحدة الدغلقة. 

5. Fيحقق شرط لبشيتز . 

6. Fمستمر بػانتظام . 
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 ℒ(X,Y)  يدكن تعريف في الفراغ, 3.1 من الفقرة4 الدعرفة في التعريفF بالإضافة لنظم الدؤثر: (5)تعريؼ

 :النظيم التالي

{ X ∋ 𝑥 ,   𝑥   М  ≥  𝑥 F / M}min =  F  

 

 :فإن, فراغات ىيلبارX, Y حيثℒ(X,Y)  منF إذا كان الدؤثر:(1)قضية

{1 ≥   𝑦     ,1 ≥  𝑥    ,       F 𝑥 , 𝑦  }sup=  F  

, 𝑦     ,1 ≥  𝑥    ,       F 𝑥   ≤ 1}نضع : البرهان 𝑦  }sup=α 

 :شفارتز يكون_فإنو حسب متراجحة كوشي ,     𝑦     ,1 ≥  𝑥  ≤ 1بما أن

{  F  ≥  𝑦  𝑥  F  ≥  𝑦  𝑥F   ≥    F 𝑥 , 𝑦   

 :من الدتراجحة الأخنًة واضح أن

(1)                          F  ≥ α 

 :فإن, β ≥ α عددا حقيقيا يحقق βمن ناحية ثانية إذا كان 

      (*)             𝑥  β  ≥  𝑥 F  ⟶  X ∋𝑥∀ 

𝑥 فعلا لأنو في حالة =  .الدتراجحة واضحة0

  في حالة𝑥 ≠ 𝑦′ع نض0 =
𝑥F

 𝑥F  
, 𝑥′ =

 

𝑥𝑥

 
𝑥F  حيث  و  ≠ 0 . 

′β ≥    F𝑥فإن , β ≥ αبما أن  , ′𝑦 ′F𝑥   و عليو باعتبار,    , ′𝑦   =
  F𝑥 

 𝑥 
 .لزققة(*) تكون 

 : و حسب تعريف النظيم يكون(*)من الصيغة

(2)                       α  ≥  F  

 :نستنتج أن (2)و (1)من الصيغة
{1 ≥   𝑦     ,1 ≥  𝑥    ,     F 𝑥 , 𝑦  }sup=  F  
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 :(5)نتيجة

 :فإن,  فراغات لذيلبارX,Yحيث ℒ(X,Y) منFإذا كان الدؤثر .1

0 ≡  F   ⟺  (0 =   F 𝑥 , 𝑦  ,  Y∋𝑦∀ , X∋𝑥∀) 

 :فإن,  فراغ ىيلبار مركبX حيثℒ(X) منF  إذا كان الدؤثر .2

0 ≡ F   ⟺  (0 =   F 𝑥 , 𝑥  ,  X∋𝑥∀) 

 :إذا زود بالجداء الدعرؼ بالتركيب أي ℒ(X) الفراغ:(6)نتيجة

₂F ∘₁F=  ₂F .₁F   ⟶  (X)ℒ∋₂F ,₁F 

 . ا فراغا بناخيXو يسمى جبر بناخ إذا كان,يسمى جبر الدؤثرات الخطية المحدودة, يكون جبرا وحدوي

 :(7)نتيجة

1-      ₂F   ₁F   ≥  ₂F. ₁F     ⟶  (X)ℒ∋₂F ,₁F 

2-     1≥𝑛 , F
𝑛+1

= F
𝑛
∘ F ,  F

2
= F ∘ F ,   F

0
= I , (X)ℒ∋F  

3-        1≥𝑛 ,  F  𝑛 ≥  F
𝑛

  ,    (X)ℒ∋F 

: قابمية القمب باستمرار _3.3

يقال أنو أنو قابل للقلب باستمرار إذا وجد لو مؤثر عكسي معرؼ و    X, Y))ℒ من Fؤثرالم :(1)تعريؼ

 :أي. لزدود على كل الفراغ

(X,Y)ℒ ∋ ¹ˉF∃  

 F فإن الدؤثر,  لبناخX,Yتقابلا حيثℒ(X,Y) من F  الدؤثرنإذا كا:(نظرية بناخ للتطبيق العكسي)نتيجة

 .قابل للقلب بػاستمرار
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 قابل للقلب F- I فإن الدؤثر,   F  ≤ 1  لبناخ وX حيث ℒ(X)  منF إذا كان الدؤثر[4]:قضية
 :      عندىا يكون, بػاستمرار

 I– )I–  F(−1 ≤
 F 

1–   F 
  ,    (I–  F)−1 ≤

1 

1–   F  
 

: القرين المؤثر _3.4

  ℋ ₂ في₁ℋ مؤثر خطي منF ويلبارلو ينفراغ ₁ℋ ,₂ ℋ ليكن 

*الدؤثر,F نا للمؤثرقري  مؤثرايسمى:(1)تعريؼ
F  ₂ الدعرؼ منℋ' ₁في ℋ' بحيث من أجل كل (𝑦,𝑥)  من

₂ℋ ×₁ℋيكون      :⟨ 𝑦*F , 𝑥⟩ =⟨ , 𝑦 𝑥 F⟩ 

 فإن ℒ∋F(ℋ,₁ℋ ₂) إذا كان:(1)قضية
*

F موجود ووحيد من(₁ ℋ', ₂ℋ')ℒ يحقق :

∥ *
F ∥ F ∥  = ∥ 

: فإن 𝕂 ∋ β,α و  ℒ(ℋ) من مؤثرين ₁F  ̗₂F إذا كان:خصائص 

1. 
    *₂Fβ +  

*₁F
   

α   =
*

(₂F β+₁F α) 

2.       
*₁F 

*₂F = 
*

)₂F ₁F( 

3.             F = 
*

(
*

F) 

* :فإن للقلب قابل F كان إذا    .4
F ¹  يكون عندىا للقلب قابل  أيضا ̄(*

F) = 
*

(¹ ̄F). 

5.     
*

FKer =┴((F)E),   F Ker= ┴((
*

F)E) 

 :المؤثر القرين لنفسه_3.5

: أنو نقول ℒ(ℋ) من مؤثر Fليكن 

* حقق إذا (ىنًميتي)لنفسو قرين
F  =F نكتب و  : 

⟨ 𝑦F, 𝑥⟩ = ⟨𝑦, 𝑥F⟩ ;   ℋ∋𝑦  ̗𝑥 ∀ 
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: فإن, لنفسو قرين F كان إذا [2]:(2)قضية

 ∥ F ∥= 𝑠𝑢𝑝
∥𝑥∥≤1

  F𝑥, 𝑥   

  ∥ F ∥ =  sup
∥𝒙∥=𝟏  

⟩F𝑥, 𝑥 ⟨ = max) MF  , | 𝑚F  ) 

𝑚F  :حيث = inf
∥𝒙∥=𝟏

⟩F𝑥, 𝑥 ⟨ ,     MF  = sup
∥𝒙∥=𝟏  

⟩F𝑥, 𝑥 ⟨ 

* و ℒ∋F(ℋ) إذا كان: خصائص
F=F فإن: 

1-     ℝ ∋⟨𝑥,  𝑥F⟩   ,  ℋ∋𝑥∀ 

2- ∥ F ∥ = sup
∥𝒙∥=1  

  F𝑥, 𝑥      

3-     F 2 =  F
2

     

 :أنو نقول ℒ(ℋ) من مؤثر Fليكن: (4)تعريؼ

I. 0:  يحقق و قرين لنفسو كان إذا موجب < ⟨𝑥,  𝑥F⟩  ̗ℋ ∋𝑥∀ 

II. يطبق أي وحدوي ℋ كل على ℋ ويحقق: 

⟨𝑦,  𝑥⟩ =⟨𝑦,  𝑥F⟩ ℋ ⟶  ∋ 𝑦,𝑥∀  

 :وحدوي فإن F و ℒ∋F(ℋ)إذا كان :خصائص

1-   F يدلك مؤثر عكسي و يكون وحدويا أيضا. 

2-   ⟨𝑦¹̄ F, 𝑥⟩ =⟨𝑦,  𝑥F⟩ ℋ ⟶  ∋ 𝑦,𝑥∀  

3-  ∥ F ∥ = 1    

kالدؤثر  -4
F (k∋ℤ(وحدوي .   
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 مؤثر U وجد إذا ايووحد متكافئان ماأنو نقول ℒ(ℋ) من مؤثرين ₂F ̗ ₁F ليكن :(5)تعريؼ

ℋ من وحدوي ×ℋ  ققيح و: 

₂F   ¹⁻U₁FU 

 : ₂F ̗ ₁F الدؤثرين بنٌ [1]الوحدوي للتكافؤ يرمز و 

₂F ≅₁F 

 

 :المؤثر الموجب و الجذر التربيعي_3.6

 حيث ℒ∋F(ℋ)ليكن 
*

F= F 

  :Fنقول أن الدؤثر:تعريؼ

 :غنً سالب إذا تحقق .1

0≤ ⟨𝑥,  𝑥F⟩ ℋ ⟶  ∋ 𝑥∀  

 :موجب إذا حقق .2

0 < ⟨𝑥,  𝑥F⟩ ℋ ⟶  ∋ 𝑥∀  

 .جداء مؤثرين غنً سالبنٌ و تبديلنٌ ىو مؤثر غنً سالب:نتيجة

½كل مؤثر غنً سالب يدلك جذرا تربيعيا وحيدا يرمز لو بالرمز[4]:(1)قضية
F يحقق:   

1. 
½

Fمن  (ℋ)ℒ غنً سالب. 

2. 
½

F تبديلي مع أي مؤثر تبديلي مع الدؤثر F. 
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.01    طيؼ المؤثر الخطي  

 .فراغ ىيلبار مركب ℋ حيث  , L∋F(ℋ) ليكن

 و يرمز F فإن ىذا الدؤثر يسمى مؤثر الحالة للمؤثرIλ -Fإذا وجد مؤثر عكسي للمؤثر λمن أجل العدد الدركب 

 .Iλ -F( =(F)λR(ˉ¹ و نكتبλR(F)لو بالرمز

 التي من أجلها λلرموعة القيم  بأنها ρ(F)  و يرمز لذا بالرمزFنعرؼ لرموعة الحالة للمؤثر  :(1)تعريؼ

 .لزدود و معرؼ على كل الفراغ λR(F) قابلا للقلب باستمرار أي الدؤثر Iλ- F يكون الدؤثر

بأنو المجموعة الدتممة لمجموعة الحالة في الفراغ الدركب  σ(F) و يرمز لو بالرمزF يعرؼ طيف الدؤثر :(2)تعريؼ

 :أي

(F)ρ \ ℂ=  (F)σ . 

 : ينقسم إلى ثلاثة أقسامF من خلال التعريفنٌ السابقنٌ نستنتج أن طيف الدؤثر  :ملاحظة

النقطي يرمز لذا   الطيفيتسم,  لا يقبل مؤثرا عكسياλF التي من أجلها الدؤثر λلرموعة الأعداد الدركبة     .01

 (Fلػو ىي القيم الذاتية ) σP(F): بالرمز

  يقبل مؤثرا عكسيا لرموعة تعريفو λF من أجلها الدؤثر ,λلرموعة الأعداد الدركبة     .02

  σC(F):الطيف الدستمر و يرمز لو بالرمز ى تسم, لكنو ليس مستمراℋ كثيفة في

  لرموعة تعريفو ليست كثيفة فينلك,  يقبل مؤثرا عكسياλF من أجلها الدؤثر λلرموعة الأعداد الدركبة  .03

ℋتسمى الطيف الباقي و يرمز لذا بالرمز : (F)σR. 

 .أجزاء الطيف تشكل تجزئة لو:(1)نتيجة

 : ىو لرموعة قيمو الذاتية أيF منتو فإن طيف الدؤثر ℋإذا كان بعد :(2)نتيجة

∅=(F)σR =(F)σC و (F)σP =(F)σ. 
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 :فإن ℒ∋F(ℋ) إذا كان:(3)نتيجة

1.       (F)σ لرموعة متراصة في ℂ  

2.      (F)ρ ⊃{  ⃦  F ⃦<   ⃒λ⃒ ,ℂ ∋λ} 

3.     {  ⃦  F ⃦≥   ⃒λ⃒ ,ℂ ∋λ }⊃(F)σ 

    /σ∋  λ(F) } :فإن ℒ∋ ¹ˉF(ℋ)       إذا كان .4
 1

λ
}=(¹ˉF)σ 

5.      { (F)σ∋  λ /  λ
 

}=(
*

F)σ     

                       

 : طيؼ المؤثر القرين لنفسه .20

و ℒ∋F(ℋ)إذا كان :معلوم أنو
*

F=F فإن:  

 . حقيقيةF كل القيم الذاتية للمؤثر .1

 .كل شعاعنٌ ذاتينٌ مرفقنٌ بقيمتنٌ ذاتيتنٌ لستلفتنٌ يكونا متعامدين .2

 فإن متممو العمودي, F ثابت بالنسبة للمؤثر Mإذا كان الفراغ الجزئي  .3
┴Mيكون كذلك . 

 :القرين لنفسو إذا و فقط إذا كانF يكون قيمة ذاتية للمؤثر λ العدد[8] :(1) ضيةؽ

 ℋ ≠     (E(𝐹𝜆)        ) 

 :البرهان

 [⇐] لتكنλ  قيمة ذاتية للمؤثر و الفراغM بما أنالذاتي الدرفق بها: 

┴M ∋ 𝑧 , M∋𝑦/    =𝑦+𝑧 𝑥 ℋ ⟶∋𝑥∀  

 :     فإن

(1)             𝑧 (Iλ -F( )𝑧  =Iλ -F)𝑦+(Iλ -F = (𝑥)Iλ -F( 
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 )M ∋𝑧 )Iλ -F┴:  تكون3 فإنو حسب التذكنً M┴من 𝑧 بما أن 

⊂        E(𝐹𝜆) نجد   (1)ومنو حسب الصيغة M
┴

 : أي أن ,  

M
┴

 =  E(𝐹𝜆)        ⊃ M
┴    

 

         ℋ ≠    E(𝐹𝜆) و بالتالي يكون 

 [⇒]    لتكونℋ ≠ E(𝐹𝜆)        معلوم أن الفراغℋيدكن كتابتو كالتالي : 

ℋ = E(𝐹𝜆)         ⊕  E(𝐹𝜆)        ┴ 

,𝐹𝜆𝑥⟨ : و منو نستنتج أن ₀𝑥  ⟨ = 0 / 0 ≠ 0𝑥∃ ,(0 ≠ 𝑥), ℋ∋𝑥∀  

 :لاحظ أن

(2)  ⟩𝐹𝜆𝑥, ₀𝑥  ⟨ = ⟩𝑥, F
𝜆

∗
₀𝑥 ⟨ = ⟩𝑥 , ( F

∗
− λ  I) ₀𝑥 ⟨ = ⟩𝑥, (F − λ  I) ₀𝑥 ⟨ = 0  

𝑥 من أجل = 𝐹 ₀𝑥 −  λ  ₀𝑥 ∥ تعطي   (2) الصيغة   𝐹 ₀𝑥  − λ   ₀𝑥 ∥=  :أي أن 0

0 ≠ 0𝑥 ,   𝐹 ₀𝑥 −  λ  ₀𝑥 

 .F قيمة ذاتية للمؤثر   λمنو نستنتج أن و

 . قيمة ذاتية لوλ  قرين لنفسو فإنF بما أن الدؤثر

 :(1)نظرية

 ℋ =   E(𝐹𝜆): القرين لنفسو إذا وفقط إذا كان F يكون نقطة نظامية للمؤثرλالعدد 

 :البرهان

 [⇐]واضح حسب تعريف النقط النظامية. 

 [⇒] نفرض أنℋ =   E(𝐹𝜆) 
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 .)Iλ -F(ˉ¹ىذا يعني وجود الدؤثر العكسي, F  لا تكون قيمة ذاتية للمؤثرλحسب القضية السابقة 

و عليو ,  يكون لزدودا )Iλ -F(ˉ¹فإنو حسب نظرية بناخ للتطبيق العكسي الدؤثرℋ =   E(𝐹𝜆) بما أن  

 .F يكون نقطة نظامية للمؤثر λالعدد 

 : (2)نظرية

 :و فقط إذا تحققت الصيغة التالية   القرين لنفسو إذا F يكون نقطة نظامية للمؤثرλالعدد 

ℋ ⟶∥ F
𝜆 
𝑥 ∥≥ 𝑘 ∥ 𝑥 ∥∋𝑥 ∀ /0  <𝑘∃ 

 : البرهان

 [⇐] من أجل(F)ρ∋ λ   يكون الدؤثر𝐹𝜆عندىا تتحقق الصيغة التالية, قابلا للقلب باستمرار: 

(1) ∥ 𝐹
λ 

−1

 
𝑦 ∥≤ ∥ 𝐹

λ 

−1
∥∥ 𝑦 ∥ 

= 𝑦بتعويض 𝐹
λ
𝑥نجد (1) في الصيغة: 

∥ F
𝜆 
𝑥 ∥≥ 𝑘 ∥ 𝑥 ∥    / 𝑘 =  

1

∥ 𝐹
λ 

−1
∥
 

 [⇒]  عندنا: 

ℋ ⟶∥ F
𝜆 
𝑥 ∥≥ 𝑘 ∥ 𝑥 ∥             (2) ∋𝑥 ∀ /0  <𝑘∃ 

 أن 1ىذا يعني حسب القضية. F  ليست قيمة ذاتية للمؤثر𝜆 أي أن , F𝜆ˉ¹ الصيغة تعني وجود الدؤثر

E)𝐹𝜆(
        = ℋ و منو لبرىان الدطلوب(أيℋ=E(𝐹𝜆))  يكفي برىان أنE(𝐹𝜆) مغلقة في الفراغ ℋ. 

 :أي ℋ متقاربة فيE(𝐹𝜆)متتالية كيفية من𝑛≥1(𝑦𝑛)لتكن 

𝑦= lim
𝑛→∞

𝑦𝑛    /ℋ ∋𝑦∃ 

𝑦: و منو بوضع
𝑛

= 𝐹
λ 
𝑥𝑛,  𝑛 ≥  :نستنتج أن(2)من الصيغة, ∀1
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∥ 𝑦𝑛−𝑦𝑚 ∥≥ 𝑘 ∥ 𝑥𝑛−𝑥𝑚 ∥                     (3) 

 لكوشي 𝑛≥1(𝑥𝑛)تكون الدتتالية(3)و منو حسب الصيغة,   متقاربة فإنها لكوشي𝑛≥1(𝑦𝑛)بما أن الدتتالية

 :  أي,  التام و بالتالي فهي متقاربة فيوℋأيضا في الفراغ

𝑥= lim
𝑛→∞

𝑥𝑛   /   ℋ ∋𝑥∃ 

𝐹بما أن الدؤثر
λ 

 فإن ,   مستمر

F
𝜆 
𝑥= lim

𝑛→∞
F
𝜆 
𝑥𝑛  = lim

𝑛→∞
𝑦𝑛  =  𝑦 

= 𝑦:لاحظ أن F
𝜆 
𝑥 ∋ E(𝐹𝜆)    ,و بالتالي (E(𝐹𝜆تكون مغلقة . 

𝐹حسب نظرية بناخ للتطبيق العكسي الدؤثر
λ 

Fو عليو يكون الدؤثر,  يكون لزدودا1−
𝜆 

,  قابلا للقلب باستمرار

 .  ρ∋ λ(F)أي أن 

Fإذا كان[4]:(2)قضية
 

 فإن  ,ℒ(ℋ) مؤثرا من

ℝ⊃  σ F ⟹   *
F=F 

 : نبرىن أنو: البرهان

(F)ρ∋ λ  →  0 ≠ β / β𝑖+ α =λ  ∀ 
 :لاحظ

⟨ −(𝛼 +  𝛽𝑖)𝑥 𝑥F −)𝛼 +  𝛽𝑖(𝑥,𝑥F = ⟩   ∥ 𝑥F − ( 𝛼+ 𝛽𝑖)𝑥 ∥2 

⟨ −𝛼𝑥 −  𝛽𝑖𝑥𝑥F  − 𝑥𝛼 −  𝛽𝑖 𝑥 ,𝑥F =  ⟩ 

− 𝛽𝑖𝑥 , 𝑥F  ⟨⟩− ⟨, − 𝛽𝑖𝑥 𝑥F+   β2 ∥ 𝑥 ∥2   + ⟩  ∥ 𝑥F −𝛼𝑥 ∥2   = 

                   ⟨, 𝛽𝑖𝑥 𝑥F+⟩ ⟨, 𝛽𝑖𝑥 𝑥F⟩       =∥ 𝑥F −𝛼𝑥 ∥2+   β2 ∥ 𝑥 ∥2 − 

 =∥ 𝑥F −𝛼𝑥 ∥2+   β2 ∥ 𝑥 ∥2                                                     
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 :ومنو يكون

∥ )F −  Iλ (𝑥 ∥2≥ β2 ∥ 𝑥 ∥2 , β ≠ 0 

)ℝσ)F  و بالتالي يكون σ∌  λ (F) أي أن  ρ∋ λ(F) يكون2و بالتالي حسب نظرية ⊃   . 

 ℝ⊃ (F) σ  ,( ]∞+ , 0] =  ₊ℝ)₊ فإنغنً سالب ℒ(ℋ) مؤثرا منF إذا كان:(3)قضية

و بالتالي )ℝ⊃ σ)F غنً سالب ومنو ىو القرين لنفسو حسب القضية السابقة يكون F الدؤثر: البرهان

   ρ∋ λ     ⟹₋*ℝ  ∋ λ   ( ] 0, ∞‒[ =₋*ℝ)(F):  يكفي برىان أن)ℝ⊃  σ)F₊, لبرىان

,𝐹𝑥⟨  ≥  0:  غنً سالب فإنFبما أن الدؤثر 𝑥 ⟨ ⟶   ℋ∋ 𝑥∀  

*و منو باعتبار 
F=F,  ₋*ℝ  ∋ λ   يكون: 

⟨𝑥λ -𝑥F, 𝑥λ -𝑥F⟩=∥ ( Iλ −  F)𝑥 2→ ℋ ∋𝑥∀ 

=∥ F 𝑥 ∥2−2λ⟩𝐹𝑥, 𝑥 ⟨ + λ
2
∥ 𝑥 ∥2 ≥∥ F 𝑥 ∥2+λ

2
∥ 𝑥 ∥2  ≥ λ

2
∥ 𝑥 ∥2 

 :ىذا يعني أن

≥ λ
2
∥ 𝑥 ∥2 ∥ ( Iλ −  F)𝑥 2 ℋ⟶∋ 𝑥 ∀ 

 .ρ∋ λ(F) :أي أن

 :فإن,  قرينا لنفسوFإذا كان الدؤثر: نتيجة

1. ⊃  𝑚 𝐹,𝑀F    (F) σ. 

2. 𝑚 𝐹,𝑀F ∋ σ(F)   

 :حيث

MF = sup
∥𝒙∥=𝟏  

⟩F𝑥, 𝑥 ⟨,   𝑚F = inf
∥𝒙∥=𝟏

⟩F𝑥, 𝑥 ⟨ 
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 :التحميل الطيفي لممؤثر الخطي .03

* و ℒ (ℋ)من Fليكن
F=F   

 Fللمؤثر تسمى تحليل وحدةℝمن  λ الدتعلقة بوسيط حقيقي    𝐸𝜆{لرموعة مؤثرات الاسقاط: تعريؼ

 : إذا حققت الشروط التاليةالقرين لنفسو

FT  وℒ ∋ T (ℋ)إذا كان  -1 =  TFفإن: 

𝐸𝜆 T =  T 𝐸𝜆  →  ℝ  ∋ λ ∀ 

2- 𝐸𝜆  ≤ 𝐸𝜇     ,    𝜆 ≤ 𝜇               

3- }𝐸𝜆       مستمرة من اليمنٌ أي أن  𝐸λ+0 =  𝐸λ  

4- 𝐸𝜆     
0           −∞ < λ < 𝑚F 

1               𝑀F ≤ λ < +∞
  

 𝐸𝜆بأنها الدالة F لدؤثرل تعرؼ الدالة الطيفية :تعريؼ

 : يكتب عن طريق دالتو الطيفية كالتاليF كل مؤثر قرين لنفسو يدلك تحليل وحدة عندىا الدؤثر[9] :قضية

F =  λ 𝑑𝐸λ  

 𝑀
F

𝑚
F
−0

                     

 :ℝ من 0λ لتكن: نتيجة

  𝐸𝜆 →  𝒱∋λ∀ / (₀𝑥)𝑣 ∋𝒱 ∃ ⟺  (F)ρ∋ 0λ  (ثابت) .1

2. 0 ≠𝐸 ₀λ − 𝐸 ₀λ −0   
⟺  (F)σP ∋ 0λ
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: الفراغات ذات المسافة غير المحددة .01

  ℂ  فيX×X تطبيق من h و ℂ فراغا شعاعيا على الحقل Xليكن 

= α ∋ ℂ  (y ,𝑥) h 

 : مسافة غنً لزددة إذا حقق الشروط التاليةhيقال أن  :(1)تعريؼ

1 . ∋ℝ (x  ,  x) h   ⟶ X∋ x∀      . 

2       .(𝑦, 𝑥)       h =  (x, y)h  ⟶  X∋ y , x ∀  

3  .(y, z)hβ + (x, z)h α =(z , y β+ α x ) h ⟶ ℂ ∋β  , α ∀ , X ∋𝑧,𝑦,𝑥 ∀                   

. يسمى جداء سلمي غنً لزدد[.,.]أيضا   .h(x, y)= [𝑥, 𝑦: ]أي [.,.]و نرمز لو بالرمز 

. يدلك أي إشارة [x , x]  الدقداريأ, الإشارةغنً لزدد أي غنً لزدد  :ملاحظة

  الفراغX أي الزوج [.,.] إذا زود بالجداء السلمي غنً المحدد ([.,.], X) ًيسمى فراغ ذي مسػافة غن 

. لزددة

 :أنو يقال Xمن  x العنصر :(2)تعريؼ

. ( 0 ≥[x , x])  [x x ,]>0إذا كان , x ( 0 ≥ x) > 0  :و نكتب (موجبغنً )سالب .1

. (0 ≤ [, x x]) [x x ,] > 0 إذا كان ,x (0 ≤ x) > 0:و نكتب (سالبغنً ) موجب    .2

           .[x x ,] = 0 : إذا كانx   = 0لزايد و نكتب  .3

و لمجموعة , X₋₋ولمجموعة كل العناصر السالبة بالرمز  , X₊₊ بالرمز Xنرمز لمجموعة كل العناصر الدوجبة من 

:  أي₀Xالمحايدة بالرمز  كل العناصر

 {0 < [x , x] \ X ∋ x } =₋₋X  

{ 0 < [  , x x] \ X ∋ x }=₊₊X 

{0 = [ x , x] \ X ∋ x }  = ₀X 
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                                               ₀X ⋃ ₊₊X=  ₊X  ,   ₀X ₋₋⋃X =₋X  :نضع

 . غنً الدوجبةX  لرموعة العناصر منX₋ غنً   السالبة و X  لرموعة العناصر من X₊:  أي

:  يقال أنػهاX من Mالمجموعة  :(3)تعريؼ

. X ⊃M(₋₋X ⊃M)₋: إذا كانت (سالبة)ليست موجبة  .1

. X ⊃M(₊₊X ⊃M)₊: إذا كانت (موجبة)ليست سالبة  .2

 .₀X ⊃M: مػحايدة إذا كانت .3

: (4)تعريؼ

 𝑦[⊥] x:و نكتب[y  x ,]  0 =  يقال أنهما متعامدان إذا تحققX من  x y, العنصران (1

 :  يقال أنهما متعامدان إذا تحققX من B وAالمجموعتان  (2

𝑦[⊥]𝑥 ⟶ B ∋𝑦∀ , A ∋𝑥∀            

. B[⊥]A: و نكتب

  : كالتالي الدعرفةB بأنها المجموعة X من Aيعرؼ الدتمم العمودي للمجموعة :(5)تعريؼ

{ A [⊥],   x  X∋   x}  = A[⊥]=B 

 : يدكن كتابتو من الشكل(X ,[., .])نفرض   الآن أن الفراغ  

(⋇) …     ..₋X [⊥]₊X   ,  ₋X  [⊕] ₊X=  X 

.  [ .,].يرمز للجمع الدباشر الدرفق بػ   [⊕]

    :أنأي  ىو فراغ شبو ىيلبرتي (X₋,  [ .,.]) و(X₊  ,[ .,.](لاحظ أن كل من الفراغنٌ 

 [ 𝑦, 𝑥] =  ⟨𝑦,  𝑥 ⟩; ₊X ∋ 𝑦 ,𝑥∀و  [ 𝑦 , 𝑥] = − ⟨𝑦 ,𝑥⟩; ₋ X ∋ 𝑦 ,𝑥∀ 

 .(⋇) بأنو التحليل الدوجود في الصيغة Xيعرؼ التحليل النموذجي للفراغ  :(6)تعريؼ
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فإن الفراغ  (تامة) فراغات لذيلبار X₋ و X₊إذا كان في التحليل النموذجي كل من  :(7)تعريؼ

 )[. ,.],   X( بالإضافة إلى ذلػك إذا كان'' فراغ كرين'' يسمى :

₋) = k< ∞          X dim,  ₊Xdim min ( 

. ''بنتريـاقين'' يسمى فراغ )X , [ .,.] (الفراغ فإن 

فراغ كرين يدكن اعتباره كػفراغ ىيلبار عادي ذلك لأنو يدكن تعريف جداء سلمي من خلال الجداء  :(1)نتيجة

. السلمي غنً المحدد

 X [⊥]₊X,   ₋X [⊕] ₊X=  X₋ :بما أنفعلا 

₋∋ X₋ 𝑦, ₋𝑥 ;  ₊X ∋₊𝑦 ,₊𝑥/ (₋𝑦  +₊𝑦 = 𝑦  , ₋𝑥 +₊𝑥 = 𝑥 ) X ∋ 𝑦, 𝑥∀ 

(1)    ……[   ..₋𝑦 , ₋𝑥] − [ ₊𝑦,  ₊𝑥]   =⟨𝑦,  𝑥 ⟩ 
:  في الحالة الخاصة إذا كانت

[ 𝑣, 𝑢]  = ⟨𝑣, 𝑢⟩ ⟶      ₊X ∋ 𝑣,  𝑢 

[ 𝑣, 𝑢] −=  ⟨𝑣, 𝑢⟩    ⟶  ₋X ∋ 𝑣, 𝑢 

   :لاحظ

(2)  ⟨₋𝑦 , ₋𝑥⟩+₊⟨𝑦 , ₊𝑥⟩=[₋𝑦 ,₋𝑥] +[₊𝑦 , ₊𝑥][=₋𝑦 +₊𝑦 , ₋𝑥 +₊𝑥]=[𝑦 , 𝑥] 

₋X ₊⊥X ⟹ 0 =[𝑣 ,0] − [0, 𝑢] = ⟨𝑣, 𝑢⟩ ⟶ ₋X ∋ 𝑣 ,₊X ∋ 𝑢 

 . كفراغ ىيلبارX₊⊕X =X₋:أي يدكن كتابة 

: المسقط النموذجي و التناظر النموذجي_1.1      

  X  [⊕] ₊X =X₋ فراغ كرين و Xليكن  

 (I  =  ₊P + ₋Pحيادي) P,  ₋ P₊ىذا التحليل يولد مؤثري إسقاط  
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₋X=X₋P , ₊X = X₊P و منو: ₋𝑥  =𝑥₋P, ₊𝑥 = 𝑥 ₊P(₊P,₋P  تسمى الإسقاط النموذجي). 

بالنسبة للجداء السلمي الناتج .(و منو قرين لنفسها)  ىػما مؤثرا إسقاطP, ₋P₊ فإن X₊⊕X =X₋: بما أن

: أي يكتب [  . , .]عن  

X₋P⊕ X₊P =  ₋X₊⊕X  = X 

:  نكتب  و P −₊P₋بأنو الدؤثر  J و نرمز لو بالرمز Xيعرؼ التناظر النموذجي الدرفػق بالفراغ  :(8)تعريؼ

₋P −₊P = J 

 :يحقق الخصائص التالية  Jالتناظر النموذجي  :خصائص

1. *J = J 

2. 
2J  =J 

3. J
−1

 * =J 

4. ₊Xي للمؤثر ػػالفراغ الذات  ىوJ1  الدرفق بالقيمة الذاتية λ  = . 

5. ₋X ىو الفراغ الذاتي لدؤثر J 1 الدرفق بالقيمة الذاتية − = λ. 

6. ₋𝑥 − ₊𝑥 = (₋𝑥+ ₊𝑥) J  

 نقول عن :(9)تعريؼ
Fإذا حقق (تقايس)أنو شبو وحدوي:  

ℋ∋𝑥 ;    [𝑦 ,  x] = [𝑦F,  𝑥F] 

  عندىا يسمىℋ = (F)Eوإذا كان . شبو وحدوي _J و نكتب 
Fوحدوي. 

  : ىو وحدوي و متناظر فإن طيفو ىوJما أن ػب :(2)نتيجة

{1, 1− }(  =J) Pσ   =(J)σ 

 :نستنتج أن (1) و (2) باستعمال التناظر النموذجي من الصيغة:(3)نتيجة
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(3)..  …⟨ 𝑦 , 𝑥 J  ⟩ =[𝑦 , 𝑥]  , [𝑦 , 𝑥 J ]  = ⟨𝑦 , 𝑥 ⟩ 

∥² = [ x  𝑥 J  ,],  [x , x]  = ⟨ x , 𝑥 J ⟩  :و منو نكتب 𝑥 ∥ 
 

: (4)نتيجة

  𝑥,𝑦  ≤ ∥ J ∥∥ 𝑥 ∥∥ 𝑦 ∥  = ∥ 𝑥 ∥. ∥ 𝑦 ∥   ;  𝑥, 𝑦 ∋ X 

: (5)نتيجة

1. [𝑦J , 𝑥][  = 𝑦, 𝑥 J ] X    ∋𝑦, 𝑥 

2. [𝑦, 𝑥][ = 𝑦J  , 𝑥 J ] ,  X ∋𝑦, 𝑥  

. فراغ_ J :أيضافراغ كرين يسمى 

: غير مقمص _J المؤثر _1.2

_  XJ      مؤثر لزدود منF على التوالي و X ,Y التناظر النموذجي لػ XJ , YJ فراغنٌ لكراين و Y, Xليكن 

 .فراغ_  YJفراغ في  

: غنً مقلص إذا تحقق_(XJ , YJ)  مؤثرFنقول عن :(10)تعريؼ

X ∋ x ∀   ,  X[ , x  x ]≤  Y[𝑥F,  𝑥F] 

 : التناظر النموذج الدرفق فإنJ و Y ≡ Xإذا كان -

01. F يسمى J_ غنً مقلص 

 .''ثنائي غنً مقلص _J''   يسمىFغنً مقلص فػإن  _F _J*غنً مقلص و أيضا  _F _ Jكان إذا  .02

 وموجبنٌ و قابلنٌ للقلب الصيغة التالية دوما ℒ(ℋ)مؤثرين من  F, T  فراغ لذيلباروℋمعلوم عندنا إذا كان 

  :لزققة
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 (1)     ……T
−1

≤ F
−1

 → T ≥ F 

لتعميم ىذه النتيجة  إلى صنف أوسع من صنف الدؤثرات الدوجبة و ىو صنف الدؤثرات القرينة لنفسها و القابلة 

 .للقلب فقط

 :وضحنا ىذا من خلال طريقتنٌ

 الطريقة الأولى ىي معيار الإشارة و الطريقة الثانية ىي الدعيار الطيفي و ذلك باستعمال التحليل النموذجي للفراغ

ℋكالتالي 6 الوارد في التعريف: 

  . دالتو الطيفيػةλEو  قرين لنفسو و قابل للقلب و ℒ(ℋ)  مؤثر منFإذا كان

 :نضع-

      ℋ
+
)F( =  I − E₀  ℋ   ,ℋ

−
)F( = E₀ℋ 

ℋ :   أي
+
)F( = ₊X   , ℋ

−
)F( = X₋  حيث₊X , ₋X الواردين في تعريف التحليل النموذجي 

 : الدعرؼ كالتالي𝐽Fىو الدؤثر  Fعندىا يكون التناظر النموذجي الدرفق بالدؤثر 

  𝐽F =   I − 2E₀    

 :نضع

P+)F( = 𝑑𝑖𝑚ℋ
+
)F(                               ,  P−)F( = 𝑑𝑖𝑚ℋ

−
(F) 

P )  :نسمي الزوج الدرتب
+
)F(, P

−
)F( )"  الدؤثر"بإشارة Fو يرمز لو بالرمز 𝓈)F(. 

 

 

 :المعيار حسب الإشارة. 02

T ≥ F, T مؤثرين قابلنٌ للقلب و قرينان لنفسيهما إذا كان T و Fليكن :(1)نظرية
−1

 ≤ F
−1

 فإن
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 𝓈)T( = 𝓈(F) و منو ينتج أن الدؤثرين 𝐽F و  𝐽Tمتكافئان وحدويا      . 

    :البرهان

P : بفرض
+
)F( >  P

+
)T( , عندىا يوجد g ∋  ℋ

+
)F(0 و  ≠g و يحقق:⊥  ℋ

+
(T)g ىذا 

ℋيعني أن   
−
)B(  ∋gو لذذا يكون : 

  < 0 <   F g , g    T g , g  و ىذا يناقض الشرط T ≥ Fو بالتالي يكون عندنا : 

 P
+
)F( ≤  P

+
)T( . 

Tنستعمل نفس البرىان للمؤثرين 
−1

 ,F
 :  نحصل على1−

P
+
)T( P

+
)F( ≥ 

P :وعليو يكون
+
)F( =  P

+
)T(.  

Pو بنفس الطريقة نجد الدساواة   
−
)F( =  P

−
)T(. 

)𝓈)T تظهر لنا إلزامية الشرط (1)النظرية  = 𝓈(F) ¹ لأجل تحقق الصيغةˉT ≤  ¹ˉF → T ≥ F.  

 :مثال يوضح عدم كفاية الشرط 

= ℋ ليكن    ℋ
+
⊕ℋ

−
   

𝑒𝑛{والجملة
+ 𝑛=1

∞ (}𝑒𝑛
− 𝑛=1

ℋ أساس متعامد و متجانس لػ(∞
+

 ( ℋ
−

)  

,Bنعرؼ الدؤثر  Aكالتالي : 

A𝑒𝑛
+ = 𝑒𝑛

+, B𝑒𝑛
+ = 𝑒𝑛

+,       )𝑛 = 1,2,… . ( 
A𝑒𝑛

− = −𝑒𝑛
−          )𝑛 = 1,2,… . ( 

B𝑒1
− = 𝑒1

− , B𝑒𝑛
− = −𝑒𝑛

−, (𝑛 = 2, 3,… . )       

)B  A ,𝓈)B لاحظ = 𝓈(A)لأن : 
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 P
−
)A( =  P

−
)B( = P

+
)A( =  P

+
)B( =   B <¹ˉAˉ¹لكن , ∞

 : (2)نظرية

)𝓈)T    وT ≥ Fإذا كان  = 𝓈(F)و <  ∞ (P
+
)F( , P

−
)F() ¹ فإنوˉT ¹ˉF.  

 :  البرهان

𝐽 : نضع =  𝐽Fمن الفرض بوجود مؤثر وحدوي  U حيث يكون = U∗𝐽 U     𝐽T. 

 F : بوضع
1

2  = A و   T 
1

2  = Bنحصل على : 

  F = A 𝐽𝐴   و𝑇 = 𝐵 𝐽𝑇𝐵 

≥ A𝐽𝐴: و منو حتما يكون   𝐵𝐽
𝑇
𝐵 بالتالي ينتج أن  و: 

  𝐽 ≤ 𝐴−1𝐵 U∗𝐽UB 𝐴−1 U𝐵𝐴−1 Vعليو يكون الدؤثر و     غنً مقلص و بالتالي _ 𝐽 ىو  =

 : ثنائي غنً مقلص أيضا عندىا يكون𝐽 _يكون 

U𝐵𝐴−1𝐽 𝐴−1𝐵U∗ ≥  𝐽 
 :أو نكتب

𝐴−1𝐽 𝐴−1 ≥  𝐵−1  𝐽𝑇𝐵
−1 

 : أي أنو

F
−1
≥  T

−1
                                                

 

 

 :المعيػار حسب الطػػيؼ.03

 :من خصائص طيف جداء مؤثرين يكون
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 : مؤثرين غنً سالبنٌ فإنTو  Fإذا كان 

σ(T F)  ⊃ ℝ+   (حيث الجداء معرؼ) 

σ (F:كل منهما قرين لنفسو وقابلنٌ للقلب فإن T ≥ Fإذا كان : نظرية تمهيدية
−1

T) ⊃ ℝ . 

F واضح من تعريف طيف الجداء و باعتبار:البرهان
 .مؤثر قرين لنفسو1−

  :(3)النظرية

T فإنو لكي يكون  T ≥ F  قرين لنفسو وقابلنٌ للقلب حيث كل منهمامؤثرين T , Fإذا كان 
−1

   

 F
 :  يكفي و يلزم أن يكون1−

 σ(F
−1T) ⊃ ℝ+ 

 : البرهان

 نحصل على أن T  ≥ Fمن الشرط , لإثبات ىذه النظرية (2)باعتماد نفس الرموز الدوجودة في النظرية 

V = UB𝐴−1غنً  مقلص ىو مؤثر_ 𝐽   

 :برهان المزوم -1

Tليكن لدينا 
−1

  
  F

 : و منو وحسب النظرية السابقة لد ينا1−

𝐴−1𝐽 𝐴−1 ≥  𝐵−1  𝐽𝑇𝐵
𝐽𝑇 :  لدينا فيما سبق  بما𝐽𝑇 بتعويض 1− = U∗𝐽U  نتحصل على : 

      B−1  U∗𝐽UB−1 𝐵−1  𝐽𝑇𝐵
−1  :  إذن=

𝐽. …(أ) ≤ U𝐵 𝐴−1𝐽 𝐴−1𝐵 U∗ 

 :كالتالي (أ) بػما يساويها تكتب العبارة Vأيضا بتعويض

V𝐽 V∗  ≥  𝐽 
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 :ثنائي غنً مقلص و منو يكون_𝐽يكون Vىذا معناه أن

σ( V∗𝐽V𝐽 ) ⊃ ℝ+ 
 :بما أن

V∗𝐽V 𝐽 = U𝐵 𝐴−1𝐽 𝐴−1𝐵 U∗ 

UB  𝐴−1𝐽 𝐴−1𝐵 U∗ 𝐽UB )UB(−1 = UB(F
−1

T)(UB)−1 

σ(F:فإن
−1T) ⊃ ℝ+ 

 :برهان كفاية. 02     

σ(F: نضع عند
−1T) ⊃ ℝ+  

T F  بما أن 
−1

= F( F
−1T )F

−1
 :فإنو 

σ(T F
−1

) ⊃ ℝ+ 

F لتكن  
−1T و  T F

F الجذور التربيعية للمؤثرات 1−
−1Tو T F

  على التولي1−

σ  Fو منو  
−1T ⊃ ℝ+,  σ   T F

−1
 ⊃ ℝ+(لأن الجذر التربيعي مؤثر غنً سالب) 

 :لاحظ أنو

 T F
−1

=  F   F
−1

T   F
−1

=    F
−1

T 

∗

                    (⋇)  

 

= Q نضع  - A   F
−1

 TA
 : نتحصل على(⋇) و باعتبار1−

  Q
∗
𝐽 = A

−1
  T F

−1
 A  𝐽 = A

−1
 FF

−1T   F
−1

 A 𝐽 
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=   𝐽 A  F
−1T   A

−1

=   𝐽  Q 

 :بالإضافة إلى ذلك لدينا" قرين لنفسو _ Q "  𝐽و منو يكون الدؤثر 

  Q
∗
 𝐽 Q =  𝐽  Q

2
 

        A
−1

AF
−1

= 𝐽  ≥  =   𝐽 A F
−1

T  A
−1

= A
−1

 T A
−1

 

 وعليو يكون

  𝐽 ≥  (Q
∗
)
−1
𝐽 Q

−1
=  𝐽 Q

−2
= 𝐽 A  T

−1
F A

−1
=   𝐽 AT

−1
FA

−1
𝐽     

 :أي أن

   A
−1
𝐽 A

−1
  ≥ T

−1 
 :أو نكتب

T
−1

  
  F

−1
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 .لقد قمنا أولا بتقديم عرض موجز حول ما يتعلق بالدتراجحة التي بنينا على أساسها ىذا البحث

لػقد حاولنا في ىذه الدذكرة معالجة الدشكل الدطروح حيث قدمنا أولا عرض مفصل حول الدؤثر القرين لنفسو أو 

 .أيضا نسميو الدؤثر الذنًميتي من تعريف و خصائص و أيضا أهمية الدراسة الطيفية لػو

كمػا حاولنا استخدام أكثر من مرجع لاستنباط أكبر قدر من الدعلومات الدختلفة التي تتناول ىذا الدوضوع و أيضا 

 .استعرضنا نظريات بالبراىنٌ الدرافقة لذا التي تعالج جوىر الدوضوع

و بػالتالي نكون قد بدأنا بتعريف حول الدؤثرات عامة و الدؤثر القرين لنفسو خاصة وصولا إلى مناقشتو و مقارنتو 

 .بػاستخدام مقاييس معينة
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 :ممخص

 دراسة الدؤثرات الخطية في الفراغات المجردة و بالأخص في فراغ ىيلبار جاءت لتعميم النتائج المحصل عليها في الجبر الخطي 
 .من أىم أصناؼ الدؤثرات الخطية صنف الدؤثرات القرينة لنفسها .إلى الفراغات ذات الأبعاد غنً الدنتهية 

 :مؤثرين غنً سالبنٌ و قابلنٌ للقلب فإنF, T من الدعلوم أن داخل ىذا الصنف إذا كان
¹ˉ T ≤  ¹ˉ F→     T ≥ F 

قمنا بتوضيح كيفية تعميم ىذه الدتراجحة في غياب  [7]في ىذا العمل ومن خلال الدقال الدوجود في قائمة الدراجع تحت رقم 
 .الطريقة الأولى عن طريق الإشارة والطريقة الثانية عن طريق طيف الدؤثر , وىذا بطريقتنٌ " غنً سلبينٌ "الشرط

 . غنً مقلص _J  ,  فراغ ىيلبار,طيف الدؤثر ,قرين لنفسو ,مؤثر  :الكلمات الدالة

Abstruct 

:                                                                                        

The study of linear operators in pure spaces and especially in Hilbert space comes to 

generate the obtained results in linear algebra to spaces which have infinite dimensional.  

The most important type of linear operators the type of self_adjoint operators. 

  It is known inside this type if F,  T nonnegative invertible operators then:                             

¹ˉ T    ≤¹ˉ F    →  T≥  F 

In this work and through the article existing in the reference   [7] , we are clarifying the 

way to generate this inequality in the absence of the nonnegative condition and this has 

two ways: 

First the criterion in the term of the Signature and second the criterion in the term of the 

Spectrum. 

Keywords: operator, self-adjoint, the spectrum’s operator, Hilbert space. 

J_noncontractive.  

 

 


