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Notations

u = (ui) vecteur de composantes ui.

uv = u ivi produit scalaire euclidien.

n normale unitaire extérieure.

uN = u.n la composante normale du déplacement.

u = (uN , uT ), uT la composante tangentielle du déplacement.

σN = (σ (u) n) n la composante de la force de pression appliquée sur une section de

normale n.

σ (u) n = (σN , σT ) , σT la composante tangentielle du vecteur σ (u) n

∂iuj =
∂uj
∂xi

. dérivée de uj par rapport à xi.

eij (u) = 1
2

(∂iuj + ∂jui) .

σij(u) = aijklekl(u).

divσ (u) = ∂jσij divergence du tenseur σ (u)

H2 (Ω) = (H2 (Ω))
p
.

L2 (Ω) = (L2 (Ω))
p
.

→ la convergence forte.

⇀ la convergence faible.

En garde la même notation de la fonction et ça trace sur le bord si n’y a pas de

confusion.

La présence d’une sous le singe d’intégrale est signifier le produit de dualité.
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Introduction

Dans les cinquante dernières années, les inéquations variationnelles sont devenues un

outil pertinent dans l’étude des problèmes non linéaires en physique et en mécanique.

La théorie des inéquations variationnelles ont été faites a partir des résultats concer-

nant les problèmes unilatéraux obtenus par Signorini [13] et Fichera [14]. la théorie mathé-

matiques obtenus par Stampacchia [15], Lions et Stampacchia [16] et puis développés par :

Brézis [17], [18], Stampacchia [19], Lions [20], Mosco [21], Kinderlehrer et Stampacchia

[22], et pour l’approximation des inéquations variationnelles on rappelle, les contributions

de Mosco [25], Glowinski, Lions et Trémolières [26] ou Glowinski [27].

Le contact unilatéral des corps élastiques, avec ou sans frottement, est une contrainte

mécanique souvent rencontrée en modélisation. En 1933, A. Signorini a formulé un pro-

blème de contact sans frottement entre un corps linéairement élastique et une fondation

rigide. Ce n’est qu’en 1964, que G. Fichera [3] a pu résoudre ce problème en utilisant

quelques propriétés des inéquations variationnelles elliptique. L’étude mathématique des

problèmes de contact a commencé en 1972, avec l’ouvrage de Duvaut et Lions, où on

trouve des résultats d’existence et d’unicité de plusieurs problèmes de contact, mais dans

le cas linéaire.

Les problèmes de contact avec conditions aux limites de Signorini et frottement de

Coulomb induisent de nombreuses difficultés mathématiques dans la résolution mathéma-

tique. A partir de 1980, Nèc̆as, Jarus̆ek et Haslinger [4] ont établi, seulement, l’existence

des solutions d’un problème de contact unilatéral avec frottement de Coulomb pour un

coefficient de frottement assez petit. Des résultats plus généraux sont donnés ensuite par

Jarus̆ek [11], Kato [12], Eck et Jarus̆ek [6]. Récement, R. Hassani, P.Hild et I.Ionescu [10]

Ce présent mémoire présente l’étude des inéquation variationnelles et leurs application

vi



en mécanique, particulièrement le problème statique de contact unilatéral d’un corps élas-

tique contre un obstacle rigide avec les conditions de complémentarité dites les conditions

de Signorini, on fait l’étude du problème sans frottement puis avec frottement de Tresca

et Coulomb.

Ce mémoire est divisé en 3 chapitres.

On début notre travail par un chapitre reprend, de façon générale, les définitions, et

les résultats fondamentaux qui seront essentiels pour comprendre les chapitres suivantes.

Le deuxième chapitre est consacré a l’étude des inéquations variationnelles (existence

et unicité).

La section 2.1 contient les inéquations variationnelles stationnaires (elliptique) de pre-

mière et deuxième espèce dans le cas des opérateurs linéaires et continus dans des espaces

de Hilbert ou des opérateurs monotones et hémicontinus dans des espaces de Banach.

La section 2.2 étudie les inéquations quasi-variationnelles stationnaires, l’existence et

l’unicité dans le cas des opérateurs fortement monotones et hemicontinus.

Au dernier chapitre, on passe à l’étude de problèmes statiques avec ou sans frottement

dont les formulations faibles s’écrivent en termes des inéquations variationnelles ou quasi-

variationnelles. Les résultats présentés s’obtiennent, en appliquant la théorie développée

dans le deuxième chapitre.
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Chapitre 1

Préliminaires mathématiques

1.1 Rappels
Définition 1 Une fonction f : I → R est dite convexe lorsque :

∀(x, y) ∈ I ∀λ ∈ [0, 1], f (λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

Définition 2 Une fonction f : I → R est dite strictement convexe si :

∀(x, y) ∈ I ∀λ ∈ [0, 1], f (λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y)

Corollaire 3 Soit J une fonctionnelle convexe de V dans R ∪ {+∞} s.c.i (par exemple
continue) pour la topologie forte. Si vn est une suite de V faiblement convergente vers v
alors

j (v) ≤ lim
n→+∞

inf j (vn)

Définition 4 un ensemble C est dit convexe si

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ ]0, 1[ , λx+ (1− λ) y ∈ C

Définition 5 Une fonction J de V dans R ∪ {+∞} est semi-continue supérieurement
sur V si elle satisfait aux conditions équivalentes :

•∀a ∈ R, {u ∈ V , J(u) ≥ a} est fermé
•∀ū ∈ V, lim

u→ū
sup j (u) ≤ j (ū)

2



Définition 6 Une fonction J de V dans R∪{+∞} est semi-continue inférieurement sur
V si elle satisfait aux conditions équivalentes :

•∀a ∈ R, {u ∈ V , J(u) ≤ a} est fermé
•∀ū ∈ V, lim

u→ū
inf j (u) ≥ j (ū)

Définition 7 Soit J une fonctionnelle de V dans R̄, convexe et semi-continue inférieu-
rement. Soit K un sous-ensemble convexe, non vide et fermé de V . J est propre c’est-
a-dire qu’il existe un élément vo de K tel que J(vo) < +∞.

Définition 8 V est un espace de Banach réflexif et séparable et A une application de V
dans V∗ (en général non linéaire).

i)Aest monotone si

∀u, v ∈ V, 〈A (u)− A (v) , u− v〉 ≥ 0

ii)A est strictement monotone si de plus 〈A (u)− A (v) , u− v〉 = 0 implique u = v.

iii)A est hémicontinue si pour tous u, v ∈ V , l’application t7→ 〈A (u+ tv) , v〉 est

continue de R dans R.

Définition 9 Soient (V, ‖.‖) est un espace Banach réel réflexif avec son dual (V ∗, ‖.‖∗)
un opérateur A : V → V est hémicontinu, c’est-à-dire

∀u, v ∈ V, l’application t ∈ [0, 1]→ 〈A ((1− t)u+ tv) , u− v〉 est continue

où 〈., .〉 désigne le produit de dualité entre V et V ∗.

Définition 10 Soit K un convexe non borné. On dit que A est coercive s’il existe v0 ∈
K(v0 = 0 si K = V ) tel que

lim
‖v‖V→+∞

〈A (v) , v − v0〉
‖v‖V

= +∞

1.2 Les Espaces Lp

Soit Ω est un sous-ensemble ouvert de Rn. Pour p donné avec 1 < p < +∞, on désigne

par Lp(Ω) l’espace des (classes de) fonctions v mesurables sur Ω et telles que

‖v‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|v (x)|p dx
) 1

p

<∞ (1.1)
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L’espace Lp(Ω) muni de la norme (1.1) est un espace de Banach (évidemment, (1.1) n’est

pas une norme si 0 < p < 1). De plus, il est séparable et, pour 1 < p <∞, réflexif.

Les éléments de Lp(Ω), comme classes d’équivalence de fonctions mesurables, seront

identifier si elles sont égales presque partout dans Ω. Mais, pour simplifier l’écriture, on

note v ∈ Lp(Ω) pour tout v satisfaisant (1.1) et on fait la convention v = 0 dans Lp(Ω) si

v(x) = 0 p.p. dans Ω.

Pour p = 2, L2(Ω) est un espace de Hilbert, le produit scalaire correspondante a la

norme (1.1) étant donné par

(u, v) =

∫
Ω

u (x) v (x) dx

On va identifier l’espace L2(Ω) a son dual (ce qui n’est pas vrais dans d’autres cas, pour

p 6= 2).

Pour p =∞, L∞(Ω) est l’espace des (classes de) fonctions v mesurables et essentielle-

ment bornées sur Ω i.e. il existe une constant C telle que |v (x)| ≤ C p.p. sur Ω. C’est un

espace de Banach pour la norme

‖v‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess |v (x)| = inf {C; |v (x)| ≤ C p.p x ∈ Ω}

voir ([7], page 15)

1.3 Espaces de Sobolev Wm,p (Ω)

Soit Ω est un sous-ensemble ouvert de Rn, C’est la définition de l’espace de SobolevWm,p (Ω)

Wm,p (Ω) = {v, Dαv ∈ Lp (Ω) , pour |α| ≤ m}

où Dαv est la dérivée au sens des distributions pour tout v ∈ Lp (Ω) .

L’espace Wm,p (Ω) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme

‖v‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαv‖pLp(Ω)

 1
p

si p ∈ [1,∞)

‖v‖Wm,∞(Ω) = max
|α|≤m

‖Dαv‖L∞(Ω)

4



De façon évidente, on a Wm,p (Ω) = Lp (Ω). La semi-norme sur Wm,p (Ω) est définie par

|v|Wm,p(Ω) =

∑
|α|=m

‖Dαv‖pLp(Ω)

 1
p

si p ∈ [1,∞)

|v|Wm,∞(Ω) = max
|α|=m

‖Dαv‖L∞(Ω)

Dans le cas p = 2, on utilise la notation

Wm,2 (Ω) = Hm (Ω)

voir [7]

1.4 Théorèmes de traces dans H1(Ω)

Théorème 11 Supposons que Ω est un ouvert de classe C1 de frontière Γ. Alors on peut
définir de façon unique la trace

γ0v de v ∈ H1(Ω) sur Γ de façon que γ0v coïncide avec la définition usuelle

γ0v (x) = v (x) x ∈ Γ (1.2)

Si v ∈ C1(Ω). De plus, l’application

γ0 : H1 (Ω)→ L2 (Γ)

est linéaire, continue mais elle n’est pas surjective et l’application.

γ0 : H1 (Ω)→ H
1
2 (Γ)

est linéaire, continue et surjective.[7]

Corollaire 12 L’application γ0 définie par (1.2)s’étend en une application linéaire conti-
nue de H1 (Ω) dans L2 (Γ) , telle que

∀v ∈ H1 (Ω) , ‖γ0v‖L2(Γ) ≤ ‖v‖H1(Ω)

voir [7]
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1.5 Théorème de Schauder
Théorème 13 Soient E un espace de Banach et K ⊂ E convexe et compact. Alors toute
application continue f : K → K possède un point fixe.

Preuve. voir ([9], page 13)

1.6 Théorème de représentation de Riez
Théorème 14 Soit H un espace de Hilbert, pour tout F ∈ H∗ (dual de H), il existe un
unique v ∈ H telle que :

F (u) = (u, v) , ∀u ∈ H

et en plus :
‖F‖H∗ = ‖v‖H

1.7 Théorème de Stampacchia
Théorème 15 Soit H un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire noté 〈., .〉.
Soit K une partie convexe fermée non vide de H.

Si a (u, v) une forme bilinéaire qui soit

•Continue sur H ×H : ∃c > 0 ∀u, v ∈ H, ‖a (u, v)‖ ≤ c ‖u‖ ‖v‖

•Coercive sur H : ∃α > 0 ∀u ∈ H a (u, u) ≥ α ‖u‖2

Si L (.) une forme linéaire continue sur H

Sous ces conditions, il existe un unique u de K tel que

∀v ∈ K a (u, v − u) ≥ L (v − u)

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l’unique élément de K qui

minimise la fonctionnelle J : H → R définie par J (v) = 1
2
a (v, v) − L (v) pour tout v de

K, en particulier :

∃!u ∈ K J (v) = min
v∈K

J (u)

Preuve. voir ([23])
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1.8 Inégalité de Korn
Théorème 16 Si Ω est borné de frontière régulière alors, il existe une constante γ > 0
telle que :

∀u ∈ H1 (Ω) ,

∫
Ω

εij (u) εij (u) dx+

∫
Ω

uiuidx ≥ γ ‖u‖2
H1(Ω)

(démonstration dans [8]).

1.9 La formule de Green généralisée

Soit γ opérateur linéaire continu, appelé opérateur de trace, de H1 (Ω) en H1/2 (Γ) tel

que :

γ (v) = v|Γ, si v ∈
[
C∞

(
Ω̄
)]n

.

Il est bien connu que si le domaine Ω ∈ C1,1, ils existent des applications linéaires sont

uniquement déterminés γn de H1 (Ω) en H1/2 (Γ) et γT de H1 (Ω) en H1/2
T (Γ) tel que :

γ (v) = γn (v)n+ γT (v) ∀v ∈ H1 (Ω) ,

où H
1/2
T (Γ) = {φ ∈ H1/2 (Γ) ; γn (φ) = 0}. Aussi si v ∈

[
C∞

(
Ω̄
)]n

, γn (v) = v|Γ.n

et γT (v) = v|Γ − γn (v)n. Les applications γn (v) et γT (v) sont surjective. Ci-après, pour

simplifier l’écriture,vn et vT désigner traces normales de v, γn (v) et γT (v) , respective-

ment.

Soit V l’espace définie par

V = {v ∈ H1 (Ω) ; γ (v) = 0 sur Γ2},

et

Vad = {v ∈ V ; vn ≤ 0 sur Γ0}

le sous-ensemble convexe fermé des déplacements admissibles.

On note par γ0∑ : V → H1/2 (
∑

) l’opérateur de tracer que relative v ∈ V avec la

restriction de γ (v) sur
∑

. Cet opérateur, ce qui conduit V en H1/2
00 (

∑
)

est linéaire, continue et surjective pour les frontières ∂
∑

que sont C∞.
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Lemme 1 Si le domaine Ω est C1,1 ils existent applications linéaires, continues et sur-
jectives

γ0∑
n

: V → H
1/2
00

(∑)
, γ0∑

T
: V → H

1/2
T00

(∑)
avec H1/2

T00 (
∑

) = {φ ∈ H1/2
00 (

∑
) ; φn = 0} et tel que :

γ0∑ (v) = γ0∑
n
; (v)n+ γ0∑

T
(v) v ∈ V.

Considérons le champs des espace des contraintes :

X = {τ = (ταβ) ∈
[
L2 (Ω)

]n2

; ταβ = τβα}, (1.3)

à condition que la norme

‖τ‖X =

(∫
Ω

τ : τdx

)1/2

, (1.4)

est un espace de Hilbert.

Soit E le sous-espace de X définie par :

E = {τ ∈ X; div (τ) ∈ L2 (Ω)} (1.5)

qui aussi est un espace de Hilbert avec la norme :

‖τ‖E = ‖τ‖X + ‖div (τ)‖L2(Ω) . (1.6)

Lemme 2 Soit Ω ∈ C0,1. Alors il existe une unique application, π linéaire et continue de
E en H−1/2(Γ) tel que :

π (τ) = τ |Γ n, si τ ∈
[
C1
(
Ω̄
)]n2

. (1.7)

En outre, la formule de Green généralisée suivante vérifiée pour chaque τ ∈ E et pour
v ∈H1 (Ω) : ∫

Ω

τ : ε (v) dx+

∫
Ω

div (τ) .vdx = 〈π (τ) , γ (v)〉Γ, (1.8)

où 〈., .〉Γ désigne le produit de dualité en H−1/2 (Γ)×H1/2 (Γ) .

Lemme 3 Si Ω ∈ C1,1 Alors il existe des applications uniquement déterminé πn de E en
H
−1/2
T (Γ) tel que

〈π (τ) , γ (v)〉Γ = 〈πn (τ) , vn〉n,Γ + 〈πT (τ) , vT 〉T,Γ,

Pour tout τ ∈ E et v ∈H1 (Ω) , et

πn (τ) = τn.n et πT (τ) = τn− τnn,

pour tout τ ∈ C1
(
Ω̄
)
où τn ≡ πn (τ) Ci-après désigner simplement τT ≡ πT (τ) s’il n’y a

pas de confusion.
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Ces résultats peuvent être étendus à l’espace V en utilisant l’application de trace π0∑
au lieu de π, suit :

Théorème 17 SoitΩ ∈ C0,1. Alors il existe une application linéaire uniquement détermi-
née π0∑ de E en

(
H

1/2
00 (

∑
)
)′

tel que :

π0∑ (τ) = τ |∑ n si τ ∈ C1
(
Ω̄
)
,

et la formule de Green générale est valable pour chaque τ ∈ E et pour tout v ∈V∫
Ω

τ : ε (v) dV ′X +

∫
Ω

divτ.vdVX =00 〈π0∑ (τ) , γ0∑ (v)〉∑, (1.9)

où 00〈., .〉∑ désigne le produit de dualité
(
H

1/2
00 (

∑
)
)′
×H

1/2
00 (

∑
) . Aussi, si Ω ∈ C1,1 ,π0∑

les opérateurs peuvent être décomposés en π0∑
n ,π0∑

T tel que :

00〈π0∑ (τ) , γ0∑ (v)〉∑ =00 〈π0∑
n (τ) , γ0∑

n (v)〉n;
∑

+ 00〈π0∑
T (τ) , γ0∑

T (v)〉T,∑,

Pour tout τ ∈ E et v ∈V, et

π0∑
n (τ) = τ|

∑n.n et π0∑
T (τ) = τ|

∑n−τn,∑n,

pour τ ∈ C1
(
Ω̄
)
, où τn,∑ ≡ π0∑

n (τ) .

voir [24]
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Chapitre 2

Inéquations variationnelles

Ce chapitre présente l’existence et l’unicité pour la solution des inéquations variation-

nelles de première et deuxième espèce.

2.1 Inéquations variationnelles stationnaires

Dans cette section on établit quelques résultats de base d’existence et d’unicité pour

les inéquations variationnelles de première et deuxième espèce. Dans le cas des opérateurs

linéaires et non linéaires définies sur des ensembles convexes dans des espaces de Hilbert

et de Banach réflexif respectivement.

2.1.1 Inéquations variationnelles linéaires

Soit V un espace de Hilbert (sur le corps R des réels) avec V ∗son dual. Le produit

scalaire dans V est noté (., .) et la norme associée ‖ . ‖. Soit K un ensemble non vide,

convexe et fermé de V .

Nous considérons la forme bilinéaire continue a : V × V −→ R , donc vérifiant

a (u, v) ≤M‖u‖‖v‖ ∀u, v ∈ V (2.1)

ou M est une constante positive.

On donne une fonctionnelle j : K → R̄ convexe sémicontinue inférieurement et propre

(i.e. j non identiquement égale à +∞ et j(v) > − ∞ ∀v ∈ V ).
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Soit f ∈ V ∗ donné. Grâce au théorème de Riesz , on peut identifier l’espace de Hilbert

V avec son dual V ∗ et alors on désigne encore par f l’élément de V qui représente

uniquement la forme linéaire et continue f .

Inéquations variationnelles de première espèce

Définition 18 Le problème considéré est

{
Trouver u ∈ K tel que

a (u, v − u) ≥ (f, v − u) ∀v ∈ K (2.2)

appelé inéquation variationnelle de première espèce.

Théorème 19 D’après le théorème de Stampacchia (voir chapitre 1) il existe un unique
u de K tel que

∀v ∈ K a (u, v − u) ≥ (f, v − u)

Inéquations variationnelles de deuxième espèce

Définition 20 Le problème considéré est{
Trouver u ∈ K tel que

a (u, v − u) + j (v)− j (v) ≥ (f, v − u) ∀v ∈ K (2.3)

appelé inéquation variationnelle de deuxième espèce.

D’abord, nous prouvons le lemme suivant :

Lemme 4 On suppose que la forme bilinéaire continue a est positive (c’est- à-dire a(v; v) ≥
0 , ∀v ∈ V ). Alors l’inéquation variationnelle (2.3) et l’inéquation

{
Trouver u ∈ K tel que

a (v, v − u) + j (v)− j (v) ≥ (f, v − u) ∀v ∈ K (2.4)

sont équivalentes.

De plus, l’ensemble des solutions de l’inéquation variationnelle (2.3) est fermé convexe

(il peut être vide).
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Preuve. Si u est une solution de (2.3) alors, de la positivité de a, On a :

a (v − u, v − u) ≥ 0

a (v, v − u)− a (u, v − u) ≥ 0

a (v, v − u) ≥ a (u, v − u)

a (v, v − u) + j (v)− j (u) ≥ a (u, v − u) + j (v)− j (u) ≥ (f, v − u)

Si u est solution de (2.4),Inversement, en utilisant la convexité deK et prenant v =

(1− λ)u+ λw ∈ K dans (2.4) avec w ∈ K quelconque et λ ∈ (0; 1)

a ((1− λ)u+ λw, (1− λ)u+ λw − u) + j ((1− λ)u+ λw)− j (u) ≥ (f, (1− λ)u+ λw − u)

a ((1− λ)u+ λw, λ (w − u)) + j ((1− λ)u+ λw)− j (u) ≥ (f, λ (w − u))

De la convexité de j on obtient

a ((1− λ)u+ λw, λ (w − u)) + (1− λ) j (u) + λj (w)− j (u) ≥ (f, λ (w − u))

a ((1− λ)u+ λw, λ (w − u)) + λj (w)− λj (u) ≥ (f, λ (w − u))

λa ((1− λ)u+ λw,w − u) + λj (w)− λj (u) ≥ λ (f, w − u)

a ((1− λ)u+ λw,w − u) + j (w)− j (u) ≥ (f, w − u)

d’où, en passant a la limite avec λ −→ 0 on obtient (2.3).

De cette équivalence il en résulte que l’ensemble des solutions de l’inéquation varia-

tionnelle (2.3) s’ écrit

X = {u ∈ K ; a(v, v − u) + j(v)− j(u) ≥ (f ; v − u) ∀v ∈ K}

Pour montrer que l´ensemble X est convexe

soit u1, u2 ∈ X on a

a (v, v − u1) + j (v)− j (u1) ≥ (f, v − u1)
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a (v, v − u2) + j (v)− j (u2) ≥ (f, v − u2)on montre que : (1− λ)u1 + λu2 ∈ K

a (v, v − (1− λ)u1 − λu2) + j (v)− j ((1− λ)u1 + λu2)

≥ a (v, v − (1− λ)u1 − λu2) + j (v)− (1− λ) j (u1)− λj (u2)

≥ a (v, (1− λ) v + λv − (1− λ)u1 − λu2) + (1− λ) j (v) + λj (v)− (1− λ) j (u1)− λj (u2)

≥ a (v, (1− λ) (v − u1)) + a (v, λ (v − u2)) + (1− λ) j (v) + λj (v)− (1− λ) j (u1)− λj (u2)

≥ (1− λ) [a (v, v − u1) + j (v)− (1− λ) (u1)] + λ [a (v, v − u2) + j (v)− j (u2)]

≥ (1− λ) (f, v − u1) + λ (f, v − u2)

≥ (f, (1− λ) (v − u1) + λ (v − u2))

≥ (f, v − (1− λ)u1 − λu2)

donc X est convexe.

Pour montrer qu’il est fermé, soit {un}n ⊂ X telle que un −→ u. évidemment u ∈ K

et on a

a (v, v − u) + j (v)− j (u) ≥ lim
n→∞

a (v, v − un) + j (v)− lim
n→∞

inf j (un)

≥ lim
n→∞

sup [a (v, v − un) + j (v)− j (un)]

≥ lim
n→∞

(f, v − un) = (f, v − u)

Donc X est fermé

(Au, v − u) + j(v)− j(u) ≥ (f, v − u) ∀v ∈ K (2.5)

où (., .) est le produit scalaire dans V.

Preuve. voir ([7], page 35)

Théorème 21 On suppose que la forme bilinéaire continue a est V -elliptique et que

l’ensemble K est non vide convexe et fermé et j : K −→ (−∞,+∞] une fonction convexe

semi-continue inférieurement et propre. Alors il existe et est unique un élément u ∈ K

solution de l’inéquation variationnelle (2.3).
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Preuve. Dans le cas général, pour tout p > 0, l’inéquation (2.3) peut s’ écrire sous la

forme

(u− (u− p(Au− f)), v − u) ≥ pϕ(v)− pϕ(u) ∀v ∈ V

ou encore u = Proxpϕ(u − p(Au − f)) (respectivement, u = PK(u − p(Au − f)) dans le

cas ((2.2)) où j ≡ 0). L’existence et l’unicité de u découle du théoreme de point fixe de

Banach (voir, par exemple [113] page 16), en montrant que pour certains valeurs de p,

l’opérateur Tp : K →K défini par

Tp(v) = Proxpϕ(v − p(Av − f)) (respectivement,Tp(v) = PK(v − p(Av − f))) (2.6)

est contractante (application k-lipschitzienne avec 0 ≤ k < 1) sur l’ensemble fermé K

d’un espace de Banach. En effet, utilisant la propriété de non-expansivité de l’opérateur

de proximité ou de l’opérateur de projection, V ellipticité de a et le relation (2.1) on a

‖Tp(v1)− Tp(v2)‖ ≤
√

1 + p2M2 − 2αp‖v1 − v2‖ ∀v1, v2 ∈ K

d’où, en choisissant p ∈
(
0, 2α

M2

)
, on obtient 1 + p2M2− 2αp ∈ (0, 1) soit Tp est contrac-

tante.

2.1.2 Inéquations variationnelles non linéaire

"Cette section est consacrée à l’étude d’existence et d’unicité des solutions des inéqua-

tions variationnelles d’opérateurs non linéaires nommément les opérateurs monotones et

hémicontinus."

Soient (V, ‖.‖) est un espace de Banach réel réflexif avec son dual (V ∗, ‖.‖∗) et K ⊂ V

un ensemble non vide convexe et fermé. On considère j : K → R une fonctionnelle convexe

sémicontinue inférieurement propre et un opérateur A : V → V ∗monotone et hémicontinu,

c’est- a-dire

{
〈Au− Av, u− v〉 ≥ 0

∀u, v ∈ V, l’application t ∈ [0, 1]→ 〈A ((1− t)u+ tv) , u− v〉 est continue (2.7)

où 〈., .〉 désigne le produit de dualité entre V ∗ et V .
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Inéquations variationnelles de première espèce

Théorème 22 {
Trouver u ∈ K tel que

〈Au, v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 ∀v ∈ K (2.8)

Si A est strictement monotone alors la solution de l’inéquation variationnelle (2.8) est

unique.

Preuve. Soient u1, u2 ∈ K deux solutions. Pour tous v1, v2 ∈ K,

〈Au1, v1 − u1〉 ≥ 〈f, v1 − u1〉

〈Au2, v2 − u2〉 ≥ 〈f, v2 − u2〉

On prend v1 = u2 et v2 = u1 , d’où

〈Au1, u2 − u1〉 ≥ 〈f, u2 − u1〉

〈Au2, u1 − u2〉 ≥ 〈f, u1 − u2〉

par addition on obtient

〈Au1, u2 − u1〉+ 〈Au2, u1 − u2〉 ≥ 〈f, u2 − u1〉+ 〈f, u1 − u2〉

〈Au1, u2 − u1〉 − 〈Au2, u2 − u1〉 ≥ 0

〈Au1 − Au2, u2 − u1〉 ≥ 0

−〈Au1 − Au2, u1 − u2〉 ≥ 0

〈Au1 − Au2, u1 − u2〉 ≤ 0

Par conséquent, comme A est monotone,

〈Au1 − Au2, u1 − u2〉 = 0

d’où u1 = u2 par stricte monotonie.

Théorème 23 Soit A : V → V ∗ un opérateur borné, hémicontinu, monotone et coercive

et soit K un convexe fermé non vide de V . Alors, pour tout f ∈ V ∗ , l’inéquation

variationnelle (2.8) admet au moins une solution.[1]
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Preuve. Pour R > 0, on poseKR = {v ∈ K; ‖v‖V ≤ R}. C’est un convexe fermé borné

de V non vide, si R est assez grand, il existe au moins une solution uR de l’inéquation

sur KR . En particulier, on peut prendre R assez grand pour que v0 ∈ KR et donc

〈AuR, v0 − uR〉 ≥ 〈f, v0 − uR〉

soit

〈AuR, uR − v0〉 ≤ 〈f, uR − v0〉 ≤ ‖f‖v∗ (‖uR‖V + ‖v0‖V )

Montrons que uR reste bornée dans V indépendamment de R . Divisant la dernière

inégalité par ‖uR‖V (que l’on suppose non nul, sinon il n’y a rien à montrer), il vient

〈AuR, uR − v0〉
‖uR‖V

≤ ‖f‖v∗
(

1 +
‖v0‖V
‖uR‖V

)
Supposons qu’il existe une suite Rn → +∞ telle que ‖uR‖V → +∞. Alors on a ‖v0‖V‖uR‖V

→ 0

et l’inégalité ci-dessus contredit la coercivité. Il existe donc une constante C telle que

‖uR‖V ≤ C pour tout R.

On prend maintenant R = C + 1. Montrons que uR est alors solution de l’inéquation

variationnelle (2.8). Pour tout v ∈ K et tout λ ∈ [0, 1], λv + (1 − λ)uR appartient à K.

De plus,

‖λv + (1− λ)uR‖V ≤ λ‖v‖V + (1− λ)‖uR‖V ≤ λ‖v‖V + C.

En particulier, si l’on prend 0 < λ ≤ 1
‖v‖V

, on voit que λv + (1− λ)uR appartient à KR .

Donc, par l’inéquation variationnelle sur KR ,

〈AuR, λv + (1− λ)uR − uR〉 ≥ 〈f, λv + (1− λ)uR − uR〉

〈AuR − f, λv + (1− λ)uR − uR〉 ≥ 0

〈AuR, λv + uR − λuR − uR〉 ≥ 0

〈AuR, λ (v − uR)〉 ≥ 0

λ 〈AuR, v − uR〉 ≥ 0

d’où le résultat en divisant par λ .
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Inéquations variationnelles de deuxième espèce

On va établir les conditions qui assuré l’existence des solutions de l’inéquation

variationnelle

{
Trouver u ∈ K tel que

〈Au, v − u〉+ j (v)− j (u) ≥ 〈f, v − u〉 ∀v ∈ K (2.9)

pour f ∈ V ∗ donné.

D’abord, procédant de la même façon comme dans la démonstration du lemme 3, on

obtient :

Lemme 5 Sous les hypothèses ci-dessus, un élément u ∈ K satisfait l’inéquation (2.9) si

et seulement si il satisfait l’inéquation

〈Av, v − u〉+ j (v)− j (u) ≥ 〈f, v − u〉 ∀v ∈ K (2.10)

De plus, l’ensemble des solutions de l’inéquation (2.9) est un convexe fermé deV . Le

résultat essentiel de cette section est le suivant théorème d’existence et d’unicité.

Théorème 24 Dans les hypothèses ci-dessus, si une des trois conditions est satisfaite

i) K est borne. (2.11)

ii) 0 ∈ K, j (0) = 0 et lim
‖v‖→+∞
v∈k

〈Av, v〉+ j (v)

‖v‖
= +∞ (2.12)

iii) ∃v0 ∈ K tel que lim
‖v‖→+∞
v∈k

〈Av, v − v0〉+ j (v)− j (v0)

‖v‖
= +∞ (2.13)

alors, pour tout f ∈ V , il existe u ∈ K solution de (2.9). De plus, l’ensemble des

solutions de l’inéquation variationnelle (2.9) est un convexe fermé et borné de V (donc

faiblement compact).

Si, de plus, j est strictement convexe ou A est strictement monotone, soit
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〈Au− Av, u− v〉 > 0 ∀u, v ∈ V, u 6= v

alors la solution de l’inéquation variationnelle (2.9) est unique.

Preuve. Dans l’hypothèse (i), de lemme 5, l’ensemble des solutions de (2.9) s’écrit

X =
⋂
v∈k

S (v) où S (v) = {u ∈ k ; 〈Av, v − u〉+ j (v)− j (u) ≥ 〈f, v − u〉} .

Évidement X est borné ayant X ⊂ K.Supposons l’hypothèse (ii) ou (iii) satisfaite. Consi-

dérons l’ensemble convexe fermé borné

KR = K ∩ TR

où TR = {v ∈ V ; ‖v‖ ≤ R} . Si R est assez grand alors l’ensemble TR est non vide. Alors,

de la première partie de la démonstration, il existe uR ∈ KR tel que

〈AuR, v − uR〉+ j (v)− j (uR) ≥ 〈f, v − uR〉 ∀v ∈ KR (2.14)

Nous allons montrer que les hypothèses de coercivité (ii) ou (iii) implique ‖uR‖ < R.

Supposons ‖uR‖ = R.

Si la condition (2.12) est satisfaite, alors

〈AuR, uR〉+ j (uR) > 〈f, uR〉

ce qui est contraire à

〈AuR, uR〉+ j (uR) ≤ 〈f, uR〉

obtenu de(2.14) pourv = 0 ∈ KR.Si (2.13) a lieu, alors on a

〈AuR, uR − v0〉+ j (uR)− j (v0) > 〈f, uR − v0〉

Mais, en supposant R ≥ ‖v0‖ (on peut toujours trouver R assez grand), de (2.14) pour

v = v0 ∈ KR on obtient la contradiction

〈AuR, v0 − uR〉+ j (v0)− j (uR) > 〈f, v0 − uR〉

En conséquence, ‖uR‖ < R.

18



Pour tout w ∈ K il existe ε = ε(w) ∈ (0, 1] tel que v = u+ ε(w− u) ∈ KR. En effet, si

w ∈ KR on prend ε = 1 et si w /∈ KR alors prenant 0 < ε ≤ R−‖uR‖
‖w‖−‖uR‖

∈ (0, 1) on obtient

v ∈ KR. Alors de (2.14) et la convexité de j, il vient

〈AuR, uR + ε (w − uR)− uR〉+ j (uR + ε (w − uR))− j (uR) ≥ 〈f, uR + ε (w − uR)− uR〉

〈AuR, ε (w − uR)〉+ j (εw + (1− ε)uR)− j (uR) ≥ 〈f, ε (w − uR)〉 ∀w ∈ KR

〈AuR, ε (w − uR)〉+ εj (w) + (1− ε) j (uR)− j (uR) ≥ 〈f, ε (w − uR)〉 ∀w ∈ KR

ε 〈AuR, w − uR〉+ εj (w)− εj (uR) ≥ ε 〈f, w − uR〉 ∀w ∈ KR

〈AuR, w − uR〉+ j (w)− j (uR) ≥ 〈f, w − uR〉 ∀w ∈ K

soit uR est solution de (2.9).L’ensemble des solutions X est convexe et fermé. Montrons

qu’il est borné. Sinon, pour tout R > 0, il existe uR ∈ X tel que ‖uR‖ > R. Mais alors,

pour R assez grand, les relations de coercivité (2.12), (2.13) et l’inéquation (2.9) donnent,

comme ci-dessus, une contradiction. La première partie de la démonstration est achevée.

Enfin, pour montrer l’unicité de la solution dans des cas particuliers, supposons que

l’inéquation (2.9) a deux solutions u1, u2 ∈ K

〈Au1, v − u1〉+ j (v)− j (u1) ≥ 〈f, v − u1〉

〈Au2, v − u2〉+ j (v)− j (u2) ≥ 〈f, v − u2〉

Prenant v = u1+u2
2

1

2
〈Au1, u2 − u1〉+ j

(
u1 + u2

2

)
− j (u1) ≥ 〈f, v − u1〉

1

2
〈Au2, u1 − u2〉+ j

(
u1 + u2

2

)
− j (u2) ≥ 〈f, v − u2〉

par addition
1

2
〈Au1 − Au2, u2 − u1〉+ 2j

(
u1 + u2

2

)
− j (u1)− j (u2) ≥ 0

en utilisant la monotonie de A

2j

(
u1 + u2

2

)
− j (u1)− j (u2) ≥ 1

2
〈Au1 − Au2, u1−u2〉 ≥ 0

donc

0 ≤ 1

2
〈Au1 − Au2, u1 − u2〉+ j (u1) + j (u2)− 2j

(
u1 + u2

2

)
≤ 0

Il en résulte que u1 = u2 si A est strictement monotone ou j est strictement convexe.
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2.2 Inéquations quasi-variationnelles stationnaires

Nous considérons une classe plus large d’inéquations variationnelles, nommément in-

équations quasi-variationnelles.

2.2.1 Inéquations quasi-variationnelles pour opérateurs hémicon-
tinus

Soient (V, ‖‖) un espace de Banach réflexif, (V ∗, ‖‖∗) son dual et K un sous-ensemble

non vide convexe fermé de V .

On considéré un opérateur A : V → V et une fonctionnelle j : V × V → (−∞,+∞].

Pour f ∈ V ∗ donné nous considérons l’inéquation quasi-variationnelle :

{
Trouver u ∈ K tel que

〈Au, v − u〉+ j (u, v)− j (u, u) ≥ 〈f, v − u〉 ∀v ∈ K (2.15)

où 〈., .〉 est le produit de dualité entre V et V ∗.

Remarque 25 L’inéquation (2.15) est nommé l’inéquation quasi-variationnelle de deuxième

espèce.

Remarque 26 Dans le cas particulier K = V (ou, suffisamment, domj = K × K où

domj = {(u, v) ∈ V × V ; j(u, v) < +∞}) et j(u, v) = δ(Q(u), v) =

{
0 si v ∈ Q (u)

+∞ si v /∈ Q (u)
où Q : V → 2V est une application plurivalente telle que pour tout u ∈ V , Q(u) est un

ensemble non vide convexe fermé de V , alors l’inéquation (2.15) devient{
u ∈ Q (u)

〈Au, v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 ∀v ∈ Q (u)

Cette inéquation est appelée inéquation quasi-variationnelle de première espèce.

Théorème 27 Soit A : V → V∗ un opérateur hémicontinu et fortement monotone, c’est-

a-dire

∃α > 0 tel que 〈Au− Av, u− v〉 ≥ α ‖u− v‖2 ∀u, v ∈ V (2.16)
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On considère une fonction j : V × V → (−∞,+∞] satisfaisant les conditions :

{
u ∈ V, j(u, .) : V → (−∞,+∞]est une fonction
convexe, propre et semi-continue inférieurement (2.17)

{
k < α tel que |j(u1, v1) + j(u2, v2)− j(u1, v2)− j(u2, v1)|

≤ k ‖u1 − u2‖ ‖v1 − v2‖ ∀u1, u2, v1, v2 ∈ K
(2.18)

Alors, pour tout f ∈ V , l’inéquation quasi-variationnelle (2.15) a une solution et est

seule.

Preuve. L’opérateur A étant fortement monotone, nous obtenons

〈Aw − Av0, w − v0〉
‖w‖

≥ α ‖w − v0‖2

‖w‖
〈Aw,w − v0〉 − 〈Av0, w − v0〉

‖w‖
≥ α ‖w − v0‖2

‖w‖
〈Aw,w − v0〉
‖w‖

≥ α ‖w − v0‖2 − 〈Av0, w − v0〉
‖w‖

≥ α ‖w‖2 + α ‖v0‖2 − 2α ‖w‖ ‖v0‖ − ‖Av0‖∗ ‖w‖+ ‖Av0‖∗ ‖v0‖
‖w‖

≥ α ‖w‖ − 2α ‖v0‖ − ‖Av0‖∗ +
α ‖v0‖2 + ‖Av0‖∗ ‖v0‖

‖w‖

〈Aw,w − v0〉
‖w‖

≥ α ‖w‖ − 2α ‖v0‖ − ‖Av0‖∗ +
α ‖v0‖2 − ‖Av0‖∗ ‖v0‖

‖w‖
∀w, v0 ∈ K (2.19)

d’où

lim
‖w‖→+∞

〈Aw,w − v0〉
‖w‖

= +∞ (2.20)

De (2.17) il résulte que, pour tout u ∈ K il existe λ ∈ V ∗(λ = λ(u)) et µ ∈ R tels que

j(u,w) ≥ 〈λ,w〉+ µ ≥ −‖λ‖∗ ‖w‖+ µ ∀w ∈ K (2.21)

De (2.20) et (2.21) on déduit que pour tout u ∈ K on a

lim
‖w‖→+∞

〈Aw,w − v0〉+ j (u,w)− j (u, v0)

‖w‖
= +∞ ∀v0 ∈ domj (u, .) (2.22)

où domj(u, .) = {v ∈ K; j(u, v) <∞}
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Maintenant, désignons par S l’application S : K → K qui associe a tout élément

w ∈ K la solution de l’inéquation variationnelle de deuxième espèce{
Sw ∈ K tel que

〈A(Sw), v − w〉+ j (w, v)− j (w, Sw) ≥ 〈f, v − u〉 ∀v ∈ K (2.23)

De (2.22) et (2.16)-(2.18), en appliquant le théorème 24, on obtient l’existence et l’unicité

de la solution de l’inéquation (2.23) donc l’application S est bien définie.

Remarquons que l’ensemble des points fixes de l’application S coïncide a l’ensemble

des solutions de l’inéquation quasi-variationnelle (2.15). Ainsi, l’existence et l’unicité des

solutions de l’inéquation quasi-variationnelle (2.15) se réduit a l’existence et l’unicité des

points fixes de l’application S.

On va montrer que l’application S est une contraction. En effet, pour w1, w2 ∈ K

arbitraires, soient Sw1 et Sw2 les solutions correspondantes de l’inéquation (2.23)

〈A (Sw1) , v − Sw1〉+ j (w1, v)− j (w1, Sw1) ≥ 〈f, v − Sw1〉

〈A (Sw2) , v − Sw2〉+ j (w2, v)− j (w2, Sw2) ≥ 〈f, v − Sw2〉

pour v = Sw2 et, respectivement, v = Sw1, on obtient,

〈A (Sw1) , Sw2 − Sw1〉+ j (w1, Sw2)− j (w1, Sw1) ≥ 〈f, Sw2 − Sw1〉

〈A (Sw2) , Sw1 − Sw2〉+ j (w2, Sw1)− j (w2, Sw2) ≥ 〈f, Sw1 − Sw2〉

Par additions des deux inégalités

〈A (Sw1)− A (Sw2) , Sw2 − Sw1〉+ j (w1, Sw2)− j (w1, Sw1) + j (w2, Sw1)− j (w2, Sw2) ≥ 0

−〈A (Sw1)− A (Sw2) , Sw1 − Sw2〉+ j (w1, Sw2)− j (w1, Sw1) + j (w2, Sw1)− j (w2, Sw2) ≥ 0

en utilisant (2.16)

j (w1, Sw2)− j (w1, Sw1) + j (w2, Sw1)− j (w2, Sw2) ≥ 〈A (Sw1)− A (Sw2) , Sw1 − Sw2〉

|j (w1, Sw2)− j (w1, Sw1) + j (w2, Sw1)− j (w2, Sw2)| ≥ α ‖Sw1 − Sw2‖2

|j (w1, Sw1) + j (w2, Sw2)− j (w1, Sw2)− j (w2, Sw1)| ≥ α ‖Sw1 − Sw2‖2
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en utilisant (2.18)

K ‖w1 − w2‖ ‖Sw1 − Sw2‖ ≥ α ‖Sw1 − Sw2‖2

K

α
‖w1 − w2‖ ≥ ‖Sw1 − Sw2‖

‖Sw1 − Sw2‖ ≤ q ‖w1 − w2‖ (2.24)

avec q = K
α
< 1

Il en résulte, du théorème de point fixe de Banach (voir [5] ou [2]), que l’application S

a un point fixe unique soit la solution unique de l’inéquation quasi-variationnelle (2.15).
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Chapitre 3

Le problème de Signorini

On s’intéresse ici d’un problème statique de contact unilatéral en élasticité linéaire.

Soit Ω ⊂ Rp, p = 2, 3, un ouvert, supposé borné et de frontière assez régulière, occupé

par un corps élastique dans son forme initiale, non-déformé. La frontière de Ω est divisée en

trois parties Γ1, Γ2, Γ3, Le corps est soumis à une densité de forces volumique f donnée

dans Ω et à une densité de forces surfacique t donnée sur Γ1. Le corps est en contact

unilatéral contre un support rigide en Γ2.

On note par u, ε, σ le champ vectoriel des déplacements, le champ tensoriel des défor-

mations, respectivement, le champ tensoriel des contraintes. Et

εij (u) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
1 ≤ i, j ≤ p

σij = aijkhεkh (u)

avec la convention usuelle de sommation et 1 ≤ i, j, k, h ≤ p. On suppose que les

coefficients d’élasticité aijkh, vérifient les conditions usuelles de symétrie

aijkh = ajihk = akhij (3.1)

et d’ellipticité

∃α > 0 tel que aijkhεijεkh ≥ α |ε|2 , ∀ε = (εij) (3.2)
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On utilise une décomposition classique en composantes normales et tangentielles du

vecteur déplacement et du vecteur contrainte sur Γ :

un = uini

uT = u− unn

σn = σijninj

σTi = σijnj − σnni

σijnj étant défini par la formule de Green généralisé

〈σij (u)nj, γ (vi)〉 1
2
,Γ =

∫
Ω

σij (u) εij (v) dx+

∫
Ω

σij,j (u) vidx

∀u ∈ H1
div (Ω) ∀v ∈

(
H1 (Ω)

)p
H1
div (Ω) =

{
v ∈

(
H1 (Ω)

)p
, divσ (v) ∈

(
L2 (Ω)

)p}
où 〈., .〉 1

2
,Γ désigne le produit de dualité entre les espaces

(
H
−1
2 (Γ)

)p
et
(
H

1
2 (Γ)

)p
,(

H
−1
2 (Γ)

)p
étant le dual de

(
H

1
2 (Γ)

)p
.

Évidemment, pour u régulière, on a la formule de Green

∫
Γ

σij (u)njvids =

∫
Ω

σij (u) εij (v) dx+

∫
Ω

σij,j (u) vidx

∀u régulière, ∀v ∈
(
H1 (Ω)

)p
.

3.1 Contact sans frottement

3.1.1 Problème classique P.C

Trouver u tel que

− divσ (u) = f dans Ω (3.3)
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σ (u) = Aε (u) , ε (u) =
1

2

(
∇u+∇uT

)
dans Ω (3.4)

u = 0 sur Γ0 (3.5)

σ.n = t sur Γ1 (3.6)

un ≤ 0, σn ≤ 0, un.σn = 0 sur Γ2 (3.7)

L’équation (3.3) désigne l’équation d’équilibre telle queσ(u) = (σij(u)) est le tenseur

des contraintes et σij(u) = aijkhεkh(u) où εij(u) = 1
2
(∂iuj + ∂jui) et ε(u) = (εij(u)) est le

tenseur des déformations linéarisé où ∂iuj =
∂uj
∂xi

. On simplifie l’écriture par σ(u) = Aε(u)

qui est appelée loi de comportement.

Les conditions

un ≤ 0, σn ≤ 0, un.σn = 0 sur Γ2

sont appelées les conditions de Signorini.

σT = 0 pas de frottement sur Γ2

3.1.2 Problème variationnel P.V

V =
{
v ∈

(
H1 (Ω)

)p
, v = 0 sur Γ0

}
K = {v ∈ V, vn ≤ 0 sur Γ2}

a (u, v) =

∫
Ω

σ (u) ε (v) dx ∀u, v ∈ V

(F, v) = (f, v) +

∫
Γ1

t.vds ∀v ∈ V

(f, v) =

∫
Ω

f.vdx

La formulation variationnelle, en terme de déplacement, est la suivante

P.V

{
Trouver u ∈ K tel que

a (u, v − u) ≥ (F, v − u) ∀v ∈ K
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Théorème 28 Si u est une fonction qui vérifie (P.C) alors u est solution de l’inéquation

variationnelle (P.V ).

Preuve. Multipliant l’équation d’équilibre (3.3) par (v − u)

−divσ (u) (v − u) = f (v − u)∫
Ω

−divσ (u) (v − u) dx =

∫
Ω

f (v − u) dx

en utilisant la formule de Green∫
Ω

σ (u) ε (v − u) dx−
∫

Γ

σ (u)n (v − u) ds =

∫
Ω

f (v − u) dx

(f, v − u) = a (u, v − u)−
∫

Γ

σ (u)n (v − u) ds (3.8)

On a∫
Γ

σ (u)n (v − u) ds =

∫
Γ0

σ (u)n (v − u) ds+

∫
Γ1

σ (u)n (v − u) ds+

∫
Γ2

σ (u)n (v − u) ds

=

∫
Γ1

t (v − u) ds+

∫
Γ2

σT (vT − uT ) + σn (vn − un) ds

=

∫
Γ1

t (v − u) ds+

∫
Γ2

σnvnds

d’où ∫
Γ

σ (u)n (v − u) ds ≥
∫

Γ1

t (v − u) ds (3.9)

De (3.8) et (3.9) on obtient

a (u, v − u)− (f, v − u)−
∫

Γ

σ (u)n (v − u) ds = 0

a (u, v − u)− (f, v − u)−
∫

Γ1

t (v − u) ds ≥ 0

a (u, v − u)− (F, v − u) ≥ 0

a (u, v − u) ≥ (F, v − u)

Théorème 29 Si u est une solution assez régulière de l’inéquation variationnelle (P.V )

alors u satisfait (P.C) en un sens généralisé.
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Preuve. Si u est une solution assez régulière de l’inéquation variationnelle (P.V ) alors

on prend v = u± ϕ avec ϕ ∈ (D (Ω))p on obtient

a (u, ϕ) ≥ (F, ϕ)

a (u,−ϕ) ≥ (F,−ϕ)

Donc

a (u, ϕ) = (F, ϕ)

a (u, ϕ) = (f, ϕ) +

∫
Γ1

t.ϕds

a (u, ϕ) = (f, ϕ)∫
Ω

σ (u) ε (ϕ) dx =

∫
Ω

f.ϕdx

en utilisant la formule de Green

−
∫

Ω

divσ.ϕdx−
∫

Γ

σ (u)ϕdx =

∫
Ω

f.ϕdx∫
Ω

(−divσ − f)ϕdx = 0

par conséquent

−divσ − f = 0 p.p

−divσ = f p.p

d’où (3.3)

Multipliant (3.3) par (v − u) et utilisant la formule de Green on obtient

a (u, v − u)− (f, v − u) =

∫
Γ

σ (u)n (v − u) ds

grâce à l’inéquation variationnelle (P.V )

−
∫

Γ1

t (v − u) ds+

∫
Γ

σ (u)n (v − u) ds ≥ 0

en prend v = u± ϕ avec ϕ ∈ (D (Γ))p et suppϕ ⊂ Γ1 on déduit

−
∫

Γ1

t.ϕds+

∫
Γ

σ (u)n.ϕds = 0∫
Γ1

(σ.n− t)ϕds = 0

σ.n = t p.p sur Γ1
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d’où (3.6)

Pour obtenir les conditions de Signorini (3.7) on a

−
∫

Γ1

t (v − u) ds+

∫
Γ

σ.n (v − u) ds ≥ 0

−
∫

Γ1

σ.n (v − u) ds+

∫
Γ

σ.n (v − u) ds ≥ 0

en prenant v = ϕ+ u où ϕ ∈ (D (Γ))p avec suppϕ ∈ Γ2 et ϕn ≤ 0 p.p surΓ2 on obtient∫
Γ2

σnϕn ≥ 0

ce qui donne σn ≤ 0 sur Γ2

on a u ∈ K donc un ≤ 0

en choisissant maintenant vn = 0 puis vn = 2un on obtient

σnun = 0

3.1.3 Existence et unicité

Théorème 30 Si f ∈ (L2 (Ω))
p, t ∈ (L2 (Γ1))

p alors le problème (P2) admet une solution

unique dans K

Preuve. (i) a(u, v) est une forme bilinéaire continue coercive.

(1) a(u, v) est une forme bilinéaire(évident).

(2) On a :

|a (u, v)| =

∣∣∣∣∫
Ω

σij (u) .εij (v) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

aijkhεkh (u) .εij (v) dx

∣∣∣∣
≤ c

∫
Ω

|εkh (u) .εij (v)| dx

≤ c

(∫
Ω

(εkh (u))2 dx

) 1
2
(∫

Ω

(εij (v))2 dx

) 1
2
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D’autre part on a : ∫
Ω

(εkh (u))2 dx =
1

4

∫
Ω

(
∂uk
∂xh

+
∂uh
∂xk

)2

dx

≤ 1

2

∫
Ω

(
∂uk
∂xh

)2

+

(
∂uh
∂xk

)2

dx

≤ ‖u‖2
H1(Ω)

Donc

|a (u, v)| ≤M ‖u‖H1(Ω) ‖v‖H1(Ω)

D’où la continuité de a(u, v).

(3) En utilisant la condition de l’ellipticité de aijkh, on trouve :

a (u, v) =

∫
Ω

σij (u) .εij (v) dx

=

∫
Ω

aijkhεkh (u) .εij (v) dx

≥ α

∫
Ω

εkh (u) .εij (v) dx

D’après l’inégalité de Korn, on obtient

a (u, u) ≥ k ‖u‖2
H1(Ω)

ce qui achéve la coercivité.

(ii) F est une forme linéaire continue sur V .En effet, on a :∣∣∣∣∫
Ω

fvdx

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

|f |2 dx
) 1

2
(∫

Γ2

|v|2 ds
) 1

2

≤ c ‖v‖L2(Ω)

et ∣∣∣∣∫
Γ1

tvds

∣∣∣∣ ≤ ‖t‖L2(Γ1) ‖v‖L2(Γ1)

En utilisant l’injection continue de l’application trace de H1(Ω) dans L2 (Γ1) et l’injection

continue de H1(Ω) dans L2 (Ω) on trouve :

|(F, v)| ≤ c
(
‖v‖L2(Ω) + ‖v‖L2(Γ1)

)
≤ c′ ‖v‖H1(Ω)
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De (i) et (ii) et par le moyen du théorème de Stampacchia (voir chapitre 1), l’inéquation

variationnelle admet une solution unique.

3.2 Contact avec frottement (la loi de Tresca)

3.2.1 Problème classique P.C

Trouver u tel que

− divσ (u) = f dans Ω (3.10)

σ (u) = Aε (u) , ε (u) =
1

2

(
∇u+∇uT

)
dans Ω (3.11)

u = 0 sur Γ0 (3.12)

σ.n = t sur Γ1 (3.13)

un ≤ 0, σn ≤ 0, un.σn = 0 sur Γ2 (3.14)

|σT | ≤ Set

{
|σT | < S =⇒ uT = 0

|σT | < S =⇒ ∃λ ≥ 0, uT = −λσT surΓ2
(3.15)

Les conditions (3.15) sont appelées les conditions de la loi de Tresca

3.2.2 Problème variationnel P.V

On introduit le sous-espace linéaire

V =
{
v ∈

(
H1 (Ω)

)p
, v = 0 sur Γ0

}
On utilise aussi les notations :
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a (u, v) =

∫
Ω

σ (u) ε (u) dx ∀u, v ∈ V

(F, v) = (f, v) +

∫
Γ1

t.vds ∀v ∈ V

(f, v) =

∫
Ω

f.vdx

j (v) =

∫
Γ2

S |vT | ds ∀v ∈ V

La formulation variationnelle, en termes de déplacements, est la suivante :

(P.V )

{
Trouver u ∈ K tel que

a (u, v − u) + j (v)− j (u) ≥ (F, v − u) ∀v ∈ K

Théorème 31 Si u est une fonction qui vérifie (P,C) alors u est solution de l’inéquation

variationnelle (P.V ).

Preuve. On suppose que toute les fonctions régulières

Multipliant l’équation (3.10) par (v − u)

−divσ (u) . (v − u) = f (v − u)∫
Ω

−divσ (u) . (v − u) dx =

∫
Ω

f (v − u) dx

En utilisant la formule de Green∫
Ω

σ (u) ε (v − u) dx−
∫

Γ

σ (u)n (v − u) ds =

∫
Ω

f (v − u) dx

(f, v − u) = a (u, v − u)−
∫

Γ

σ (u)n (v − u) ds (3.16)

On a∫
Γ

σ (u)n (v − u) ds =

∫
Γ0

σ (u)n (v − u) ds+

∫
Γ1

σ (u)n (v − u) ds+

∫
Γ2

σ (u)n (v − u) ds

=

∫
Γ1

t (v − u) ds+

∫
Γ2

σT (vT − uT ) + σn (vn − un) ds

=

∫
Γ1

t (v − u) ds+

∫
Γ2

σnvn + σT (vT − uT ) ds

≥
∫

Γ1

t (v − u) ds+

∫
Γ2

σT (vT − uT ) ds
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d’où ∫
Γ

σ (u)n (v − u) ds ≥
∫

Γ1

t (v − u) ds+

∫
Γ2

σT (vT − uT ) ds (3.17)

De (3.16) et (3.17) on obtient

a (u, v − u)− (f, v − u)−
∫

Γ

σ (u)n (v − u) ds = 0 (3.18)

a (u, v − u)− (f, v − u)−
∫

Γ1

t (v − u) ds ≥
∫

Γ2

σT (vT − uT ) ds

a (u, v − u) + j (u, v)− j (u, u)− (F, v − u) ≥
∫

Γ2

σT (vT − uT ) ds+

∫
Γ2

S (|vT | − |uT |) ds

a (u, v − u) + j (u, v)− j (u, u)− (F, v − u) ≥
∫

Γ2

S (|vT | − |uT |) + σT (vT − uT ) ds (3.19)

Il reste de montrer que

S (|vT | − |uT |) + σT (vT − uT ) ≥ 0 (3.20)

En utilisant les conditions (3.15)

1) Si |σT | < S =⇒ uT = 0

S (|vT | − |uT |) + σT (vT − uT ) = S |vT |+ σTvT

≥ |σT | |vT |+ σTvT

≥ 0

2) Si |σT | = S =⇒ uT = −λσT

S (|vT | − |uT |) + σT (vT − uT ) = |σT | (|vT | − λ |σT |) + σT (vT + λσT )

= |σT | |vT |+ σTvT

≥ 0

De (3.19) , (3.20)

a (u, v − u) + jf (u, v)− jf (u, u)− (F, v − u) ≥ 0 ∀v ∈ K

Théorème 32 Si u est une solution assez régulière de l’inéquation variationnelle (P.V )

alors u satisfait (P.C) en un sens généralisé.

Preuve. voir [28]
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3.2.3 Existence et unicité

Théorème 33 Si f ∈ (L2 (Ω))
p, t ∈ (L2 (Γ1))

p alors le problème (P2) admet une solution

unique dans K

Preuve. (i) a(u, v) est une forme bilinéaire continue coercive.

(1) a(u, v) est une forme bilinéaire(évident).

(2) On a :

|a (u, v)| =

∣∣∣∣∫
Ω

σij (u) .εij (v) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

aijkhεkh (u) .εij (v) dx

∣∣∣∣
≤ c

∫
Ω

|εkh (u) .εij (v)| dx

≤ c

(∫
Ω

(εkh (u))2 dx

) 1
2
(∫

Ω

(εij (v))2 dx

) 1
2

D’autre part on a : ∫
Ω

(εkh (u))2 dx =
1

4

∫
Ω

(
∂uk
∂xh

+
∂uh
∂xk

)2

dx

≤ 1

2

∫
Ω

(
∂uk
∂xh

)2

+

(
∂uh
∂xk

)2

dx

≤ ‖u‖2
H1(Ω)

Donc

|a (u, v)| ≤M ‖u‖H1(Ω) ‖v‖H1(Ω)

D’où la continuité de a(u, v).

(3) En utilisant la condition de l’ellipticité de aijkh, on trouve :

a (u, v) =

∫
Ω

σij (u) .εij (v) dx

=

∫
Ω

aijkhεkh (u) .εij (v) dx

≥ α

∫
Ω

εkh (u) .εij (v) dx

D’après l’inégalité de Korn, on obtient

a (u, u) ≥ k ‖u‖2
H1(Ω)
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ce qui achevé la coercivité.

(ii) F est une forme linéaire continue sur V .En effet, on a :∣∣∣∣∫
Ω

fvdx

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

|f |2 dx
) 1

2
(∫

Γ2

|v|2 ds
) 1

2

≤ c ‖v‖L2(Ω)

et ∣∣∣∣∫
Γ1

tvds

∣∣∣∣ ≤ ‖t‖L2(Γ1) ‖v‖L2(Γ1)

En utilisant l’injection continue de l’application trace de H1(Ω) dans L2 (Γ1) et l’injection

continue de H1(Ω) dans L2 (Ω) on trouve :

|(F, v)| ≤ c
(
‖v‖L2(Ω) + ‖v‖L2(Γ1)

)
≤ c′ ‖v‖H1(Ω)

(iii) c’est facile a vérifier que j (u) est convexe, semi continue inférieurement et propre.

Donc d’après le théorème 21 l’inéquation variationnelle admet une solution unique.

3.3 Contact avec frottement de Coulomb

3.3.1 Problème classique P.C

Trouver u tel que

− divσ (u) = f dans Ω (3.21)

σ (u) = Aε (u) , ε (u) =
1

2

(
∇u+∇uT

)
dans Ω (3.22)

u = 0 sur Γ0 (3.23)

σ.n = t sur Γ1 (3.24)

un ≤ 0, σn ≤ 0, un.σn = 0 sur Γ2 (3.25)

|σT | ≤ µ |Rσn| et
{

|σT | < µ |Rσn| =⇒ uT = 0
|σT | < µ |Rσn| =⇒ ∃λ ≥ 0, uT = −λσT sur Γ2

(3.26)

où Rσn représente une régularisation de σn qui sera précisée ultérieurement.
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3.3.2 Problème variationnel P.V

Pour obtenir la formulation variationnelle de ce problème, on fait les hypothèses de

régularité :


f ∈ (L2 (Ω))

p

t ∈ (L2 (Γ1))
p

aijkl ∈ L∞ (Ω) , i, j, k, l = 1, ......., p
µ ∈ L∞ (Γ2) , µ ≥ 0p.p sur Γ2

R : H
−1
2 (Γ2)→ L2 (Γ2) est un opérateur linéaire et compact

(3.27)

où H
−1
2 (Γ2) est le dual de l’espace H

1
2 (Γ2) =

{
v ∈ H 1

2 (Γ) , v = 0 p.p sur Γ \ Γ2

}
σn(u) ∈ H −1

2 (Γ) , ∀u ∈ H1
div(Ω) =

{
v ∈ (H1(Ω))

p
, divσ (v) ∈ (L2 (Ω))

p}
On introduit le sous-espace linéaire

V =
{
v ∈

(
H1 (Ω)

)p
, v = 0 sur Γ0

}
(3.28)

de l’espace de Hilbert (H1 (Ω))
p et l’ensemble des champs des déplacements statique-

ment admissibles définie par

K = {v ∈ V, vn ≤ 0 sur Γ2} (3.29)

On utilise aussi les notations :

a (u, v) =

∫
Ω

σ (u) ε (u) dx ∀u, v ∈ V (3.30)

(F, v) = (f, v) +

∫
Γ1

t.vds ∀v ∈ V

(f, v) =

∫
Ω

f.vdx (3.31)

jf (u, v) =

∫
Γ2

µ |Rσn (Pfu)| |vT | ds ∀u ∈ H1
div (Ω) ,∀v ∈ V

où Pf : V → Cf est l’opérateur de projection sur l’ensemble convexe et fermé

Cf = {v ∈ V, a (v, ϕ) = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ (D (Ω))p}

La formulation variationnelle, en termes de déplacements, est la suivante :
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(P.V )

{
Trouver u ∈ K tel que

a (u, v − u) + j (u, v)− j (u, u) ≥ (F, v − u) ∀v ∈ K (3.32)

Remarque 34 Si u est une solution du problème P.V alors u ∈ Cf , donc Pfu = u. De

plus

jf (w, v) = j (w, v) ∀v ∈ V, ∀w ∈ Cf

où

j (w, v) =

∫
Γ2

µ |Rσn (w)| |vT | ds ∀v ∈ V, ∀w ∈ Cf

Remarque 35 Pour tout v ∈ Cf , nous avons

‖σn (v)‖−1
2
,Γ ≤ C(‖v‖2

1 + ‖f‖2
0)

1
2 (3.33)

Remarque 36 Pour tout u, v ∈ V on a

‖σn (Pfu)− σn (Pfv)‖−1
2
,Γ ≤ C ‖u− v‖1 (3.34)

En effet, si u, v ∈ V alors Pfu− Pfv ∈ C0 = {v ∈ V, a (v, ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ (D (Ω))p}

Théorème 37 Si u est une fonction qui vérifie (P,C) alors u est solution de l’inéquation

variationnelle (P.V ).

Preuve. On suppose que toute les fonctions régulières

De (3.21) on obtient :

−divσ (u) = f∫
Ω

−divσ (u) .ϕdx =

∫
Ω

fϕdx ∀ϕ ∈ (D (Ω))p

En utilisant la formule de Green∫
Ω

σ (u) ε (ϕ) dx =

∫
Ω

fϕdx ∀ϕ ∈ (D (Ω))p

a (u, ϕ) = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ (D (Ω))p

on déduit que u ∈ Cf donc Pfu = u et

jf (u, v) =

∫
Γ2

µ |Rσn (u)| |vT | ds ∀v ∈ V
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Multipliant l’équation (3.21) par (v − u)

−divσ (u) . (v − u) = f (v − u)∫
Ω

−divσ (u) . (v − u) dx =

∫
Ω

f (v − u) dx

En utilisant la formule de Green∫
Ω

σ (u) ε (v − u) dx−
∫

Γ

σ (u)n (v − u) ds =

∫
Ω

f (v − u) dx

(f, v − u) = a (u, v − u)−
∫

Γ

σ (u)n (v − u) ds (3.35)

On a∫
Γ

σ (u)n (v − u) ds =

∫
Γ0

σ (u)n (v − u) ds+

∫
Γ1

σ (u)n (v − u) ds+

∫
Γ2

σ (u)n (v − u) ds

=

∫
Γ1

t (v − u) ds+

∫
Γ2

σT (vT − uT ) + σn (vn − un) ds

=

∫
Γ1

t (v − u) ds+

∫
Γ2

σnvn + σT (vT − uT ) ds

≥
∫

Γ1

t (v − u) ds+

∫
Γ2

σT (vT − uT ) ds

d’où ∫
Γ

σ (u)n (v − u) ds ≥
∫

Γ1

t (v − u) ds+

∫
Γ2

σT (vT − uT ) ds (3.36)

De (3.35) et (3.36) on obtient

a (u, v − u)− (f, v − u)−
∫

Γ

σ (u)n (v − u) ds = 0

a (u, v − u)− (f, v − u)−
∫

Γ1

t (v − u) ds ≥
∫

Γ2

σT (vT − uT ) ds

a (u, v − u) + jf (u, v)− jf (u, u)− (F, v − u) ≥
∫

Γ2

σT (vT − uT ) ds+

∫
Γ2

µ |Rσn (u)| (|vT | − |uT |) ds

a (u, v − u) + jf (u, v)− jf (u, u)− (F, v − u) ≥
∫

Γ2

µ |Rσn (u)| (|vT | − |uT |) + σT (vT − uT ) ds (3.37)

Il reste de montrer que

µ |Rσn (u)| (|vT | − |uT |) + σT (vT − uT ) ≥ 0 (3.38)

En utilisant les conditions (3.26)
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1) Si |σT | < µ |Rσn| =⇒ uT = 0

µ |Rσn (u)| (|vT | − |uT |) + σT (vT − uT ) = µ |Rσn (u)| |vT |+ σTvT

≥ |σT | |vT |+ σTvT

≥ 0

2) Si |σT | = µ |Rσn| =⇒ uT = −λσT

µ |Rσn (u)| (|vT | − |uT |) + σT (vT − uT ) = |σT | (|vT | − λ |σT |) + σT (vT + λσT )

= |σT | |vT |+ σTvT

≥ 0

De (3.37) , (3.38)

a (u, v − u) + jf (u, v)− jf (u, u)− (F, v − u) ≥ 0 ∀v ∈ K

Théorème 38 Si u est une solution assez régulière de l’inéquation variationnelle (P.V )

alors u satisfait (P.C) en un sens généralisé.

Preuve. Si u est une solution de l’inéquation variationnelle (P.V ) alors on prend

v = u± ϕ avec ϕ ∈ (D (Ω))p on obtient

a (u, ϕ) + j (u, u+ ϕ)− j (u, u) ≥ (F, ϕ)

a (u,−ϕ) + j (u, u− ϕ)− j (u, u) ≥ (F,−ϕ)

Donc

a (u, ϕ) = (F, ϕ)

a (u, ϕ) = (f, ϕ) +

∫
Γ1

t.ϕds

a (u, ϕ) = (f, ϕ)∫
Ω

σ (u) ε (ϕ) dx =

∫
Ω

f.ϕdx
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en utilisant la formule de Green

−
∫

Ω

divσ.ϕdx−
∫

Γ

σ (u)ϕdx =

∫
Ω

f.ϕdx∫
Ω

(−divσ − f)ϕdx = 0

par conséquent

−divσ − f = 0 p.p sur Ω

−divσ = f p.p sur Ω

d’où (3.21)

Multipliant (3.21) par (v − u) et utilisant la formule de Green on obtient

a (u, v − u)− (f, v − u) =

∫
Γ

σ (u)n (v − u) ds

grâce à l’inéquation variationnelle (P.V )

j (u, v)− j (u, u)−
∫

Γ1

t (v − u) ds+

∫
Γ

σ (u)n (v − u) ds ≥ 0 ∀v ∈ K (3.39)

en prend v = u± ϕ avec ϕ ∈ (D (Γ))p et suppϕ ⊂ Γ1 on déduit

−
∫

Γ1

t.ϕds+

∫
Γ

σ (u)n.ϕds = 0∫
Γ1

(σ.n− t)ϕds = 0

σ.n = t p.p sur Γ1

d’où (3.24)

Alors, revenant a l’inéquation (3.39), on a

j (u, v)− j (u, u) +

∫
Γ2

σn (vn − un) + σT (vT − uT ) ds ≥ 0 ∀v ∈ K

Choisissant v = ϕT + unn où ϕ ∈ (D (Γ))p avec suppϕ ⊂ Γ2 et en tenant comptes que

vn = un, vT = ϕT , σTϕT = σTϕ, on déduit∫
Γ2

[µ |Rσn| (|ϕT | − |uT |) + σT .ϕ] ds ≥
∫

Γ2

σT .uTds
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ou, en utilisant que ϕ ≥ ϕT , on a∫
Γ2

[µ |Rσn| |ϕ|+ σT .ϕ] ds−
∫

Γ2

[µ |Rσn| |uT |+ σT .uT ] ds ≥ 0 ∀ϕ ∈ (D (Γ))p avec suppϕ ⊂ Γ2

En prenant ϕ = λϕ avec λ > 0 nous obtenons

λT1 − T2 ≥ 0

où

T1 =

∫
Γ2

[µ |Rσn| |ϕ|+ σT .ϕ] ds

T2 =

∫
Γ2

[µ |Rσn| |uT |+ σT .uT ] ds

Par conséquent on a :

T1 ≥ 0, T2 ≤ 0

En prenant ϕ = ±ϕ∫
Γ2

|σT | |ϕ| ds ≤
∫

Γ2

µ |Rσn| |ϕ| ds ∀ϕ ∈ (D (Γ))p avec suppϕ ⊂ Γ2

Soit |σT | ≤ µ |Rσn| . Comme T2 ≤ 0 il en suit que T2 = 0 donc

µ |Rσn| |uT |+ σT .uT = 0 p.p sur Γ2 (3.40)

ce qui implique (3.26). En effet, si |σT | < µ |Rσn| alors, en supposant uT 6= 0, de (3.40)

on obtient σT .uT = −µ |Rσn| |uT | < − |σT | |uT | d’où, nécessairement, il faut avoir uT = 0.

Si |σT | = µ |Rσn| alors, de (3.40), il vient σT .uT = − |σT | |uT | donc il existe λ ≥ 0 tel

que uT = −λσT .

Pour obtenir les conditions de Signorini (3.25), on retourne a (3.39) en prenant v =

ϕn.n+ uT où ϕ ∈ (D (Γ))p avec suppϕ ⊂ Γ2 et ϕn ≤ 0 p.p sur Γ2. On obtient∫
Γ2

σn.ϕnds−
∫

Γ2

σn.unds ≥ 0 ϕ ∈
(
H1 (Γ)

)p avec suppϕ ⊂ Γ2 et ϕn ≤ 0 p.p sur Γ2

ce qui donne, en prenant, comme nous avons fait dans le cas des conditions (3.26), ϕ = λϕ

avecλ > 0, les conditions (3.25). Certainement, la condition un ≤ 0 est satisfaite parce

que u ∈ K.
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3.3.3 Existence et unicité

Théorème 39 Supposons que les conditions (3.27) sont satisfaites et mes (Γ0) > 0.

Alors il existe µ1 > 0 tel que pour tout µ ≥ 0 avec ‖µ‖L∞(Γ2) ≤ µ1, le problème (P2) a une

solution et cette solution est unique.

Preuve. On va prouver que la fonction j(; ) satisfait la relation (2.18).

De l’inégalité de Schwartz dans L2(Γ2) et tenant compte que l’opérateur R est linéaire

et continu,on obtient

|jf (u1, v2) + jf (u2, v1)− jf (u1, v1)− jf (u2, v2)|

=

∣∣∣∣∫
Γ2

µ (|R (σn (Pfu1))| − |R (σn (Pfu2))|) (|v2T | − |v1T |) ds
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫

Γ2

µ |R (σn (Pfu1 − Pfu2))| |v2T − v1T | ds
∣∣∣∣ (3.41)

≤ ‖µ‖L∞(Γ2) ‖R (σn (Pfu1 − Pfu2))‖L2(Γ2) ‖v1 − v2‖L2(Γ2)

≤ C1 ‖µ‖L∞(Γ2) ‖σn (Pfu1 − Pfu2)‖−1
2
,Γ2
‖v1 − v2‖L2(Γ2) ∀u1, u2, v1, v2 ∈ V

De (3.34) (3.41) on a

|jf (u1, v2) + jf (u2, v1)− jf (u1, v1)− jf (u2, v2)|

≤ C2 ‖µ‖L∞(Γ2) ‖u1 − u2‖1 ‖v1 − v2‖1 ∀u1, u2, v1, v2 ∈ V

Soit j (., .) satisfait (2.18) avec k = C2 ‖µ‖L∞(Γ2) . Prenant

0 < µ1 <
α

C2

il résulte que pour tout µ ≥ 0 avec ‖µ‖L∞(Γ2) ≤ µ1 on a k < α. Alors on peut appliquer

le théorème 27 pour achever la démonstration.
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Conclusion

De ce travail, on résulte que, le problème de Signorini statique soit dans le cas sans

frottement ou dans le cas avec frottement de Coulomb on peut avoir l’existence et l’unicité

d’après la formulation variationnelle au terme d’inéquation variationnelle.

Pour les perspectives, il serait intéressant de trouver l’existence et l’unicité d’un pro-

blème statique de contact unilatéral en élasticité non linéaire. Et aussi étendre ces études

pour le cas dynamique.
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