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Notations et conventions
� j : j: la valeur absolue.

� �i : les multiplicateurs caractéristiques

� DG : le jacobien de G

� le discriminant

�W s : les variétés stables.

�W i : les variétés instables.
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Introduction générale
«Le monde est un chaos; et son d�esordre exc�ede tout ce qu0ony voudrait apporter

derem�ede.» Pierre Corneille.

L�existence du chaos, appelé également «chaos déterministe» pour bien le di¤érencier

d�un phénomène aléatoire, avait en fait été présenté par poincaré à la �n du siècle dernier.

S�intéressant aux problèmes de mécanique céleste, il avait en e¤et montré que, malgré un

caractère déterministe, le problème des trois corps ( par exemple Terre-Lune-Soleil ) ne

pouvait donner lieu à prédiction. Si la résolution analytique des équations du problème des

trois corps est impossible, il est possible de déterminer numériquement les trajectoires. On

a ainsi pu tester la stabilité de ce application en comparant les trajectoires suivies par un

des corps à partir de deux positions initiales très proches : ces trajectoires restent proches

l�une de l�autre à court terme et on peut donc prédire les éclipses !, mais elles deviennent

complétement di¤érentes à long terme. Une toute petit di¤érence initiale a donc produit

un e¤et considérable et on peut penser que l�application solaire est chaotique, mais fort

heureusement sur des échelles de temps très grandes. C�est dans cette extrême sensibilité

aux conditions initiales que réside l�origine de l�imprédictibilité du chaos déterministe.

Poincaré avait remarqué cet e¤et puisqu�il écrit :" Une cause très petite, qui nous échappe,

détermine un e¤et considérable que nous ne pouvons pas ne pas voir et alors nous disons

que cet e¤et est dû au hasard".

On sait que c�est E.Lorenz qui est à l�origine des lois du chaos en montrant qu�une

in�me variation « l�e¤et papillon » ou imprécision des calculs menait à des prévisions

météorologiques complètement opposées au bout d�un certain temps ( de Lyapunov ), ce

qui condamnait toute possibilité de prévision du temps à long terme, trop sensibleaux

" conditions initiales " et dont les divergences s�accentuent exponentiellement avec le

temps. Du coup, c�est le déterminisme de la nature qui en est ébranlé, bien qu�il ne soit

pas question de le supprimer puisqu�on parle même de « chaos déterministe » , il ne s�agit

en aucun cas de renier la science et son e¢ cacité, mais reconnaître ses limites, les e¤ets de

seuil introduisant des instabilités, des indéterminations qui échappent au calcul, et donc
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des scénarios multiples, " dépendants du chemin " emprunté dans un environnement

d�équilibres multiples, de bifurcation.etc....

En 1972 qu�E.Lorenz donne une conférence scienti�que inititulée : «prédictibilité : Le

battement d�ailes d�un papillon au Brésil provoque-t-il une tornade au Texas ?» L�image

va faire le tour du monde et donner toute son ampleur aux théories du chaos ( ce mot ne

sera d�ailleurs « créé » que trois ans plus tard par deux autres mathématiciens ).

En mathématiques, la thérie du chaos étudie le comportement des applications dy-

namiques qui sont très sensibles aux conditions initiales, un phénomène généralement

illustré par l�e¤et papillon. ...Le comportement chaotique est à la base de nombreux ap-

plications naturels, tels que la météo ou le climat. La théorie du chaos a montré que le

monde n�avait pas une prédictibilité déterministe.

Nous avons représenté dans le premier chapitre généralités sur les systèmes dyna-

miques, qui comprend des systèmes dynamiques continues et discrètes avec d�autre dé-

�nitions. Dans le deuxième chapitre, nous avons introduit la dé�nition de bifurcation et

attracteur chaotique a également parlé les attracteurs, bassin d�attraction, l�exposant de

Lyapunov. Dans le troisième chapitre, et se termine nous appliquons étude sur l�applica-

tion de Hénon en 3D, en ce qui concerne l�étude numérique et analytique.
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Chapitre 1

Généralités sur les systèmes

dynamiques

1.1 Systèmes dynamiques continus dans le temps

1.1.1 Système autonome et non autonome

Système autonome

un système autonome est une application à évolution temporelle continue qui qui a

implicitement du temps t :

dx

dt
= G (x (t)) (1.1)

Système non autonome

un système non autonome est une application à évolution temporelle continue qui

dépend explicitement du tempst :

dx

dt
= G (x; t) (1.2)
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1.1.2 Flot

On appelle �ot de l�équation di¤érentielle, l�application ' dé�nie par :

' : R�X �! X (1.3)

(t; x0) �! ' (t; x0) = 't (x0) = x (t; x0)

Tel�que

1- Pour chaque x0 �xé, t �! ' (t; x0) est une solution de l�équation dé¤érentielle.

2- Le �ot ' possède les propriétés suivantes :

3- ' (0; x0) = x0 en d�autres termes ' (t; x0) est la valeur à l�instant t de la solution

qui vaut x0 en t = 0.

4- ' (t1 + t2; x0) = '(t1(x0)) � '(t2(x0)) pour tous (t1; t2) 2 R2: Donc ' possède la

propriété d�un semi-groupe.

1.1.3 Trajectoire (ou orbite)

Dé�nition 1.1 Soit x0 2 X une condition initiale et x (t; x0) la solution de l�équation

(1.3). L�ensemble des points fx (t; x0) ; t 2 Rg est la trajectoire (ou orbite) dans l�espace

d�etat passant par le points x0 à l�instant t = 0.

� Deux trajectoires identiques émanent obligatoirement du même état initial.

� La trajectoire d�un système dynamique autonome ne dépend que l�état initial.

1.1.4 L�espace des phases

L�espace des phases(ou espace d�état)

Chez les physiciens, l�espace des phases est un espace abstrait dont les coordonnées

sont les variables dynamiques du système étudié.

Dés que la dimension n du système dépasse l�unité, il devient assez di¢ cile de se

représenter "montalement" comment le système évolue, L�outil de passe pour y palier est
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l�espace de phase.on considère chaque commposonte xK deX (l�espace d�état) comme une

cordonnée d�un point dans un espace de dimension n , L�évolution siuvant t du système se

traduit alors par un déplacement du point représentatif dans l�espace de phase , traçant

ainsi une trajectoire de phase.

portrait de phase

Un portrait de phase est une représentation géométrique des trajectoires d�un système

dynamique dans le plan de phase : à chaque ensemble de conditions initiales correspond

une courbe ou un point systèmes conservatifs et systèmes dissipatives

Le caractère conservatif ou non de la dynamique fait référence à un nouveau point de

vue sur l�évolution dans l�espace de phases. En e¤et, les dé�nitions que nous avons intro-

duites jusqu�à présent sont implicitement rattachées à la détermination de trajectoires

individuelles.

1.1.5 Systèmes conservatifs et systèmes dissipatives

Chez les physiciens, un système conservatif est un système qui conserve l�énergie

totale, par contre un système dissipatif est un application qui dissipe de l�énergie.

Donc le premier possède une intégrale première (ou constante) du mouvement, et

l�autre possède au moins un terme dépendant de la vitesse.

Exemple : (l�application de Hénon)8<: xk+1 = yk + 1� ax2k
yk+1 = bxk

Où a, b sont des paramètres réels, l�espace des phases est : R2, l�espace des paramètres

est : R2.
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1.1.6 Points critiques

Les points x où le champ de vitesse v s�annule sont appellés points critiques, ou points

d�équilibre. Ils correspondent à des points �xes du �ot : � (x) = x pour tout t.

Un point d�équilibre est une trajectoire particulière. Une autre trajectoire particulière

est la trajectoire qui se referme sur elle-même.

1.1.7 Orbites périodiques

On appelle cycle(ou trajectoire périodique ou orbite périodique) une trajectoire �t (x)

qui n�est pas réduite à un point et telle qu�il existe T > 0 véri�ant �T (x) = x. Le plus

petit réel T strictement positif tel que �T (x) = x est appellé période, il est indépendant

du point x pris sur la trajectoire.

1.2 Systèmes dynamiques discret dans le temps

1.2.1 Dé�nition et réprésentation

L�étude de la stabilité des solution périodiques, grâce à l�application de Poincaré

aux multiplicateurs caractéristiques, permet d�entrevoir l�importance des systèmes dyna-

miques discrets, ou, dans un langage plus prosaïque, des suites récurrentes. Un système

dynamique discret est de la forme :

xk+1 = G (xk) (1.4)

où G est une application régulière d�un ouvert U de Rn dans lui même. Le système

continu dx
dt
= v (x) peut être étudié comme un système discret si, au lieu de considérer son

�ot continu �t, on considère � > 0 ("sorte" de période d�échantillonage) et l�application

associée.

G : U �! U
x�!G(x)=�� (x)
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Comme �� � �� = �2� , il est clair que l�étude de �t lorsque t �! +1 et celle de

Gk = G �G � ::: � G| {z }
k-fois

lorsque l�entier k tend vers +1 doivent être très similaires.

Nous rappelons ici, succintement, comment les notions et résultats précédents, intro-

duits pour les applications continues, se transposent aux les systèmes discrets.

1.2.2 Orbites négatives et orbites positives

Orbite positive

Dé�nition 1.2 Une orbite positive O+ d�un point x0 dans Rn est la suite des images de

x0 par les composées successives de G :

O+(x0) =
�
x0; G(x0); G

2(x0); :::; G
k(x0); ::

	
Si G inversible alors :

G�k(x0) = G
�1 �G�1 � ::: �G�1| {z }(x0)
k -fois

Orbite négative

Dé�nition 1.3 Une orbite négative O� d�un point x0 dans Rn est la suite des images

de x0 par les composées successives de G :

O�(x0) =
�
x0; G

�1(x0); G
�2(x0); :::; G

�k(x0); ::
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Si O+(x0) et O�(x0) existent alors l�orbite O(x0) de x0 est l�ensemble :

O(x0) = O
+(x0) [O�(x0)

1.2.3 Points �xes

Soit un système autonome ou non, caractérisé par l�équation d�état (1,1) ou (1,2) ,

un état d�équilibre est caractérisé par la relation suivante :

F (x) = 0:

Tout solution x véri�ant cette relation est appelée position d�équilibre point sin-

gulier, point �xe ou encore solution stationnaire. On distingue seulement deux types

d�attracteurs qui sont des points �xes. Ils s�agit des n�uds stables et des foyer stables.

1.2.4 Stabilité

Puisque les solutions de la plupart des applications ne s�expriment, pas au moyen

des fonctions élémentaires ou par des quadratiques on recours également à des méthodes

d�intégrations approchées. Le défaut de ces méthodes, c�est qu�elles ne donnent qu�une

solution particulière, il faut refaire tous les calculs. Connaissant une solution particulière,

on ne peut pas se prononcer sur le caractère des autres solutions.

La question de la stabilité d�une solution ou des positions d�équilibre est une des

questions fondamentales de la théorie qualitative des systèmes dymiques, la réponse de

cette question a été étudiée en détail par l�éminent mathématicien russe A. Lyapunov

(1857 - 1918).

Un point d�équilibre de système continu correspond à ce que l�on appelle aussi un

régime stationnaire. La question de la stabilité expose alors des termes très simples : si l�on

écarte le système de l�équilibre, y reviendra-t-il ? Ou encore : une petite perturbation, qui

éloigne légèrement le système de son régime stationnaire, peut-elle avoir des conséquences
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importantes et être ampli�ée au cours du temps.

1.2.5 Stabilité locale

Soit f : Rn �! Rn une fonction réelle dé�nie une application discrète, soit Df (x0) sa

matrice Jacobienne évaluée au point �xe x0 de l�application f , pour simpli�er les notions

de la stabilité locale du point �xe x0 on introduit la notion de multiplicateur et pour

caractériser la nature de ce point �xe nous donnons les dé�nitions :

Dé�nition 1.4 Les valeurs propres du jacobien Df (x0) sont appelées multiplicateurs

caractéristiques de f en x0.

Dé�nition 1.5 Le point �xe x0 de f est dit stable si ses multiplicateurs caractéristiques

sont tous de module strictement inférieur à 1.

Dé�nition 1.6 Le point �xe x0 de f est dit instable si l�un des multiplicateurs et de

module strictement supérieur à 1.

Dé�nition 1.7 Le point �xe x0 de f est dit point selle si au moins un multiplicateur

est de module strictement inférieur à 1 et les autres multiplicateurs sont tous de module

strictement supérieur à 1.
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Chapitre 2

Attracteurs et attracteurs chaotiques

2.1 Attracteur et attracteur chaotique[2]

Il n�existe pas, à l�heure actuelle, de dé�nition communément admise l�attracteur. La

notion d�attracteur est liée à un type de régime asymptotique. Dire d�une application qu�il

possède plusieurs attracteurs, c�est aussi dire qu�il admet plusieurs types notablement

di¤érents de régimes asymptotiques.

En e¤et, puisqu�un attracteur est un ensemble invariant, sa dimension dans un espace

tridimensionnel doit être strictement inférieure à 3. Mais nous cherchons également un

attracteur dont la dimension n�est ni 1 (point �xe) ni 2 (cycle). Nous recherchons donc

des objets géométriques complexes de dimension non - entière.

De telles structures existent, moyennant une dé�nition plus générale du concept de

dimension. Mandelbrot leur a donné le nom de fractales. Nous examinerons dans ce cha-

pitre le problème de leur dimension. Pour l�heure, essayons de mieux caractériser ces

attracteurs. On comprend bien que leur nature doit être radicalement di¤érente de celle

d�un tore, qui ne peut être attracteur que d�un régime périodique. Les objets considérés

ici, par contre, sont le siège de phénomènes apériodiques et du chaos. On les appelle

des attracteurs étranges ou chaotiques. Et pour cause : il s�agit d�ensembles compacts,

donc bornés, dans lesquels on retrouve des trajectoires chaotiques, dont l�une des carac-
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téristiques essentielles est la S C I. (les trajectoires issues de conditions initiales proches

s�écartent exponentiellement).

Comment peut-on faire coexister l�attraction, qui implique le resserrement des tra-

jectoires, avec la S C I, qui implique leur écartement ? La solution réside dans le concept

d�hyperbolicité de l�attracteur [1] : l�attraction s�opère dans une direction, et la diver-

gence dans une autre. La surface contenant les trajectoires divergentes est appelée variété

instable, alors que celle contenant les trajectoires convergentes sera dénommé variété

stable. Notons que ceci ne peut se concevoir que dans un espace de phase d�au moins

trois dimensions. Les attracteurs étranges sont caractéristiques l�évolution des applica-

tions chaotiques, au bout d�un certain temps, tous les points de l�espace des phases (et

appartenant au bassin d�attraction de l�attracteur) donnent des trajectoires qui tendent

à former l�attracteur étrange. On va parler de ce type d�attracteur Dans ce chapitre.

2.2 Sensibilité aux conditions initiales

La S.C.I est un phénomène découvert dés la �n du XIX ieme siècle par Poincaré dans

des travaux concernant le problème à N corps en mécanique céleste, puis par Hadamard

avec un modèle mathématique abstrait aujourd�hui baptisé « �ot géodésique sur une

surface à courbure négative » . Cette découvert a entrainé un grand nombre de travaux

importants, principalement dans le domaine des mathématiques. Il a été redécouvert en

1963 par Lorenz lors de ses travaux en météorologie.

Cette sensibilité explique le fait que, pour un système chaotique, une modi�cation

in�me des conditions initiales peut entrainer des résultats imprévisibles sur le long terme.

Ce résultat est souvent vulgarisé sous le nom « d�e¤et papillon » .

La S.C.I se traduit mathématiquement par l�hyperbolicité d�une partie de l�espace

des phases d�application, hyperbolicité à laquelle est associée un ensemble d�exposants

de Lyapunov positifs, ainsi qu�une entropie topologique également positive.

Exemple :
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Fig. 2-1 �L�évolution d�une population d�individus dans le temps pour des conditions
initiales très proches Un+1 = 4aUn(1� Un) ( u0 = 0:3 et u0 = 0:300001 ).

2.3 Attracteur

2.3.1 Ensemble invariant

Dé�nition 2.1 [Ensemble invariant] Soit A un sous-ensemble de l�espace des phases

U ; A est dit invariant (resp. positivement invariant) par un �ots 't, si pour tout t dans

R (resp. dans [0;+1[), 't(A) est inclus dans A.

Dé�nitions d�attracteur

Dans la littérature on trouve plusieurs dé�nitions d�attracteur. En général, un attrac-

teur est dé�ni comme une sous-partie fermée de l�espace des phases qui "attire" toutes

les autres orbites vers elle. On donne un seul dé�nition possible d�attracteur :

Dé�nition 2.2 [Guckenheimer; Holmes] Soit hX; gi un système dynamiques discret,

Une sous-partie A de X est appelée attracteur si et seulement si les conditions suivantes

sont réalisées :

1. A est fermée ;

2. A est positivement invariante ;

3. A est attractive, c�est- a- dire, il existe un voisinage ouvert U de A tel que :
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(a) U est positivement invariant ;

(b) U est attiré par A : 8u 2 U ; lim
t�!1

d(gt(u); A) = 0.

Exemple 2.1 Dans l�espace R2 considérons l�application discret dont la fonction succes-

seur est la suivante :

g :

�
x

y

�
2 R2 �!

�
x+ y

x+ y

�
2 R2

La variété instable R2i = W i = f(x; y) 2 R2 : x = yg est non-vide, fermée, et strictement

positivement invariante. De plus, elle est un attracteur global en un seul pas. Au contraire,

la variété stable R2s = W s = f(x; y) 2 R2 : x = �yg est non-vide, fermée et strictement

positivement invariante mais n�est pas un attracteur.

2.3.2 Bassin d�attraction

On rappelle que tout voisinage ouvert qui satisfait les conditions 3:a et 3:b dans

la dé�nition (2.2) est appelée voisinage attiré par A. Il faut remarquer que bien qu�il

existe un voisinage attiré U , on ne peut pas a¢ rmer qu�il est unique : en e¤et A peut

admettre plusieurs voisinages attires par lui-même. On donne quelques dé�nitions du

bassin d�attraction :

Dé�nition 2.3 On appelle bassin d�attraction B(A) de A le plus grand des tels voisi-

nages attirés, c�est à dire B(A) =
[
fU 2 P (X) : U est un voisinage attiré Ag :

Dé�nition 2.4 [Zeraoulia; Sprott] Le bassin d�attraction B(A) d�un attracteur A est

l�ensemble des conditions initiales (l�ensemble des tous états initiaux des orbites) est à

long-temps un comportement approche vers A:

2.3.3 Propriétés d�attracteurs

1. A est un sous ensemble borné de l�espace est de volume nul, invariant par le �ot 't

autrement dit, tout point de l�espace d�état qui appartient à un attracteur demeure

à l�intérieur de cet attracteur pour tout t:
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2. Il existe un ensemble B � A, tel que pour tout voisinage de A, la trajectoire qui

prend son origine dans B se trouve au bout d�un temps �ni dans ce voisinage de

A. Autrement dit, toute trajectoire qui a son origine dans B tend vers l�attracteur,

cette "zone d�in�uence" est le (Bassin d�attraction) .

3. Un attracteur est indécomposable c�est-à-dire que la réunion de deux attracteurs

n�est pas un attracteur.

2.3.4 Les di¤érents types d�attracteurs

Il existe deux types d�attracteurs : les attracteurs réguliers et les attracteurs étranges

ou chaotiques.

Attracteurs réguliers

Les attracteurs réguliers caractérisent l�évolution de système non chaotiques, et peuvent

être de trois sortes :

1- Les points �xes

On distingue seulement deux types d�attracteurs qui sont des points �xes. Il s�agit

des n�uds stables et des foyers stables.

2- Les cycles limites : orbites périodiques

La représentation d�une telle solution dans le plan de phase nous donne une trajec-

toire fermée appelée cycle limite et telle qu�aucune trajectoire commençant su¢ samment

proche d�elle, ne soit également fermée. En général on a trois types de cycle limite :

(a) cycle limite stable.

(b) cycle limite instable.

(c) cycle limite semi-stable(en pratique instable).

3- Les cycles limites pseudo-périodiques

Un comportement pseudo-périodique(quasi-périodique) peut être vu comme la somme

d�un nombre �nis de termes périodiques dont le rapport des périodes deux à deux n�est

pas rationnel.
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2.4 Attracteurs chaotiques

Il n�existe pas à proprement parler de dé�nition positive des orbites chaotiques. Un

mouvement chaotiques est non déterministe mais il ne s�agit pas d�un mouvement aléa-

toire. Il possède un spectre fréquentiel continu (caractère erratique) et présente en outre

une extrême sensibilité aux conditions initiales. En e¤et deux orbites chaotiques initiées

avec des conditions initiales très voisines vont diverger et s�écarter l�une de l�autre très ra-

pidement. La vitesse de divergence de deux orbites initialement voisines peut être étudiée

à partir des exposants de Lyapunov a�n de caractériser la nature du chaos observé.

On peut dé�nir un attracteur chaotique (ou attracteur étrange) comme étant un

attracteur de volume nul qui n�est ni un point �xe, ni cycle limite, ni quasi-périodique.

Dans une section de Poincaré, un attracteur chaotique décrit une in�nité de points dont

l�ensemble possède une structure topologique auto-similaire avec une dimension fractale

non entière [7]. De ce fait, on ne peut pas réduire un mouvement chaotique à un point

�xe ou un cycle limite comme pour les autres comportements asymptotiques. Néanmoins,

les solutions chaotique présentent des propriétés de périodicité dans l�espace non pas

euclidien mais celui d�Hausdor¤ [6].

2.4.1 Dé�nitions d�attracteur chaotique

Dé�nition 2.5 L�attracteur chaotique(ou étrange) est une forme géométrique plus com-

plexe qui caractérise l�évolution des systèmes dynamiques chaotiques.

Dé�nition 2.6 Un sous-ensemble borné A de l�espace des phases est un attracteur étrange

ou chaotique pour une application T de l�espace s�il existe un voisinage R de A ; c�est à

dire que pour tout point de A il existe une boule contenant ce point et contenue dans R

véri�ant les propriétés suivantes :

1- Attraction : R est une zone de capture, ce qui signi�e que toute orbite par T dont

le point initial est dans R, est entièrement contenue dans R. De plus, toute orbite de ce

type devient et reste aussi proche de A que l�on veut.
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2- Il est contenu dans un espace �ni. son volume est nul. sa dimension est fractale(non

entière).

3- Presque toute trajectoire sur l�attracteur à la propriété de ne jamais passer deux

fois sur le même point, chaque trajectoire est presque sûrement apériodique.

4- Deux trajectoires proches à l�instant t voient localement leur distance augmenter à

une vitesse exponentielle (sensibilité aux conditions initiales).

2.4.2 Les di¤érents types d�attracteurs chaotiques [1]

Nous donnons une classi�cation commune d�attracteurs chaotiques des systèmes dy-

namiques. En règle générale, à l�heure actuelle, les attracteurs chaotiques peuvent être

classés en trois types principales :

1- Attracteur hyperbolique.

2- Attracteur de type de Lorenz.

3- Quasi ttracteurs.

Exemple : L�attracteur de Hénon : L�attracteur de M. Hénon (1976), associé à une

application R2 �! R2 de la forme (x; y) �! (X = 1 � ax2 + y; Y = bx), est initia-

lement issu d�un problème d�astronomie concernant les amas globulaires. L�application

di¤érentiel initial (application de Hénon - Heiles) est un application hamiltonien non in-

tégrable ; il est traité par la méthode des surfaces de section de Poincaré pour lui associer

une application du plan dans lui-même dont l�étude plus abordable permet d�analyser le

problème initial et ici de décrire son comportement chaotique par l�attracteur de Hénon.

Ce procédé d�analyse d�un application di¤érentiel non intégrable (et c�est le cas le plus

souvent !) par une méthode de section est assez courant ; bien que l�application itératif

associé soit lui aussi non linéaire, son analyse est souvent plus facile à développer (Figure

2.2).

Exemple :

L�attracteur de Lorenz :l�attracteur de E.Lorenz signe, en 1963, les débuts de la mé-

téorologie moderne : c�est en se posant la question de savoir comment prévoir le temps
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Fig. 2-2 �Attracteur de Hénon avec (a; b) = (1:4; 0:3) et (x0 = 0:25; y0 = 0:25):

à l�avance que E.Lorenz a abouti à son système di¤érentiel et à son attracteur étrange

. Il s�agit de modéliser certains mouvements atmosphériques : on considère pour cela

le mouvement d�un �uide entre deux plaques horizontales portées à des températeures

légèrement di¤érentes ( la plaque la plus chaude en bas ). Pour une di¤érence de tempé-

rateure su¢ sante, il apparaît alors des tourbillons convectifs qui véri�ent les équations

de la convection de Rayleigh-Bénard dont la formulation est classique en mécanique des

�uides : on obtient un système de trois équations aux dérivées partielles. Avec quelques

hypothèses simpli�catrices, on peut associer à ce application aux dérivées partielles un

système di¤érentiel ordinaire de la forme (a, b, c étant des paramètres réells, b décrivant

la di¤érence des températeures des deux plaques) :8>>><>>>:
dx
dt
= a(y � x)

dy
dt
= bx� y � xz
dz
dt
= xy � cz

(on observera que les seconds membres de ces équations sont assez simples mais cependant

non linéaires). On e¤ectue une résolution numérique de ces équations : pour b supérieur à
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Fig. 2-3 �Attracteur de Lorenz : (a; b; c) = (10; 28; 8=3).

une certaine valeur critique, on obtient un comportement chaotique pour les trajectoires

de ce application (l�attracteur étrange de Lorenz) ; simulez une vue en 3 dimensions de

l�attracteur de Lorenz. L�attracteur a la forme d�un papillon en vol, pour laquelle le deux

"yeux" des ailes seraient remplacés par vide (Fig (2.3)).

2.5 Exposant de L�yapunov

L�étude formelle de la théorie du chaos met à notre disposition di¤érents outils per-

mettant d�identi�er sans ambigüité si la dynamique d�un système est chaotique ou non.

Parmi ces outils, on peut citer les exposants de Lyapunov qui constituent une approche

très naturelle de la mesure de l�état de chaos d�un système. Le chaos déterministe se

reconnait essentiellement par la manière dont il est apparu. Mais, une fois établi, sa si-

gnature consiste en un objet de l�espace de phases que l�on appelle un attracteur étrange.

Ce non d�attracteur provient du fait que l�objet en question "attire" les trajectoires de

l�espace de phases, en imposant deux conditions initiales di¤érentes, on obtient deux tra-

jectoires produisant des �gures ayant même allure générale mais où la répartition exacte

des points est di¤érente. Quant au terme d�étrange ......

Les trajectoires de l�attracteur véri�ent la notion de sensibilité aux conditions ini-
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tiales (S.C.I). C�est dans ce sens qu�elles sont chaotiques. on peut quanti�er la sensibilité

aux conditions initiales par le degré de divergence. L�exposants de Lyapunov mesurent

l�attraction exponentielle ou la séparation dans le temps de deux trajectoires adjacentes,

dans l�espace de phases, ayant des conditions initiales di¤érentes.

2.5.1 Exposant de L�yapunov d�un système en temps discret

G une application unidimensionelle, G : R �! R tell que xn+1 = G (xn), x0 et x0+ "

deux point intiaux poroches aprés n itération on aura :

"en�(x0) = jGn(x0 + ")�Gn(x0)j (2.1)

quand n tend vers l�in�ni et " aussi

�(x0) = lim
n�!1

lim
"�!0

1

n
log

����Gn(x0 + ")�Gn(x0)"

���� (2.2)

notons xi = Gi (x0) et on sait que

Gn(x0) = G(G
n�1(x0)) (2.3)

par régle de chaîne on obtient :

dGn(x0)

dx
= G�(xn�1)G

�(xn�2):::G
�(x1)G

�(x0) (2.4)

alors l�exposant de Lyapunov égale :

� = �(x0) = lim
1

n

n�1X
i=0

log
��G�(xi)�� (2.5)

Dé�nition 2.7 On considère l�application discret du plan suivant :

Xk+1 = G(Xk); Xk 2 R2; k = 0; 1; 2; ::: (2.6)
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où la fonction G : R2 �! R2 est le champ de vecteurs associé avec le système (2.4). Soit

J (Xk) sa Jacobienne en Xk 2 R2, k = 0; 1; 2; :::; et de dé�nir la matrice :

Tn (X0) = J (Xn�1) J (Xn�2) :::J (X1) J (X0) : (2.7)

Par ailleurs, soit Ji(X0; n) le module de la iieme valeur propre de la nieme matrice Tn (X0) ;

où i = 1; 2 et n = 0; 1; 2; :::Maintenant on a la dé�nition : les exposants de Lyapunov

pour le système discret en dimension deux en temps discret sont dé�nis par la relation :

li (X0) = ln

�
lim

n�!+1
Ji(X0; n)

1
n

�
; i = 1; 2: (2.8)

Exemple 2.2 Soit l�équation discrète quadratique suivant :8<: xk+1 = axk � ax2k = axk(1� xk)

yk+1 = b� xk � byk + xkyk = (b� xk)(1� yk)

La matrice jacobienne du équation est :0@a(1� 2x) 0

(1 + y) �b+ x

1A
parce que La matrice jacobienne est triangulaire, les exposants de Lyapunov sont :8>>>><>>>>:

�1 = lim
N�!+1

1
N

n=NX
n=1

ln a j1� 2xj

�2 = lim
N�!+1

1
N

n=NX
n=1

ln j�b+ xj
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Chapitre 3

Routes vers le chaos : Inverse

collision de frontière doublement de

période

A ce jour, on a distingué au moins trois routes ou transitions dans lesquelles un appli-

cation non linéaire peut devenir chaotique si un paramètre de contrôle externe est varié.

Toutes ces routes peuvent être véri�ées expérimentalement et montrent un comportement

universel fascinant.

3.1 Route vers le chaos (bifurcation)

La théorie de la bifurcation étude le changement que subit une application sous la

variation d�un paramètre ou plus , donc la bifurcation signi�e un changement dans le

comportement qualitatif d�une application, suite à une variation d�un paramètre de l�ap-

plication. Par exemple déstabilisation d�un point �xe stable, apparition ou disparition

d�un cycle ou d�un attracteur. La valeur pour laquelle la bifurcation se produit est nom-

mée le point de bifurcation. Notons que la transition vers le chaos s�opère selon des

bifurcations, il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point �xe au chaos.
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On constante dans tous les cas que l�évolution du point �xe vers le chaos n�est progressive,

mais marquée des changements discontinus qu�on a déjà appelé bifurcation.

3.1.1 Di¤érente types des routes

Dans cette section, on considère trois types des routes locales : La route de doublement

de période, la route point selle (ou n�ud-col) et la route de Neimark. Ces routes sont

locales car elles peuvent être analysées par la linéarisation de l�application au voisinage

d�un point �xe ou d�un cycle limite. Tous les types de bifurcations étudiées correspondent

toujours à j �i j= 1 (où �i représente les multiplicateurs).

Route doublement de période (� = �1)

Cette route a lieu lorsqu�un des multiplicateurs est égales à �1. Un cycle d�ordre k

qui subie cette route va changer de nature et crée un cycle d�ordre 2k de la même nature.

C�est-à-dire, un point �xe stable d�ordre 1, par exemple, devient instable en même temps

que l�application d�un cycle d�ordre 2 stable.

Route n�ud-col (� = +1)

La route � = +1 correspond à la situation où l�un des multiplicateurs est égale à

+1. Ce type de route donne naissance à deux cycles d�ordre k en même temps, l�un est

attractif et l�autre est instable.

Route Neimark (� = 1)

Cette route se produit lorsque la matrice Jacobienne possède deux multiplicateurs

complexes conjuguées �1 = �2 et de plus j �i=1;2 j= 1.

3.1.2 Diagramme de bifurcation

Le diagramme de bifurcation est un tracé des points de l�état stationnaire d�appli-

cation en fonction du paramètre du contrôle. Typiquement, on choisit un état variable

et on trace la valeur limite de celui-ci en fonction d�un seul paramètre de contrôle. Pour

les systèmes discontinus, on trace simplement les valeurs successives d�un état variable.

Un diagramme de bifurcation résume l�information sur l�espace d�état et la variation en
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fonction du paramètre peut être visualisée. La transition d�un état stationnaire vers le

chaos peut être observée.

3.2 Nouvelle Application[8]

Dans cette section nous étudions une application simple est obtenue par des modi�-

cations de l�application Hénon :0BBB@
x

y

z

1CCCA =

0BBB@
y

z

a+ bx+ cy � z2

1CCCA (3.1)

l�application (3.2) possède une propriété très importante dans l�étude des applications

discrètes, car leurs orbites sont toutes bornées. D�autre part l�application (3.2) est capable

de réaliser deux types d�attracteurs chaotiques :l�attracteur chaotique de type Lorenz et

l�attracteur chaotique de type multiples-plis de di¤érentes routes vers le chaos.

On considère l�application modi�ée de Hénon (3.2) f en 3-D dé�nie par (x; y; z) =

f (x; y; z) 2 R3 telle que :

0BBB@
x

y

z

1CCCA =

0BBB@
y

sin z

a+ bx+ cy � sin z2

1CCCA (3.2)

où le terme linéaire z dans l�application de Hénon (3.1) est remplacé par le terme

non linéaire sin z, et le terme non linéaire z2 est remplacé par le terme non linéaire

sin z2. Notre application (3.2) est capable de concrétiser quelques attracteurs chaotiques

de type Lorenz, pour certaines valeurs de ses paramètres de bifurcation, d�une part la

fonction associée par l�application (3.2) est continue sur R3, le déterminant de la matrice

jacobienne de l�application (3.2) n�est pas constante et les deux applications (3.1) et (3.2)

ne sont pas topologiquement équivalentes. L�application (3.2) équivalente à l�équation aux
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di¤érences de troisième ordre :

zt+1 = a+ b sin zt�2 + c sin zt�1 � sin z2t (3.3)

3.2.1 Orbites bornées

Dans cette section, nous allons montrer que toutes les orbites de l�application (3.2)

sont bornées. D�autre part il a été montré dans (@@) que l�ensemble des orbites bornées

de l�application de Hénon en 2-D sont situé à l�intérieur d�un box, et il a été montré

dans(@@) que l�ensemble orbites bornées de l�application préservant le volume en 3-D

sont situé à l�intérieur d�un cube. De même, nous allons montrer que les toutes les orbites

de l�application (3.2) sont situé à l�intérieur dans in cuboïde.

Théorème 3.1 Toutes les orbites de l�application (3.2) sont bornées pour tout (a; b; c) 2

R3 et t > 1, et pour toutes les conditions initiales �nies (x0; y0; z0).

Preuve. Nous utilisons le résultat standard suivant : La suite réelle (zn)n est bornée

s�il existe un nombre réel positif k tel que j zn j� k pour tout n 2 N. Dans notre cas, la

suite (zt)t donnée en (3.3) satisfaite l�inégalité suivante : j zt j� 1+ j a j + j b j + j c j

car j sin z j� 1 pour tout z 2 R:Le nombre réel 1+ j a j + j b j + j c j est positif, donc

la suite(zt)t est bornée pour tout (a; b; c) 2 R3 et t > 1. Ce qui implique que toutes les

orbites de l�application (3.2) sont bornées pour tout (a; b; c) 2 R3 et t > 1.

Théorème 3.2 Conclusion 3.3 Les orbites de l�application (3.2) sont situé à l�inté-

rieur du cuboïde :

f(x; y; z) 2 R3; j x j� 1; j y j� 1; j z j� 1+ j a j + j b j + j c jg (3.4)
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Preuve. Il est très facile prouver ce théorème, puisque l�application (3.2) est équiva-

lente à : 0BBB@
xt+1

yt+1

zt+1

1CCCA =

0BBB@
sin zt�1

sin zt

a+ b sin zt�2 + c sin zt�1 � sin z2t

1CCCA (3.5)

3.2.2 Stabilité de point �xe

Dans cette section, nous examinons les domaines des paramètres de bifurcation (a; b; c) 2

R3 pour que les point �xes de l�application (3.2) soient stable.

Théorème 3.4 Le point �xe A (x0; y0; z0) de l�application (3.2) est stable pour tout a 2 R

si et seulement si (b; c) 2 [i=2i=1
i, où :


1 :

8<: �1 < b < 1

b(b cos z0 + 2z0 cos z
2
0)� 1 < c <

1�jb cos z0�2z0 cos z20 j
cos z0

(3.6)


2 :

8<: �1 < b < 1
1�jb cos z0�2z cos z20 j

cos z0
< c < b(b cos z0 + 2z0 cos z

2
0)� 1

(3.7)

Preuve. Le polynôme caractéristique de la matrice jacobienne de l�application (3.2)

calculé au point A (x0; y0; z0), prend la forme :

PA (�) = �
3 + 2z0 cos z

2
0�

2 � c cos z0�� b cos z0

d�après le critere Jery Koyen, nous concluons que le point �xe A de l�application (3.2)

est stable si les conditions suivantes sont satisfaites :

1- j b cos z0 j< 1:

2- 1 + 2z cos z0 � c cos z0 � b cos z0 > 0:

3- 1� 2z0 cos z0 � c cos z0 + b cos z0 > 0:

4- 1� b2 cos2 z0 > 2bz0 cos z0 cos2 z0 � c cos z0:
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D�après (1) on tire (5) j b j< 1, et d�après (2) et (3) nous avons (6)

c cos z0 < 1� j b cos z0 � 2z0 cos z20 j

et d�après (4) on tire (7)

c cos z0 > b
2 cos2 z0 + 2bz0 cos z0 cos

2 z0 � 1

et d�après (6) et (7) nous obtenons (8)

b cos z0(b cos z0 + 2z0 cos z
2
0)� 1 < c cos z0 < 1� j b cos z0 � 2z0 cos z20 j

En�n, les inégalités (1) et (8) donnent les conditions de stabilité du point �xe A.

Par exemple, le point �xe de l�application (3.2) est la solution du système :

x0 = y0; y0 = sin z0; z0 = a+ b sin z0 + c sin z0 � sin z20 : (3.8)

On a donc l�équation :

z0 � (b+ c) sin z0 + sin z20 � a = 0 (3.9)

Très di¢ cile de calculer les points �xes de l�application (3.2) analytiquement, on

remarque si a = 0, le point (0; 0; 0) est un point �xe de l�application (3.2) pour toutes

les valeurs des paramètres de bifurcation (b; c) 2 R2. Ensuite, nous avons le théorème

suivant :

Si a = 0, le point �xe (0; 0; 0) est stable si et seulement si les conditions suivantes

sont satisfaites : 8<: �1 < b < 1

b2 � 1 < c < 1� j b j
(3.10)
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Si nous choisissons a = 0; b = 0:8 et c = 0:1. Alors, avec ces valeurs, le point �xe

(0; 0; 0) est asymptotiquement stable, et nous avons les trois valeurs propres suivantes :

�1 = 0:4821� 0:7728i; �2 = 0:4821 + 0:7728i et �3 = 0:9642, donc j �i=1;2;3 j< 1:

3.2.3 Orbites chaotiques

Les orbites bornées jouent un rôle vital dans les système dynamique. Car nous avons

qu�un système dynamique est chaotique si elle est bornée. D�autre part, dans des cas

particuliers de l�application (3.2) le chaos peut se produit si elle a admis au moins un

point �xe n�est pas asymptotiquement stable (point �xe instable).

Dé�nissons les sous-ensemble suivants de R2 :8<: 
11 : b � �1 ou b � 1


12 : c � b (b cos z0 + 2z0 cos z20)� 1 ou c �
1�jb cos z0�2z0 cos z20 j

cos z0

(3.11)

8<: 
21 : b � �1 ou b � 1


22 : c � 1�jb cos z0�2z0 cos z20 j
cos z0

ou c � b (b cos z0 + 2z0 cos z20)� 1
(3.12)

et :


i = [j=2j=1
ij; i = 1; 2:

ici, les sous-ensembles (
i)1�i�2 sont les complémentaires dans R2 des sous-ensembles

(
i)1�i�2 donnés par (3.4) et (3.5). Alors on a la conclusion suivante :

Conclusion 3.5 Si a 2 R et (b; c) 2 \i=2i=1 [
j=2
j=1 
ij, alors, possible d�existe des orbites

chaotiques par l�application (3.2), où 
 est les compléments en R3 de l�ensemble 
.

3.2.4 Inverse collision de frontière doublement de période route

vers le chaos

Dans cette section, nous illustrons certaines observations des attracteurs chaotiques,

les comportements dynamiques de l�application (3.2) sont étudiées par méthode numé-
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rique, ensuite pour déterminer le comportement à long terme et les régions chaotiques,

nous représentons numériquement l�exposant de Lyapunov et le diagramme de bifurcation

de type Lorenz :

D�après le diagramme de bifurcation Fig(3.2), on en déduit que l�application (3.2)

propose ne présente pas un classique route vers le chaos pour les valeurs de paramètres

seléctionnées. L�application (3.2) a¢ che l�existence route d�inverse collision de frontière

doublement de période.

Nous varions le paramètre a, a 2 [�1; 1] et �xons b = 0:8, c = 0:99 on peut observer

une inverse bifurcation de doublement de période route vers le chaos, comme indiqué

dans Fig.(3.2), pour 0 � a < 0:04, l�application (3.2) présente des attracteurs chaotiques

de type Lorenz comme représenté sur les Fig.((3.4),(3.5),(3.6),(3.7)). Par exemple, pour

a = 0:003, b = 0:8 et c = 0:99, la matrice jacobienne de l�application (3.2) évaluée au point

(�0:0038;�0:0038;�0:0038) admet trois valeurs propres distinctes : �1 = �0:6340 �

0:4747i, �2 = �0:6340 + 0:4747i et �3 = 1:2755 et les exposants de Lyapunov sont L1 =

L2 = �0:2332 et L3 = 0:2433. Fig.(3.3) représente le spectre de l�exposant de Lyapunov

le plus grand de l�application (3.2) par rapport au paramètre a, a 2 [�1; 1]. Les portraits

des phases de l�application (3.2) sont représentés dans les Fig.((3.4),(3.5),(3.6),(3.7)).
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Fig. 3-1 �Série (x,n).

Fig. 3-2 �Diagramme de bifurcation de l�application (3.2) obtenu avec b = 0:8, c = 0:99
et �1 � a � 1.
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Fig. 3-3 �Variation de l�exposant de Lyapunov de l�application (3.2) obtenue avec
b = 0:8, c = 0:99 et �1 � a � 1.

Fig. 3-4 �Attracteur chaotique de l�application (3.2) avec a = 0:023.
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Fig. 3-5 �Attracteur chaotique de l�application (3.2) aveca = 0:01.

Fig. 3-6 �Attracteur chaotique avec a = 0:01.
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Fig. 3-7 �Attracteur chaotique avec a = 0:003.
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Conclusion général
Dans ce mémoire on a présenté l�étude analytique et numérique de l�application de

Hénon modi�e en 3D. on met l�accent sur les di¤érentes route vers le chaos dans les

systèmes dynamiques discrète en 3-D et on présente une nouvelle application de 3-D qui

présente une nouvelle route vers le chaos c�est : l�inverse collision de frontière doublement

de période.
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