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Notations et conventions
� j : j: la valeure absolut.

� �i : les multiplicateurs caractéristiques.

� DG : le jacobien de G:

� W S : les variétés stables.

� W i : les variétés instables.

�" � " :la loi de combiniaison
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Introduction générale
« La Géométrie fractale et du Chaos, ou, pour être plus bref, la Géométrie fractale,

estl�étude de divers objets, soit mathématiques, soit naturels, qui ne sont pas réguliers,

mais qui

sont rugueux, poreux ou fragmentés, et le sont au même degré à toutes les échelles » :

« La Géométrie fractale est caractérisée par deux choix : le choix de problèmes au

sein du Chaos de la Nature, car décrire tout le Chaos serait une ambition, sans espoir et

sans intérêt ; et le choix

d�outils au sein des mathématiques, car chercher des applications aux mathématiques,

simplement parce qu�elles sont belles, n�a jamais causé que des déboires » .

« Progressivement mûris, ces deux choix ont crée quelque chose de nouveau : entre le

domaine du Chaos incontrôlé, et l�Ordre excessif d�Euclide, il y a désormais une nouvelle

zone d�Ordre fractal » .

Benoît Mandelbrot

Dans ce travaille nous parlons de ce qu�on appelle système dynamique non linéaire

et conjugaison topologique dans le premier chapitre nous abordons quelques-uns des

concepts de base et généralités sur les systémes dynamique (continues et discrètes), dans

le second chapitre nous allons parler de l�attracteur et attracteur chaotiques tout d�abord,

nous allons parler de la sensibilité aux condition initiale (SCI) en suite on va dé�nir l�at-

tracteur chaotique ce qui représente un élément important dans notre thème rappelons

leur types et quelques exemples d�entre eux, on va dé�nir " l�exposant de L�yapunov"

et " l�exposant de L�yapunov d�un système dynamique en temps discrèt " ensuite, nous

apprendrons Routes vers le chaos, dans le troisième chapitre nous verrons la conjugaison

topologique d�application quadratique on va dé�nie la conjugaison topologique et leur

propriétés et on va prendre la conjugaison topologique des applications discrète en 2D

ensuite, nous examinerons l�existence des conditions nécessaires à la réalisation de cette

conjugaison topologique, nous soutiendrons notre étude examine un exemple étudie l�exis-

tence du points �xe pour deux applications discrète qui sont conjuguée topologiquement.
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Chapitre 1

Généralités sur les systèmes

1.1 Système dynamique continu dans le temps

1.1.1 Système autonome et non autonome

Système autonome

Un système autonome est un systéme à évolution temporelle continue qui a une

indépendance du temps t :

dx

dt
= G (x (t)) (1.1)

Système non autonome

un systèm non autonome est un système à évolution temporelle continue qui dépend

du temps t :

dx

dt
= G (x; t) (1.2)
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1.1.2 Flot

On appelle �ot de l�équation (1.2) l�application ' dé�nie par :

' : R�X �! X (1.3)

(t; x0) �! ' (t; x0) = 't (x0) = x (t; x0)

Tel �que

1. Pour chaque x0 �xé, t �! ' (t; x0) est une solution de l�équation di¤érentielle..

2. Le �ot ' possède les propriétés suivantes :

(a) ' (0; x0) = x0 en d�autres termes ' (t; x0) est la valeur à l�instant t de la

solution qui vaut x0 en t = 0.

(b) ' (t1 + t2; x0) = ' (t1; x0)� ' (t2; x0)) pour tous (t1; t2) 2 R: Donc ' possède

la propriété d�un semi-groupe.

1.1.3 Trajectoire (ou orbite)

Soit x0 2 X une condition initiale et x (t; x0) la solution de l�équation (1.3). L�en-

semble des points fx (t; x0) ; t 2 Rg est la trajectoire (ou orbite) dans l�espace d�état

passant par le points x0 à l�instant t = 0.

� Deux trajectoires identiques émanent obligatoirement du même état initial.

� La trajectoire d�une application autonome ne dépend que l�état initial.

1.1.4 L�espace des phases

L�espace des phases(ou espace d�état)

Chez les physiciens, l�espace des phases est un espace abstrait dont les coordonnées

sont les variables dynamiques de système étudié dés que la dimension n d�application

dépasse l�unité, il devient assez di¢ cile de se représenter "mentalement" comment l�ap-

plication évolue, L�outil de passe pour y palier est l�espace de phase.on considère chaque
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composante xK de X (l�espace d�état) comme une cordonnée d�un point dans un espace

de dimension n , L�évolution suivant t d�application se traduit alors par un déplacement

du point représentatif dans l�espace de phase , traçant ainsi une trajectoire de phase.

Portrait de phase

Un portrait de phase est une représentation géométrique des trajectoires d�un appli-

cation dans le plan de phase : à chaque ensemble de conditions initiales correspond une

courbe ou un point applications conservatifs et applications dissipatives . Le caractère

conservatif ou non de l�application fait référence à un nouveau point de vue sur l�évolution

dans l�espace de phases. En e¤et, les dé�nitions que nous avons introduites jusqu�à présent

sont implicitement rattachées à la détermination de trajectoires individuelles.

1.1.5 Systèmes conservatifs et systemes dissipatives

Chez les physiciens, un système conservatif est un systéme qui conserve l�énergie

totale, par contre un systéme dissipatif est un système qui dissipe de l�énergie. Donc le

premier possède une intégrale première (ou constante) du mouvement, et l�autre possède

au moins un terme dépendant de la vitesse.

Exemple 1.1 l�application de Hénon :[14]8<: xk+1 = yk + 1� ax2k
yk+1 = bxk

Où a, b sont des paramètres réels, l�espace des phases est R2, l�espace des paramètres est

R2.

1.1.6 Points critiques

Les points x où le champ de vitesse v s�annule sont appelés points critiques, ou points

d�équilibre. Ils correspondent à des points �xes du �ot : � (x) = x pour tout t.
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Un point d�équilibre est une trajectoire particulière. Une autre trajectoire particulière

est la trajectoire qui se referme sur elle-même.

1.1.7 Orbites périodiques

On appelle cycle (ou trajectoire périodique ou orbite périodique) une trajectoire �t (x)

qui n�est pas réduite à un point et telle qu�il existe T > 0 véri�ant �T (x) = x. Le plus

petit réel T strictement positif tel que �T (x) = x est appelé période, il est indépendant

du point x pris sur la trajectoire.

1.2 Systémes discrète dans le temps

1.2.1 Dé�nition et réprésentation

L�étude de la stabilité des solutions périodiques, grâce à la dynamique de Poincaré

aux multiplicateurs caractéristiques, permet d�entrevoir l�importance des applications

discrètes , ou dans un langage plus prosaïque, des suites récurrentes.

Un système dynamique discrète est de la forme :

xk+1 = G (xk) (1.4)

où G est une application régulière d�un ouvert U de Rn dans lui même.

le systéme dynamique continu dx
dt
= v (x) peut être étudié comme une application

discrète si, au lieu de considérer son �ot continu �t , on considère � > 0 ( "sorte" de

période d�échantillonnage ) et l�application associée :

G : U �! U
x�!G(x)=�� (x)
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Comme �� � �� = �2� , il est clair que l�étude de �t lorsque t �! +1 et celle de

Gk = G �G � ::: � G| {z }
k-fois

lorsque l�entier k tend vers +1 doivent être très similaires. Nous rappelons ici, suc-

cinctement, comment les notions et résultats précédents, introduits pour les systèmes

dynamique continues, se transposent aux les systèmes discrètes .

1.2.2 Orbites négatives et orbites positives

Orbite positive

Une orbite positive O+ d�un point x0 dans Rn est la suite des images de x0 par les

composées successives de

O+(x0) =
�
x0; G(x0); G

2(x0); :::; G
k(x0); ::

	
Si G inversible alors :

G�k(x0) = G
�1 �G�1 � ::: �G�1| {z }(x0)
k -fois

Orbite négative

Une orbite négative O� d�un point x0 dans Rn est la suite des images de x0 par les

composées successives de G :

O�(x0) =
�
x0; G

�1(x0); G
�2(x0); :::; G

�k(x0); ::
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Si O+(x0) et O�(x0) existent alors l�orbite O(x0) de x0 est l�ensemble :

O(x0) = O
+(x0) [O�(x0)

1.2.3 Points �xes

Soit un système autonome ou non, caractérisé par l�équation d�état (1,1) ou (1,2), un

état d�équilibre est caractérisé par la relation suivante :

F (x) = 0: (1.5)

Tout solution x véri�ant cette relation est appelée position d�équilibre , point singulier,

point �xe ou encore solution stationnaire.

On distingue seulement deux types d�attracteurs qui sont des points �xes. Ils s�agit

des n�uds stables et des foyer stables.

1.2.4 Stabilité

Puisque les solutions de la plupart des systémes dynamique ne s�expriment, pas au

moyen des fonctions élémentaires ou par des quadratiques on recourt également à des

méthodes d�intégrations approchées.

Le défaut de ces méthodes, c�est qu�elles ne donnent qu�une solution particulière, il

faut refaire tous les calculs. Connaissant une solution particulière, on ne peut pas se

prononcer sur le caractère des autres solutions.

La question de la stabilité d�une solution ou des positions d�équilibre est une des

questions fondamentales de la théorie qualitative des systèmes dynamique , la réponse de

cette question a été étudiée en détail , par l�éminent mathématicien russe A. Lyapunov

(1857 - 1918).

Un point d�équilibre d�un système dynamique continu correspond à ce que l�on appelle

aussi un régime stationnaire. La question de la stabilité expose alors des termes très
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simples : si l�on écarte le système de l�équilibre, y reviendra-t-il Ou encore : une petite

perturbation, qui éloigne légèrement le systéme de son régime stationnaire, peut-elle avoir

des conséquences importantes et être ampli�ée au cours du temps.

1.2.5 Stabilité locale

Soit f : Rn �! Rn une fonction réelle dé�nie un système dynamique discrète , soit

Df (x0) sa matrice Jacobienne évaluée au point �xe x0 de l�application f , pour simpli�er

les notions de la stabilité locale du point �xe x0 on introduit la notion de multiplicateur

et pour caractériser la nature de ce point �xe nous donnons les dé�nitions :

Dé�nition 1.1 Les valeurs propres du jacobien Df (x0) sont appelées multiplicateurs

caractéristiques de f en x0.

Dé�nition 1.2 Le point �xe x0 de f est dit stable si ses multiplicateurs caractéristiques

sont tous de module strictement inférieur à 1.

Dé�nition 1.3 Le point �xe x0 de f est dit instable si l�un des multiplicateurs et de

module strictement supérieur à 1.

Dé�nition 1.4 Le point �xe x0 de f est dit point selle si au moins un multiplicateur

est de module strictement inférieur à 1 et les autres multiplicateurs sont tous de module

strictement supérieur à 1.
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Chapitre 2

Attracteur et attracteurs chaotiques

2.1 Attracteur et attracteur chaotique[4]

Il n�existe pas, à l�heure actuelle, de dé�nition communément admise l�attracteur.

La notion d�attracteur est liée à un type de régime asymptotique. Dire d�un système

dynamique qu�il possède plusieurs attracteurs, c�est aussi dire qu�il admet plusieurs types

notablement di¤érents de régimes asymptotiques.

En e¤et, puisqu�un attracteur est un ensemble invariant, sa dimension dans un espace

tridimensionnel doit être strictement inférieure à 3 (< 3) . Mais nous cherchons également

un attracteur dont la dimension n�est ni 1 ( point �xe ) ni 2 (cycle). Nous recherchons

donc des objets géométriques complexes de dimension non - entière. De telles structures

existent, moyennant une dé�nition plus générale du concept de dimension. Mandelbrot

leur a donné le nom de fractales. Nous examinerons dans ce chapitre le problème de leur

dimension. Pour l�heure, essayons de mieux caractériser ces attracteurs. On comprend

bien que leur nature doit être radicalement di¤érente de celle d�un tore, qui ne peut

être attracteur que d�un régime périodique. Les objets considérés ici, par contre, sont

le siège de phénomènes périodiques et du chaos. On les appelle des attracteurs étranges

ou chaotiques. Et pour cause : il s�agit d�ensembles compacts, donc bornés, dans les-

quels on retrouve des trajectoires chaotiques, dont l�une des caractéristiques essentielles
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est la S C I. (les trajectoires issues de conditions initiales proches s�écartent exponen-

tiellement). Comment peut-on faire coexister l�attraction, qui implique le resserrement

des trajectoires, avec la S C I, qui implique leur écartement ? La solution réside dans le

concept d�hyperbolicité de l�attracteur [1] : l�attraction s�opère dans une direction, et la

divergence dans une autre. La surface contenant les trajectoires divergentes est appelée

variété instable, alors que celle contenant les trajectoires convergentes sera dénommé va-

riété stable. Notons que ceci ne peut se concevoir que dans un espace de phase d�au moins

trois dimensions. Les attracteurs étranges sont caractéristiques l�évolution des applica-

tions chaotiques, au bout d�un certain temps, tous les points de l�espace des phases (et

appartenant au bassin d�attraction de l�attracteur) donnent des trajectoires qui tendent

à former l�attracteur étrange. On va parler de ce type d�attracteur Dans ce chapitre.

2.2 Sensibilité aux conditions initiales

La S.C.I est un phénomène découvert dés la �n duXIX ieme siècle parPoincaré dans

des travaux concernant le problème à N corps en mécanique céleste, puis parHadamard

avec un modèle mathématique abstrait aujourd�hui baptisé « �ot géodésique sur une

surface à courbure négative » . Ce découvert a entrainé un grand nombre de travaux

importants, principalement dans le domaine des mathématiques. Il a été redécouvert en

1963 par Lorenz lors de ses travaux en météorologie.

Cette sensibilité explique le fait que, pour un système chaotique, une modi�cation

in�me des conditions initiales peut entrainer des résultats imprévisibles sur le long terme.

Ce résultat est souvent vulgarisé sous le nom « d�e¤et papillon » .

La S.C.I se traduit mathématiquement par l�hyperbolicité d�une partie de l�espace

des phases d�un système , hyperbolicité à laquelle est associée un ensemble d�exposants

de Lyapunov positifs, ainsi qu�une entropie topologique également positive.

Exemple 2.1 S.C.I

16



�L�évolution d�une population d�individus dans le temps pour des conditions initiales

très proches.

L�volution d�une population d�individus dans

le temps pour des conditions initiales trs

proches Un+1 = 4a(1� Un)(U0 = 0:3 et

U0 = 0:00001)

2.3 Attracteur

2.3.1 Ensemble invariant

Dé�nition 2.1 [5]Soit A un sous-ensemble de l�espace des phases U; A est dit invariant

( resp. positivement invariant ) par un �ots 't, si pour tout t dans R ( resp. dans [0;+1[),

't(A) est inclus dans A ).

Dé�nitions d�attracteur

Dé�nition 2.2 Dans la littérature on trouve plusieurs dé�nitions d�attracteur. En gé-

néral, un attracteur est dé�ni comme une sous-partie fermée de l�espace des phases qui

"attire" toutes les autres orbites vers elle. On donne une seul dé�nition possible d�attrac-

teur :
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Dé�nition 2.3 : (Guckenheimer; Holmes) : Soit hX; gi un système dynamique dis-

crète , Une sous-partie A de X est appelée attracteur si et seulement si les conditions

suivantes sont réalisées :

1. A est fermée .

2. A est positivement invariante .

3. A est attractive, c�est- a- dire, il existe un voisinage ouvert U de A tel que :

(a) U est positivement invariant .

(b) U est attiré par A : 8u 2 U ;

lim
t�!1

d(gt(u); A) = 0:

Dans l�espace R2 considérons le système dynamique discrète dont la fonction succes-

seur est la suivante :

g :

�
x

y

�
2 R2 �!

�
x+ y

x+ y

�
2 R2

La variété instable

R2i = W i =
�
(x; y) 2 R2 : x = y

	
est non-vide, fermée, et strictement positivement invariante. De plus, elle est un attrac-

teur global en un seul pas. Au contraire , la variété stable

R2s = W s =
�
(x; y) 2 R2 : x = �y

	
est non-vide, fermée et strictement positivement invariante mais n�est pas un attracteur.

2.3.2 Bassin d�attraction

On rappelle que tout voisinage ouvert qui satisfait les conditions 3:a et 3:b dans la

dé�nition précédent est appelée voisinage attiré par A . Il faut remarquer que bien qu�il

existe un voisinage attiré U , on ne peut pas a¢ rmer qu�il est unique : en e¤et A peut

admettre plusieurs voisinages attires par lui-même. On donne quelques dé�nitions du
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bassin d�attraction

On appelle bassin d�attraction B(A) de A le plus grand des tels voisinages attirés,

c�est à dire

B(A) =
[
fU 2 P (X) : U est un voisinage attiré Ag :

Dé�nition 2.4 [?] : Le bassin d�attraction B(A) d�un attracteur A est l�ensemble des

conditions initiales ( l�ensemble des tous états initiaux des orbites ) est à long-temps un

comportement approche vers A:

2.3.3 Propriétés d�attracteurs

1. A est un sous ensemble borné de l�espace est de volume nul, invariant par le �ot 't

autrement dit, tout point de l�espace d�état qui appartient à un attracteur demeure

à l� intérieur de cet attracteur pour tout t:Il existe un ensemble B � A, tel que

pour tout voisinage de A, la trajectoire qui prend son origine dans B se trouve au

bout d�un temps �ni dans ce voisinage de A. Autrement dit, toute trajectoire qui

a son origine dans B tend vers l�attracteur, cette "zone d�in�uence" est le (Bassin

d�attraction) .

2. Un attracteur est indécomposable c�est-à-dire que la réunion de deux attracteurs

n�est pas un attracteur.

2.3.4 Les di¤érents types d�attracteurs

Il existe deux types d�attracteurs : les attracteurs réguliers et les attracteurs étranges

ou chaotiques.

Attracteurs réguliers

Les attracteurs réguliers caractérisent l�évolution d�application non chaotique , et

peuvent être de trois sortes nous allons en apprendre davantage sur le premier sorte :

Les points �xes
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Toute solution x0 véri�ant la relation g(x0) = 0 est appelée position d�équilibre, point

singulier, point �xe, ou encore solution stationnaire. On distingue seulement deux types

d�attracteurs qui sont des points �xes. Il s�agit des n�uds stables et des foyers stables,

représentés . Le point d�équilibre unique d�un pendule amorti est l�exemple classique de

ce type d�attracteur.

2.4 Attracteurs chaotiques

Il n�existe pas à proprement parler de dé�nition positive des orbites chaotiques. Un

mouvement chaotique est non déterministe mais il ne s�agit pas d�un mouvement aléa-

toire. Il possède un spectre fréquentiel continu (caractère erratique) et présente en outre

une extrême sensibilité aux conditions initiales. En e¤et deux orbites chaotiques initiées

avec des conditions initiales très voisines vont diverger et s�écarter l�une de l�autre très ra-

pidement. La vitesse de divergence de deux orbites initialement voisines peut être étudiée

à partir des exposants de Lyapunov a�n de caractériser la nature du chaos observé.

On peut dé�nir un attracteur chaotique (ou attracteur étrange) comme étant un

attracteur de volume nul qui n�est ni un point �xe, ni cycle limite, ni quasi-périodique.

Dans une section de Poincaré, un attracteur chaotique décrit une in�nité de points dont

l�ensemble possède une structure topologique auto-similaire avec une dimension fractale

non entière [11]. De ce fait, on ne peut pas réduire un mouvement chaotique à un point

�xe ou un cycle limite comme pour les autres comportements asymptotiques. Néanmoins,

les solutions chaotique présentent des propriétés de périodicité dans l�espace non pas

euclidien mais celui d�Hausdor¤ [8].

2.4.1 Dé�nitions d�attracteur chaotique

Dé�nition 2.5 L�attracteur chaotique(ou étrange) est une forme géométrique plus com-

plexe qui caractérise l�évolution du dynamiques des applications chaotiques.

Un sous-ensemble borné A de l�espace des phases est un attracteur étrange ou chao-
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tique pour une application T de l�espace s�il existe un voisinage R de A, c�est à dire que

pour tout point de A il existe une boule contenant ce point et contenue dans R véri�ant

les propriétés suivantes :

1- Attraction : R est une zone de capture, ce qui signi�e que toute orbite par T dont

le point initial est dans R, est entièrement contenue dans R. De plus, toute orbite de ce

type

devient et reste aussi proche de A que l�on veut.

2- Il est contenu dans un espace �ni. son volume est nul. sa dimension est fractale (

non entière ).

3- Presque toute trajectoire sur l�attracteur à la propriété de ne jamais passer deux

fois sur le même point, chaque trajectoire est presque sûrement apériodique.

4- Deux trajectoires proches à l�instant t voient localement leur distance augmenter à

une vitesse exponentielle ( SCI ).

2.4.2 Les di¤érents types d�attracteurs chaotiques [1]

Nous donnons une classi�cation commune d�attracteurs chaotiques des systèmes dy-

namiques. En règle générale, à l�heure actuelle, les attracteurs chaotiques peuvent être

classés en trois types

principales :

1- Attracteur hyperbolique.

2- Attracteur de type de Lorenz.

3- Quasi attracteurs.

Exemple 2.2 :(L�attracteur de Hénon) [13] : L�attracteur de M. Hénon (1976),

associé à une application R2 �! R2 de la forme (x; y) �! (X = 1 � ax2 + y; Y = bx),

est initialement issu d�un problème d�astronomie concernant les amas globulaires. Le

système di¤érentiel initial (application de Hénon - Heiles) est un système ha-miltonien

non intégrable, il est traité par la méthode des surfaces de section de Poincaré pour lui
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associer. Un système du plan dans lui-même dont l�étude plus abordable permet d�analyser

le problème initial et ici de décrire son comportement chaotique par l�attracteur deHénon

. Ce procédé d�analyse d�un système di¤érentiel non intégrable ( et c�est le cas le plus

souvent ! ) par une méthode de section est assez courant, bien que l�application itératif

associé soit lui aussi non linéaire, son analyse est souvent plus facile à développer .

attracteur de Hnon avec

(a; b) = (1:4; 0:3)et(x0 = 0:25; y0 = 0:25)

Exemple 2.3 :(L�attracteur de Lorenz)[2] : L�attracteur de E.Lorenz signe, en (

1963 ), les débuts de la météorologie moderne : c�est en se posant la question de savoir

comment prévoir le temps à l�avance que E.Lorenz a abouti à son systéme di¤érentiel et

à son attracteur étrange . Il s�agit de modéliser certains mouvements atmosphériques : on

considère pour cela le mouvement d�un �uide entre deux plaques horizontales portées à

des températures légèrement di¤érentes ( la plaque la plus chaude en bas ). Pour une dif-

férence de température su¢ sante, il apparaît alors des tourbillons convectifs qui véri�ent

les équations de la convection de Rayleigh-Bénard dont la formulation est classique en

mécanique des �uides : on obtient un système de trois équations aux dérivées partielles.
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Avec quelques hypothèses simpli�catrices , on peut associer à ce application aux dérivées

partielles un système di¤érentiel ordinaire de la forme (a, b, c étant des paramètres réelles

, b décrivant la di¤érence des températures des deux plaques) :8>>><>>>:
dx
dt
= a(y � x)

dy
dt
= bx� y � xz
dz
dt
= xy � cz

Attracteur de Lorenz : (a; b; c) = (10; 28; 8=3)

( On observera que les seconds membres de ces équations sont assez simples mais

cependant non linéaires ).

On e¤ectue une résolution numérique de ces équations :

pour b supérieur à une certaine valeur critique, on obtient un comportement chaotique

pour les trajectoires de ce systéme ( l�attracteur étrange de Lorenz ) ; simulez une vue

en 3 dimensions de l�attracteur de Lorenz. L�attracteur a la forme d�un papillon en vol,

pour laquelle le deux "yeux" des ailes seraient remplacés par vide .
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2.5 Exposant de L�yapunov

L�étude formelle de la théorie du chaos met à notre disposition di¤érents outils per-

mettant d�identi�er sans ambigüité si la dynamique d�un systéme est chaotique ou non.

Parmi ces outils, on peut citer les exposants de Lyapunov qui constituent une approche

très naturelle de la mesure de l�état de chaos d�un système dynamique . Le chaos détermi-

niste se reconnait essentiellement par la manière dont il est apparu. Mais , une fois établi

, sa signature consiste en un objet de l�espace de phases que l�on appelle un attracteur

étrange. Ce non d�attracteur provient du fait que l�objet en question "attire" les trajec-

toires de l�espace de phases, en imposant deux conditions initiales di¤érentes, on obtient

deux trajectoires produisant des �gures ayant même allure générale mais où la réparti-

tion exacte des points est di¤érente. Quant au terme d�étrange ...... Les trajectoires de

l�attracteur véri�ent la notion de sensibilité aux conditions initiales (S.C.I). C�est dans

ce sens qu�elles sont chaotiques. on peut quanti�er la sensibilité aux conditions initiales

par le degré de divergence.

L�exposants de Lyapunov mesurent l�attraction exponentielle ou la séparation dans

le temps de deux trajectoires adjacentes, dans l�espace de phases, ayant des conditions

initiales di¤érentes.

2.5.1 Exposant de L�yapunov d�un application en temps dis-

crète

G un système dynamique unidimensionnelle , G : R �! R tell que xn+1 = G (xn), x0
et x0 + " deux point intiaux poroches aprés n itération on aura :

"en�(x0) = jGn(x0 + ")�Gn(x0)j (2.1)

quand n tend vers l�in�ni et " tend vers 0
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�(x0) = lim
n�!1

lim
"�!0

1

n
log

����Gn(x0 + ")�Gn(x0)"

���� (2.2)

notons xi = Gi (x0) et on sait que

Gn(x0) = G(G
n�1(x0)) (2.3)

par régle de chaîne on obtient :

dGn(x0)

dx
= G�(xn�1)G

�(xn�2):::G
�(x1)G

�(x0) (2.4)

alors l�exposant de Lyapunov égale :

� = �(x0) = lim
1

n

n�1X
i=0

log
��G�(xi)�� (2.5)

On considère le système dynamique discrète du plan suivant :

Xk+1 = G(Xk); Xk 2 R2; k = 0; 1; 2; ::: (2.6)

où la fonction G : R2 �! R2 est le champ de vecteurs associé avec le système (2.6).

Soit J (Xk) sa Jacobienne en Xk 2 R2, k = 0; 1; 2; :::; et de dé�nir la matrice :

Tn (X0) = J (Xn�1) J (Xn�2) :::J (X1) J (X0) : (2.7)

Par ailleurs, soit Ji(X0; n) le module de la iieme valeur propre de la nieme matrice

Tn (X0) ; où i = 1; 2 et n = 0; 1; 2; :::

Maintenant on a la dé�nition :les exposants de Lyapunov pour l�application discrète

en dimension deux en temps discrète sont dé�nis par la relation :

li (X0) = ln

�
lim

n�!+1
Ji(X0; n)

1
n

�
; i = 1; 2: (2.8)
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Soit l�équation discrète quadratique suivant :8<: xk+1 = axk � ax2k = axk(1� xk)

yk+1 = b� xk � byk + xkyk = (b� xk)(1� yk)

La matrice jacobienne du équation est :0@a(1� 2x) 0

(1 + y) �b+ x

1A
parce que La matrice jacobienne est triangulaire, les exposants de Lyapunov sont :8>>>><>>>>:

�1 = lim
N�!+1

1
N

n=NX
n=1

ln a j1� 2xj

�2 = lim
N�!+1

1
N

n=NX
n=1

ln j�b+ xj

Considérons à nouveau l�application itérative F , qui applique xn sur xn+1. Deux

conditions initiales très proches, soient x0 et x0+"0 et regardons comment se comportent

les trajectoires qui en sont issues.

Après N itérations, nous avons F (N)(x0) et F (N)(x0 + "0) pour les deux valeurs

initiales di¤érentes. Donc la séparation de deux trajectoires aprés N itérations est :

"N = F
(N)(x0 + "0)� F (N)(x0)

Supposons qu�elles s�écartent en moyenne à un rythme exponentiel, nous en dédui-

sons :
"N
"0
= e�N

On pourra alors trouver un réel � tel que :

� =
1

N
ln j F

N(x0 + "0)� FN(x0)
"0

j
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La limite de cette expression quand "0 �! 0 et N �! 1 est appelée exposant de

Lyapunov.

Dans la pratique, il n�est en général pas nécessaire de choisir un grand N , parce

qu�un sur coût de simulation n�entraine qu�une amélioration insigni�ante de l�exactitude

des calculs. On peut noter que l�exposant de Lyapunov � n�est calculé que pour un seul

point initial. Une valeur moyenne de � peut être obtenue en moyennant les exposants de

Lyapunov déduits de plusieurs points initiaux.

2.6 Routes vers le chaos (bifurcation)

La théorie de la bifurcation étude le changement que subit une application sous la

variation d�un paramètre ou plus , donc la bifurcation signi�e un changement dans le

comportement qualitatif d�une application, suite à une variation d�un paramètre de l�ap-

plication. Par exemple déstabilisation d�un point �xe stable, apparition ou disparition

d�un cycle ou d�un attracteur. La valeur pour laquelle la bifurcation se produit est nom-

mée le point de bifurcation. Notons que la transition vers le chaos s�opère selon des

bifurcations, il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point �xe au chaos.

On constante dans tous les cas que l�évolution du point �xe vers le chaos n�est progressive,

mais marquée des changements discontinus qu�on a déjà appelé bifurcation.

2.6.1 Di¤érente types des routes

Dans cette section, on considère trois types des routes locales : La route de doublement

de période, la route point selle (ou n�ud-col) et la route de Neimark. Ces routes sont

locales car elles peuvent être analysées par la linéarisation de l�application au voisinage

d�un point �xe ou d�un cycle limite. Tous les types de bifurcations étudiées correspondent

toujours à j �i j= 1 (où �i représente les multiplicateurs).

Route doublement de période (� = �1)

Cette route a lieu lorsqu�un des multiplicateurs est égales à �1. Un cycle d�ordre k
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qui subie cette route va changer de nature et crée un cycle d�ordre 2k de la même nature.

C�est-à-dire, un point �xe stable d�ordre 1, par exemple, devient instable en même temps

que l�apparition d�un cycle d�ordre 2 stable.

Route n�ud-col (� = +1)

La route � = +1 correspond à la situation où l�un des multiplicateurs est égale à

+1. Ce type de route donne naissance à deux cycles d�ordre k en même temps, l�un est

attractif et l�autre est instable.

Route Neimark (� = 1)

Cette route se produit lorsque la matrice Jacobienne possède deux multiplicateurs

complexes conjuguées �1 = �2 et de plus j �i=1;2 j= 1.

2.6.2 Diagramme de bifurcation

Le diagramme de bifurcation est un tracé des points de l�état stationnaire du système

en fonction du paramètre du contrôle. Typiquement, on choisit un état variable et on

trace la valeur limite de celui-ci en fonction d�un seul paramètre de contrôle. Pour les

systèmes discontinus, on trace simplement les valeurs successives d�un état variable. Un

diagramme de bifurcation résume l�information sur l�espace d�état et la variation en

fonction du paramètre peut être visualisée. La transition d�un état stationnaire vers le

chaos peut être observée.
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Chapitre 3

Conjugaison topologique des

applications

on dit que deux applications seraient topologiquement conjuguées (équivalente to-

pologiquement) s�il existe un application linéaire, cela conjuguera celui dans l�autre. La

conjugaison topologique est importante dans l�étude des applications itérées et plus gé-

néralement dans l�étude des systémes dynamique, Comme l�application logistique et l�ap-

plication de tente sont topologiquement conjuguées . La conjugaison topologique dé�nit

une relation d�équivalence dans l�espace de tous les surjections continus d�un espace to-

pologique à elle-même, on dits que f et g sont être liées s�ils sont topologiquement

conjuguées.

Cette relation d�équivalence est très utile dans la théorie d�application, puisque chaque

classe contient toutes les applications qui partagent la même dynamique du point de

vue topologique. Par exemple, il est naturel de s�attendre à ce que deux applications

topologiquement conjuguées ont le même nombre de points d�équilibres et de cycles et de

même type de stabilité. Par exemple, les orbites de g sont envoyant sur celles de f par

la conjugaison topologique ( homeomorphisme ) Parlant o¢ cieusement, la conjugaison

topologique est un « changement des coordonnées » dans un sens topologique.

Soient f et g deux applications on dite que f et g seraient topologiquement
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conjuguées s�il existe un application linéaire h, cela conjuguera celui dans l �autre c�est

à dire la commutation :

g � h = h � f

est véri�er

Propriétés :

1. [10] Si h est une conjugaison entre f et g , alors h est une conjugaison entre fn et

gn pour tous n 2 Z , alors gn � h = h � fn

2. La conjugaison de deux applications est souvent représentée par le diagramme sui-

vant :
Rn
#h�1

f�! Rn
#h

Rn g�! Rn

3. [16]Si f et g sont conjugués , les orbites de f envoyant sur celles de g par h

4. Si f et g sont conjugués , et x0 est un point �xe de f alors les valeurs propres de

Df(xo) et Dg(h(x0)) sont égaux.

Proof. D�après de Prapriétés1 et 2. f (x) = h�1 � g � h (x0) Note que, depuis

x0 est un point �xe de f , donc h�1 � g � h (x0) = x0 De même d�après le théorème

des fonctions inverses, on obtient : Dh�1 = (Dh)�1 De plus h et di¤érentiable, on

a donc : Df j xo = Dh�1 j x0Dg j x0Dh j x0

3.1 Conjugaison topologique des applications discret

quadratique en 2D :

Soit f une application discrète quadratique du plan, et g est une autre application

discrète
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Où on pose :

f (xn; yn) = (xn+1; yn+1)

et

f (xn; yn) = (xn+1; yn+1) =

�
a0 + a1xn + a2yn + a3x

2
n + a4y

2
n + a5xnyn

b0 + b1xn + b2yn + b3x2n + b4y
2
n + b5xnyn

�
(3.1)

et

g(xn; yn) = (xn+1; yn+1) =

�
c0 + c1xn + c2yn + c3x

2
n + c4y

2
n + c5xnyn

d0 + d1xn + d2yn + d3x2n + d4y
2
n + d5xnyn

�
(3.2)

On montre la commutation :

g � h(xn; yn) = h � f(xn; yn), pour tout (x; y) 2 R2 et ai; bi; ci; di 2 R; 0 � i � 5 : (3.3)

C�est à dire f et g sont conjugués par dé�nition. Notons que si la transformation

(homéomorphisme) h existe, alors il y a une relation d�équivalence et l�ensemble des ap-

plications divisent en classes d�applications topologiquement conjuguées ce qui implique

que f et g ont les mêmes propriétés topologiques , nombre de points �xes et points

périodiques , type de stabilité.

Pour la simplicité de l�étude nous choisissons l�homeomorphisme h comme suit :

Si on dé�nir h par :

h(x; y) =

0@e1 e2

l1 l2

1A0@x
y

1A =

0@e1x+ e2y
l1x+ l2y

1A (3.4)

Si on pose :
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8<: e1x+ e2y = p

l1x+ l2y = q
(3.5)

Nous avons :

g � h(xn; yn) =

�
c0 + c1p+ c2q + c3p

2 + c4q
2 + c5pq

d0 + d1p+ d2q + d3p2 + d4q2 + d5pq

�
(3.6)

=

�
m0 +m1xn +m2yn +m3x

2
n +m4y

2
n +m5xnyn

n0 + n1xn + n2yn + n3x2n + n4y
2
n + n5xnyn

�
(3.7)

où 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

m0 = c0

m1 = c1e1 + c2l1

m2 = c1e2 + c2l2

m3 = c3e
2
1 + c4l

2
1 + c5e1l1

m4 = c3e
2
2 + c4l

2
2 + c5e2l2

m5 = 2c3e1e2 + 2c4l1l2 + c5(e1l2 + e2l1)

(3.8)

et 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

n0 = d0

n1 = d1e1 + d2l1

n2 = d1e2 + d2l2

n3 = d3e
2
1 + d4l

2
1 + d5e1l1

n4 = c3e
2
2 + d4l

2
2 + d5e2l2

n5 = 2d3e1e2 + 2d4l1l2 + d5(e1l2 + e2l1)

(3.9)

D�autre part

h � f (x; y) =
�
k0 + k1xn + k2yn + k3x

2
n + k4y

2
n + k5xnyn

z0 + z1xn + z2yn + z3x2n + z4y
2
n + z5xnyn

�
(3.10)
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où 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

k0 = e1a0 + e2b0

k1 = e1a1 + e2b1

k2 = e1a2 + e2b2

k3 = e1a3 + e2b3

k4 = e1a4 + e2b4

k5 = e1a5 + e2b5

et

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

z0 = l1a0 + l2b0

z1 = l1a1 + l2b1

z2 = l1a2 + l2b2

z3 = l1a3 + l2b3

z4 = l1a4 + l2b4

z5 = l1a5 + l2b5

(3.11)

avec la condition :

e1l2 � e2l1 6= 0 (3.12)

D�après un calcul et simpli�cation analogue comme précédemment. Nous obtenons

donc l�expressions des coe¢ cients

Pour établir la relation de commutation : g � h(x; y) = h � f(x; y) ; pour tout (x; y) 2

R2 :

nous avons utilisé les relations ci-dessus (3.8),(3.9),(3.10) et (3.11) donc on a :

g � h(x; y) = h � f(x; y) ()

8<: (mi = ki)0�i�5

(ni = zi)0�i�5

pour tout (x; y) 2 R2 (3.13)

D�où après calcul et simpli�cation, on doit donc avoir, l�expressions des coe¢ cients

(ci; di)0�i�5 de l�application (3.6)en fonction d�expressions des coe¢ cients (ai; bi)0�i�5 de

l�application (3.2) sont donnés par :

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

c0 = a0 = e1a0 + e2b0

c1 = a1 =
e1a1l2�e1a2l1+e2b1l2�e2b2l1

e1l2�e2l1

c2 = a2 =
e1e2b2�e1e2a1+e22a2�e22b1

e1l2�e2l1

c3 = a3 =
e1a3l22�e2b5l1l2�e2a5l1l2+e2a4l21+e2b3l22+e2b4l21

(e1l2�e2l1)2

c4 = a4 =
�(e21e2a5�e33b3�e1e22a3�e31a4�e21e2b4+e1e22b5)

(e1l2�e2l1)2

c5 = a5 =
�(2e1e2a3l2�e1e2a5l1+e1e2b4l1�e1e2b5l2+2e21a4l1�e21a5l2+2e22b3l2�e22b5l1)

(e1l2�e2l1)2

(3.14)
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et8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

d0 = b0 = l1a0 + l2b0

d1 = b1 =
l1a1l2�l1b2l2+a2l21�b1l22

e1l2�e2l1

d2 = b2 =
e1a2l1�e2a1l1+e1l2b2�e2b1l2

e1l2�e2l1

d3 = b3 =
�(a5l21l2�b3l32�a3l1l22�a4l31�b4l21l2+b5l1l22)

(e1l2�e2l1)2

d4 = b4 =
e21a4l1�e1e2b5l2�e1e2a5l1+e22a3l1+e21b4l2+e22b3l2

(e1l2�e2l1)2

d5 = b5 =
�(2e2a3l1l2�e2a5l1l2+2e1b4l1l2�e1b5l1l2+2e1a4l21+2e2b3l22�e2a5l21�e1b5l22)

(e1l2�e2l1)2

(3.15)

Selon les valeurs de e1 ,e2 , l1 et l2 et la condition (3.13) il existe une in�nité d�appli-

cations linéare h a¢ ne , qui transforment l�application quadratique du plan (3.1) à un

autre quadratique du plan . (3.2) Par suite, nous avons prouvé le théorème suivant :

Théorème 3.1 Si la condition (3.13) est satisfaite alors l�application f dé�nie en (3.1)

est conjugué à g dé�nie en (3.2), on dit que f et g sont a¢ nement conjuguées.

Exemple 3.1 Conjugaison topologique : nous proposons l�application quadratique de

dimensions deux donnée dans [6] par :

f(x; y) = (xn+1; yn+1) =

�
1� ay2n + bxn

xn

�
:

où a et b sont paramètres de bifurcation . a et b 2 R

g une autre application dé�niée par :

g(x; y) = (xn+1; yn+1) =

�
yn

1� ax2n + byn

�
;

il existe une application linéaire h dé�nie par :

h(x; y) =

0@0 1

1 0

1A0@x
y

1A ;
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tell que la permutation : f � h = h � g est satisfaite

par ce que

h(x; y) =

�
y

x

�
donc

f � h(x; y) = f [h(x; y)] =
�
1� ax2n + byn

yn

�
et

h � g(x; y) = h[g(xn; yn)] = h[(xn+1; yn+1)] =
�
1� ax2n + byn

yn

�
alors la permutation : f � h = h � g est satisfaite

3.2 L�existence des points �xes

Ici, nous examinerons l�existence des points �xe pour deux applications quadratique

qui sont topologiquement conjuguée.

3.2.1 Les points �xes

Soit f et g deux applications dé�nient comme suit :

f(x; y) = (xn+1; yn+1) =

�
1� ay2n + bxn

xn

�
:

et

g(x; y) = (xn+1; yn+1) =

�
yn

1� ax2n + byn

�
:

pour tout (x; y) 2 R2 et a; b 2 R

1. L�application f

On va calculer les points �xe de l�application f par résoudre l�équation de la forme :

f(x; y) = (x; y)
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c�est-a-dire :

�
1� ay2n + bxn; xn

�
= (xn; yn)

résoudre l�équation suivant : 8<: 1� ay2n + bxn = xn
xn = yn

par le compensation on trouve l�équation

1� ax2n + (b� 1)xn = 0

Nous trouvons la suivante :

� = (b� 1)2 + 4a

alors

(a) a/-Si a � �((�b+1))2
4

; alors

xn1 =
�(b� 1)�

p
�

�2a et xn2 =
�(b� 1) +

p
�

�2a

xn1 =
�(b� 1)�

p
(b� 1)2 + 4a

�2a et xn2 =
�(b� 1) +

p
(b� 1)2 + 4a

�2a

1.

xn1 =
b� 1�

p
(b� 1)2 + 4a
2a

et xn2 =
b� 1) +

p
(b� 1)2 + 4a
2a

Donc l�application quadratique f a deux points �xes :

8<: P1 =
�
b�1�

p
4a�2b+b2+1
2a

; b�1�
p
4a�2b+b2+1
2a

�
P2 =

�
�b�1+

p
2a�2b+b2+1
2a

; b�1+
p
2a�2b+b2+1
2a

�
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b/-Si a < �((�b+1))2
4

; alors l�applications quadratique f n�a pas de point �xe.

La matrice jacobienne de l�équation est donnée par :

J(x; y) =

0@b �2ay

1 0

1A ;
et le polynome caractéristique pour le point �xe (x; y) donnée par :

�2 � b�+ 2ay = 0: (3.16)

la caractéristique de la stabilité locale des points équilibres est ètudiée en évaluant

les racines de l�équation (3.16).

2. L�application g

On va calculer les points �xe de l�application g par résoudre l�équation de la forme :

g(x; y) = (x; y)

c�est-a-dire :

�
yn; 1� ax2n + byn

�
= (xn; yn)

résoudre l�équation suivant : 8<: yn = xn

1� ay2n + byn = yn

par le compensation on trouve l�équation

1� ax2n + (b� 1)xn = 0

Nous trouvons la suivante :
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� = (b� 1)2 + 4a

alors

a/-Si a � �((�b+1))2
4

; alors

xn1 =
�(b� 1)�

p
�

�2a et xn2 =
�(b� 1) +

p
�

�2a

xn1 =
�(b� 1)�

p
(b� 1)2 + 4a

�2a et xn2 =
�(b� 1) +

p
(b� 1)2 + 4a

�2a

(a)

xn1 =
b� 1�

p
(b� 1)2 + 4a
2a

et xn2 =
b� 1) +

p
(b� 1)2 + 4a
2a

Donc, l�application quadratique g a deux points �xes :

8<: P1 =
�
b�1�

p
4a�2b+b2+1
2a

; b�1�
p
4a�2b+b2+1
2a

�
P2 =

�
�b�1+

p
2a�2b+b2+1
2a

; b�1+
p
2a�2b+b2+1
2a

�
b/-Si a < �((�b+1))2

4
; alors l�applications quadratique g n�a pas de point �xe.

La matrice jacobienne de l�équation est donnée par :

J(x; y) =

0@ 0 1

�2ax b

1A
et le polynome caractéristique pour le point �xe (x; y) donnée par :

�2 � b�+ 2ax = 0: (3.17)

la caractéristique de la stabilité locale des points équilibres est ètudiée en

évaluant les racines de l�équation (3.17).
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Diagramme de bifurcation de l�application

f pour a 2 [0; 0:5]

Diagramme de bifurcation de

l�application g pour a 2 [0; 0:5]

Variation de l�exposant de L�yapunov de

l�application f obtenue pour a 2 [0; 1]

Variation de l�exposant de L�yapunov de

l�application g obtenue pour a 2 [0; 1]
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Atrracteur de l�application f pour

a = 1; b = 0:17

Atrracteur de l�application g pour

a = 1; b = 0:17

Atrracteur chaos de l�application f pour

a = 0:7; b = 0:9

Atrracteur chaos de l�application g

pour a = 0:7; b = 0:9
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Atrracteur chaos de l�application f

pour a = 1; b = 0:3

Atrracteur chaos de l�application g

pour a = 1; b = 0:3

Atrracteur chaos de l�application f

pour a = 1:1; b = 0:4

Atrracteur chaos de l�application g

pour a = 1:1; b = 0:4
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Conclusion Général
Nous fait dans ce travail une étude sur les systèmes dynamique non linéaire et la

conjugaison topologique. Dans le premier chapitre, nous vous proposons des généralités

et certains concepts de base sur les systèmes dynamique, les systèmes dynamique continue

et les systèmes dynamique discrète dans le temps, Dans le deuxième chapitre nous avons

parlé d�attracteur et l�attracteur chaotique et les routes vers le chaos, et Dans la troisième

chapitre nous proposons la dé�nition de la conjugaison topologique et leur propriétés

en suite nous étudions l�existence des conditions nécessaire pour que deux applications

quadratiques en 2D soient topologiquement conjuguées et nous avons vu l�importance de

La notion de la conjugaison topologique dans l�identi�cation de les applications discrètes

qui ont le même comportement qualitatif.

.

42



Résumé
Nous sommes concentrés dans cette étude sur la notion de la conjugaison topologique

et les systèmes dynamiques non-linéaires, d�abord nous introduisons des généralités sur

Les systèmes dynamiques, puis nous avons étude la dé�nition d�attracteur et attrac-

teur chaotique nous avons discuté la Sensibilité aux conditions initiales, en suit nous

spéci�ons l�étude sur l�attracteur chaos, et prenons Routes vers le chaos, en�n nous ap-

prochions le concept de conjugaison topologique, et nous avons étudié un exemple sur ce

sujet.

Mots clé
Systèmes dynamique, attracteur, attracteur chaotique, bifurcation, conjugaison topo-

logique, comportement qualitatif.
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Abstract
We are concentrated in this study on the notion of topological conjugation and non-

linear dynamic systems, �rst we introduce generalities on Dynamic systems then we

studied the de�nition of attractor and chaotic attractor we discussed the sensitivity to

the initial conditions, following we specify the study on the chaotic attractor, and takes

the Roads to chaos, �nally we approach The concept of topological conjugation, and we

have studied an example about it.

Key words
Dynamic systems, attractor, chaotic attractor, bifurcation, topological conjugation,

qualitative behavior.
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