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Notations et Préliminaires

On utilise les conventions et les notations suivantes :

Les indices latins varient de1 à 3 et les indices grecs varient de 1 à 2. La convention

des indices répétés (muets) est adoptée.

u = (ui) vecteur des composantes ui.

u.v = uivi produit scalaire euclidien.

n normale unitaire extérieure.

uN = u.n la composante normale du déplacement.

u = (uT , uN ), uT la composante tangentielle du déplacement.

σN = (σ(u)n) n la composante de la force de pression appliquée sur une section de normale

n.

σ(u)n = (σT , σN ) , σT la composante tangentielle du vecteur σ(u)n .

∂iuj =
∂uj
∂xi

dérivée de uj par rapport à xi.

∂εi = ∂
∂xεi

dérivée par rapport à xi.
∂u
∂t = u̇ dérivée première de u.
∂2u
∂2t

= ü dérivée deuxième de u

δij le symbole de Kronecker i.e δij =

{
1 Si i = j
0 Si i 6= j

∆ =
∑n

i=1
∂2

(∂xi)2 :Laplacien.

∆2 = ∇4 =
∑

i
∂4

(∂xi)4 + 2
∑

i<j
∂4

(∂xi)2(∂xj)2 :biharmonique ou bilaplacien.

div σ (u) = ∂jσij divergence du tenseur σ(u).

|u| =
√
u.u norme vectorielle euclidienne.

A = (Aij) matrice dont les éléments Aij .

A : B = AijBij produit scalaire des matrices.

→ la convergence forte.

⇀ la convergence faible.
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Introduction

Le contact unilatéral des corps élastiques, avec ou sans frottement, est la relation qui existe

entre les efforts normaux (pression de contact) et le mouvement relative entre deux corps. La for-

mulation de ce problème (sans frottement) a été décrite par Signorini en 1933. En 1963 Fichera[6]

a fait l’analyse de ce problème à travers un problème de minimisation équivalent(méthode d’éner-

gie). Concernant la classe de problème de contact sans frottement, Duvaut et Lions les ont trouvé

comme des nouveaux résultats, et aussi pour le cas de frottement non local(loi de Tresca) paru en

1972[5] où ils ont signalé un problème ouvert d’existence et d’unicité dans le cas avec frottement

local (loi de Coulomb). A partir de 1980, Néčas, Jarušek et Haslinge r[13]ont établi, seulement,

l’existence des solutions d’un problème de contact unilatéral avec frottement de Coulomb pour

un coefficient de frottement assez petit, ensuite, Jarušek[10] ,Kato[24], Eck et Jarušek [4] ont

donnés des résultats généraux. D’autre, des conditions suffisantes de non unicité des solutions

ont trouvé par Récemment, R. Hassani, P.Hild et I.Ionescu[23].

Pour le cas des structures minces qui sont des corps élastiques dont l’une des dimensions (l’épais-

seur) est petite devant les autres, par exemple : plaques minces, coques minces et filaments.

Ces cas ont été proposés par Kirchhoff, Love, Reissner, Von Kármán et Koiter, ils ont posé des

modèles et Parmi ces modèles le modèle de Kirchhoff-Love et Mindlin-Reissner. C’est En 1979

que Ciarlet et Destyunder[19] ont donné une justification mathématique à ces modèles. L’étude

d’un problème de contact unilatéral d’une plaque mince contre un obstacle rigide avec frotte-

ment de Coulomb a été faite par Dhia[7] en utilisant une méthode de pénalisation. En 2002,

J.C.Paumier[9] réalise une modélisation asymptotique d’un problème de contact unilatéral d’une

plaque mince encastrée, de modèle de Kirchhoff-Love, contre un obstacle rigide où il a prouvé

que ce problème tridimensionnel avec frottement tend vers un problème bidimensionnel sans

frottement. En suite par Chacha et Bensayah[3] dans le cas non linéaire, ont prouvé le même

résulta. Le problème mise à l’échelle linéaire et sans frottement a été étudié par Léger et Miara[2]
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qui utilisant la méthode du convergence.

L’objectif de ce mémoire est d’étendre le travail de Paumier[9] à un état dynamique sans frot-

tement, on utilisons la méthode de développement asymptotique formelle et puis la méthode de

convergence. Premièrement on pose le problème classique de trois dimension, puis la formulation

variationnelles, mise a l’échelle des inconnues et des données. Pour la première méthode l’approche

de déplacement-contraintes on injecte le développement asymptotique formel des inconnues dans

le problème variationnel. Par l’étude asymptotique formelle et la méthode de convergence, on

trouve que le terme dominant du développement asymptotique et la limite des inconnus mise -

à - l’échelle sont caractérisés par le même problème bidimensionnel.
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Chapitre 1

Préliminaires mathématiques

1.1 Rappels sur les espaces fonctionnels

Tout les résultats dans cette section sont dans [1]. Nous rappelons ci-dessous quelques dé-

finitions et théorèmes classiques d’analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans les chapitres

ultérieurs. Ici toutes les fonctions considérées sont à valeurs réelles. Soit x ∈ Rn, Ω ouvert de

Rn, K ⊂ Ω, m entier positif, α est un multi-entier, |α| =
∑n

i=1 αi, alors on définie l’opérateur

différentiel Dα par :

Dα = Dα1
1 ...Dαn

n =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂xαnn

.

On note que C (Ω) l’espace des fonctions réelles continues sur Ω. On dit que K est relativement

compact dans Ω, si l’adhérence de K (i,e., K̄ ) est un compact (i,e., fermé et borné) inclus dans

Ω, on note que K ⊂⊂ Ω. Aussi on note que :

Cm (Ω) = {v ∈ C (Ω) ;Dαv ∈ C (Ω) pour |α| ≤ m} .

On appelle le support d’une fonction v définie sur Ω l’ensemble fermé

supp v = {x ∈ Ω; v (x) 6= 0}.

On dit que la fonction v a un support compact dans Ω, sisupp v ⊂⊂ Ω. On note que

Cm0 (Ω) = {v ∈ Cm (Ω) ; va un support compact dans Ω}.

Soit

C∞ (Ω) =
∞
∩
m=0

Cm (Ω) .

On désigne que D (Ω) appelé l’espace des fonctions test, l’espace C∞0 (Ω) des fonctions indéfi-

niment différentiables a un support compact dans Ω muni de la topologie de limite inductive
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comme dans la théorie des distributions de L. Schwartz. On note que D′ (Ω) est l’espace dual

de D (Ω) , donc l’espace des formes linéaires continues surD (Ω) . On appelle D′ (Ω) l’espace des

distributions (ou fonctions généralisées) sur Ω, et l’on munit de la topologie forte de dual(e,i.

fi → f dans D′ (Ω) si 〈fi, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉 ∀ϕ ∈ D (Ω) ) où 〈., .〉 désigne le produit de dualité entre

D′ (Ω) et D (Ω) . Pour p donné par 1 ≤ p <∞ on désigne que

Lp (Ω) = {v mesurables sur Ω; tel que ‖v‖p =

(∫
Ω
|v|p dx

)1/p

<∞ },

on rappel que
(
Lp (Ω) , ‖.‖p

)
est un espace de Banach, et séparable et, pour 1 < p < ∞ est

réflexif.

Pour p = 2, l’espace L2 (Ω) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

〈u, v〉 =

∫
Ω
u (x) v (x) dx.

On va identifier l’espace L2 (Ω) avec son dual. Pour p =∞ on désigne que

L∞ (Ω) = {v mesurable sur Ω; tel que ‖v‖∞ = sup
x∈Ω

ess |v (x)| = inf{C; |v (x)| ≤ C p.p x ∈ Ω} <∞},

on rappel que (L∞ (Ω) , ‖.‖∞) est un espace de Banach. Pour tout 1 < p < ∞ on l’inégalité de

Hölder si u ∈ Lp (Ω) et v ∈ Lp′ (Ω) tel que
1

p
+

1

p′
= 1∫

Ω
u (x) v (x) dx ≤ ‖u‖p ‖v‖p′ .

Théorème 1 L’espace C∞0 (Ω) est dense dans Lp (Ω) ∀ 1 ≤ p <∞.

On dite que X ↪→ Y, pour (X, ‖.‖X) et (Y, ‖.‖Y ) espaces normés, signifie X ⊂ Y avec l’injection

continue, c’est-à-dire, il existe une constante C tel que :

‖u‖Y ≤ C ‖u‖X ∀u ∈ X.

Pour 1 ≤ p ≤ ∞ on a D (Ω) ↪→ Lp (Ω) ↪→ D′ (Ω) . On va définir l’espace de Sobolev

Wm,p (Ω) = {v;Dαv ∈ Lp (Ω) , pour |α| ≤ m} ,

muni de la norme

‖v‖Wm,p =

 ∑
|α|≤m

‖Dαv‖pp

1/p

si p ∈ [1,∞) .

‖v‖Wm,∞ = max
|α|≤m

‖Dαv‖∞ ,
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est un espace de Banach. On note par Wm,p
0 (Ω) l’adhérence de C∞0 (Ω) dans l’espace Wm,p (Ω) .

Pour tout p ∈ [1,∞) on a

Wm,p
0 (Ω) ↪→Wm,p (Ω) ↪→ Lp (Ω) .

Dans le cas p = 2 on utilise la notation

Hm (Ω) = Wm,2 (Ω) .

Muni du produit scalaire

〈u, v〉m =
∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉 , 〈., .〉 produit scalaire dansL2 (Ω)

L’espace Hm (Ω) est un espace de Hilbert. On posera aussi Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω), Les espaces de

Sobolev négatives sont les espaces duales des espaces Wm,p
0 (Ω)

W−m,p
′

0 (Ω) = (Wm,p
0 (Ω))

′
.

Muni de la norme

‖u‖
W−m,p

′
0 (Ω)

= sup
u∈Wm,p

0 (Ω)

〈u, v〉
‖v‖Wm,p

0 (Ω)

.

L’espace W−m,p
′

0 (Ω) est Banach (séparable et réflexive, si 1 < p < ∞ ) Puisque D (Ω) dense

dans H1
0 (Ω) . Alors on a H1

0 (Ω) ⊂ L2 (Ω) ⊂ H−1 (Ω) .

Théorème 2 Supposons que Ω vérifie la propriété du cône et 1 ≤ p <∞. Alors

1. C
(
Ω̄
)
↪→Wm,p (Ω) avec l’injection dense.

2. Simp ≥ n alors Wm,p (Ω) ↪→ Ck
(
Ω̄
)
quel que soit k entier avec

mp− n
p

−1 ≤ k ≤ mp− n
p

.

Maintenant les espaces de fonctions à valeurs vectorielles : On considère un espace de Banach X

de norme ‖.‖X et un intervalle ouvert I ⊂ R. On note par

Ck (I;X) = {v : I → X; Dαv ∈ C (I,X) pour |α| < k}.

Sans aucun doute, Ck
(
Ī;X

)
est un espace de Banach pour la norme

‖v‖Ck(Ī,X) =
∑
|α|≤k

sup
x∈Ī
‖Dαv (x)‖X .

On notera ensuite par C∞ (I;X) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur I a valeurs

dans X et par D (I;X) l’espace C∞0 (I;X) , i.e. l’espace des fonctions de C∞ (I,X) à support

5



compact dans I muni par la topologie limite inductive. On désigne par D′ (I;X) l’espace des

distributions sur I à valeurs dans X défini par

D′ (I;X) = L (D (I;X) ;X) ,

où L (U, V ) désigne l’espace des fonctions linéaires et continues de U dans V . Soit p ∈ [1,∞] .

On désigne par Lp (I;X) l’espace des (classe de) fonctions f : I → X mesurables telles que

l’application t→ ‖f (t)‖X soit dans Lp (I) . C’est un espace de Banach pour la norme

‖f‖Lp(I;X) =

(∫
X
‖f‖pX dµ

) 1
p

<∞ p 6=∞,

‖f‖∞ = sup
t∈(0,T )

ess ‖f‖X .

On peut montrer les propriétés suivantes :

1. D (I;X) ⊂ Lp (I;X) ⊂ D′ (I;X) .

2. Si p <∞ alors D (I;X) est dense dans Lp (I;X) .

On désigne parW 1,p (I;X) l’espace des (classe de) fonctions f ∈ Lp (I;X) telles que ḟ ∈ Lp (I;X)

où ḟ est la dérivée faible de f. Muni par la norme

‖f‖W 1,p(I;X) = ‖f‖Lp(I;X) +
∥∥∥ḟ∥∥∥

Lp(I;X)
,

W 1,p (I;X) est un espace de Banach.

Proposition 3 Pour tout p ≥ 1 on a :

1. W 1,p (I,X) ⊂ L∞ (I,X) ∩ C
(
Ī , X

)
.

2. Si I est borné, alors C∞
(
Ī , X

)
est dense dans W 1,p (I,X) .

Définition 4 Si X et Y sont des espaces de Banach, X ⊂ Y à enrobage continu, CS ([0, T ] , X)
espace est défini comme l’espace des fonctions v : [0, T ] → X tel que la fonction réelle d’une
variable réelle

t→ 〈h, v (t)〉X′ ,X ,

est continue sur [0, T ] pour toute h ∈ X ′ .

Lemme 1 Soient X et Y sous les conditions de la dernière définition.

– Si, en plus, X est un espace de Banach réflexif, alors :

L∞ (0, T ;X) ∩ C ([0, T ] ;Y ) ⊂ Cs ([0, T ] ;X) .
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– Soit U un autre espace de Banach tel queX ⊂ U ⊂ Y est l’enrobage etX ⊂ Y est compact.

Si F est bornée dans L∞ (0, T ;X) et
∂F
∂t

=
{ .
f ; f ∈ F

}
est bornée dans Lr (0, T ;Y ) , avec

r > 1, puis F relativement compact dans C ([0, T ] ;U) .

Preuve.

– i) Ce résultat peut être trouver dans [11], Lemme 8.1,page 297.

– ii) Ce résultat peut être trouver dans[14], Corollaire 4, p. 85.

1.2 La formule de Green généralisée et théorème de trace

Soit γ opérateur linéaire continu, appelé opérateur de trace, de H1 (Ω) en H1/2 (Γ) tel que :

γ (v) = v|Γ, si v ∈
[
C∞

(
Ω̄
)]n

.

Il est bien connu que si le domaine Ω ∈ C1,1, ils existent des applications linéaires sont

uniquement déterminés γn de H1 (Ω) en H1/2 (Γ) et γT de H1 (Ω) en H1/2
T (Γ) tel que :

γ (v) = γn (v)n+ γT (v) ∀v ∈ H1 (Ω) ,

où H
1/2
T (Γ) = {φ ∈ H1/2 (Γ) ; γn (φ) = 0}. Aussi si v ∈

[
C∞

(
Ω̄
)]n

, γn (v) = v|Γ.n et γT (v) =

v|Γ−γn (v)n. Les applications γn (v) et γT (v) sont surjective. Ci-après, pour simplifier l’écriture,

vn et vT désigner traces normales de v, γn (v) et γT (v) , respectivement. Soit V l’espace définie

par

V = {v ∈ H1 (Ω) ; γ (v) = 0 sur Γ0},

et

K(Ω) = {v ∈ V ; vn ≤ 0surΓ+},

le sous-ensemble convexe fermé des déplacements admissibles.

On note par γ0∑ : V → H1/2 (
∑

) l’opérateur de tracer que relative v ∈ V avec la restriction

de γ (v) sur
∑

. Cet opérateur, ce qui conduit V en H1/2
00 (

∑
) est linéaire, continue et surjective

pour les frontières ∂
∑

que sont C∞

Lemme 2 Si le domaine Ω est C1,1 ils existent des applications linéaires, continues et surjectives

γ0∑
n

: V → H
1/2
00

(∑)
, γ0∑

T
: V → H

1/2
T00

(∑)
,
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avec H1/2
T00 (

∑
) = {φ ∈ H1/2

00 (
∑

) ; φn = 0} et tel que :

γ0∑(v) = γ0∑
n
(v)n+ γ0∑

T
(v)v ∈ V.

Considérons le champs des espace des contraintes :

L2
s(Ω) = {τ = (ταβ) ∈

[
L2 (Ω)

]n2

; ταβ = τβα}, (1.1)

muni de la norme

‖τ‖L2
s(Ω) =

(∫
Ω
τ : τdx

)1/2

, (1.2)

est un espace de Hilbert.

Soit E le sous-espace de L2
s(Ω) définie par :

E = {τ ∈ L2
s(Ω); div (τ) ∈ L2 (Ω)}, (1.3)

qui aussi est un espace de Hilbert avec la norme :

‖τ‖E = ‖τ‖L2
s(Ω) + ‖div (τ)‖L2(Ω) . (1.4)

Lemme 3 Soit Ω ∈ C0,1. Alors il existe une unique application, π linéaire et continue de E en
H−1/2(Γ) tel que :

π (τ) = τ |Γ n, si τ ∈
[
C1
(
Ω̄
)]n2

.

Soit Ω ⊂ Rd un domaine Lipschitzien et 1
2 < s ≤ 1.

On définie l’opérateur de trace γ0 est borné inversé. γ−0 : Hs− 1
2 (Γ) → Hs(Ω). i.e., γ0γ

−
0 ω = ω,

ω ∈ Hs− 1
2 (Γ) et ∥∥γ−0 (ω)

∥∥
Hs(Ω)

≤ C ‖ω‖
Hs− 1

2 (Γ)
.

En outre, la formule de Green généralisée suivante vérifiée pour chaque τ ∈ E et pour v ∈H1(Ω) :∫
Ω
τ : ε (v) dx+

∫
Ω
div (τ) .vdx = 〈π (τ) , γ (v)〉Γ, (1.6)

où 〈., .〉Γ désigne le produit de dualité en H−1/2 (Γ)×H1/2 (Γ) .

Lemme 4 Si Ω ∈ C1,1 Alors il existe des applications uniquement déterminé πn de E en
H
−1/2
T (Γ) tel que

〈π (τ) , γ (v)〉Γ = 〈πn (τ) , vn〉n,Γ + 〈πT (τ) , vT 〉T,Γ,
Pour tout τ ∈ E et v ∈H1 (Ω) , et

πn (τ) = τn.n et πT (τ) = τn− τnn,

pour tout τ ∈ C1
(
Ω̄
)
où τn ≡ πn (τ) Ci-après désigner simplement τT ≡ πT (τ) s’il n’y a pas de

confusion.
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Ces résultats peuvent être étendre à l’espace V en utilisant l’application de trace π0∑ au lieu

de π, comme suite :

Théorème 5 Soit Ω ∈ C0,1. Alors il existe une application linéaire uniquement déterminée π0∑
de E en

(
H

1/2
00 (

∑
)
)′

tel que :

π0∑ (τ) = τ |∑ n si τ ∈ C1
(
Ω̄
)
,

et la formule de Green générale est valable pour chaque τ ∈ E et pour tout v ∈V∫
Ω
τ : ε (v) dV ′X +

∫
Ω
divτ.vdVX =00 〈π0∑ (τ) , γ0∑ (v)〉∑, (1.7)

où 00〈., .〉∑ désigne le produit de dualité
(
H

1/2
00 (

∑
)
)′
×H

1/2
00 (

∑
) .

Aussi, si Ω ∈ C1,1 ,π0∑ les opérateurs peuvent être décomposées en π0∑
n ,π0∑

T tel que :

00〈π0∑ (τ) , γ0∑ (v)〉∑ =00 〈π0∑
n (τ) , γ0∑

n (v)〉n;
∑

+ 00〈π0∑
T (τ) , γ0∑

T (v)〉T,∑,

Pour tout τ ∈ E et v ∈V, et

π0∑
n (τ) = τ|

∑n.n et π0∑
T (τ) = τ|

∑n−τn,∑n,

pour τ ∈ C1
(
Ω̄
)
, où τn,∑ ≡ π0∑

n (τ) . Pour Plus de détails voir[17]

1.3 Lemme de Grönwall discrétisé

Soit y et g deux fonctions intégrables non négatives et C ≥ 0. Si

y(t) ≤ c+

∫ t

0
g(s)y(s)ds pour t ≥ 0.

Alors

y(t) ≤ c exp

(∫ t

0
g(s)ds

)
pour t ≥ 0.

1.4 La convergence faible, faible*

Proposition 6 Soit (xn) une suite de E(espace de Banach) et soit f ∈ E′(Le dual de E minu
de la norme duale ‖f‖ = sup x∈E

‖x‖≤1
‖〈f, x〉‖ , fn une suite de E′alors :

–
[
xn ⇀ x pour σ

(
E,E

′
)]
⇐⇒

[
〈f, xn〉 → 〈f, x〉 ∀f ∈ E

′
]
.

–
[
fn

∗
⇀ f pour σ

(
E
′
, E
)]
⇐⇒ [〈fn, x〉 → 〈f, x〉 ∀x ∈ E] .

Preuve. Voir [8]
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Chapitre 2

Étude asymptotique du problème de
contact unilatérale d’une plaque mince
contre un obstacle rigide dans
l’élasticité linéaire

2.1 Position du problème

Soit ω ⊂ R2 un domaine borné avec bord lipschitzien γ. On considère une plaque de dimension

trois qui occupe le volume Ωε = ω× ]−ε, ε[ telque ε paramètre assez petit (0 < ε ≤ 1). On note le

bord latérale par Γε0 = γ× [−ε, ε], la face supérieurement et la face inférieurement respectivement

par Γε+ =ω×{+ε} et Γε− = ω×{−ε} . On note par v le trace de v sur Γε+ et par v le trace de v

sur Γε−, ou v simplement si il n’existe pas de confusion. On restreint notre étude dans le cas de

corps élastique homogène et isotrope avec constants de Lamé λ > 0, µ > 0 dans la configuration

nature oú ρε désigne la densité volumique. Cette plaque est soumise à une force volumique f ε

sur Ωε× ]0,+∞[ et un force surfacique gε sur Γε−× ]0,+∞[ et entre en contact unilatéral avec un

obstacle rigide occupant le domaine oε =
{
xε ∈ R3 (xε1, x

ε
2) ∈ ω, xε3 > ε

}
. La condition de contact

est définie par l’inégalité v3 ≤ 0. On rappelle que cet système dans le cas dynamique et que le

contact est sans frottement.
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2.2 le problème classique(P εC)

nous employons les notations précédentes pour pose le problème classique.

Trouver (uε, σε) := (uε (xε, t) , σε (uε)) pour tout t ≥ 0 :

ρε
∂2uεi
∂t2

− ∂εjσεij = f εi sur Ωε × ]0,+∞[ (2.1)

σεijn
ε
j = gεi sur Γε− × ]0,+∞[ (2.2)

uε = 0 sur Γε0 × ]0,+∞[ , (2.3)

Avec les conditions aux limites de Signorini

uε3 ≤ 0, σε33 ≤ 0, σε33u
ε
3 = 0 sur Γε+ × ]0,+∞[ (2.4)

Le contact sans frotement i.e σ ε
α3 = 0 sur Γε+ × ]0,+∞[ et les conditions initiales sont

11



uε (., 0) = pε, u.ε (., 0) = qε, (2.5)

Où σεij (uε) = λeεpp (uε) δij + 2µeεij (uε) sont les composantes du tenseur des contraintes ainsi

représente la loi du comportement du matériau élastique de la matière élastique, eεij (uε) =

1
2

(
∂εi u

ε
j + ∂εju

ε
i

)
sont les composents des déformations tenseur linéaire. Le champs de vecteurs

σεijn
ε
j représente la force agissant sur la surface de section ds, dont le vecteur normale unitaire

extérieur nε. La quantité σεN = σεijn
ε
jn
ε
i le composent de force de pression et σεT = σεnε − σεNnε

la force de frottement. Dans notre cas, σεN = σε33 et σεT = (σε13, σ
ε
23, 0) sur Γε+. Nous signallons

que nous allons noté de la fonction et leur trace de la même notation.

Pour reécrit le problème classique(P εC) de formulation variationnelle nous utilisons la formule

de Green, nous montrons que toute solution en douceur du problème de la valeur limite satisfait

également le problème variationnelle (P εV ) .

2.3 Le problème variationnelle

Trouver (uε (t) , σε (t)) ∈
−→
K (Ωε)× L2

S (Ωε) , t ≥ 0.

∂2

∂t2
ρε
∫

Ωε
üεiv

ε
i dx

ε + aε(uε, vε) = Lε(vε) + 〈σε33, v
ε
3〉, ∀vε ∈

−→
V (Ωε), t > 0 (2.6)

〈σε33, v
ε
3 − uε3〉 ≥ 0, ∀vε3 ∈ K(Ωε), t > 0 (2.7)

σεij(u
ε) = λeεpp (uε) δij + 2µeεij (uε) (2.8)

uε(·, 0) = pε, u̇ε(·, 0) = qε (2.9)

tel que :

V (Ωε) =
{
vε ∈ H1(Ωε), vε = 0 sur Γε0

}
, K(Ωε) =

{
vε ∈ V (Ωε), vε3 ≤ 0 sur Γε+

}
,

−→
V (Ωε) = V (Ωε)× V (Ωε)× V (Ωε),

−→
K(Ωε) = V (Ωε)× V (Ωε)×K(Ωε),

L2
s(Ω

ε) =
{
τ = (τ εij) ∈ (L2(Ωε))9; τ εij = τ εji

}
Preuve. :formulation variationnelle de(P εC)

On utilise la formule de Green
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ρε
∫
Ωε

üεiv
ε
i dx

ε + a(uε, vε) =

∫
Ωε

f εi v
ε
i dx

ε +

∫
∂Ωε

σεij(u
ε)nεj · vεi dxε (2.10)

=

∫
Ωε

f εi v
ε
i dx

ε +

∫
Γε0

σεij(u
ε)nεj · vεi dΓ +

∫
Γε−

σεij(u
ε)nεj · vεi dΓ +

∫
Γε+

σεij(u
ε)nεj · vεi dΓ (2.11)

on ∫
Γε0

σεij(u
ε)nεj · vεi dxε = 0 puisque uε = 0 sur Γε0 (2.12)

et ∫
Γε−

σεij(u
ε)nεj · vεi dΓε =

∫
Γε−

gεi v
ε
idΓ (2.13)

et

〈σεij(uε)nε · vεi 〉Γε+ = 〈σεNnε + σεT , v
ε
T + vεNn 〉Γε+ = 〈σεN , vεN 〉Γε+ (2.14)

on a

〈σε33, v
ε
3 − uε3〉 = 〈σε33, v

ε
3 − 0 + 0− uε3〉 (2.15)

= 〈σε33, v
ε
3 − 0〉+ 〈σε33, 0− uε3〉

= 〈σε33, v
ε
3〉 ≥ 0

d′où (2.7 ) Avec

a(uε, vε) =

∫
Ωε
σεij(u

ε)∂εj v
ε
i dx

ε

=

∫
Ωε

[
λeεii(u

ε)eεjj(v
ε) + 2µeεij(u

ε)eεij(v
ε)
]
dxε. (2.16)

eεij(u
ε) =

1

2
(∂εi u

ε
j , ∂

ε
ju

ε
i ).

Lε(v) =

∫
Ωε
f εvdxε +

∫
Γε−

gεvdΓε. (2.17)

〈σε33, v
ε
3〉 =

∫
Γε+
σε33v

ε
3dΓ. (le produit de dualité)
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Théorème 7 :Étant donné les hypothèses suivantes :

f εi ∈W 2,∞(0, T, L2(Ωε)), gεi ∈W 2,∞(0, T, L2(Γε−) ∩H−
1
2 (Γε−)).

Et les conditions initiales pεi ,q
ε
i sur H1(Ωε) avec divσε (pε) ∈ (L2(Ωε))3,

Alors, le problème (P εV ) admet une solution uεvérifié :

uε ∈ L∞(0, T,
−→
K(Ωε)), u̇ε ∈ L∞(0, T, (L2(Ωε))3) et üεi ∈ D

′
(0, T, (L2(Ωε))3)

Le tenseur des contraintes

σε (uε) appartient D
′
(0, T, Ead(g

ε)) ∩ L∞(0, T, (L2(Ωε))3×3)

avec

Ead(g
ε) =

{
τ ε ∈ L2

s(Ω
ε); divτ ε ∈ (L2(Ωε))3, τ εα3 = 0

et τ ε33 ≤ 0 sur Γε+; τ εnε = gε sur Γε−

}
Le produit de dualité 〈σε33, φ

ε
3〉 sur Γε+ on peut utiliser le note l’intégrale sur Γε+.

Ainsi, on a σε33 ∈ L2(Ωε) et ∂ε3σ
ε
33 ∈ L2(Ωε) alors σε33 ∈ L2(Γε+), de la sens de trace, avec

‖σε33‖L2(Γε+) ≤ c(‖σε33‖
2
L2(Ωε) + ‖∂ε3σε33‖

2
L2(Ωε))

1/2 (voir [22], page 219). Généralement, les
éléments de

H(div,Ωε) =
{
τ ε = (τ εij) ∈ L2(Ωε); divτ ε ∈ (L2(Ωε))3

}
ont des traces normales γN (σε) sur Γε+.
Preuve. La preuve est composé de cinq étape.
étape 1 : premièrement, l’intervalle [0, T ] est on divise en sous intervalles régulières.

On introduit le problème d’approximation (P εV D) au temps t = ti, 1 ≤ i ≤ 2I :
trouver uε,i ∈

−→
K(Ωε), u̇ε ∈ (H1(Ωε))3 et üε,i ∈ (L2(Ωε))3,

ρε
∫

Ωε

(
üε,i+üε,i−1

2

)
(vε − uε,i)dxε + aε( ü

ε,i+üε,i−1

2 , vε − uε,i) ≥ Lε,i(vε − uε,i)
∀vε ∈

−→
K(Ωε)

Où
Lε,i(v) =

∫
Ωε
f ε,ivdxε +

∫
Γε−

gε,ivdΓε (2.18)

avec la notation φε,i = φε(ti), φ̇
ε = d

dtφ
ε, et φ̈ε = d2

dt2
φε.

Le déplacement discrétisé, la vitesse et l’accélération sont approximées par la méthode de
Newmark suivant :

uε,i = uε,i−1 + ∆tu̇ε,i−1 +
∆t2

2

üε,i + üε,i−1

2
(2.19)

u̇ε,i = u̇ε,i−1 + ∆t
üε,i + üε,i−1

2
(2.20)

Lemme 5 :Pour toute temps ti, uε,i−1 ∈
−→
K(Ωε), u̇ε,i−1 ∈ (H1(Ωε))3 et üε,i−1 ∈ (L2(Ωε))3alors

le problème (P εV D) admet une solution unique.
Preuve. : voir [16]
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étape 2 : on approxime les fonctions d’approximations :

hε,I(t) = uε,i−1 + u̇ε,i−1(t− ti−1) +
üε,i + üε,i−1

4
(t− ti−1)2 (2.21)

uε,I∗ (t) = uε,i,∀t ∈ [ti−1, ti[ (2.22)

hε,I∗ (t) =
uε,i + uε,i−1

2
, hε,2

I
(t) = uε,2

I
, hε,2

I

t (t) = uε,2
I

t . (2.23)

étape 3 : Puis, on traite la condition de contact avec les multiplicateurs de Lagrange∫ ti

ti−1

d

2dt

[
ρε
∫

Ωε

∣∣∣ḣε,I(t)∣∣∣2 dxε + aε(hε,I(t), hε,I(t))

]
dt (2.24)

≤ Lε,i(uε,i − uε,i−1),∀t ∈ ]ti−1, ti[ . (2.25)

étape 4 : Cette estimation nous permet de montrer la convergence faible des solutions approxi-
matives et que ces limites sont égales .

hε,I(t) ⇀ uε(t), ḣε,I(t) ⇀ u̇ε(t) faible ∗ surL∞(0, T, (L2(Ωε))3). (2.26)

hε,I∗ (t) ⇀ uε(t), uε,I∗ (t) ⇀ uε(t) faible ∗ surL∞(0, T, (H1(Ωε))3). (2.27)

étape 5 :Finalement, on montre que cette limite est solution du problème (P εV ).

Remarque 8 : le problème (P εV ) est formellement équivalent à l’inéquation variationnelle
suivante :


Trouver uε : [0, T ]→

−→
K(Ωε) tel que

ρε
∫

Ωε ü
ε
i (v

ε
i − u̇εi )dxε + aε(uε, vεi − u̇εi ) ≥ Lε(vε − u̇ε),∀vε ∈

−→
K(Ωε), pour tout t ≥ 0

uε(., 0) = pε, u̇ε(., 0) = qε
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2.4 Étude asymptotique

Dans cette section, on transforme d’abord le problème variationnel (P εV ) vers un problème

variationnel mise à l’échelle(P (ε)V ) sur le domaine Ω indépendant de ε, puis, par rapport l’

Anstaz de le base de la méthode de développement asymptotique formel, on injecte la mise à

l’échelle des inconnues dans (P (ε)V ). Finalement, on identifie le premier terme du développement

asymptotique formel de la mise à l’échelle de déplacement et la mise à l’échelle de tenseur des

contraintes.

Soit l’application :

χε : Ω→ Ωε

(x1, x2, x3)→ (xε1, x
ε
2, x

ε
3)/xε1 = x1, x

ε
2 = x2, x

ε
3 = εx3 (2.28)

D’où :

χε(Ω) = Ωε; Ω = ω × ]−1,+1[ ;

χε(Γε−) = Γ− = ω × {−1}

χε(Γε+) = Γ+ = ω × {+1};

χε(Γε0) = Γ0 = ∂ω × [−1,+1]

L’application inverse de χε est une dilatation de Ωε.
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2.4.1 Mise à l’échelle des déplacements :


uεα ◦ χε = ε2uα(ε) , uε3 ◦ χε = ε1u3(ε)
vεα ◦ χε = ε2vα(ε) , vε3 ◦ χε = ε1v3(ε)

σαβ(ε) = ε−2 σεαβ(uε) , σα3(ε) = ε−3 σεα3(uε), σ33(ε) = ε−4 σε33(uε)
(2.29)

La condition de contact mise à l’échelle est définie, pour un déplacement vε ∈
−→
V (Ωε) par :

v3 ≤ 0. (2.30)

On note ainsi :

V (Ω) =
{
v ∈ H1(Ω)/v = 0 sur Γ0

}
,

K(Ω) = {v ∈ V (Ω), v3 ≤ 0 surΓ+} ,
−→
V (Ω) = V (Ω)× V (Ω)× V (Ω),
−→
K(Ω) = V (Ω)× V (Ω)×K(Ω)

L2
s(Ω) =

{
τ = (τij) ∈ (L2(Ω))3×3; τij = τji

}
.

2.4.2 Mise à l’échelle des forces :

{
f εα ◦ χε = ε2fα, f

ε
3 ◦ χε = ε3f3

gεα ◦ χε = ε3gα, g
ε
3 ◦ χε = ε4g3

(2.31)

Mise à l’échelle des opérateurs différentiels et la densité volumique :

∂εα = ∂α, ∂
ε
3 = ε−1∂3. (2.32)

ρε = ε2ρ. (2.33)

Finalement supposons qu’ils existent p, q indépendant de ε d’où :

pεα = ε2p0
α, p

ε
3 = εp0

3, q
ε
α = ε2q0

α, q
ε
3 = εq0

3 (2.34)

il vient de (2.28),(2.29),(2.31)et(2.32) que

Lε(vε) = ε5L(v) où L(v) =

∫
Ω
fividx+

∫
Γ−

gividΓ (2.35)

eεαβ(uε) = ε2eαβ(u(ε)), eεα3(uε) = εeα3(u(ε)), eε33(uε) = e33(u(ε)) (2.36)
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après insertion de (2.35) et (2.36) dans (2.8), on trouve que :


σεαβ(uε) = ε2[λeγγ(u(ε))δαβ + 2µe

αβ
(u(ε))] + λe33(u(ε))

σεα3(uε) = ε2µeα3(u(ε))
σε33(uε) = (λ+ 2µ)e33(u(ε)) + ε2λeγγ(u(ε))

(2.37)

2.4.3 Mise à l’échelle du problème variationnel :

On introduit (2.28), (2.29) et (2.32) dans (2.16), Il vient que :

aε(uε, vε) =

∫
Ωε
σεαβ(uε)∂εβv

ε
αdx

ε +

∫
Ωε
σεα3(uε)∂ε3v

ε
αdx

ε +

∫
Ωε
σε3α(uε)∂εβv

ε
3dx

ε

+

∫
Ωε
σε33(uε)∂ε3v

ε
3dx

ε

= ε3

∫
Ω
σεαβ(uε)∂βvαdx+ ε2

∫
Ω
σεα3(uε)∂3vαdx (2.38)

+ε2

∫
Ω
σε3α(uε)∂αv3dx+ ε

∫
Ω
σε33(uε)∂3v3dx.

En divisant (2.38) par ε5 et on posant :

σαβ(ε) = ε−2 σεαβ(uε) , σα3(ε) = ε−3 σεα3(uε), σ33(ε) = ε−4 σε33(uε). (2.39)

On trouve, avec (2.37) que

aε(u(ε), v) =

∫
Ω
σij(ε)∂jvidx (2.40)

Tels que : 
σαβ(ε) = λeγγ(u(ε))δαβ + 2µe

αβ
(u(ε)) + ε−2λe33(u(ε))

σα3(ε) = ε−22µeα3(u(ε))
σ33(ε) = ε−4(λ+ 2µ)e33(u(ε)) + ε−2λeγγ(u(ε))

(2.41)

avec

eij(u(ε)) =
1

2
(∂iuj(ε) + ∂jui(ε))

Proposition 9 Le problème variationnel (P εV ) est équivalent au problème (P (ε)V ) :

Trouver (u(ε)(t), σ(ε)) ∈
−→
K(Ω)× L2

s(Ω), t ≥ 0

∂2

∂t2
ρ

∫
Ω
u3(ε)v3dx+ ε2 ∂

2

∂t2
ρ

∫
Ω
uα(ε)vαdx+

∫
Ω
σij(ε)∂jvidx (2.42)

= L(v) + 〈σ33(ε), v3〉,∀v ∈
−→
V (Ω), t > 0
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〈σ33(ε), v3 − u3(ε)〉 ≥ 0, ∀v3 ∈ K(Ω), t > 0 (2.43)

u(ε)(., 0) = p0, u̇(ε)(., 0) = q0

Preuve. Il suffit d’introduire (2.28), (2.29), (2.34) et (2.35)dans(2.6) et (2.7) pour avoir
(P (ε)V ). La réciproque est obtenue en faisant une mise à l’échelle inverse "de-scalling". .

Depuis que le problème variationnel (P εV ) admet une solution uε alors le problème (P (ε)V )
admet aussi une solution u(ε) avec la régularité

u(ε) ∈ L∞(0, T,
−→
K(Ω)), u̇(ε) ∈ L∞(0, T, (L2(Ω))3) et ü(ε) ∈ D′(0, T, (L2(Ω))3)

Le tenseur σ(ε) appartient D ′
(0, T, Ead(g)) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))3×3) avec

Ead(g) =

{
τ ∈ L2

s(Ω); divτ ∈ (L2(Ω))3, τα3 = 0
et τ33 ≤ 0 sur Γ+; τn = g sur Γ−

}
2.4.4 Problème bidimensionnel :

Nous supposons que le déplacement-contrainte mise à l’échelle (u(ε)(t), σ(ε)) admet une dé-

veloppement asymptotique formelle de la forme :

(u(ε)(t), σ(ε)) = (u0, σ0) + ε(u1, σ1) + ε2(u2, σ2) + ..., (2.44)

u0 ∈
−→
V (Ω), uq ∈ (H1(Ω))3, σ0, σq ∈ L2

s(Ω), q ∈ {1, 2, ...} , t > 0

Donc le développement du tenseur de déformation devient :

eij(ε) = eij(u
0) + εeij(u

1) + ε2eij(u
2) + .... (2.45)

Le systeme(2.41) et le développement (2.45) nous permettent d’écrire :


σαβ(ε) = ε−2σ−2

αβ + ε−1σ−1
αβ + ε0σ0

αβ + ...

σαβ(ε) = ε−2σ−2
α3 + ε−1σ−1

α3 + ε0σ0
α3 + ...

σ33(ε) = ε−4σ−4
33 + ε−3σ−3

33 + ε−2σ−2
33 + ε−1σ−1

33 + ε0σ0
33 + ...

(2.46)

Après insertion de (2.45) dans (2.41), on trouve :



σ−2
αβ = λ∂3u

0
3δαβ;σ−1

αβ = λ∂3u
1
3δαβ

σ0
αβ = λ ∂γu

0
γδαβ + µ(∂αu

0
β + ∂βu

0
α) + λ ∂3u

2
3δαβ

σ−2
α3 = µ(∂αu

0
3 + ∂3u

0
α);σ−1

α3 = µ(∂αu
1
3 + ∂3u

1
α);σ0

α3 = µ(∂αu
2
3 + ∂3u

2
α);

σ−4
33 = (λ+ 2µ)∂3u

0
3;σ−3

33 = (λ+ 2µ)∂3u
1
3;σ−2

33 = (λ+ 2µ)∂3u
2
3 + λ∂γu

0
γ ;

σ−1
33 = (λ+ 2µ)∂3u

3
3 + λ∂γu

1
γ ;σ0

33 = (λ+ 2µ)∂3u
4
3 + λ∂γu

2
γ ;

(2.47)
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On introduit (2.46) dans (2.42). Après identification des coéfficients de εq, q = −4,−3,−2,−1, 0.

On obtient :

A l’ordre ε−4 :

∫
Ω
σ−4

33 ∂3v3dx = 〈σ−4
33 , v3〉;∀v ∈ V (Ω) (2.48)

A l’ordre ε−3 :

∫
Ω
σ−3

33 ∂3v3dx = 〈σ−3
33 , v3〉;∀v ∈ V (Ω) (2.49)

A l’ordre ε−2 :

∫
Ω
σ−2

33 ∂3v3dx+

∫
Ω
σ−2
αβ∂βvαdx+

∫
Ω
σ−2
α3 (∂αv3 + ∂3vα)dx = 〈σ−2

33 , v3〉;∀v ∈ V (Ω) (2.50)

A l’ordre ε−1 :

∫
Ω
σ−1

33 ∂3v3dx+

∫
Ω
σ−1
αβ∂βvαdx+

∫
Ω
σ−1
α3 (∂αv3 + ∂3vα)dx = 〈σ−1

33 , v3〉;∀v ∈ V (Ω) (2.51)

A l’ordre ε0 :

∫
Ω
σ0

33∂3v3dx+

∫
Ω
σ0
αβ∂βvαdx+

∫
Ω
σ0
α3(∂αv3 + ∂3vα)dx = L(v) + 〈σ0

33, v3〉; ∀v ∈ V (Ω) (2.52)

Les intégrales précédentes sont bien définies. En effet, tout les coéfficients

σ−2
αβ , σ

−1
αβ , ..., trouvés dans (2.47), appartiennent à L

2(Ω).

Lemme 6 : Si une fonction φ ∈ L2(Ω), vérifiant
∫

Ω φ∂3ψdx = 0, pour tout ψ ∈
−→
V (Ω) tel que

ψ = 0 sur Γ+ Alors, φ = 0 p.p sur Ω.

Preuve. : Soit ϕ ∈ D(Ω) ,on prend ψ = −
∫ 1
x3
ϕ(x1, x2, t)dt qui appartient à

−→
V (Ω),vérifie ψ = 0 et ∂3ψ = ϕ.

Donc
∫

Ω φ ∂3ψdx = 0 implique que
∫

Ω φ ϕdx = 0 ce qui entraine ϕ = 0 p.p sur Ω.

On introduit l’espace des déplacements de type Kirchhoff-Love VKL tel que :

VKL(Ω) =
{
v = (vi) ∈ (H1(Ω))3/ ∂iv3 + ∂3vi = 0

}
Corollaire 10 :
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VKL(Ω) =
{
v = (vi) ∈ (H1(Ω))3, ei3(v) = 0

}
=

{
v = (vi) ∈ (H1(Ω))3/vα = ηα − x3∂αη3, v3 = η3

pour tout ηα ∈ H1
0 (ω), η3 ∈ H2

0 (ω)

}
Supposons qu’ils existent ϕi, ψi indépendant de x3 telque

p0
α = ϕα − x3∂αϕ3, p

0
3 = ϕ3 et q0

α = ψα − x3∂αψ3, q
0
3 = ψ3.

De plus cet espace est isomorphe à l’espace :

V (ω) = H1
0 (ω)×H1

0 (ω)×H2
0 (ω)

Preuve. : Soit v ∈ VKL(Ω) alors ∂3v3 = 0 dans Ω et v3 = 0 sur Γ0 donc v3 est indépendent

de x3. Par conséquent, il existe η3 ∈ H1
0 (ω) telle que v3 = η3.

L’équation ∂αv3 + ∂3vα = 0 implique que ∂33vα = −∂α(∂3v3) = 0 (au sens des

distributions). D’où, avec vα = 0 sur Γ0, il existe ηα,η1
α ∈ H1

0 (ω) telles que

vα = ηα+ x3η
1
α. On a ∂αv3 + ∂3vα = ∂αη3+ η1

α = 0, d’où η3 ∈ H2
0 (ω) . Inversement, si

vα = ηα − x3∂αη3, v3 = η3 avec (ηα, η3) ∈ H1
0 (ω)×H2

0 (ω) ,

il est claire que v ∈
−→
V (ω),et ∂iv3 + ∂3vi = 0. Pour avoir l’isomorphisme, il

suffit de montrer le homomorphisme, ce qui est facile à établir.

Proposition 11 : Si (u(ε)(t), σ(ε)) est solution du problème variationnel (P (ε)V ) et définie par
2.44, alors (u0, σ0) est une solution du problème ( P 0

KLV ) :

Trouver (u0(t), σ0(t)) ∈ (VKL(Ω) ∩
−→
K(Ω))× L2

s(Ω), t ≥ 0 tel que

∂2

∂t2
ρ

∫
Ω
u0

3v3dx +

∫
Ω
σ0
αβ∂βvαdx = L(v) + 〈σ0

33, v3〉, ∀v ∈ VKL(Ω), t > 0 (2.53)

〈σ0
33, v3 − u0

3〉 ≥ 0, ∀v3 ∈ K(Ω), t > 0 (2.54)

tel que :

σ0
αβ = λ∗eγγ(u0)δαβ + 2µeαβ(u0) avec λ∗ =

2λµ

λ+ 2µ
(2.55)

u0(., 0) = p0, u̇0(., 0) = q0

Avec
eαβ(u0) =

1

2
(∂αu

0
β + ∂βu

0
α).
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Preuve. Loi de comportement inversée eεij(u
ε) = λ1σ

ε
ppδij + 1

2µσ
ε
ij avec λ1 = − λ

2µ(3λ+2µ) .

Alors le tenseur de déformation à l’échelle :
eαβ(u(ε)) = λ1σγγ(ε)δαβ + 1

2µσαβ(ε) + ε2λ1σ33(ε)δαβ,

eα3(u(ε)) = ε2 1
2µσα3(ε),

e33(u(ε)) = ε2λ1σγγ(ε) + ε4 λ+µ
µ(3λ+2µ)σ33(ε).

(2.56)

Aprés insertion de (2.44) dans le systeme (2.56) on obtient

eαβ(u0) = − λ1σ
0
γγδαβ +

1

2µ
σ0
αβ, (2.57)

eα3(u0) = 0, (2.58)

e33(u0) = 0. (2.59)

De(2.58)-(2.59) et avec le condition de contact, on deduit que u0 ∈ VKL(Ω) ∩
−→
K(Ω).

En prenant v3 = 0 dans (2.48), on trouve :∫
Ω
σ−4

33 ∂3v3dx = 0, ∀v ∈ V (Ω),

par le moyen du lemme6, σ−4
33 = 0, ce qui donne :

∂3u
0
3 = 0. (2.60)

De (2.49), on a
∫

Ω σ
−3
33 ∂3v3dx = 0, pour v3 ∈ V (Ω) et v3 = 0,

ce qui entraine σ−3
33 = 0,

D’où :

∂3u
1
3 = 0. (2.61)

De (2.56) et (2.57), on déduit que :

σ−2
αβ = 0 et σ−1

αβ = 0.

Dans (2.50), on pose v3 = 0, on obtient
∫

Ω σ
−2
α3 ∂3vαdx = 0;∀vα ∈ V (Ω). Ce qui reste vraie

pour les éléments qui vérifient v = 0 sur Γ+, donc on peut appliquer le lemme 6.

D’où,

σ−2
α3 = 0 et ∂αu0

3 + ∂3u
0
α = 0. (2.62)
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Toujours, dans (2.50) on pose vα = 0 puis v3 = 0, on trouve que :

σ−2
33 = 0. (2.63)

En utilisant le même procédé, dans (2.51) on trouve que σ−1
α3 = 0.

On remarque de (2.56) et (2.59) que u0 est de type Kirchhoff-Love. Donc l’espace des dépla-

cements admissibles avec contact est VKL(Ω) ∩
−→
K(Ω) . Ce qui réduit (2.52) à :

∂2

∂t2
ρ

∫
Ω
u0

3v3dx+

∫
Ω
σ0
αβ∂βvαdx = L(v) + 〈σ0

33, v3〉,∀v ∈ VKL(Ω), t > 0.

Avec

σ0
αβ = λ∂γu

0
γδαβ + µ(∂αu

0
β + ∂βu

0
α) + λ∂3u

2
3δαβ. (2.64)

D’où (2.53). Puis on tire ∂3u
2
3 de l’équation σ−2

33 = 0, et on l’introduit dans (2.61), on trouve

(2.55).

Aprés introduction de (2.44) dans (2.41) et de l’écriture de σ33(ε) ; les produits qui en dérivent

ont un sens. Ceci est du à la condition dans (2.44), le premièr membre de(2.41)devient un

polynôme en ε > 0, positif, donc sa constante à l’origine est positive.

D’où(2.54).

On note
−→
K(ω) = H1

0 (ω)×H1
0 (ω)× K(ω) avec K(ω) =

{
v ∈ H2

0 (ω)/v ≤ 0
}
.

Remarque 12 D’après le corollaire 10 chercher u0 ∈ VKL(Ω)∩
−→
K(Ω) revient à chercher (ζ1, ζ2, ζ3)

dans
−→
K(Ω), d’où on peut ramener notre problème tridimensionnel ( P 0

KLV ) à un problème bidi-
mensionnel ( P b(0)).

Le champ de vecteur (ζi). De déplacement répresente la mise à l’échelle de la surface du

milieu de la plaque.

Proposition 13 Si (u0, σ0) est le solution de ( P 0
KLV ) tel que u0

α = ζα − x3∂αζ3. Et u0
3 = ζ3,

avec ζα,ζ3 sont assez réguliers. Alors ζα,ζ3 vérifient avec σ0
33 le problème bidimensionnel ( P b(0))

suivant :

Trouver ζα ∈ H1(ω), ζ3 ∈ H2
0 (ω), ζ3 ≤ 0, pour tout t ≥ 0 tel que

2
∂2

∂t2
ρζ3 + k∆2ζ3 = h1

1 + h1
2 + h0

3 + σ0
33 sur ω × ]0,+∞[ (2.65)
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− ∂βnαβ = h0
α sur ω × ]0,+∞[ (2.66)

σ0
33ζ3 = 0 sur ω × ]0,+∞[ , σ0

33 ≤ 0 sur H−2(ω) (2.67)

ζi(., 0) = ϕi ,
∂ζi
∂t

(., 0) = ψi.

Avec

k =
8

3
µ
λ+ µ

λ+ 2µ
, h0

i =

∫ +1

−1
fidx3 + g−i , h

1
i =

∫ +1

−1
x3∂ifidx3 − ∂ig−i , (2.68)

g−i = gi(x1, x2,−1)nαβ =
4λµ

λ+ 2µ
eγγ(ζ)δαβ + 4µeαβ(ζ). (2.69)

Preuve. Soit u0est solution du problème (P 0
KLV ) alors ζα, ζ3 vérifient ζα ∈ H1

0 (ω), ζ3 ∈

H2
0 (ω), ζ3 ≤ 0.

On introduit u0 dans l’expression de eαβ(v), on obtient :

eαβ(u0) = eαβ(ζ)− x3∂αβζ3 (2.70)

On substitut (2.70) dans (2.55), on obtient :

e0
αβ =

1

2
nαβ +

3

2
x3mαβ.

Avec

nαβ =
4λµ

λ+ 2µ
eγγ(ζ)δαβ + 4µeαβ(ζ).

mαβ = −4

3
(

λµ

λ+ 2µ
∆ζ3δαβ + µ∂αβζ3). (2.71)

On prend v = (−x3∂1η3,−x3∂2η3, η3), donc le premièr élément de l’équation d’équilibre de le

problème (P 0
KLV ) revient :∫

Ω
σ0
αβ∂βvαdx =

∫
Ω
−1

2
nαβx3∂αβη3dx+

∫
Ω
−3

2
x2

3mαβ∂αβη3dx.

=

∫
Ω
x2

3(
2λµ

λ+ 2µ
∆ζ3∆η3 + 2µ∂αβζ3∂αβη3)dx.

=
4

3

∫
ω
(

2λµ

λ+ 2µ
∆ζ3∆η3 + 2µ∂αβζ3∂αβη3)dx

′
.
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On a pour ζ3 , η3 ∈ D(Ω) : ∫
ω

∆ζ3∆η3dx
′

=

∫
ω

∆2ζ3η3dx
′
.∫

ω
∂αβζ3∂αβη3dx

′
=

∫
ω

∆2ζ3η3dx
′
,

ce qui, par densité, restent vraie pour les éléments de H2
0 (ω). D’où,∫

Ω
σ0
αβ∂βvαdx =

8

3
µ
λ+ µ

λ+ 2µ

∫
ω

∆2ζ3η3dx
′
. (2.72)

D’autre part, le deuxième membre de (2.53) devient :

L(v) + 〈σ0
33, v3〉 =

∫
Ω
fαvαdx+

∫
Ω
f3v3dx+

∫
Γ−

g−α vαdΓ +

∫
Γ−

g−3 v3dΓ

+

∫
Γ+

σ0
33v3dΓ.

=

∫
ω

{∫ +1

−1
x3∂αfαdx3 − ∂αg−α

}
η3dx

′

+

∫
ω

{∫ +1

−1
f3dx3 + g−3

}
η3dx

′
+

∫
ω
σ0

33η3dx
′.

=

∫
ω
(h0

3 + h1
α + σ0

33)η3dx
′. (2.73)

Avec h0
i =

∫ +1
−1 fidx3 + g−i , h

1
i =

∫ +1
−1 x3∂ifidx3 − ∂ig−i , g

−
i le trace de gi sur Γ−.

D’où, de (2.72) et (2.73) on trouve (2.65), au sens des distributions. On prend v3 = 0 (resp

v3 = 2u0
3) dans(2.54) on trouve 〈σ0

33, ζ3〉 = 0 (resp 〈σ0
33, η3〉 ≥ 0) pour tout η3 ∈ H2

0 (ω) avec

η3 ≤ 0, ce qui entraine σ0
33 ≤ 0 sur H−2(ω)). D’où (2.67).

On prend maintenant v = (η1, η2, 0) toujours pour le deuxième élément de l’équation d’équi-

libre de le problème(P 0
KLV ) on obtient :∫

Ω
σ0
αβ∂βηαdx =

∫
Ω
fαηαdx+

∫
Γ−

g−α ηαdΓ,∀η1, η2 ∈ H1
0 (ω).

ce qui donne : ∫
ω
nαβ∂βηαdx

′ =

∫
ω
h0
αηαdx

′,∀η1, η2 ∈ H1
0 (ω),

par conséquent, on trouve (2.66) au sens des distributions.

Proposition 14 : Si (u0, σ0) est la solution du problème ( P 0
KLV ) et ζα, ζ3 vérifient le problème

(P b(0)), alors u0 et σ0 sont écrivés :

u0
α = ζα − x3∂αζ3 ,u0

3 = ζ3, (2.74)
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σ0
αβ =

1

2
nαβ +

3

2
x3mαβ, (2.75)

σ0
α3 =

3

4
(1− x2

3)∂βmαβ +
1

2
(1 + x3)

∫ +1

−1
fαdy3 −

∫ x3

−1
fαdy3

+
1

2
(x3 − 1)g−α . (2.76)

Finalement, σ0
33 au sens de distribution satisfait :

∂3σ
0
33 = ρ ζ̈3 − ∂ασ0

α3 − f3 sur Ω× ]0,+∞[ , (2.77)

σ0
33 = − g−3 sur Γ− × ]0,+∞[ , (2.78)

σ0
33ζ3 = 0, σ0

33 ≤ 0 sur Γ+ × ]0,+∞[ . (2.79)

Preuve. Les équations (2.74)-(2.75)sont automatiquement obtenues dans proposition 13.

Pour preuver cette proposition on utilise la fonction de test v = (v1, v2, 0) dans l′équation (2.53),

on obtient, la formulation de σ0
α3 au sens de distribution vérifie le problème quasi-statique aux

limites : 
∂3σ

0
α3 = − ∂βσ0

αβ − fα sur Ω× ]0,+∞[ ,

σ0
α3 = − g−α sur Γ− × ]0,+∞[ ,
σ0
α3 = 0 sur Γ+ × ]0,+∞[ .

On intégre le première équation sur[−1, x3] et on prend en consédiration les conditions aux

limites, on obtient,(2.76).

Pour le calcul de σ0
33, on prend la fonction de test v = (0, 0, v3) dans l’équation (2.53) alors

on obtient :

∂2

∂t2
ρ

∫
Ω
u0

3v3dx+

∫
Ω
σ0

33∂3v3dx = −
∫

Ω
σ0
α3∂αv3dx+

∫
Ω
f3v3dx

+

∫
Γ−

g3v3dΓ +

∫
Γ+
σ0

33v3dΓ , ∀v3 ∈ V (Ω), t ≥ 0. (2.80)

et d’autre part, par la formule de Green et sous les condition sur Γ0, on peut écrit la formule

suivant : ∫
Ω
σ0

33∂3v3dx = −
∫

Ω
∂3σ

0
33v3dx+

∫
Γ+
σ0

33v3dΓ

−
∫

Γ−

σ0
33v3dΓ,∀v3 ∈ V (Ω). (2.81)

et ∫
Ω
σ0
α3∂αv3dx = −

∫
Ω
∂ασ

0
α3v3dx, ∀v3 ∈ V (Ω), t ≥ 0. (2.82)
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et avec l’insertion de(2.81) et (2.82) sur (2.80) on obtient que,

∂2

∂t2
ρ

∫
Ω
u0

3v3dx+

∫
Ω
∂3σ

0
33v3dx = −

∫
Ω
∂ασ

0
α3v3dx−

∫
Ω
f3v3dx

−
∫

Γ−

g3v3dΓ−
∫

Γ−

σ0
33v3dΓ, ∀v3 ∈ V (Ω).

On dérive de l’inégalité (2.54) que σ0
33 sa formule doit être vérifier (2.79).

En résumé la valeur du problème aux limites (2.77)− (2.79) est formèllement satisfait.

27



Chapitre 3

Etude de convergence d’un problème de
contact unilatéral d’une plaque mince
contre un obstacle rigide dans
l’élasticité linéaire

Dans cette partie, on suppose que u(ε) est une solution du problème (P (ε)V ), les forces sont

vérifient f, ḟ ∈ L∞(0, T, L2(Ω)) et g, ġ ∈ L∞(0, T, L2(Γ−)); et on va étudier la limite de la suite

(u(ε)), puis on va comparer les résultats .

Etant donné u(ε) solution du problème (P (ε)V ).

On définit le tenseur

καβ(ε, v) = eαβ(v), κα3(ε, v) = ε−1eα3(v), κ33(ε, v) = ε−2e33(v). (3.1)

On introduit (3.1), avec v = u dans (2.41), on trouve :


σαβ(ε) = λκpp(ε, u)δαβ + 2µκαβ(ε, u)

σα3(ε) = ε−12µκα3(ε, u)
σ33(ε) = ε−2(λκpp(ε, u) + 2µκ33(ε, u)).

(3.2)

Donc, en utilisant (3.2) dans la forme bilinéaire aε(u(ε), v), qui devient :

aε(u(ε), v) =

∫
Ω

[λκii(ε)κjj(ε, u) + 2µκij(ε)κij(ε, u)] dx.

où κ(ε) notée κ(ε) := κ(ε, u(ε)).

L’espace L2
s(Ω) de les tenseurs symétriques et carré sommables, i.e, est un espace de Hilbert

réel. Muni du produit scalaire 〈σ, τ〉 =
∫

Ω σijτijdx. On définit sur L2
s(Ω) la forme bilinéaire A(., .)
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par :

〈Aσ, τ〉 =

∫
Ω

(λσiiτjj + 2µσijτij)dx.

Corollaire 15 : La norme associée à A, i.e,

‖σ‖A = 〈Aσ, σ〉
1
2 , ‖σ‖0,Ω . (3.3)

Définit une norme sur L2
s(Ω) équivalente à la norme euclidienne :‖σ‖0,Ω = 〈σ, σ〉

1
2 .

Preuve. On a : ‖σ‖2A =
∫

Ω(λσiiσjj + 2µσijσij)dx.

Puisque σiiσjj ≥ 0 il vient que ‖σ‖2A ≥ 2µ ‖σ‖20,Ω d’ où ‖σ‖A ≥ (2µ)
1
2 ‖σ‖0Ω .

D’autre part, on a ‖σ‖2A ≤ (λ+ 2µ)
∫

Ω(σiiσjj + σijσij)dx. Du fait que
σiiσjj ≤ 3σiiσii alors ‖σ‖2A ≤ 4(λ+ 2µ) ‖σ‖20,Ω par conséquent

‖σ‖A ≤ 2(λ+ 2µ)
1
2 ‖σ‖0,Ω .

Théorème 16 Si u(ε) est une solution du problème (P (ε)V ) alors

u(ε) ⇀ u(0) sur L∞(0, T,
−→
V (Ω)) faible ∗ .

σ33(ε) ⇀ σ33(0) sur L∞(0, T,H−2(ω)) faible ∗ .

Où u(0) est une solution du problème (PKL(0)V ) :

Trouver u(0) ∈ VKL(Ω) ∩
−→
K(Ω), t ∈ ]0, T [ p.p tels que

ρ〈ü3(0), v3〉+ a0
∗(u(0), v) = L(v) + 〈σ33(0), v3〉, ∀v3 ∈ VKL(Ω).

〈σ33(0), v3 − u3(0)〉 ≥ 0, ∀v3 ∈ K(Ω),

u|t=0(0) = p(0), u̇|t=0(0) = q(0).

avec

a0
∗(u(0), v) =

∫
Ω
σαβ(0)∂βvαdx, σαβ(0) = λ∗eγγ(u(0))δαβ + 2µeαβ(u(0)), λ∗ =

2λµ

λ+ 2µ
.

La démostration de ce théorème est basée sur trois étapes.

3.1 Etape 1 : Existence de la limite faible * de (u(ε), κ(ε))

Proposition 17 : Si u(ε) est le solution du problème (P (ε)V ) alors, pour toute ε assez petit, les
suites (u(ε), κij(ε)) sont bornées, respectivement, sur L∞(0, T,

−→
V (Ω)) et L∞(0, T,L2

s(Ω)), alors
ils existent des sous suites notées (u(ε)) et (κij(ε)) sont admis une limite faible star respectivement
sur L∞(0, T,

−→
V (Ω)) et L∞(0, T,L2

s(Ω)) notée respectivement par (u(0)) et (κij(0)).
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Preuve. supposons que les solutions approximatives hε,I et hε,I∗ , ont la même mise à l’échelle

en comparaison de le déplacement uε i.e., hε,Iα = ε2hIα(ε), hε,I3 = εhI3(ε), hε,I∗α = ε2hI∗α(ε) et

hε,I∗3 = εhI∗3(ε).

hε,I ⇀ uε faible ∗ sur L∞(0, T, (L2(Ωε))3), (3.4)

i.e
2∑

α=1

∫ T

0
〈hε,Iα , gεα(t)〉L∞(0,T,(L2(Ωε))3)dt→

2∑
α=1

∫ T

0
〈uεα, gεα(t)〉L∞(0,T,(L2(Ωε))3)dt,∀gεα ∈ L1(0, T, (L2(Ωε))3).

et∫ T

0
〈hε,I3 , gε3(t)〉L∞(0,T,(L2(Ωε))3)dt→

∫ T

0
〈uε3, gε3(t)〉L∞(0,T,(L2(Ωε))3)dt , ∀gε3 ∈ L1(0, T, (L2(Ωε))3.

Alors

2∑
α=1

ε2

∫ T

0
〈hIα(ε), gα(ε)(t)〉L∞(0,T,(L2(Ω))3)dt →

2∑
α=1

ε2

∫ T

0
〈uα(ε), gα(ε)(t)〉L∞(0,T,(L2(Ω))3)dt , ∀gα ∈ L1(0, T, (L2(Ω))3

ε

∫ T

0
〈hI3(ε), g3(ε)(t)〉L∞(0,T,(L2(Ω))3)dt →

ε

∫ T

0
〈u3(ε), g3(ε)(t)〉L∞(0,T,(L2(Ω))3)dt , ∀g3 ∈ L1(0, T, (L2(Ω))3

Lorsque I →∞ et 0 < ε < 1et avec la simplicité, on obtient

hI(ε) ⇀ u(ε) faible ∗ sur L∞(0, T, (L2(Ω))3). (3.5)

De la même manière on peut montrer que

hI∗(ε) ⇀ u(ε) faible ∗ sur L∞(0, T, (H1(Ω)3). (3.6)

Où

hε,I∗ ⇀ uε faible ∗ sur L∞(0, T, (H1(Ωε))3). (3.7)

Les mise à l’échelle précédent avec mise à l’échelle des f ε et gε devient :

ρε
∥∥∥ḣε,I(t)∥∥∥2

(L2(Ωε))3
= ρε7

2∑
α=1

∥∥∥ḣIα(ε)
∥∥∥2

L2(Ωε)
+ ρε5

∥∥∥ḣI3(ε)
∥∥∥2

L2(Ωε)
, (3.8)
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aε(hε,I(t), hε,I(t)) = ε5a(hI(t), hI(t)), (3.9)

Lε,I(vε) = ε5Li(v(ε)), (3.10)

Où les formules de a et Li sont indépendants de ε. Pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ 2I . En déduit

k∑
i=1

ρε2

2

∫ ti

ti−1

d

dt

2∑
α=1

∥∥∥ḣIα(ε)(t)
∥∥∥2

(L2(Ω))3
dt =

ρε2

2

2∑
α=1

(∥∥∥ḣIα(ε)(tk)
∥∥∥2

(L2(Ω))3
−
∥∥∥ḣIα(ε)(0)

∥∥∥2

(L2(Ω))3

)
(3.11)

k∑
i=1

ρ

2

∫ ti

ti−1

d

dt

∥∥∥ḣI3(ε)(t)
∥∥∥2

L2(Ω))3
dt =

ρ

2

(∥∥∥ḣI3(ε)(tk)
∥∥∥2

(L2(Ω))3
−
∥∥∥ḣI3(ε)(0)

∥∥∥2

(L2(Ω))3

)
(3.12)

k∑
i=1

∫ ti

ti−1

d

2dt
a(hI(ε)(t), hI(ε)(t)) =

1

2

(
a(hI(ε)(tk), h

I(ε)(tk))− a(hI(ε)(0), hI(ε)(0))
)

(3.13)

De (3.11), (3.12) et (3.13), on a :

ρε2

2

2∑
α=1

∥∥∥ḣIα(ε)(tk)
∥∥∥2

(L2(Ω))3
+
ρ

2

∥∥∥ḣI3(ε)(tk)
∥∥∥2

(L2(Ω))3
+

1

2
a(hI(ε)(tk), h

I(ε)(tk))

c ≤ ρε2

2

2∑
α=1

∥∥∥ḣIα(ε)(0)
∥∥∥2

(L2(Ω))3
+
ρ

2

∥∥∥ḣIα(ε)(0)
∥∥∥2

(L2(Ω))3
+

1

2
a(hI(ε)(0), hI(ε)(0)) (3.14)

+
k∑
i=1

Li(ui(ε)− ui−1(ε))

Maintenant, on va borné la forme linéaire, continue Li de l’inégalité 3.15.

Etant donné que

ui(ε)− ui−1(ε) = hI(ε)(ti)− hI(ε)(ti−1),

on obtient
k∑
i=1

Li(ui(ε)− ui−1(ε)) =
k∑
i=1

Li( hI(ε)(ti)− hI(ε)(ti−1)),

=

k∑
i=1

[
(

∫
Ω
f i
[
hI(ε)(ti)− hI(ε)(ti−1)

]
dx+

∫
Γ−

gi
[
hI(ε)(ti)− hI(ε)(ti−1)

]
dΓ

]

=

∫
Ω

[
k−1∑
i=1

(f i − f i−1)hI(ε)(ti) + fk hI(ε)(tk)− f1 hI(ε)(0)

]
dx.
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∫
Γ−

[
k−1∑
i=1

(gi − gi−1)hI(ε)(ti) + gk hI(ε)(tk)− g1 hI(ε)(0)

]
dΓ, (3.15)

tel que ∥∥f i∥∥
(L2(Ω))3 ≤ sup

t∈[0,T ]
ess ‖f(t)‖

(L2(Ω))3
= ‖f‖L∞(0,T,[L2(Ω)]3) , (3.16)

et ∥∥f i − f i−1
∥∥

(L2(Ω))3
≤ ∆t

∥∥∥ḟ∥∥∥
L∞(0,T,[L2(Ω)]3)

. (3.17)

On peut borné le terme de g sur Γ− de le même façons. Après l’applique de Cauchy-Schwartz et

l’utilise de (3.16), (3.17) la formule (3.15) devient :

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

Li(ui(ε)− ui−1(ε))

∣∣∣∣∣ ≤ C ∥∥∥ḟ∥∥∥
L∞(0,T,[L2(Ω)]3)

∆t
k−1∑
i=1

∥∥hI(ε)(ti)∥∥
(L2(Ω))3

+ ‖f‖L∞(0,T,[L2(Ω)]3)

(∥∥hI(ε)(tk)∥∥
(L2(Ω))3

−
∥∥hI(ε)(0)

∥∥
(L2(Ω))3

)
.

+ ‖ġ‖
L∞(0,T,[L2(Ω)]3)

∆t

k−1∑
i=1

∥∥hI(ε)(ti)∥∥
(L2(Ω))3

(3.18)

+ ‖g‖L∞(0,T,[L2(Γ)]3)

∥∥hI(ε)(tk)∥∥
(H

1
2 (Γ−))3

−
∥∥hI(ε)(0)

∥∥
(H

1
2 (Γ−))3

 .

Où C est une constante positive. avec les conditions initiales

hI(ε)(0) = p0, ḣI(ε)(0) = q0. (3.19)

De (3.18) et (3.19), l’inégalité (3.15) devient :

ρε2
2∑

α=1

∥∥∥ḣIα(ε)(tk)
∥∥∥2

L2(Ω)
+ ρ

∥∥∥ḣI3(ε)(tk)
∥∥∥2

L2(Ω)
+ a(hI(ε)(tk), h

I(ε)(tk)).

≤ ρε2
2∑

α=1

∥∥q0
α

∥∥2

L2(Ω)
+ ρ

∥∥q0
3

∥∥2

L2(Ω)
+ a(p0, p0).

+

k∑
i=1

Li(hI(ε)(ti)− hI(ε)(ti−1)), (3.20)

Par conséquence on obtient l’éstimation à priori suivant :

ρε2
2∑

α=1

∥∥∥ḣIα(ε)(tk)
∥∥∥2

L2(Ω)
+ ρ

∥∥∥ḣI3(ε)(tk)
∥∥∥2

L2(Ω)
+ µ1

∥∥hI(ε)(tk)∥∥2

(H1(Ω))3 .
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≤ µ2 + µ3

∥∥hI(ε)(tk)∥∥(H1(Ω))3 + µ4

k−1∑
i=1

∆t
∥∥hI(ε)(ti)∥∥(H1(Ω))3 , (3.21)

Où µk, k = 1, 2, 3, 4 sont indépendent de ε et vérifient :

µ1 : constant de coércivité de la forme a, (3.22)

µ2 = ρ
2∑

α=1

∥∥q0
α

∥∥2

L2(Ω)
+ ρ

∥∥q0
3

∥∥2

L2(Ω)
+ a(p0, p0). (3.23)

+ ‖f‖ L∞(0,T,(L2(Ωε))3) .
∥∥p0
∥∥

(L2(Ωε))3

+ ‖g‖ L∞(0,T,(L2(Γ−))3) .
∥∥p0
∥∥

(L2(Γ−))3 .

µ3 = ‖f‖ L∞(0,T,(L2(Ωε))3) + λ1 ‖g‖
L∞(0,T,(L2(Γ−))3)

. (3.24)

µ4 =
∥∥∥ḟ∥∥∥

L∞(0,T,(L2(Ωε))3)
+ λ2 ‖ġ‖

L∞(0,T,(L2(Γ−))3)
. (3.25)

Sans perdre la généralité, supposons que µ2 ≥ 1. Alors on obtient :

µ1

∥∥hI(ε)(tk)∥∥(H1(Ω))3 ≤ µ2 + µ3 + µ4

k−1∑
i=1

∆t
∥∥hI(ε)(ti)∥∥(H1(Ω))3 . (3.26)

En utilisant le lemme de Grönwall discrétisé

µ1

∥∥hI(ε)(tk)∥∥(H1(Ω))3 ≤ (µ2 + µ3)eTµ4/µ1 . (3.27)

Alors aussi la suite (hI∗(ε)(tκ)) est bornée de façon indépendante de k et ε sur L∞(0, T, (H1(Ω))3).

Puisque la norme est semi - continue inférieurement faible, on a

‖u(ε)‖L∞(0,T,(H1(Ω))3) ≤ lim inf
I≥0

∥∥hI∗(ε)(t)∥∥L∞(0,T,(H1(Ω))3)
< C. (3.28)

tel que C indépendent de ε. on conclu que :

u(ε) ∈ L∞(0, T,
−→
V (Ω)) et u̇3(ε), εu̇α(ε) ∈ L∞(0, T, L2(Ω)). (3.29)

Lemme 7 les sous suites u(ε), εu̇α(ε) et u̇3(ε) sont admites des limites faibles star respective-
ment sur L∞(0, T,

−→
V (Ω)), L∞(0, T, L2(Ω)) et L∞(0, T, L2(Ω)) notée respectivement par u(0), u̇α(0)

et u̇3(0) .i.e

u(ε) ⇀ u(0) faible ∗ sur L∞(0, T,
−→
V (Ω)).

εu̇α(ε) ⇀ 0 faible ∗ sur L∞(0, T, L2(Ω)).

u̇3(ε) ⇀ u̇3(0) faible ∗ sur L∞(0, T, L2(Ω)).
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Preuve. Puisque l’espace L∞(0, T, L2(Ω)) =
[
L1(0, T, L2(Ω))

]′
et L1(0, T, L2(Ω)) est un

espace de Banach séparable, le résultat est direct voir([8]). Notez que la limite de u̇(ε) est

u̇(0),en raison de l’unicité de la limite dans D′(0, T, L2(Ω)) (pour plus de détail voir([12])).

Utilisant la continuité de la forme aε(., .), les hypothèses (3.1) et l’équivalence des normes(3.3),

nous obtenons :

‖eαβ(u(ε))‖0,Ω ≤ c, ‖eα3(u(ε))‖0,Ω ≤ εc, ‖e33(u(ε))‖0,Ω ≤ ε
2c, (3.30)

pour tout t ∈ [0, T ] .

3.2 Étape 2 : Les propriétés de la limite faible *

Proposition 18 : Les limites faibles u(0), κ(0) vérifient :

u(0) ∈ VKL(Ω) ∩
−→
K(Ω), Pour tout t ∈ [0, T ]

καβ(0) = eαβ(u(0)), κα3(0) = 0, κ33(0) = −λ
λ+2µeαα(u(0)). t ∈ [0, T ] p.p

Preuve. De(3.30), puisque la norme est semi-continue inférieur, on a :

‖eij(u(0))‖0,Ω ≤ lim inf
ε>0

‖eij(u(ε))‖0,Ω t ∈ [0, T ] , p.p. (3.31)

On conclut que e33(0) = eα3(0) = 0, t ∈ [0, T ] p.p.

Puisque
−→
K(Ω) est fermé pour la topologie faible, d’où

u(0) ∈
−→
K(Ω), t ∈ [0, T ] p.p.

Alors

u(0) ∈ L∞(0, T, VKL(Ω) ∩
−→
K(Ω))

On a u(ε) ⇀ u(0) dans (H1(Ω))3, donc eαβ(u(ε)) ⇀ eαβ(u(0)) dans L∞(0, T, L2(Ω).

D’autre part καβ(ε) ⇀ καβ(0) dans L∞(0, T, L2(Ω), puisque la limite faible est unique. On

conclut que καβ(0) = eαβ(u(0)).

Pour montre que κα3(0) = 0, t ∈ [0, T ] pour tout , on peut choisit une fonction de test

φ(t)(εv1,εv2,0), vα ∈ V (Ω) et φ(t) ∈ D(0, T ) sur (2.42) puis on intégré de 0 à T, on obtient :

ρ

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω
ε2üαεvαdxdt+

∫ T

0
φ(t)aε(u(ε), εv)dt =

∫ T

0
φ(t)L(εv)dt. (3.32)

le terme ρ
∫ T

0 φ(t)
∫

Ω ε
2üαεvαdxdt quand vers 0 quand ε→ 0. Et par l’intégration par partie nous

obtenons ρ
∫ T

0 φ̇(t)
∫

Ω ε
2u̇αεvαdxdt→ 0 quand ε→ 0. Rappelant que (φ̇(t)vα ∈ L1(0, T, L2(Ω))).
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Le terme∫ T

0
φ(t)aε(u(ε), εv)dt = ε2

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω
λκii(ε, u)κjj(ε, v) + 2µκij(ε, u)κij(ε, v)dxdt

= ε

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω
λκii(ε, u)eββ(v) + 2µκαβ(ε, u)eαβ(v)dxdt

+

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω

2µκα3(ε, u)(∂αv3 + ∂3vα)dxdt

+
1

ε

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω

(λκ33(ε, u) + 2µκ33(ε, u))e33(v)dxdt.

= ε

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω
λκii(ε, u)eββ(v) + 2µκαβ(ε, u)eαβ(v)dxdt

+

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω

2µκα3(ε, u)∂3vαdxdt.

En raison du choix de la fonction de test. Nous passons maintenant à la limite dans(3.33) et

obtenir

lim
ε→0

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω

2µκα3(ε, u)∂3vαdxdt = 0, ∀φ ∈ D(0, T ).

Alors ∫
Ω

2µκα3(u(0))∂3vαdxdt = 0, t ∈ ]0, T ] , p.p. ∀vα ∈ V (Ω),

Théorème 19 soit ω un domaine de R2 avec bord γ soit Ω = ω×]−1, 1[ et soit µ ∈ Lp(Ω), p > 1
est une fonction tel que :

∫
Ω µ∂3vdx = 0 pour tout v∈ C∞(Ω) → v = 0 sur γ × [−1,+1]. Alors

µ = 0.

Preuve. voir[22], p.166.

On déduit que κα3(u(0)) = 0, sur Ω au sens de distribution presque par tout t ∈ ]0, T ] . Pour

preuve κ33(0) = −λ
λ+2µeαα(u(0)) on utilise la fonction test φ(t)(0, 0,ε

2v3), v3 = 0, v3 ∈ V (Ω) et

φ ∈ D(0, T ) dans (2.42) puis on intègre de 0 à T , on obtient :

ρ

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω
ε2üαbεvαdxdt+

∫ T

0
φ(t)aε(u(ε), εv)dt =

∫ T

0
φ(t)L(εv)dt. (3.33)

le terme ρ
∫ T

0 φ(t)
∫

Ω ε
2üαεvαdxdt quand vers 0 quand ε→ 0. Et par l’intégration par partie nous

obtenons ρ
∫ T

0 φ̇(t)
∫

Ω ε
2u̇αεvαdxdt→ 0 quand ε→ 0. Rappelant que (φ̇(t)v3 ∈ L1(0, T, L2(Ω))).

Le terme∫ T

0
φ(t)aε(u(ε), εv)dt = ε

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω
λκii(ε, u)κjj(ε, v) + 2µκij(ε, u)κij(ε, v)dxdt.
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= ε2

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω
λκii(ε, u)eββ(v) + 2µκαβ(ε, u)eαβ(v)dxdt

+ε

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω

2µκα3(ε, u)(∂αv3 + ∂3vα)dxdt

+

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω

(λκii(ε, u) + 2µκ33(ε, u))e33(v)dxdt.

= ε2

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω
λκii(ε, u)eββ(v)

+

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω

(λκii(ε, u) + 2µκ33(ε, u))∂3v3dxdt

+ε

∫ T

0
φ(t)

∫
Ω

2µκα3(ε, u)∂αv3dxdt.

En raison du choix de la fonction de test. Nous passons maintenant à la limite dans(3.33) et

obtenir ∫
Ω

(λκii(0) + 2µκ33(0))∂3v3dxdt = 0, t ∈ ]0, T ] , p.p ∀vα ∈ V (Ω).

D’où :

κ33(0) =
−λ

λ+ 2µ
eαα(u(0)).

3.3 Étape 3 : Caractérisation de la limite faible *

Proposition 20 : La suite (σ33(ε)) vérifie :
σ33(ε) ⇀ σ33(0) faible ∗ sur L∞(0, T,H−2(ω)), vérifie avec u(0), l’inégalité :

〈σ33(0), u3(0)〉 ≤ lim
ε→0
〈σ33(ε), u3(ε)〉 sur L∞(0, T ).

Preuve. on rappel que parmi les inconnues du problème est la contrainte de contact σ33(ε)

sur Γ+. Maintenant, on montre que cette quantité a également limite faible lorsque ε tend vers

zéro.

Puisque u̇3(ε) ⇀ u̇3(0) sur L∞(0, T, L2(Ω)) faible ∗ et φ̇v3 ∈ L1(0, T, L2(Ω)) alors∫ T

0

∫
Ω
u̇3(ε)φ̇(t)v3dx→

∫ T

0

∫
Ω
u̇3(0)φ̇(t)v3dx = −

∫ T

0

∫
Ω
ü3(ε)φ(t)v3dx.

De(2.42), on obtient pour tout v ∈ VKL(Ω) et φ ∈ D(0, T )∫ T

0
φ(t)〈σ33(ε), v3〉dt = −

∫ T

0
φ(t)L(v)dt+ ρ

∫ T

0
φ(t)〈ü3(ε), v3〉dt

+ε2ρ

∫ T

0
φ(t)〈üα(ε), vα〉dt+

∫ T

0
φ(t)aε(u(ε), v)dt.
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quand ε tend vers 0, on obtient pour tout v ∈ VKL(Ω) et φ ∈ D(0, T )∫ T

0
φ(t)〈σ33(ε), v3〉dt→

∫ T

0
φ(t)a0

∗(u(0), v)− L(v) + ρ〈ü3(0), v3〉dt.

Alors

〈σ33(ε), v3〉 → a0
∗(u(0), v)− L(v) + ρ〈ü3(0), v3〉 sur D′(0, T ).

Tel que

a0
∗(u(0), v) =

∫
Ω
σαβ(0)∂βvαdx, σαβ(0) = λ∗eγγ(u(0))δαβ + 2µeαβ(u(0)), λ∗ =

2λµ

λ+ 2µ

L’application v3 → a0
∗(u(0), v) − L(v) + ρ〈ü3(0), v3〉 définie une forme linéaire continue dans

H2
0 (ω).

Alors la suite σ33(ε) admet une limite faible star dans L∞(0, T,H−2(ω)) notée par σ33(0) qui

vérifie l’équation :

ρ〈ü3(0), v3〉+ a0
∗(u(0), v) = L(v) + 〈σ33(0), v3〉, ∀v ∈ VKL(Ω), t ∈ ]0, T [ p.p. (3.34)

de (3.34), on déduit que σ33(0) vérifie avec u(0) l’équation :

ρ〈ü3(0), u(0)〉+ a0
∗(u(0), u(0)) = L(u(0)) + 〈σ33(0), u3(0)〉, t ∈ ]0, T [ p.p . (3.35)

on montre maintenant que

〈σ33(0), v3 − u3(0)〉 ≥ 0,∀v3 ∈ (̨Ω), t ∈ ]0, T [ p.p. (3.36)

Pour ce faire, nous devons vérifier que

〈σ33(0), u3(0)〉 ≤ lim
ε→0
〈σ33(ε), u3(ε)〉, t ∈ ]0, T [ p.p . (3.37)

Puis laisser ε tend vers 0, d’ ou (3.36). On a

‖κ(0)‖2A = a0
∗(u(0), u(0)).

Ou t ∈ ]0, T [ p.p.

〈σ33(0), u3(0)〉 = ‖κ(0)‖2A − L(u(0)) + ρ〈ü3(0), u3(0).〉

≤ lim inf
ε>0

(‖κ(ε)‖2A − L(u(ε)) + ρ〈ü3(ε), u3(ε)〉).

≤ lim inf
ε>0
〈σ33(ε), u3(ε)〉.

≤ lim
ε→0
〈σ33(ε), u3(ε)〉.
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En effet, d’après u3(ε) converge faible star vers u3(0) surH1
0 (Ω) pour tout t ∈ ]0, T [ alors converge

fortement sur L2(Ω) et ü3(ε)converge faible star vers ü3(0) dans D
′
(0, T, (L2(Ωε)) presque par

tout t ∈ ]0, T [ puis, on a la preuve de (3.37) à partir de(3.36). Pour les conditions initiales, u(0)

vérifies u|t=0(0) = p(0), u̇|t=0(0) = q(0).
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Conclusion

Dans ce travail, on vient d’appliquer deux méthodes, la méthode des développements asymp-

totiques formels et la méthode de convergence d’un problème de contact unilatéral sans frotte-

ment d’une plaque mince contre un obstacle rigide. On a trouvé le même résultat obtenue par

Paumier.i.e, que le problème tridimensionnel sans frottement tend vers un problème bidimen-

sionnel sans frottement, aussi on remarque que la solution (u0, σ0) du problème (P 0
KL.V ) est

également une solution de problème (PKL(0).V ) mais l’unicité de la solution n’est pas garanti,

donc on peut pas conclure que (u0, σ0) = (u(0), σ(0)).
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Résumé    

Le but de ce travail est de trouver un modèle bidimensionnel d’un 

problème dynamique de Signorini sans frottement pour une plaque 

mince. A cette fin, deux méthodes asymptotiques sont élaborées, celle 

des développements asymptotiques formels et l’autre une méthode de 

convergence. En fin, compare les problèmes obtenus. 

Mots clés dynamique, Signorini, sans frottement, plaque mince. 

 

Abstract 

The aim of this work is to find a two-dimensional model of a dynamic 

Signorini problem without friction in a thin plate. To this end, two 

asymptotic methods are developed, the formal asymptotic expansions 

and the other a method of convergence. In the end, comparing the 

obtained problems. 

Keywords : dynamic, Signorini, without friction, thin plate. 

  لملخصا

بدون  الديناميكية، Signoriniالهدف من هذا العمل هو إيجاد نموذج ثنائي البعد لمسألة 

تين، النشر استخدمت طريقتين مقارب هذا،ن أجل تحقيق م. احتكاك على صفيحة رقيقة

و في الأخير نقوم بمقارنة المسألتين ثنائيي البعد . التقاربي الشكلي  والأخرى طريقة التقارب

 .حصل عليهماالمت

 .صفيحة رقيقة، بدون احتكاك، Signorini، الديناميكية: حيةالكلمات المفتا
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