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Notations et Préliminaires

On utilise les conventions et les notations suivantes :
Les indices latins varient del a 3 et les indices grecs varient de 1 & 2. La convention
des indices répétés (muets) est adoptée.
u = (uz) vecteur des composantes u;.
u.v = u;v; produit scalaire euclidien.
n normale unitaire extérieure.
uy = u.n la composante normale du déplacement.
u = (ur,un), ur la composante tangentielle du déplacement.

on = (o(u)n) n la composante de la force de pression appliquée sur une section de normale

o(u)n = (op,on) , or la composante tangentielle du vecteur o(u)n .

ou; 1, , N
Oju; = T? dérivée de u; par rapport a ;.
05 = % dérivée par rapport a x;.

7

% = 1, dérivée premiére de u.
%27; = 1 dérivée deuxiéme de u
1 Sii=j
0;; le symbole de Kronecker i.e §;; = .,
i 18y *J 0 Sii#j

A=3T1, % :Laplacien.
A2=Vvi=3". % +2) i % :biharmonique ou bilaplacien.
div o (u) = 0j0;; divergence du tenseur o(u).

|u| = y/u.u norme vectorielle euclidienne.

A = (A;j) matrice dont les éléments A;;.

A : B = A;; B;; produit scalaire des matrices.

— la convergence forte.

— la convergence faible.



Introduction

Le contact unilatéral des corps élastiques, avec ou sans frottement, est la relation qui existe
entre les efforts normaux (pression de contact) et le mouvement relative entre deux corps. La for-
mulation de ce probléme (sans frottement) a été décrite par Signorini en 1933. En 1963 Fichera0]
a fait I’analyse de ce probléme a travers un probléme de minimisation équivalent(méthode d’éner-
gie). Concernant la classe de probléme de contact sans frottement, Duvaut et Lions les ont trouveé
comme des nouveaux résultats, et aussi pour le cas de frottement non local(loi de Tresca) paru en
1972[5] ou ils ont signalé un probléme ouvert d’existence et d’unicité dans le cas avec frottement
local (loi de Coulomb). A partir de 1980, Nécas, Jarusek et Haslinge r[I3Jont établi, seulement,
I'existence des solutions d’un probléme de contact unilatéral avec frottement de Coulomb pour
un coefficient de frottement assez petit, ensuite, Jarusek[10] ,Kato|24], Eck et Jarusek [4] ont
donnés des résultats généraux. D’autre, des conditions suffisantes de non unicité des solutions
ont trouvé par Récemment, R. Hassani, P.Hild et I.Ionescu[23].

Pour le cas des structures minces qui sont des corps élastiques dont 1'une des dimensions (’épais-
seur) est petite devant les autres, par exemple : plaques minces, coques minces et filaments.
Ces cas ont été proposés par Kirchhoff, Love, Reissner, Von Karman et Koiter, ils ont posé des
modéles et Parmi ces modéles le modéle de Kirchhoff-Love et Mindlin-Reissner. C’est En 1979
que Ciarlet et Destyunder[19] ont donné une justification mathématique a ces modéles. L’étude
d’un probléme de contact unilatéral d’une plaque mince contre un obstacle rigide avec frotte-
ment de Coulomb a été faite par Dhia[7] en utilisant une méthode de pénalisation. En 2002,
J.C.Paumier[9] réalise une modélisation asymptotique d’un probléme de contact unilatéral d’une
plaque mince encastrée, de modéle de Kirchhoff-Love, contre un obstacle rigide ou il a prouvé
que ce probléme tridimensionnel avec frottement tend vers un probléme bidimensionnel sans
frottement. En suite par Chacha et Bensayah|3] dans le cas non linéaire, ont prouvé le méme

résulta. Le probléme mise a I’échelle linéaire et sans frottement a été étudié par Léger et Miara|2]



qui utilisant la méthode du convergence.

L’objectif de ce mémoire est d’étendre le travail de Paumier[d] a un état dynamique sans frot-
tement, on utilisons la méthode de développement asymptotique formelle et puis la méthode de
convergence. Premiérement on pose le probléme classique de trois dimension, puis la formulation
variationnelles, mise a I’échelle des inconnues et des données. Pour la premiére méthode I’approche
de déplacement-contraintes on injecte le développement asymptotique formel des inconnues dans
le probléme variationnel. Par 1’étude asymptotique formelle et la méthode de convergence, on
trouve que le terme dominant du développement asymptotique et la limite des inconnus mise -

a - ’échelle sont caractérisés par le méme probléme bidimensionnel.



Chapitre 1

Préliminaires mathématiques

1.1 Rappels sur les espaces fonctionnels

Tout les résultats dans cette section sont dans [I]. Nous rappelons ci-dessous quelques dé-
finitions et théorémes classiques d’analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans les chapitres
ultérieurs. Ici toutes les fonctions considérées sont & valeurs réelles. Soit x € R™, Q ouvert de
R", K C Q, m entier positif, & est un multi-entier, |a| = Y_;" | a4, alors on définie 'opérateur
différentiel D¢ par :

Doc _ DOél Dan _ alal
I I e

On note que C (€2) 'espace des fonctions réelles continues sur 2. On dit que K est relativement
compact dans €2, si 'adhérence de K (i,e., K ) est un compact (i,e., fermé et borné) inclus dans

2, on note que K CC 2. Aussi on note que :
C"(Q)={veC(Q);D e C(Q) pour |af <m}.

On appelle le support d’une fonction v définie sur 2 I’ensemble fermé

supp v = {z € Q;v (x) # 0}.
On dit que la fonction v a un support compact dans €2, sisupp v CC 2. On note que
Cy" () = {v e C™ (Q) ;va un support compact dans Q}.

Soit
C® Q)= N C™(Q).

m=0
On désigne que D () appelé I'espace des fonctions test, I'espace C§° (£2) des fonctions indéfi-

niment différentiables a un support compact dans €2 muni de la topologie de limite inductive



comme dans la théorie des distributions de L. Schwartz. On note que D’ () est l'espace dual
de D (9), donc lespace des formes linéaires continues surD (£2) . On appelle D’ (Q2) lespace des
distributions (ou fonctions généralisées) sur €2, et 'on munit de la topologie forte de dual(e,i.
fi — [ dans D' () si (fi,o) = (f,¢) Yo € D() ) ou (.,.) désigne le produit de dualité entre
D' (Q) et D(Q). Pour p donné par 1 < p < oo on désigne que

1/p
LP (Q) = {v mesurables sur €2; tel que [[v[[, = (/ [v]? dx) < o0},
Q

on rappel que (Lp (Q), ||Hp> est un espace de Banach, et séparable et, pour 1 < p < oo est
réflexif.

Pour p = 2, I'espace L? (Q) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

On va identifier 'espace L? () avec son dual. Pour p = oo on désigne que

L™ (2) = {v mesurable sur ;tel que ||v|,, =supess|v(z)| =inf{C;v(z)| < C p.p x € Q} < oo},
z€eQ)

on rappel que (L (2),].||,) est un espace de Banach. Pour tout 1 < p < oo on I'inégalité de

/ 1 1
Holder si u € LP (2) et v € LP () tel que — + — =1
p p

Au@mmmmsnwﬂw@.

Théoréme 1 L’espace C3° () est dense dans LP (2) V 1 < p < oo.

On dite que X — Y, pour (X, ||.|[x) et (Y,||.]ly) espaces normés, signifie X C Y avec l'injection

continue, c’est-a-dire, il existe une constante C tel que :
Jully < Clully Vue X.
Pour 1 <p<ooonaD(Q) — LP(Q) — D' (Q). On va définir 'espace de Sobolev
WP (Q) = {v; D% € LP (), pour |a] <m},

muni de la norme

1/p
[vllyms = | D] sipe(l,o0).
p
|| <m
||vHWm,oo = max "DQ'I)"OO7
|| <m



est un espace de Banach. On note par W;"" (Q2) I'adhérence de C§° () dans 'espace WP ().
Pour tout p € [1,00) on a

WP (Q) < W™ (Q) — LP (Q).

Dans le cas p = 2 on utilise la notation
H™(Q) = Wm™2(Q).
Muni du produit scalaire

(u,v),, = Z (D%, D), {.,.) produit scalaire dansL? (Q)

laf<m

L’espace H™ (€2) est un espace de Hilbert. On posera aussi Hj" (Q2) = Wgn’z (Q), Les espaces de

Sobolev négatives sont les espaces duales des espaces Wy'" ()
Wy ™ (Q) = (W™ ().

Muni de la norme

/ = sup <u, 'l)>

[ — T T
Wo D ewme ) [0l o)

L’espace W, ™" , (©) est Banach (séparable et réflexive, si 1 < p < oo ) Puisque D (Q2) dense
dans H} (). Alors on a H} (Q) C L2(Q) c H1(Q).
Théoréme 2 Supposons que 2 vérifie la propriété du cone et 1 < p < co. Alors
1. C(Q) <= W™P (Q) avec I'injection dense.
-n mp—n

—1<k<
P

Maintenant les espaces de fonctions & valeurs vectorielles : On considére un espace de Banach X

2. Simp > nalors W™P (Q) — C* (Q) quel que soit k entier avec mp

de norme |||y et un intervalle ouvert I C R. On note par
CP(I;X)={v:I— X; D" e C(I,X) pour |a| < k}.
Sans aucun doute, C* (I_ 3 X ) est un espace de Banach pour la norme

lollwrxy = D sup D% (@)llx -
ja| <k ©€1

On notera ensuite par C* (I; X) 'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur I a valeurs

dans X et par D (I; X) lespace C§° (I; X), i.e. l'espace des fonctions de C* (I, X) & support



compact dans I muni par la topologie limite inductive. On désigne par D’ (I; X) Pespace des

distributions sur I & valeurs dans X défini par
D'(I; X) = L(D(I;X); X),

ou L (U,V) désigne l'espace des fonctions linéaires et continues de U dans V. Soit p € [1,00] .
On désigne par LP (I; X) 'espace des (classe de) fonctions f : I — X mesurables telles que

I'application t — || f (t)||y ~ soit dans LP (I). C’est un espace de Banach pour la norme

1
P
T (/X ||f||§<du> <o poc,

[fllos = sup ess|flx-
te(0,T)

On peut montrer les propriétés suivantes :
1. D(; X)CLP(I; X)C D' (I; X).
2. Sip < oo alors D (I; X) est dense dans LP (I; X).

On désigne par WP (I; X) Pespace des (classe de) fonctions f € LP (I; X) telles que f € LP (I; X)

ol f est la dérivée faible de f. Muni par la norme

oy = 1oy + 1]

WP (I; X) est un espace de Banach.

Proposition 3 Pour toutp>1 on a:
L WhP(I,X)C L*([,X)NC (I, X).
2. Si I est borné, alors C* (f,X) est dense dans WP (I, X).

Définition 4 Si X et Y sont des espaces de Banach, X C'Y a enrobage continu, Cg ([0,T],X)
espace est défini comme [’espace des fonctions v : [0,T] — X tel que la fonction réelle d’une
variable réelle

t— (hyo () x x

est continue sur [0,T] pour toute h € X'

Lemme 1 Soient X etY sous les conditions de la derniére définition.

— Si, en plus, X est un espace de Banach réflexif, alors :

L®(0,T;X)NC([0,T];Y) C Cy([0,T]; X).



— Soit U un autre espace de Banach tel que X C U C Y est ’enrobage et X C Y est compact.

Si F est bornée dans L™ (0,7"; X) et % = {f, fe }'} est bornée dans L" (0,7;Y"), avec
r > 1, puis F relativement compact dans C ([0,7];U).

Preuve.

— 1) Ce résultat peut étre trouver dans [11], Lemme 8.1,page 297.

— 1) Ce résultat peut étre trouver dans[14], Corollaire 4, p. 85.

1.2 La formule de Green généralisée et théoréme de trace
Soit y opérateur linéaire continu, appelé opérateur de trace, de H' (Q) en H/2 (I") tel que :
v (v) =v|r, sive[C™(Q)]".

Il est bien connu que si le domaine Q € C!, ils existent des applications linéaires sont

uniquement déterminés +, de H' (Q) en H'/2 (') et y7 de H' (Q) en H%/z (T) tel que :
() =Y (V)n+q7 (v) Yo e H (Q),

ol H%m (T) = {¢ € HY>(T);y, (¢) = 0}. Aussi si v € [C=(Q)]", v (v) = v[r.n et yp (v) =
v|r —n (v) n. Les applications 7, (v) et vz (v) sont surjective. Ci-aprés, pour simplifier I’écriture,
vn, et vp désigner traces normales de v, 7y, (v) et yp (v), respectivement. Soit V' I'espace définie

par
V ={ve H (Q);vy(v) =0 sur Ty},
et

K(Q) ={veV;v, <0surl}},

le sous-ensemble convexe fermé des déplacements admissibles.
On note par fy%: .V — HY2 (X)) lopérateur de tracer que relative v € V avec la restriction
de 7y (v) sur ) . Cet opérateur, ce qui conduit V' en H&éQ (>°) est linéaire, continue et surjective

pour les frontiéres 9 ) que sont C'*°

Lemme 2 Sile domaine Q est Ob! ils existent des applications linéaires, continues et surjectives

Vs B (YD) A, v 1 ().

7



avec Hpgy (3°) ={¢ € HééQ (>2); ¢n =0} et tel que :

(1) = 1% @n 4% (v e V.
Considérons le champs des espace des contraintes :

L2(Q) = {r = (rag) € [L2(D)]" i 70p = o0} (1.1)

1/2
||THL§(Q) = (/QT : le‘) , (1.2)

Soit E le sous-espace de L2(Q) définie par :

muni de la norme

est un espace de Hilbert.

E = {r e LA(Q); div(t) € L* ()}, (1.3)
qui aussi est un espace de Hilbert avec la norme :

17l = I7llL2q) + Idiv (7)[l 2o - (1.4)

Lemme 3 Soit Q € C%'. Alors il existe une unique application, © linéaire et continue de E en
H-/2(D) tel que :

m(r)=7|rn, siTe[C! (Q)]n2 :
Soit Q@ € R un domaine Lipschitzien et % <s<1.
On définie l'opérateur de trace o est borné inversé. -, : Hsfé(f‘) — H%(Q). i.e., vy, w = w,
w e HS_%(F) et

6 @ ey < Clll gy gy -

En outre, la formule de Green généralisée suivante vérifiée pour chaque T € E et pour v €HY(Q) :
/ T:e(v)dx + / div (1) .vdz = (7 (1), (v))r, (1.6)
Q Q
ot (.,.)p désigne le produit de dualité en H=Y/2(T') x HY/2(T).
Lemme 4 Si Q € CY' Alors il eviste des applications uniquement déterminé m, de E en
H-1/2
7 (D) tel que
<7I‘ (T) 5 Y (U)>F = <7Tn (T) 3 'Un>n,F + <7TT (T) 3 ’UT>T,F7
Pour tout T € E et v €H! (Q), et
Tn (T) =Tnmn et 7p (1) =7Tn — 0,

pour tout 7 € C* () ou 7, = m, (1) Ci-apreés désigner simplement 70 = mp (1) sl n'y a pas de
confusion.



Ces résultats peuvent étre étendre & ’espace V' en utilisant 'application de trace 7702 au lieu

de m, comme suite :

Théoréme 5 Soit Q € COL. Alors il existe une application linéaire uniquement déterminée m

0
. =
de E en (H(l)(/)2 (Z)) tel que :

7TOZ(7')27'|Zn sitTeC(Q),

et la formule de Green générale est valable pour chaque T € E et pour tout v €V
/ e () dVh + / divrvdVy =0 (7% (1) 1% (0))s2, (1.7)
Q Q

, . . o (prl/2 ! 1/2
ot 0o., )5~ désigne le produit de dualité <H00 (Z)) x Hyy™ (X0) -
Aussi, si Q € CLt ,Tr%: les opérateurs peuvent étre décomposées en 7['02:” ,WOZ:T tel que :
00(T% (7),7% (0))5> =00 (75, (7) s 7%, (V)nis 4+ 00(m 7 (7) 9% 7 (V)13

Pour tout 7 € £ et v €V, et

’/'Tozn(’l'):’l"zn.n et WOZT(T):an—Tmzm

pour 7 € C' (Q), ot 7, 5~ = ﬁ%:n (7). Pour Plus de détails voir[17]
1.3 Lemme de Gronwall discrétisé

Soit y et g deux fonctions intégrables non négatives et C' > 0. Si

y(t) <c +/0 9(s)y(s)ds pour t > 0.

Alors

y(t) < cexp < /0 t g(s)ds) pour £ > 0.

1.4 La convergence faible, faible*

Proposition 6 Soit (x,,) une suite de E(espace de Banach) et soit f € E (Le dual de E minu

de la norme duale || f|| = sup zep ||(f, )|, fn une suite de E alors :
lell<1

- [mném poura(E,Elﬂ = [(f,xn)—><f,m) VfeE'|.
- [fnif poura(El,Eﬂ = [(fn,x) — (f,z) Vx € E].

Preuve. Voir [§] m



Chapitre 2

Etude asymptotique du probléme de
contact unilatérale d’une plaque mince
contre un obstacle rigide dans
I’élasticité linéaire

2.1 Position du probléme

Soit w C R? un domaine borné avec bord lipschitzien v. On considére une plaque de dimension
trois qui occupe le volume 2 = w x |—¢, [ telque € paramétre assez petit (0 < ¢ < 1). On note le
bord latérale par I'§ = v x [—¢, €], la face supérieurement et la face inférieurement respectivement
par IS =w x {+e} et I'Z. = w x {—¢e} . On note par v le trace de v sur I'Y. et par v le trace de v
sur I'® | ou v simplement si il n’existe pas de confusion. On restreint notre étude dans le cas de
corps élastique homogeéne et isotrope avec constants de Lamé A > 0, u > 0 dans la configuration
nature o p° désigne la densité volumique. Cette plaque est soumise a une force volumique f€
sur F x |0, +00[ et un force surfacique ¢g° sur I'>. x |0, +-00[ et entre en contact unilatéral avec un
obstacle rigide occupant le domaine o = {z° € R? (25,25) € w,2§ > ¢} . La condition de contact
est définie par 'inégalité 73 < 0. On rappelle que cet systéme dans le cas dynamique et que le

contact est sans frottement.

10



Fondation rigide

®

2.2 le probléme classique(P°C)

nous employons les notations précédentes pour pose le probléme classique.

Trouver (u®, o) := (u® (z°,t),0° (u°)) pour tout ¢t > 0 :

582/“;: € € 3 3
T — 0507; = fi sur QF x |0, +-o0]

u® =0sur I'y x ]0,4o0],

Avec les conditions aux limites de Signorini

ug < 0,053 <0,053u3 =0 sur 'S x ]0, +00[

Le contact sans frotement i.e o 53 = 0 sur I'Y. x ]0, 400 et les conditions initiales sont

11
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u® (.,0) =p°%,u®(.,0) = ¢, (2.5)

Ot of; (u®) = Aep), (u®) 05 + 2pes; (u®) sont les composantes du tenseur des contraintes ainsi
représente la loi du comportement du matériau élastique de la matiére élastique, efj (uf) =
% (6fu§ + ﬁjuf) sont les composents des déformations tenseur linéaire. Le champs de vecteurs

o;;n; représente la force agissant sur la surface de section ds, dont le vecteur normale unitaire

extérieur n°. La quantité of = oin5n;

: e _ E,E _ & o E
NG le composent de force de pression et 05, = 0°n® — oyn

la force de frottement. Dans notre cas, 0% = 053 et 0 = (0§3,053,0) sur I', . Nous signallons
que nous allons noté de la fonction et leur trace de la méme notation.

Pour reécrit le probléme classique(P°C') de formulation variationnelle nous utilisons la formule
de Green, nous montrons que toute solution en douceur du probléme de la valeur limite satisfait

également le probléme variationnelle (PV).

2.3 Le probléme variationnelle

Trowver (uf (t),0° (1)) € K (QF) x L% () ¢ > 0.

2
gﬂpa/ t;vida® + af(u,v%) = L (v°) + (053,75), Vo© € 7(95), t>0 (2.6)
QS
(055,05 —u3) > 0,Yv5 € K(Q°),t>0 (2.7)
0% (1) = Aey (uF) b5 + 2pes, (u°) (2.5)
ua("o) :p€7u6(30) = q6 (29)

tel que :

V(QF) = {v° € H(),v* =0sur 5}, K(Q°) = {v° € V(Q°),05 <O0sur I },
7((25) =V(QF) x V(QF) x V(QF), ?(QE) =V(QF) x V(Q°F) x K(Q°),

L2(0) = {r = (75) € (LA@)"i 5 = 75}
Preuve. :formulation variationnelle de(P<C')

On utilise la formule de Green
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pg/ﬂfvfdxa +a(u®,v%) = /fiavfdma + / o5 (u)ns - vida®

Qe Q= a0e
- /ffvfdws"’_/afj(ug)”;‘der“‘/afj(ug)n;'deF—F/Ufj(uE)nj‘vfdl“
Qe I'5 re re
on
/Ufj(us)ni -v5dx® = 0 puisque u°® = 0 sur I'j
5
et
3 £ 5] &€ g __ £ €
Ie re
et
(o5;(u)n® - vf)rs = (oyn® + op, v + vy )re = (o, vy)Ts
on a

(053,05 — u§) = (053,05 — 0+ 0 — uf)
= (053,05 — 0) + (053, 0 — u§)
= <U§37 U§> 2 0
d’ont ) Avec
a(u®, v%) = / o5;(u®) 5 v da®

— /E [)\efi(ua)ejj(va) + 2uefj(u5)efj(08)] da®.

e (uf) = %(6%5 OEul).

(] Rl R B
L (v) = wa+/‘fwﬁ.
Qe re
(053, 05) = fri o3505dL". (le produit de dualité) m
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Théoréme 7 :Etant donné les hypothéses suivantes :

FE e W20, T, L2(F)), ¢° € W2*(0,T, L*(T<) N H2(T)).

Et les conditions initiales p5 ,q5 sur H'(QF) avec divo® (pf) € (L?(02°))3,
Alors, le probleme (PV') admet une solution u®vérifié :

u® € L*(0,T, [_g(QE)), e L*(0,T, (L2(QE))3) et i € QI(O,T, (LQ(QE))S)
Le tenseur des contraintes
o¢ (u¥) appartient ' (0,T, Eqa(g®)) N L>(0, T, (L*(Q°))**3)

avec

Fad(g°) = {

¢ € L2(09); divre € (L3(99))3, 755 =
et 753 < 0 sur 'S ;7°n° = ¢° sur I'S

Le produit de dualité (055, ¢5) sur I'S. on peut utiliser le note l'intégrale sur I'S..

Ainsi, on a 053 € L?(Q°) et 0505, € L*(Q°) alors o4 € L*(I'<), de la sens de trace, avec
||U§3HL2(F5+) < C(||U§3||%2(Qg) + ||3§U§3H%2(QE))1/2 (voir [22], page 219). Généralement, les
éléments de

H(div, ) = {7° = (15;) € L*(QF); divr® € (L*(Q9))°}

ont des traces normales yn (0°) sur I'%.

Preuve. La preuve est composé de cing étape.

étape 1 : premiérement, l'intervalle [0,T] est on divise en sous intervalles réguliéres.

On introduit le probléme d’approzimation (PV D) au temps t =t;,1 <i < ol .
trouver us' € I—(z(Q‘E),iL6 € (HY(99))3 et 5 € (L*(Q9))3,
pa an (ﬁs"‘—&-gs”‘*l) (UE _ us,i)dxe + aa(if’z-l—;f’l*l L0 — ue,i) > Ls,i(vs _ us,i)

vo© € K ()

Ou

Ls’i(v):/ fg’ivda:sqt/ g>"vdl® (2.18)
€ Fi

) , . . )
avec la notation ¢ = ¢=(t;), ¢° = %qbe, et ¢° = %gf)é.
Le déplacement discrétisé, la vitesse et l’accélération sont approximées par la méthode de

Newmark suivant :

At2 ue,i 4 ﬁe,i—l
+ 2 2

) oK s e —1
TS At% (2.20)

uSt = & 4 ApgStL (2.19)

ust =1

Lemme 5  :Pour toute temps t;, u**~! € ?(QE), usit e (HY(Q9))3 et ii®i=1 € (L2(9))3alors
le probléme (PSV D) admet une solution unique.
Preuve. : voir [16] =

14



étape 2 : on approzime les fonctions d’approximations :

et 4 ot 1

R () = uo ™ + S (E — b)) + 1 (t —t;i—1)? (2.21)
upt (1) = u', vt € [t i (2.22)

£,1 e,i—1
Bt () = L e () = Y () = (2.23)

2

étape 3 : Puis, on traite la condition de contact avec les multiplicateurs de Lagrange

[l ]
57 | P
., 2dt .

< Le,i(us,i _ ua,i—1)7Vt c }tifl,ti[- (2.25)

hf’l(t)r da® + a® (W5 (1), B ()| dt (2.24)

étape 4 : Cette estimation nous permet de montrer la convergence faible des solutions approxi-
matives et que ces limites sont égales .

R (8) — uf (), RS (t) — @5(t) faible * surL™(0, T, (L2(QF))3). (2.26)

REL(t) — wf(t), uSl(t) = us(t) faible * surL®(0,T, (H'(Q))?). (2.27)
étape 5 :Finalement, on montre que cette limite est solution du probléme (PEV).

Remarque 8 : le probléeme (PV') est formellement équivalent o l'inéquation variationnelle
suivante :

tel que
(RS ?(Qg), pour toutt >0

v
e~
.o
<
|
<
N
< —
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2.4 Etude asymptotique

Dans cette section, on transforme d’abord le probléme variationnel (P¢V) vers un probléme
variationnel mise a I’échelle(P(e)V') sur le domaine Q indépendant de e, puis, par rapport I’
Anstaz de le base de la méthode de développement asymptotique formel, on injecte la mise &
I'échelle des inconnues dans (P(g)V). Finalement, on identifie le premier terme du développement

asymptotique formel de la mise & ’échelle de déplacement et la mise & 1’échelle de tenseur des
contraintes.
Soit I'application :
X : Q= QF

(x1, 22, x3) — (2], 25, 25) /25 = x1,25 = T9, 25 = a3 (2.28)

D’ou :
X(Q)=0%5Q=wx]|-1,+1[;
X(re)=T_=wx{-1}
x(Ig) =Ty =wx {+1};
x°(I§) =Ty = 0w x [-1,+1]

L’application inverse de x° est une dilatation de €.

16



2.4.1 Mise a I’échelle des déplacements :

ug, 0 X% = %un(e) , u§ox® =clug(e)
vE, 0 X% = 2u4(e) v§ o x° = elus(e)
gaple) = €72 055(u) , oasle) = 7% 053(uf), o33(e) = €7 of3(u”)

(2.29)

La condition de contact mise a ’échelle est définie, pour un déplacement v* € 7(95) par :

v3 < 0.

On note ainsi :
V(Q) = {ve H'(Q)/v=0sur Ty},
K(Q) = {ve V()75 <0sul},
V(Q) = V(Q) x V(Q) x V(9),
E(Q) = V(Q) x V(Q) x K(Q)

~—~~

L2(Q) = {7 = (ri;) € (L*(Q)>*% 7ij = 75} -
2.4.2 Mise a I’échelle des forces :
{ feoxt =¢efa, f§ox"=¢f3

g5 0 X° =3ga, g50x° =¢egs

Mise a I’échelle des opérateurs différentiels et la densité volumique :

05 = Da, 05 = & 105

p° =e%p.

Finalement supposons qu'’ils existent p, ¢ indépendant de £ d’oti :

e _ 2.0 e _ 0 e _ 20 e __ 0
pa_epav p3_5p37 ch_eqav q3_5Q3

il vient de (2.28)),(2.29),(2.31)et(2.32) que

LF(v¥) = €°L(v) ou L(v) = /invidx +/F giv;dl’
eap(u”) = e eap(ule)), ea3(u’) = ceaz(ule)), e33(u”) = ess(u(e))
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aprés insertion de (2.35)) et (2.36)) dans (2.8)), on trouve que :

0a3(uf) = €2pe 5 (u(e))

{ 05,5(U%) = £2[Aeqy (u(e))dag + 2pe, , (u(e))] + Aess(u(e))
055(u%) = (A + 2p)ey, (u(e)) + e2Aeqs (u(e))

2.4.3 Mise a I’échelle du probléme variationnel :

On introduit (2.28)), (2.29)) et (2.32)) dans (2.16)), Il vient que :

a®(uf,v%) :/ Ugﬂ(us)afgvidxg—l-/ ooz(u) §U2d$€+/ 034(u°)05v5dx"
€ € QE

—I-/ o53(u®)05v5da®

= 53/025(u5)8gvad1‘+62/033(u6)83vadx
Q Q

+&2 / 05, (u)Oqv3dr + € / 053 (u®)D3v3de.
Q Q

En divisant (2.38)) par €° et on posant :

-2 ¢

dap(e) = €77 0ap(u) , das(e) = €77 og3(u7), 033(e) = &7 a55(u7).

On trouve, avec (2.37) que
a®(u(e),v) :/Jij(s)ﬁjvidx
Q

Tels que :
Tap(€) = Aeyy(u(e))dap + 2ue 4 (u(e)) + e Aess(u(e))
0a3(e) = e 22ue,_, (u(e))
o33(e) = £ 1A+ 2u)eqy (u(e)) + 72 Aeqs (ule))

cif(ule)) = 5(Ouus() + 0jui(e))

Proposition 9 Le probléme variationnel (PV') est équivalent au probléme (P(g)V) :

Trouver (u(e)(t), 0 () € K () x L2(Q), ¢ > 0
82

82
2
atQp/ﬂug(e)vgdw—ka atzp/ﬂua(s)vad:z:—i—/ﬂaij(a)ajvid:c

— L(0) + {033(e),T3), Yo € V(Q),¢> 0
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(033(¢), 73 —u3(e)) > 0,Vu3 € K(Q),t >0 (2.43)
u(g)(., 0) = p077l(€)(., O) = qO

Preuve. Il suffit d’introduire (2.28), (2.29), (2-34) et (2.38)dans(2.6) et pour avoir
(P(e)V). La réciproque est obtenue en faisant une mise a l’échelle inverse "de-scalling”. m.

Depuis que le probleme variationnel (PV') admet une solution u® alors le probléme (P(£)V)
admet aussi une solution u(e) avec la régularité

u(e) € L>(0,T, [_(> u(e) € L=(0,T, (L*(Q))?) et ii(e) € (0, T, (L*(R2))?)
Le tenseur o(e) appartient © /(O, T, Eqaq(g)) N L®(0,T, (L3(92))3*3) avec

Eaa(g) = T € LZ(Q); divr € (L*(Q))%, a3 = 0
adl9) = et 733 <0 sur T ;mn =g sur'_

2.4.4 Probléme bidimensionnel :

Nous supposons que le déplacement-contrainte mise a 'échelle (u(e)(t),o(g)) admet une dé-

veloppement asymptotique formelle de la forme :

(u(e)(t),o(e)) = (u°, %) + e(ut, o) + 2(u?,0°) + ..., (2.44)

W0 € V(Q),ut € (HY(Q)?, 0%, 09 € L2(Q), g€ {1,2,..},6 >0

Donc le développement du tenseur de déformation devient :

eij(e) = eij(uo) + cejj (ul) -+ 5262-j (u2) + ... (2.45)

Le systeme(2.41)) et le développement (2.45) nous permettent d’écrire :

oaple) = QQB 24 8*100‘13 aaﬁ + ..
004/3(5) a3 te Ja3 + 6 Uoz3 + (246)

-1

Aprés insertion de ([2.45)) dans (2.41)), on trouve :

;g = AD3u§lap; 0,5 = Aagugaaﬁ
= (%u 0o + 1(0q uﬁ + 85u )+ A 83u35a5
a3 = 1(0pul + 03ul); 0 aS = p(Ogu} + d3ul ), 00y = u(0au3 + O3u? ) (2.47)
0'33 = (A +2up)03ud; 0535 = ()x —G— 2u)d3ul; 058 = (A + 2u)83u3 + A0, u
o3 = (A +2p)05u3 + Noyul; 085 = (A + 20)03ud + A0,u?
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On introduit (2.46]) dans (2.42)). Aprés identification des coéfficients de e?, ¢ = —4, -3, -2, —1, 0.

On obtient :

A Pordre e % :

/ 035 O3vsda = (033, T3); Vo € V(Q) (2.48)
Q

A Pordre e 3 :

/Q 035 03v3dx = (035, 73); Vo € V(Q) (2.49)

A Pordre e 2 :

/Qag_??agvgda: + /Q Ua_gagvadx + /Q 022(0av3 + O3v0)dx = (055, T3); Vo € V(Q) (2.50)

A Pordre e 1 :

/Qagglagvgda: + /Q Ua_ﬁlagvadx + /Q 0a (Bav3 + 0300 )dx = (033, T3); Vo € V(Q) (2.51)

A Dordre €0 :

/ 09303v3dx +/ Ugﬂﬁgvadaz +/ 092 (003 + 03vs)dx = L(v) + (695, 73); Yo € V() (2.52)
Q Q Q

Les intégrales précédentes sont bien définies. En effet, tout les coéfficients
aa_g, a;é, ..., trouvés dans |D appartiennent a L%(Q).

Lemme 6 : Si une fonction ¢ € L?*(Q), vérifiant Jo @03tpdx = 0, pour tout 1 € 7(9) tel que
=0 sur 'y Alors, $ =0 p.p sur €.

Preuve. : Soit ¢ € D(Q) ,on prend ¢ = — fmlg o(x1,x9,t)dt qui appartient a
V(Q),Vériﬁe P =0et O3p = .
Donc [, ¢ d3¢dx = 0 implique que [, ¢ ¢dz =0 ce qui entraine ¢ =0 p.p sur Q. m
On introduit 'espace des déplacements de type Kirchhoff-Love Vi, tel que :
V() = {v = (v;) € (H'())3/ 0jv3 + O3v; = O}

Corollaire 10 :
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Vkr(Q2) = {v:(vl) e (HYQ))?, es(v —0}

= v = (v;) € (H'(Q))?/va = Na — 230am3,v3 = 13
pour tout 1, € Hi(w),ns € HE(w)

Supposons qu’ils existent ¢;, ¥; indépendant de x3 telque

PO = Yo — 230003, P = @3 et q0 = Yo — 23003, ¢§ = Us3.

De plus cet espace est isomorphe a ’espace :

V(w) = Hy(w) x H(w) x Hi(w)

Preuve. : Soit v € Vi1(Q) alors d3v3 = 0 dans et v3 = 0 sur I'g donc v3 est indépendent
de x3. Par conséquent, il existe n3 € HJ (w) telle que vz = n3.

L’équation 0,v3 + J3v, = 0 implique que 033v4 = —04(F3v3) =0 (au sens des

distributions). D’oti, avec v, = 0 sur T, il existe 74,175 € Hi(w) telles que

Vo = Nat T305. On a av3 + d30q = dams+ nh = 0, dott n3 € H(w) . Inversement, si
Vo = Mo — T30aM3, V3 = N3 avec (Nq,n3) € H&(w) X Hg(w) ,

il est claire que v € 7(w),et O;vsg + d3v; = 0. Pour avoir 'isomorphisme, il

suffit de montrer le homomorphisme, ce qui est facile a établir. m

Proposition 11 : Si (u(e)(t),0(e)) est solution du probleme variationnel (P(e)V') et définie par
alors (u®, %) est une solution du probleme ( PY V) :

Trouver (u®(t),o%(t)) € (Vir(2) N Kk x L2(Q),t >0 tel que

62
Wp/ ujvsdr + /agﬁaﬁvad;p = L(v) + (695,73), Yo € Vkr(Q), t >0 (2.53)
Q Q
(093,73 —3) > 0,Yv3 € K(Q),¢ >0 (2.54)
tel que :
2
035 = Ny (u")ag + 2peas(u’) avec \* = X +Zu (2.55)

u®(.,0) = p°,a°(.,0) = ¢°
Avec .
eag(uo) = 5(8au% + aﬁug).
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Preuve. Loi de comportement inversée ef;(u®) = A10y,0i; + ﬁofj avec A\ = —m.
Alors le tenseur de déformation a ’échelle :
eap(u(€)) = Moy (€)0as + ﬁffag(é?) + &2X\1033(€)dagp,
€a3(u(5)) = 52ﬁ0a3(5)7 (256)
633(u(€)) = 52>\10-’Y’Y(5) + 54%033(6).

Aprés insertion de (2.44]) dans le systeme ([2.56)) on obtient

0 0 L o
eag(u ) = — )\10’77(saﬂ + ﬂaaﬁ, (257)
ea3(u0) =0, (258)
es3(u’) = 0. (2.59)

1)1} et avec le condition de contact, on deduit que u® € Vi (Q) N I?(Q)
En prenant v3 = 0 dans ([2.48]), on trouve :

/ 034 O3vzdr = 0,Yv € V(Q),
Q
—4 _ . .
par le moyen du lemme@ 043 = 0, ce qui donne :
dzul = 0. (2.60)

De (2.49), on a [, 035 03v3dz = 0, pour vz € V() et T3 = 0,

ce qui entraine 0'3;33 =0,
D’ou :

dzul = 0. (2.61)
De ([2.56) et (2.57)), on déduit que :
o.5=0et o 5=0.

Dans |i on pose vz = 0, on obtient fQ aa_??agvadx = 0;Vv, € V(). Ce qui reste vraie
pour les éléments qui vérifient v = 0 sur I'y, donc on peut appliquer le lemme [6]
Do,

03 =0 et Dyul + dzud = 0. (2.62)
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Toujours, dans (2.50) on pose v, = 0 puis v3 = 0, on trouve que :

034 = 0. (2.63)

En utilisant le méme procédé, dans 1} on trouve que 0';31 =0.
On remarque de (2.56) et (2.59) que u? est de type Kirchhoff-Love. Donc 'espace des dépla-
cements admissibles avec contact est Vi, (£2) N ?(Q) . Ce qui réduit 1) a:

il / ujvsde +/ agﬁdgvadx = L(v) + (0695,73), Vv € Vir(Q),t > 0.
Q Q

Avec

Tas = Ayui0as + p(Oau + puq) + A3u3las. (2.64)

D’ont (2.53)). Puis on tire 8311% de I’équation 03_32 = 0, et on l'introduit dans , on trouve
(12.55)).

Aprés introduction de dans et de 'écriture de o33(¢) ; les produits qui en dérivent
ont un sens. Ceci est du & la condition dans , le premiér membre dedevient un
polynéme en £ > 0, positif, donc sa constante a 1’origine est positive.

D’oﬂ.

On note [_g(w) = Hj(w) x Hj(w)x K(w) avec K(w) ={v € H3(w)/v <0}. m

Remarque 12 D’apres le corollaire chercher u® € VKL(Q)H?(Q) revient a chercher (¢1, C2,(3)

dans I_g(Q), d’ow on peut ramener notre probleme tridimensionnel ( Py V') a un probléeme bidi-
mensionnel ( P*(0)).

Le champ de vecteur (¢;). De déplacement répresente la mise a ’échelle de la surface du

milieu de la plaque.

Proposition 13 Si (u°,0°) est le solution de ( PR V) tel que ud = (o — 302C3. Bt ul = (3,
avec (y,C3 sont assez réquliers. Alors (,,Cs vérifient avec o3y le probleme bidimensionnel ( P*(0))
suivant :

Trouver ¢, € H'(w), (3 € Ha(w), (3 < 0, pour tout ¢ > 0 tel que

82
25206+ kA%(3 = hi + hy + h3 + 095 sur w x |0, +00] (2.65)
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— Opnag = Y sur w x 10, +oo] (2.66)

Ug3C3 =0 sur w x |0, +o00], O'g3 < 0 sur H_2(w) (2.67)

oG
G(,0) = i T, 0) = W

Avec

8 A+pu +1 o +1 B
k? = — h — Zd . ’h. — ; Zd — 09, )
3M>\+2H’ i . Jidrs +g; , h; /1 x30; fidx3 — O;g; (2.68)
_ A p
9; = gi(x1, 22, —1)ngp = mefw(odaﬂ + 4peqs(Q). (2.69)

Preuve. Soit uYest solution du probléeme (P, V) alors (o, (3 vérifient ¢, € H}(w), (3 €

Hg(w)a <3 < 0.

On introduit u® dans I'expression de e,s(v), on obtient :
eaﬁ(uo) = eaﬁ(g) - $38a5<3 (2.70)

On substitut (2.70) dans (2.55)), on obtient :

egﬁ = %nag + ixgmag.
Avec
Nap = %677(05&5 + 4peas(C).
Mag = §<)\ o AG30a8 + 10a5G3)- (2.71)

On prend v = (—x3017m3, —x302m3,M3), donc le premiér élément de 'équation d’équilibre de le

probléeme (P%; V) revient :
0 1 3 5
; 0030pvadr = ) —inagxgaaﬁngdx + ; —§x3ma58a5n3dx.

2
:/ 2(>\+g ACGAN3 + 21104,5(3048M3)d

4 2\
= /()\Jrg AGAN3 + 2010,5(3005m3)dx
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On a pour (3 , 73 € D(N) :
/ Al Anda’ = / A (3n3da’.

/ D5 Csagmda’ — / A2Cymada

ce qui, par densité, restent vraie pour les éléments de Hg (w). D’on,

8 )\+ /

0 H 2

0,308Vdx = =i A“(3nsdx . 2.72
/Q e 3 >\+2“/ Camyda ( )

D’autre part, le deuxiéme membre de (2.53) devient :

L(v) + <ag3,@3> :/favada:+/ f3vgdac+/ ga_vadf‘+/ g5 v3dl’
0 0 r_ r_

+ / 095T3dT.
Ly
+1 ,
- / { / mgaafadxg—aag;}ngd:c
w —1
+1 ,
+/ {/ f3d$3+g3_}773dx +/Ug3773dx’.
w —1 w

= /(hg + hi + o9s)nada’. (2.73)

Avec hY = fjll fidxs +g; bl = _+11 x30; fidx3z — 0;g; ,g; le trace de g; sur I'_.

D’ou, de et on trouve , au sens des distributions. On prend 73 = 0 (resp
U3 = 2ul) dans on trouve (05,¢3) = 0 (resp (035,m3) > 0) pour tout n3 € HZ(w) avec
n3 < 0, ce qui entraine 093 < 0 sur H?(w)). Dol .

On prend maintenant v = (11,72, 0) toujours pour le deuxiéme élément de ’équation d’équi-

libre de le probléme(Pg; V') on obtient :

/Ugﬂaﬂnadl' = / fanadl'+/ g;nadl—‘?vnlan? € H&(W)
Q Q r

ce qui donne :
/ na[)’aﬁ’l’]adlbl = / hgnadzla\v/nlv’rm € H(%(w)a
w w
par conséquent, on trouve ([2.66|) au sens des distributions. m

Proposition 14 : Si (u%,0°) est la solution du probleme ( P%, V) et Ca, (s vérifient le probléme
(P*(0)), alors u® et 0¥ sont écrivés :

g = Co —30aC3 ug = G, (2.74)
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1 3
0'85 = 5”045 + §x3ma5, (275)

Oq3 = 1(1 — x3)aﬁmaﬁ + 5(1 + :U3) fady?) - / fady3
1 -1

+ %(scg — 1)ga- (2.76)

Finalement, 095 au sens de distribution satisfait :

03095 = p (3 — 0a003 — f3 sur Q0 x 10,400, (2.77)
095 = — gz sur'_ x]0,+o0], (2.78)
095C3 = 0,09 <0 sur Ty x )0, +oo]. (2.79)

Preuve. Les équations ([2.74])-(2.75)sont automatiquement obtenues dans proposition .
Pour preuver cette proposition on utilise la fonction de test v = (v1, v2,0) dans 'équation (2.53)),

on obtient, la formulation de 023 au sens de distribution vérifie le probléme quasi-statique aux

limites :
D3003 = — Dpogg — fa sur Q x 10, +ool,
0%y = —g5 sur ' x]0,+oo,

00y =0 sur I'y x]0,+o0].
On intégre le premiére équation sur[—1,z3] et on prend en consédiration les conditions aux

limites, on obtient, (2.76]).
Pour le calcul de O'gg, on prend la fonction de test v = (0,0, v3) dans I'équation (2.53) alors

on obtient :
0 0 0 0
@p A uzvsdx + ; 03303v3dr = — A 0430a03dx + . favsdr
+/ ggy3d1“ —|—/ 0(3)3@3(1,1“ , Yug € V(Q),t > 0. (2.80)
_ I+
et d’autre part, par la formule de Green et sous les condition sur I'g, on peut écrit la formule
suivant :
/ 09303v3dr = — / D3095v3dx +/ 095T3dT’
Q Q '+
—/ 09305dT, Yoz € V(Q). (2.81)
et
/chgigaavgdx =— /Q Da0qvsdr, Yz € V(R),t > 0. (2.82)
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et avec 'insertion de([2.81)) et (2.82)) sur (2.80) on obtient que,

82
8752p/ ugvgd:c+/ 330§3v3dx: / 8a02303d$/f31)3d$
Q Q Q Q

—/ 93U3dr_/1“ 0g3g3dI‘,va eV(Q).

On dérive de l'inégalité (2.54) que crg3 sa formule doit étre vérifier (2.79).
En résumé la valeur du probléme aux limites (2.77) — (2.79)) est forméllement satisfait. m
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Chapitre 3

Etude de convergence d’un probléme de
contact unilatéral d’une plaque mince
contre un obstacle rigide dans
I’élasticité linéaire

Dans cette partie, on suppose que u(e) est une solution du probléme (P(¢)V), les forces sont
vérifient f, f € L>(0,T,L?(2)) et g,g € L>(0,T, L*(T'_)); et on va étudier la limite de la suite
(u(g)), puis on va comparer les résultats .

Etant donné u(e) solution du probléme (P(e)V).

On définit le tenseur
Kap(e,0) = eap(v), kaz(e,v) = e teas(v), Haz(e,v) = e 2es3(v). (3.1)

On introduit (3.1), avec v = u dans (2.41]), on trouve :

0a3(€) = e 12uka3(e, u) (3.2)
033(g) = e 2(Mkipp (e, u) + 2urss (e, u)).

Dongc, en utilisant (3.2)) dans la forme bilinéaire a®(u(g),v), qui devient :

{ 00p(€) = Nepp(e, u)0ap + 2pkap(e, u)

a®(u(e),v) = /Q [Akii(e)kjj(e, u) + 2urij(e)kij(e, u)] de.

ot k(e) notée k(e) := ke, u(e)).
L’espace L2(Q) de les tenseurs symétriques et carré sommables, i.e, est un espace de Hilbert

réel. Muni du produit scalaire (o, 7) = [, 0i;7;;dz. On définit sur L2(€2) la forme bilinéaire A(.,.)
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par :

<AO', 7'> = /Q()\O’ii’rjj + ZMUijTij)dl'.
Corollaire 15 : La norme associée a A, i.e,
1
loll4 = (Ao, a)2, [lo]lgq - (3.3)

Définit une norme sur L2(Q) équivalente a la norme euclidienne Jloflgo = (o, O'>%.
Preuve. On a : o]’ = [,(\osioj; + 2u0ijoij)dz.
Puisque 005 > 0 il vient que ||o|| > 2u ||0||OQ d’ou |lof|4 > (2u)2 oo -
D’autre part, on a ||(THA (A +20) [o U”U]] + 045045)dx. Du fait que
0ii04; < 30404 alors ||o|% < 4\ + 2u) HO’HO’Q par conséquent

lolla < 200 +20)% 1o 0 -
[
Théoréme 16 Si u(e) est une solution du probléme (P(e)V') alors
u(e) — u(0) sur L0, T, V() faible * .
o33() — 033(0) sur L=(0,T, H %(w)) faible .
Ou u(0) est une solution du probléme (Pk(0)V) :

Trouwver u(0) € Vgr(2)N ? , t €10, T[p.p tels que
pliiz(0),v3) + a2(u(0),v) = L(v)+ <033(0), 3>,V1)3 € Vkr(Q).
(033(0),v3 —u3(0)) > 0,Yuz € K(Q),
u=0(0) = p(0),=0(0) = ¢(0).

avec

2\

al(u(0),v) = /Q‘Taﬁ(o)aﬁvadxv 03 (0) = A"y (1(0))0as + 2peap(u(0)), A" = =7

La démostration de ce théoréme est basée sur trois étapes.

3.1 Etape 1 : Existence de la limite faible * de (u(e), x(¢))

Proposition 17 : Siu(e) est le solution du probléme (P(e)V') alors, pour toute € assez petit, les
suites (u(e), kij(€)) sont bornées, respectivement, sur LOO(O,T,v(Q)) et L>(0,T,L(Q)), alors
ils existent des sous suites notées (u(e)) et (kij(€)) sont admis une limite faible star respectivement
sur L>(0,T, 7(9)) et L>=(0,T,L2(2)) notée respectivement par (u(0)) et (r;;(0)).
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Preuve. supposons que les solutions approximatives h%! et hi’l, ont la méme mise a 1’échelle
en comparaison de le déplacement u® ie., hy' = thg(s),hg’I = ehi(e), RSl = e2hl (e) et
I
his = ehiz(e).
heT — uf faible x sur L>(0, T, (L*(QF))3), (3.4)

2
Z/ (&', 95.(1)) oo (0.1, (12(0e )3y dt — Z/ G, 95 (1)) Lo 0.7, (12(0e))3) At Vg5, € L0, T, (L*())?).
et
T I T L )
|05 G5O o gzt = [ 05, 05O) o gzt e € LOT (ZH2))

Alors

2 T
252/0 <h1( ), 9ol )(t)>L°°(0,T,(L2(Q))3)dt —

2 T
252/0 (ua(€), ga(e) () L2 dt V9a € L'(0,T,(L*())°

5/0T<h§(5)a93(5)(t)>L°°(0,T,(L2(Q))3)dt —
5/OT<U3(5)793(5)(t)>L°°(0,T,(L2(Q))3)dt Vg3 € LY0,T,(L*(Q))?
Lorsque I — 0o et 0 < € < let avec la simplicité, on obtient
hl(e) — wu(e) faible * sur L>(0,T, (L*(Q))?). (3.5)
De la méme maniére on peut montrer que

hi(e) = wu(e) faible * sur L=(0,T, (H*(Q)3). (3.6)

he! — uf faible x sur L>(0, T, (H(Q%))?). (3.7)

Les mise a I’échelle précédent avec mise a 1’échelle des f© et g° devient :

5)‘2

. (3.8)

) 2
+ pe® Hhﬁ(a)‘

2
p°||h (2) H2 = pe
— £2(0¢)”

(L2(29))3
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a# (hE(8), B2 () = Sa(h (8), b1 (1)), (3.9)
Lo (v7) = 5L (v(e)), (3.10)

Ot les formules de a et L sont indépendants de €. Pour tout & tel que 1 < k < 27, En déduit

2
(LQ(Q))3>

(3.11)

iyl h,(2)(0)

N )
(€)1 .

pE /L d 2 pE <
g — — g dt = — E
P 2 Jy, ,dt = (L2(2))3 2 =

k

>o " alien

i=1

2 2

=5 (5@

(L2(Q) th(ff)(())

L2 (L2(Q))3> (3.12)

koo
S [ ettt -

=1

(a(h' (e)(tr), 1! (£)(tr)) — a(h'(£)(0), b (£)(0))) ~ (3.13)

N | —

De (3.11), (3.12) et (3.13)), on a :

2

I OIS S CHCTCAN A EITN)

(L2 (@ (L2()?

pe? A s
) [HAOIOY
a=1

2 1
@y ia(hl(g)(o)v hl(€)(0)  (3.14)

2
c< p;Q P (LACIO) ) e () (0)
a=1

(L2 ()3

d
2

E

+> Liui(e) —u' " (e))
=1

Maintenant, on va borné la forme linéaire, continue L’ de I'inégalité

Etant donné que
u'(e) —u' "N e) = h(e)(ti) — B (e)(timn),

on obtient i

k
Y Li(ui(e) —u'=He)) = Y LI( A (e)(t:) — Bl (e)(tim1)),

i=1 =1

k

-y [( L1t o - nee]ar+ [ g e - w ) dr}

=1 -

k—1
= /Q [Z(f" — [TOR () (t) + £F B (o) (tk) — £ hf(s)(O)] dz.

=1
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k—1
/F [; g = g R E) () + " 1 () (t) — ¢ hf(g)(o)] dr, (3.15)
tel que
”fiH(LQ(Q))3 = tes[‘é%] €ss ||f(t)H(L2(Q))3 = Hf||Loo(o,T,[L2(Q)]3) ) (3.16)
et
177 =77 e S A Hf (3.17)

Lo°(0,T,[L2()]3)

On peut borné le terme de g sur I'_ de le méme fagons. Aprés 'applique de Cauchy-Schwartz et

I'utilise de (3.16)), (3.17) la formule (3.15)) devient :

k
D Liu'(e) —uH(e))
i=1

I I
+ HfHLOO(O,T,[LQ(Q)P) <Hh (5)(tk)H(L2(Q))3 - Hh (€>(O)H(L2(Q))3> .

<c|f

Atz I @)l

Lo0(0,T,[L2(2)]3 (L2(Q))3

”g”L‘X’(O T,[L2(2))3 tz HhI tZ)H (3.18)

(L2(9)3

19l Lo o7 z2 ey | 12 (€) ()] ) — ||h*(e)(0)]]

(HZ(r_))3 (H2(_)3

Ou C est une constante positive. avec les conditions initiales
h'(€)(0) = p°, h' (£)(0) = ¢". (3.19)

e (3.18) et (3.19)), I'inégalité (3.15) devient :

pE

2
) (k)]

L2(Q)

+ 0[], g + @0, B G t0)),

2
Sp€2ZHngi2(Q +qu3HL2(Q +a(p’,p").
a=1

k
+ Y LI (e)(t:) = h (&) (ti-1)), (3.20)
=1

Par conséquence on obtient I’éstimation & priori suivant :

pE

A L, 5 K
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k—1
< p2 + (3 th(g)(tk)H(H1(Q))3 + Ha Z At th(g)(tz‘)H(H1(Q))3 ) (3.21)
i=1
Ou ug, k =1,2,3,4 sont indépendent de ¢ et vérifient :

w1 constant de coércivité de la forme a, (3.22)
M2=PZHCIQHL2 +pI|CJ3HL2 +a(p”, p°). (3.23)
+ ||f” L (0,T,(L%(Q¢))3 Hp H (L2(Qe))3

19l oo 2y - IP° lez2a_ys-

#3 = FI ooy zzc@ens) + M 9N L oo (3:24)
= + A2 ||g . 2
Ha = HfH Lo°(0,T,(L2(02¢))3) 29l Lo0(0,T,(L2(T-))3) (3.25)
Sans perdre la généralité, supposons que o > 1. Alors on obtient :
k—1
[ 11 s < p2 + ps + pa Y At{[RT(E)E)]] 41 )0 - (3.26)
i=1
En utilisant le lemme de Grénwall discrétisé
Rl (e)(t < Tpa/m 3.27
p ||A' ()( k)H(Hl(Q))g < (p2 + p3)e : (3.27)

Alors aussi la suite (hl(¢)(t,)) est bornée de fagon indépendante de k et e sur L= (0, T, (H(£2))?).

Puisque la norme est semi - continue inférieurement faible, on a

.. T
@)l oo (0,7, (m1 (02))3) < hm}g% Hh*(5)<t)HLOO(O,T,(Hl(Q))B) < C. (3.28)
tel que C' indépendent de €. on conclu que :

u(e) € L0, T, V() et (&), ctia(€) € L0, T, L2()). (3.29)

Lemme 7 les sous suites u(e),euqn(g) et us(e) sont admites des limites faibles star respective-
ment sur L>(0,T, V (Q)), L>=(0, T, L*()) et L*°(0, T, L*(Q)) notée respectivement par u(0), iq (0)
et u3(0) .i.e

u(e) = u(0) faible * sur L®(0,T, V()
elia(e) — 0 faible * sur L>=(0,T, L*(Q)).
u3(g) — u3(0) faible * sur L>=(0,T, L*(Q)).
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Preuve. Puisque l'espace L>(0,T,L*(Q)) = [L'(0,T, LQ(Q))]/ et L1(0,T,L?()) est un
espace de Banach séparable, le résultat est direct voir(|8]). Notez que la limite de u(e) est
(0),en raison de P'unicité de la limite dans D'(0, T, L2()) (pour plus de détail voir([12])). m
Utilisant la continuité de la forme a°(.,.), les hypothéses et I’équivalence des normes,

nous obtenons :

leap(u(e))llgq < ¢ lleas(u(e))llg.q < e, less(u(e))lloq < e, (330)

pour tout t € [0,7]. m

3.2 Etape 2 : Les propriétés de la limite faible *
Proposition 18 : Les limites faibles u(0), k(0) vérifient :
u(0) € Vgr(2) N ?(Q), Pour tout t € [0,T]

kiap(0) = cas(u(0)), Ka3(0) = 0, r33(0) = 55;€aa(u(0)). t € [0,T]p.p

Preuve. De(3.30)), puisque la norme est semi-continue inférieur, on a :

lei; (w(O)llg g < lim inf - [les;(u(e))llg ot € 10,7, p-p. (3.31)

On conclut que e33(0) = e43(0) = 0,t € [0,T] p.p.

Puisque I_g(Q) est fermé pour la topologie faible, d’ou
) e K(Q),te[0,T]p

Alors
u(0) € L®(0, T, Vi1, (2) N K ()
On a u(e) — u(0) dans (H(2))3, donc eap(u(e)) — eqp(u(0)) dans L>®(0, T, L?(€2).
D’autre part kap(e) — kap(0) dans L(0, 7, L*(Q), puisque la limite faible est unique. On
conclut que kq5(0) = eqp(u(0)).
Pour montre que kq3(0) = 0,t € [0,7] pour tout , on peut choisit une fonction de test

o(t)(ev1,ev2,0),v4 € V() et ¢(t) € D(0,T) sur (2.42) puis on intégré de 0 a 7', on obtient :

T T T
24 ¢ = v)dt. )
p/o b(t) /Q £ uaavadazdt—l—/o b(t)a (u(s),ev)dt—/o o(t) Lev)dt (3.32)

le terme p fOT o(t) fQ e2iigevadadt quand vers 0 quand € — 0. Et par I'intégration par partie nous

obtenons pfOT 0) Jq e%tagvadzdt — 0 quand £ — 0. Rappelant que (p(t)ve € LY(0,T, L2(2))).

34



Le terme

T T
/0 ¢(t)a5(u(€),€v)dt:62/0 ¢(t)/9)\mz-(a,u)ﬁjj(5,v)+2unij(5,u)mij~(5,v)dmdt

T
= 5/ (b(t)/ Akii(e,u)egp(v) + 2ukap(e, u)eqs(v)dedt
0 Q

T
—i—/o qb(t)/ﬂ2una3(5,u)(8av3—i—(?gva)da:dt

T
—i—l/o qS(t)/Q()\mgg(s,u)+2ﬂm33(8,u))633(v)dxdt.

€

T
28/0 gzﬁ(t)/ﬂ)\/iii(s,u)egg(v)+2,u/<;a5(€,u)ea5(v)d:cdt

T
—|—/ ¢(t)/ 2ukas(e, u)O3vadrdt.
0 Q
En raison du choix de la fonction de test. Nous passons maintenant & la limite dans(3.33)) et

obtenir

e—0

T
lim qb(t)/ 2ukas(e, u)O3vadxdt = 0, Y¢ € D(0,T).
0 Q
Alors
/ 2pka3(u(0))dzvadadt = 0,t €10, T], p.p. Vv, € V(Q),
Q

Théoréme 19 soit w un domaine de R? avec bord ~ soit = wx]—1,1[ et soit p € LP(Q),p > 1
est une fonction tel que : [, pdsvde = 0 pour tout ve C°(Q) — v =0 sur y x [-1,+1]. Alors
w=0.

Preuve. voir[22], p.166. =

On déduit que kq3(u(0)) = 0, sur © au sens de distribution presque par tout ¢ € ]0,7]. Pour

preuve k33(0) = ﬁé\ueaa(u(())) on utilise la fonction test ¢(t)(0,0.%v3), 03 = 0,v3 € V() et

¢ € D(0,T) dans (2.42) puis on intégre de 0 & T, on obtient :
T T T
p/ gi)(t)/ 2iiapevadrdt + / o(t)a (u(e), ev)dt = / ¢(t)L(ev)dt. (3.33)
0 Q 0 0

le terme p fOT o(t) fQ e2iigevadadt quand vers 0 quand € — 0. Et par I'intégration par partie nous
obtenons pfOT 0) Jq e%taevadzdt — 0 quand e — 0. Rappelant que (p(t)vs € L1(0,T, L(12))).

Le terme
T T
/ o(t)a (u(e),ev)dt = 5/ o(t) / Akii(e,u)kj5(g,v) + 2ukij(e, u)Kij (e, v)dzdt.
0 0 Q
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T
=2 [ 00) [ Ara(evu)ens (o) + 2uras(e. weas(o)dade
T
te /O 6(1) /Q D ptriess (2, 1) (Duvs + Dgva)dwdt
T
+ /0 6(1) /Q (ks (6, 1) + 2p1rias (e, 1) )ess (v) dadt.
T
=< [ o) [ Anteens(o
T
+/0 gf)(t)/{z()\/{ii(e,u)+2p/{33(5,u))3303dxdt

T
+6/ qb(t)/ 2uka3(g, u)Oqusdxdt.
0 Q

En raison du choix de la fonction de test. Nous passons maintenant a la limite dans(3.33) et

obtenir
/()\/ﬁi(o) + 2uk33(0))O3vsdxdt = 0,t €]0,T], p.p Vv, € V(Q).
Q
D’ou :
33(0) = ——2—eaa(u(0))
33 )\+2,U, ao .
™

3.3 Etape 3 : Caractérisation de la limite faible *

Proposition 20 : La suite (033(c)) vérifie :
o33(e) — 033(0) faible x sur L>°(0,T, H=2(w)), vérifie avec u(0), l’inégalité :

(033(0),u3(0)) < lim(o33(¢e), us(e)) sur L>=(0,T).

e—0

Preuve. on rappel que parmi les inconnues du probléme est la contrainte de contact o33(¢)
sur I'y. Maintenant, on montre que cette quantité a également limite faible lorsque e tend vers
Z€10.

Puisque () — 03(0) sur L®(0,T, L2(Q)) faible * et ¢uvs € L*(0,T, L*(Q)) alors

/ /u3 vgdx—>/ /U3 (t)vsdr = — / /U3 (t)vsdex.

De(2.42)), on obtient pour tout v € Vi (2) et ¢ € D(0,T)

T T T
/0 o(t){os3(e), v3)dt = —/0 ¢(t>L(0)dt+P/0 o(t)(iiz(e), v3)dt

T T
2 . €
+e p/o ¢(t)<ua(€),va>dt—|—/0 o(t)a (u(e), v)dt.
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quand ¢ tend vers 0, on obtient pour tout v € V() et ¢ € D(0,T)

T T
/0 (1) (053(2), v3)dt — /O $(1)a (w(0), v) — L(v) + pliis(0), vs)dt.

Alors
(033(€),v3) — a2(u(0),v) — L(v) + p(iiz(0),v3) sur D'(0,T).

Tel que

2

a(u(0),v) = /Qaaﬁ(o)aﬁvadxvaaﬁ(o) = Neyy (u(0))dap + 2ueqp(u(0)), A" = Nt 2

0

L’application vz — ai(u(0),v) — L(v) + p(ii3(0),vs) définie une forme linéaire continue dans

HE(w).

Alors la suite o33(¢) admet une limite faible star dans L>°(0, T, H ~%(w)) notée par o33(0) qui

vérifie I’équation :
pliiz(0),v3) + a2(u(0),v) = L(v) + (033(0),v3), Vv € Vi1(),t €]0,T] p.p.
de (.34), on déduit que o33(0) vérifie avec u(0) I'équation :
pliiz(0), u(0)) + af(u(0), u(0)) = L(u(0)) + (033(0),u3(0)), ¢ €10, T[p.p -
on montre maintenant que
(033(0),v3 — u3(0)) > 0,Vvz € (),t €]0,T[ p.p.
Pour ce faire, nous devons vérifier que

(033(0),u3(0)) < 21_1}(1](033(5)#3(5)%15 €]0,T[ p.p -

Puis laisser € tend vers 0, d’ ou (3.36). On a
1£(0)[1% = a2(u(0),u(0)).
Out €0, T[p.p.

(033(0),u3(0)) = [Ix(0)|I% — L(u(0)) + p(ii3(0), u3(0).)

Hmsil;g(llﬁ(éf)lli — L(u(e)) + piiz(€), us(e)))-

IN

IA

tim inf (0 (<), (<)),

IN

lim (o33(e), us ()
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En effet, d’aprés uz(e) converge faible star vers ug(0) sur H¢ (€2) pour tout ¢ € ]0, T[ alors converge
fortement sur L%(2) et iiz(e)converge faible star vers ii3(0) dans ® (0, T, (L?(QF)) presque par
tout ¢ € ]0, 7| puis, on a la preuve de a partir de(3.36). Pour les conditions initiales, u(0)
vérifies uj—q(0) = p(0), U= (0) = ¢(0). =
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Conclusion

Dans ce travail, on vient d’appliquer deux méthodes, la méthode des développements asymp-
totiques formels et la méthode de convergence d’un probléme de contact unilatéral sans frotte-
ment d’une plaque mince contre un obstacle rigide. On a trouvé le méme résultat obtenue par
Paumier.i.e, que le probléme tridimensionnel sans frottement tend vers un probléme bidimen-
sionnel sans frottement, aussi on remarque que la solution (u’,¢°) du probleme (PY;.V) est
également une solution de probléme (Pg,(0).V) mais I'unicité de la solution n’est pas garanti,

donc on peut pas conclure que (u?,0%) = (u(0),5(0)).

39



Bibliographie

1]

2]

3]

4]

[5]
(6]

7]

8]

9]

[10]

[11]

[12]

A. Capatina. Inéquations variationnelles et problémes de contact avec frottement.

10/2011,Bucuresti, ISSN 0250 3638.

A. Léger, B. Miara, Mathematical justification of the obstacle problem in the case of a

shallow shell. J. Elasticity. Vol. 90, 2008, Pages 241-257.

D. A. Chacha, A. Bensayah, Asymptotic modeling of a Coulomb frictional Signorini problem
for the von karman plates, C. R. Mécanique 336(2008), 846 — 850.

C.Eck et J. Jarusek, Existence results for the static contact problem with Coulomb friction,

math, Models Methods Appl. Sci., 8, 445-468(1998).
G. Duvaut, J.-L. Lions, les inéquation en mécanique et en physique. Dunod(1972).

G.Fichera, Problemi elastostatici con vincoli unilatérali :il problema di Signorini con ambigue

condizioni al contorno, Mem. Accad. Naz. Lincei ser., VIII(7), 91-140 (1964).

H. B. Dhia, Equilibre d’une plaque mince élastique avec contact unilatéral et frottement de

type Coulomb, C. R. Acad. Sci. Paris.Scr. I, 308 (1989) 293-296.
H. Brézis, Analyse fonctionnelle : Théorie et application, Masson, (1987).

J. C. Paumier, Contact unilat eral des structures minces : modelisation, calcul et appli-
cations. Annals of University of Craiova, Math. Comp. Sci. Ser. Volume 30, (2003), Pages
177-187.

J. Jarusek, Contact Problem with Bounded Friction :Coercive case, Czechoslovak Math. J.,

33(108), 237-261 (1983).

J.L. Lions et E. Magenes, problémes aux limites non homogénes et applications, 1,Dunod,

1968.

Quelques méthodes de résolutiondes problémes aux limites non homogénes et application,

1, Dunod 1968.

40



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

J. Nécas, J. JaruseK and J. Haslinger, On the solution of the variational inequality to the

Signorini problem with small friction, Boll. U.M.1.4(17B), 796-811 (1980).

J. Simon, Compact sets in the space Lp(0; T;B). Annali di Matematica Pura ed Applicata,
146, no 1, pages 65 - 96; (1987).

Maria Teresa Cao Rial, Problemas de contacto en elasticidad dindmica con XFEM, De-
partamento de Matematica Aplicada, Universidade de Santiago de Compostela. (2011),P
45 — 92.

M. T. Cao, P. Quintela, Existence of solutions for a dynamic Signorini’s contact problem,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006) 355-360.
M. T. C. Rial, Contacter des problémes avec élasticité dynamique XFEM,31/06/2011

N. Kikuchi, J. T. Oden, Contact problems in elasticity : a study of variational inéqualities

and finit element methods, STAM, Studies in applied mathematics, (1988).

P. G. Ciarlet, P.Destuynder : A justification of the two dimensional plate model, J. Meca-
niquel8 (1979) 315-344.

P.G.Ciarlet, Plates and Junctions in elastic multistrutures. Masson1990.

P. G. Ciarlet, Mathematical Elasticity, vol II, Theory of plates, North-Holland,
Amsterdam,(1997).

P. G. Ciarlet, Mathematical Elasticity, vol III, Theory of Shells, North-Holland,
Amsterdam,(1999).

R. Hassani, P. Hild and I[.Ionescu, Su cient conditions of non-uniqueness for the Coulomb

friction problem.Math. Meth. Appli. Sci. (2004) ; 2727 :47-67.

Y. Kato, Signorini problem with friction in linear elasticity, Japan J. Appl. Math., 4, 237-
268(1987).

41



Résumé

Le but de ce travail est de trouver un modele bidimensionnel d’un
probleme dynamique de Signorini sans frottement pour une plague
mince. A cette fin, deux méthodes asymptotiques sont élaborées, celle
des développements asymptotiques formels et I’autre une méthode de
convergence. En fin, compare les problemes obtenus.

Mots clés dynamique, Signorini, sans frottement, plagque mince.

Abstract

The aim of this work is to find a two-dimensional model of a dynamic
Signorini problem without friction in a thin plate. To this end, two
asymptotic methods are developed, the formal asymptotic expansions
and the other a method of convergence. In the end, comparing the
obtained problems.

Keywords : dynamic, Signorini, without friction, thin plate.
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