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ä ρ valeurs propres de le matrice Mondromy

ä Ck[a, b] espace fonctionnel continue dérivable k fois sur [a, ]

v



TABLE DES MATIÈRES TABLE DES MATIÈRES

ä Sp(A) l’ensemble de valeurs propres de la matrice A.

ä V ect(A) vecteur propres de valeurs propres de la matrice A.

ä EDO équation différentielle ordinaire.

vi



Introduction

Il existe un grand nombre de façons de résoudre une équation différentielle , et aucune

méthode n’est clairement supérieure à toutes les autres dans toutes les circonstances .

On trouve les équations différentielles un peu partout :

en physique (ex : pendule , équation de la chaleur , des ondes ,.....) ; en chimie ( ex :

cinétique chimique ,..........) ; en biologie ( dynamique de populations ,.....) ; en économie

( dynamique de croissance exponentielle ,.........) .

Les systèmes linéaires périodiques continus sont des systèmes linéaires décrits par des

équations différentielles ordinaires à coefficients périodiques en fonction du temps. De tels

systèmes (déterministes ou stochastiques) sont utilisés pour modéliser des phénomènes

naturels ou artificiels de type périodiques. Dans ce sens, ils revêtent un grand intérêt dans

de nombreux champs d’application. C’est le cas par exemple, de certains systèmes consi-

dérés en physique du solide [Ziegler, 19771, en mécanique céleste [Sigrist,1976] [Iswar,

19801, en optique [Elachi,1976], en aéronautique [Borri , Montegazza, 19731 [Pardoux ,

Pignol, 19851, en automatique [Meerkov, 1973,19801, en électrotechnique [Chassande, 198

11 [Lesenne 82 al, 198 11, en mécanique quantique [Barone , Narcowich, 19771. De plus,

les systèmes périodiques jouent un rôle clé dans la théorie de commande optimale pério-

dique. Celle-ci repose sur l’observation suivante : il existe de nombreux systèmes d’intérêt

pratique significatif, pour lesquels la meilleur opération est de type périodique (il peut
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être plus économique de passer périodiquement par un point de consigne que d’y rester

en permanence).

La théorie générale des équations différentielles linéaires dépendant de la variable temps

X(t) = A(t)X(t) est toujours incroyablement incomplète. Seulement pour certaines classes

de fonctions A ∈ Mn(R) avons-nous une compréhension satisfaisante du comportement

qualitatif des solutions. Historiquement, la première théorie complète pour une classe de

systèmes linéaires variables dans le temps a été initiée par Floquet en 1883 pour le cas

périodique.

Le théorème de Floquet, donne une forme canonique pour chaque solution fondamen-

tale de matrice de ce système linéaire commun. cela transforme le système périodique à

un système linéaire traditionnel avec des coefficients constants et entier.

Dans la physique du solide, le résultat analogue est connue comme théorème de Bloch.

En mathématiques, et en particulier les équations différentielles ordinaires, une matrice

de la monodromie est la matrice fondamentale d’un système d’EDO évalué à la période

des coefficients du système. Il est utilisé pour l’analyse de solutions périodiques d’EDO

dans la théorie de Floquet

Nous allons étudier dans ce mémoire les solution périodiques du systèmes différentiels

linéaire non homogène.

Dans le premier chapitre on rappelle quelques notions d’analyse fonctionnelle qui per-

mettent l’existence et l’unicité de la solution d’équations différentielles ordinaires, et un

système différentiel.

an(t)x(n)(t) + an−1(t)x(n−1)(t) + ...+ a1(t)x
′
(t) + a0(t)x(t) = g(t)

Dans le second chapitre on étudie des équations différentielles à coefficients périodiques

x
′
(t) + b(t)x = c(t) équation différentielle de prémière d’ordre

avec b et c deux fonctions réelles continues et ω− périodiques.

viii
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x′′ + a(t)x′ + b(t)x = c(t) équation différentielle de deuxième d’ordre (1)

avec a, b et c trois fonctions réelles continues et ω− périodiques, on donner et quelques

exemples sur équations différentielles linaires à coefficients périodiques d’ordre un et deux

.

Dans le troisième chapitre on étudie les systèmes différentiels linéaires homogène et

non homogène des coefficients périodiques et quelques exemples.

Les système s’écrit

X ′ = A(t)X + F (t) (2)

telle que

X ∈ Cn, A, F ∈ C(R)

A(t+ ω) = A(t), F (t+ ω) = F (t), ω > 0, t ∈ R

On utilise dans étude de système différentielle linaire à coefficients périodiques le théorème

de Floquet .

On a la question suivante :

Est ce que touts système différentiel linéaire homogène à coefficients pério-

diques admette une solution périodique ? Si elle existe Est-elle trouvé unique ?.

ix



Chapitre 1

Préliminaires

Pour étudier les système différentiels , il faut préciser dans quel espace fonctionnel on

cherche les solutions .

Nous allons passer en revue dans cette section sur les notations des fonctions utiles en

pratique, de la notion la plus faible, à la notion la plus forte .

1



1.0. CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.1 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espace C[a, b]

Définition 1.1.1 C’est l’espace continues sur [a, b], de norme ‖x‖ = maxt∈[a,b]|x(t)|.

1.1.2 Espace Ck[a, b]

Définition 1.1.2 C’est l’espace x = x(t) k fois continument dérivable sur [a, b], munide

la normé ‖x‖ =
∑k

i=0 max|xi(t)|.

1.2 Généralités sur les équations différentielles ordi-

naire linéaires et les systèmes différentiells linéaires

Équation Différentielle ordinaire

Définition 1.2.1 Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ordre n

est une relation entre la variable réelle t, une fonction inconnue t → x(t) et ses dérivées

x, x
′
, x
′′
, ..., x(n) au point t, elle est définie par :

F (t, x, x
′
, x
′′
, ..., x(n)) = 0 (1.1)

où F n’est pas indépendante de sa dernière variable x(n). On prendra t dans un intervalle

I de R (I peut être R tout entier). La solution x en général sera à valeurs dans RN ,

N ∈ N∗

2



1.2. CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.2.2 On appelle ordre d’ une EDO, d’ordre de la derivée le plusélère dans

cette équation c’est à dire F (t, x, x
′
, x
′′
) = 0 est d’ordre 2 ; F (t, x, x

′
, x
′′
, ..., x(n)) = 0 est

d’ordre n .

Exemple 1.2.1

x
′′

+ (x
′
)2 = 0 où F (t, x, x

′
, x
′′
) = x

′′
+ (x

′
)2 est une équatione d’ordre deux.

Équation différentielle linéaire

Définition 1.2.3 [1] Une EDO du type (1) d’ordre n est linéaire si elle est de la forme :

an(t)x(n)(t) + an−1(t)x(n−1)(t) + ...+ a1(t)x
′
(t) + a0(t)x(t) = g(t)

avec tous les x(i) de degré 1 et tous les coefficients dépendant au plus de t. Si g est

nulle, alors l’équation est dite homogène ou sans second membre. L’équation différentielle

an(t)x(n)(t) + an−1(t)x(n−1)(t) + ...+ a1(t)x
′
(t) + a0(t)x(t) = 0

est appelée équation différentielle homogène associée. Si aj(t), 0 ≤ j ≤ n, sont des

constantes, on parle d’équation différentielle linéaire à coefficients constants.

Exemple 1.2.2

x
′′ − 2x

′
+ x = 0

est un équation différentielle linéaire.

Notion de solution

Définition 1.2.4 Soient (x, I) et (x̃, Ĩ) deux solutions d’une même équation différentielle.

On dira que (x̃, Ĩ) est un prolongement de (x, I) si I ⊂ Ĩ et x̃\I = x.

3



1.2. CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.2.5 On appelle solution (ou intégrale) de l’EDO (1.1) toute fonction x vé-

rife l’equation différentielle (1.1) en chaque point d’intervalle [t1, t2] ⊆ I. L’intervalle

J [t1, t2] s’appelle intervalle de définition de solution x.

Définition 1.2.6

1. On appelle solution générale de l’EDO (1.1) toute fonction ψ = ψ(t, c) qui dépend d’une

constante arbitraire c et telle que pour toute valeur de c la fonction ψ vérifie identiquement

l’EDO (1.1 ) en tout point de ]t0, t1[ qui est le domaine de définition de ψ.

2. On appelle solution particulière de l’EDO (1.1) toute solution déduite de la solution

général en donnant des valeurs concrétés à la constante arbitraire c. Une solution parti-

culière s’écrit : x(t) = ψ(t, c = c0) c est un valeur, x(t) = ψ(t, c0).

Pour chaque valeur donner à c on a une solution particulière de (1.1)pour une solution

particulière trouvé on a en chaque point de ]t1, t2[ l’unicité de la solution.

3. On appelle solution singulière de l’ EDO (1.1) une fonction x = g(t) telle que cette

fonction vérifie l’EDO (1.1) et telle que en chaque point l’unicité de la solution n’a pas

lieu (c’est à dire en chaque point il y pas d’unicité de la solution).

Définition 1.2.7 Soient I1 et I2, deux intervalles sur R, tels que I1 ⊂ I2.

On dit qu’une solution (x, I1) et maximale dans I2 si et seulement si x n’admet pas de

prolongement (x̃, Ĩ) solution de l’équation différentielle telle que I1 $ Ĩ ⊂ I2 (on verra

même plus tard que I1 est nécessairement ouvert).

Définition 1.2.8 Soit un intervalle R. Une solution (x, I) est dite globale dans I si elle

est définie sur l’intervalle I tout entier.

Remarque 1.2.9 Toute solution globale est maximale, mais une solution maximale peut

tout à fait ne pas être globale.

4



1.2. CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.2.1 Quelques méthodes de résolution

Équation à variables séparées

On appelle de façon générale équation à variables séparées, toute équation de la forme

b(t)x
′
= a(t), (1.2)

Où a et b sont deux fonctions définies respectivement sur I et K, et où I et K sont des

intervalles de R.

Exemple 1.2.3 Considérons l’EDO d’ordre 1 sous sa forme normal données par :

x
′
= f(t, x)

L’idée est d’exprimer f(t, x) sous la forme g(t)h(t), où g : I → R et h : J ⊂ R→ R. Ce

qui permettra de résoudre une équation du type

x
′
= g(t)h(t).

Cas particulier : Les équations les plus simples sont de la forme

x
′
= f(t).

avec h = 1 et g(t) = f(t) pour tout t ∈ I. On suppose en outre x(t0) = x0 pour un t0 = I.

Si on suppose que f est continue sur un intervalle I ∈ R d’intérieur non vide les solution

de cette équation sont données par

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s)ds

Théorème 1.2.10 Supposons que les applications a et b continues respectivement sur I

et K, où I est un intervalle ouvert de R, et J ⊂ R, alors x = x(t)est solution de l’équation

b(x)x
′
= a(t), (1.3)

Si et seulement si :

5



1.2. CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1. x est dérivable sur I.

2. Il existe c ∈ R, constante telle que B(x(t)) = A(t) + c, pour tout t ∈ I, avec A est

une primitive de a sur J , et B est une primitive de b sur K.

Définition 1.2.11 Soit F (t, x, x
′
) = 0, où t ∈ I, I est un intervalle de R, une équation

différentielle. On dit que une équation différentielle à variables séparables si cette équation

peut s’écrire sous la forme

b(x)x
′
= a(t), pour t ∈ I, et x ∈ K ⊂ R.

Exemple 1.2.4 Soit à résoudre l’équation

y
′
= 2xy2/(1− x2)

On sépare les variables :
y
′

y2
=

2x

1− x2

En intégrant les deux membres, on obtient :∫
dy

y2
=

∫
2xdx

1− x2

où
−1

y
= − log |1− x2|+ c

;

y(log |1− x2| − c) = 1⇒ 1

y
= − log |1− x2| − c

y =
1

log |1− x2| − c

6



1.2. CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Équations différentielles linéaires

Définition 1.2.12 Une équation différentielle du premier ordre F (t, x, x′) = 0 est dite

linéaire si F linéaire est par rapport à la fonction inconnue x et par rapport à sa dérivée

x
′. Une telle équation peut toujours sous la forme

a(t)x
′
+ b(t)x = d(t). (1.4)

Dans toute la suite, on supposera que a, b et d sont continus sur un intervalle I ⊂ R.

- Cas d(t) = 0,

Il est à noter que x ≡ 0 est une solution de l’équation linéaire homogène ci-dessus. On

l’appelle solution triviale comme dans le cas des équations autonomes.

Proposition 1.2.13 L’ensemble des solution de l’équation linéaire homogène

a(t)x
′
+ b(t)x = 0.

Sur la domaine I, avec pour un certain t0 dans I tel que x(t0) = x0 est définie pour tout

t ∈ I par

x(t) = x0e

∫ t
t0
−
b(s)

a(s) , (1.5)

Proposition 1.2.14 Si une solution de l’équation linéaire homogène s’annule en au-

moins un point t0 alors elle est identiquement nulle(solution triviale).

Remarque 1.2.15 La solution x ≡ 0 sur I est appelée intégrale dégénérée de l’équation

linéaire homogène.

Proposition 1.2.16 La solution générale de l’équation

a(t)x
′
+ b(t)x = d(t),

7



1.2. CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Sur I avec pour un certain t0 dans I tel que x0(t0) = x0 est donnée par

x(t) = exp

(
−
∫ t

t0

b(s)

a(s)
ds

)(
x0 +

∫ t

t0

d(s)

a(s)
exp

(∫ s

t0

b(σ)

a(σ)
dσ

)
ds

)
. (1.6)

Remarque 1.2.17 La méthode fréquemment utilisée pour trouver une solution de l’équa-

tion non homogène est appelée méthode de variation de la constante.

Cas particulier :Formule de Duhamel

Proposition 1.2.18 Soient une fonction continue sur un intervalle I de R, α une constante

réelle et t0 ∈ I tel que x(t0) = x0.

La solution générale de l’équation scalaire

x
′
= α + f(t),

est donnée par

x(t) = x0e
α(t−t0) +

∫ t

t0

eα(t−s)f(s)ds.

où α est constante arbitraire.

Équations différentielles ordinaires non linéaire

Équations de Bernoulli

Définition 1.2.19 Une équation de Bernoulli est une équation différentielle du 1me ordre

scalaire non linéaire de la forme

x
′
+ P (t)x+Q(t)xr = 0 (1.7)

Où r ∈ R, P et Q sont deux fonctions définies et continues sur un intervalle I de R.

Théorème 1.2.20 Une fonction dérivable strictement positive (le cas où r = 1/2 par

exemple, où r ≤ 0) x sur I est solution de l’équation de Bernoulli si et seulement si

u = x1−r est une solution strictement positive de l’équation linéaire

u
′
+ (1− r)P (t)u+ (1− r)q(t) = 0 (1.8)

8



1.2. CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Exemple 1.2.5 Soit l’équation différentielle suivante :

x
′ − tx = −tx3 (1.9)

Divisons les deux membres de l’équation par x3 avec x 6= 0

x
′

x3
− t 1

x2
= −t (1.10)

Effectuons le changement de variable

1

x2
= Z,

−2x
′

x3
= z

′
.

D’où
x
′

x3
=
−1

2
z
′

Après la substitution, la dernière équation se transforme en une équation linéaire du type :

−1

2
z
′ − tz = −t

z
′
+ 2tz = 2t

dont la solution générale est :

z = 1 + ce−t
2

On en déduit l’intégrale générale de l’équation donnée de la forme :

1

y2
= 1 + ce−t

2

où

x =

√
1

1 + ce−t2

Équations de Lagrange et de Clairaut

Définition 1.2.21 On appelle équation de Lagrange toute équation du premier ordre sca-

laire non linéaire de la forme :

x = tf(x
′
) + g(x

′
). (1.11)

9



1.2. CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Où f et g sont définies, dérivables sur un certain intervalle J de R

Définition 1.2.22 On appelle équation de Clairaut toute équation de Lagrange avec

f ≡ Id (où Id est la fonction identité, c’est à dire Id(x) = x), autrement dit elle est de

la forme

x = tx
′
+ g(x

′
). (1.12)

Où g définie, dérivable sur un certain intervalle J de R.

Remarque 1.2.23 Une équation de Clairaut est un cas particulier de l’équation de La-

grange.

Proposition 1.2.24 Les seules solutions affines de l’équation de Lagrange sont les fonc-

tions de la forme :

x(t) = mt+ g(m). (1.13)

Où m est une racine de l’équation m = f(m) avec m ∈ J .

Remarque 1.2.25 Si de telles fonctions existent, alors elles sont globales sur R .

En particulier, pour tout m ∈ J les fonctions t → mt + g(m) sont les seules fonctions

affines solutions de d’équations de Clairaut et elles sont globales sur R.

Exemple 1.2.6

x = 2tx́+mx́ (1.14)

on pose x́ = m =⇒ x = 2tm+mm

dt = d(2tm+mm)

mdt = 2mdt+ 2tdm+
dm

m

m
dt

m
= 2m

dt

dm
+ 2t+

1

m

m
dt

m
+ 2dt = − 1

m

10



1.2. CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

dt

m
+

2dt

m
= − 1

m2
(1.15)

la solution de équation homogène est de le forme :

dt

dm
+

1

m2
= 0 (1.16)

t = Ke−2mm =
K

m2

t(m) =
K(m)

m2
=⇒ t́(m) =

Ḱ

m2
− 2K

m3

on remplaçant dans (1.15) on obtient :

Ḱ(m)

m2
− 2K(m)

m2
+

2K(m)

m2
= − 1

m2

Ḱ(m) = −1 =⇒ K(m) = −m+ c

donc : t(m) = (−m+c
m2 )

=⇒ x = 2m(
−m+ c

m2
) +mm = −2 +

2c

m
+mm

Équation de Ricatti

Définition 1.2.26 Une équation différentielle de Riccati est de la forme :

a(t)x′ + b(t)x = c(t)y2 + d(t) (1.17)

où a, b, c et d sont des fonctions continues de t. Pour les valeurs de t où le coefficient a(t)

ne s’annule pas, nous obtenons après division par a(t) simplification, l’équation suivante :

x′ + A(t)x = B(t)x2 + C(t). (1.18)

Si C(t) = 0, nous retrouvons un cas particulier d’équation de Bernoulli(r = 2).

Résolution

L’intégration d’une équation différentielle de Riccati nécessite la connaissance d’une

solution particulière xp de cette équation
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Le changement de fonction inconnue z(t) = x(t)− xp(t) : transforme l’équation diffé-

rentielle :

x′ + A(t)x = B(t)x2 + C(t). (1.19)

En

(z + xp)
′ + A(t)(z + xp)

2 + C(t)

z′ + A(t)z + x′p + A(t)xp = B(t)z2 + 2B(t)zxp +B(t)x2
p + C(t)

Or xp solution particulière de l’équation de Riccati vérifie :

x′p + A(t)xp = B(t)x2
p + C(t)

. Cette simplification nous conduit à l’équation de Bernoulli (r = 2)

z′ + [A(t)− 2B(t)xp]z = B(t)z2. (1.20)

On posera un nouveau changement de fonction u(t) = 1
z(t)

pour se ramener à une équation

différentielle linéaire en u(t) :

−u′ + [A(t)− 2B(t)xp]u = B(t). (1.21)

Après résolution de cette dernière équation, la solution x(t) de l’équation de Riccati sera

obtenue par :

x(t) = z(t) + xp(t)

avec z(t) = 1/u(t) et où xp(t) est donné.

Exemple 1.2.7 Soit l’équation suivante :

x
′ − x2 + 2etx =e2t + et (1.22)

x0(t) =et (1.23)

(1.24)

On posons z(t) + et = x(t) et portons dans l’équation(1.22) il vient

dz

x
= z2

12
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d’où

−1

z
= t− c

ou

z =
1

c− t

Ainsi la solution générale de l’équation (1.22) est

x = et +
1

c− t

1.2.2 Théorème De Cauchy-Lipschitz

Problème de Cauchy

Soit U un ouvert de R× Rn et f : U → Rn une fonction.

Définition 1.2.27 [7] Étant donnée une équation différentielle du premier ordre sous la

forme normale suivante :

x
′
= f(t, x)

Pour (x, x(t)) ∈ U , et un point (t0, x0) ∈ U , le problème de Cauchy correspondant consiste

à chercher des solutions x = x(t) telle que

x(t0) = x0

On note le problème de Cauchy de la façon suivante
x
′
= f(t, x)

x(t0) = x0

(1.25)

Théorème 1.2.28 [7] Supposons f : U → Rn continue sur U . Soit (t0, x0) ∈ U et une

fonction x = x(t) définie sur un intervalle ouvert I contenant t0 et à valeurs dans Kn.

Une fonction x est solution de problème de Cauchy sur I si seulement si

13



1.2. CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

• pour t ∈ I, (t, x(t)) ∈ U,

• x est continue sur I,

• pour tout t ∈ I, x(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s))ds.

1.2.3 Existence et unicité de la solution du problème (1.25)

Soit f une application définie sur un ouvert U ⊆ I×R2. Oú I est un intervalle ouvert de R.

f : U ⊆ I × R→ R

(t, x)→ f(t, x)

Théorème 1.2.29 [7](Cauchy Lischiptz)

1/ Si f est continu sur l’ensemble D ⊆ U de définie par :

D = {(t, x) ∈ I × R/|t− t0| ≤ a; |x− x0| ≤ b, (a, b) ∈ R données} .

2/ Et si f est Lipschitzienne par rapport à x sur R alors l’EDO x
′

= f(t, x) admet une

solution et une seule x = x(t) .

Cette solution est définie sur l’intervalle ferme J = [t0 − d, t0 + d] ⊆ I; d ≤ a. d donnée,

est cette solution vérifie x(t0) = x0.

C’est à dire si les conditions (1) et (2) du théorème sont vérifies alors : Il existe une

seule solution du problème de Cauchy (1.25). Cette solution x = x(t) définie sur J =

[t0 − d, t0 + d]

Remarque 1.2.30 Les conditions (1) et (2) du théorème sont des conditions suffisantes

et non nécessaires.

14
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Lemme 1.2.31 (Gronwall)[7] Soit u(t), v(t) des fonctions non négatives et continues

dans [a, b] ;C ≥ 0 une constante ; et si on a :

v(t) ≤ C +

∫ t

a

v(s)u(s)ds ∀a ≤ t ≤ b (1.26)

Alors

v(t) ≤ C exp

∫ t

a

u(s)ds ∀a ≤ t ≤ b (1.27)

en particulier, si C = 0, alors v(t) = 0.

Preuve. Voir [7](p :24)

Notions sur le calcul matriciel

Définition 1.2.32 [9]

On appelle trace d’un matrice carré A = (aij)i,j=1...n, qu’un note TrA, la somme de ses

éléments diagonaux

TrA = Σn
i=1aii

Théorème 1.2.33 [9] Pour tout opérateur linéaire A : Rn → Rn :

det eA = eTrA

Preuve. [9]

Proposition 1.2.34

a.
d

dt
etA = AetA = etAA.

b. Si AB = BA alors eA+B = eA × eB.

c. Pour toute matrice A on a (eA)−1 = e−A.

d. A−1 = 1
detA

(comA)T avec detA 6= 0

15
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Définition 1.2.35 Soit P (λ) le polynôme caractéristique de le matrice A c’est à dire il

admet les valeurs propres (λi)1<i≤n comme solutions. On a donc :

P (λ) = det(A− λI) = 0

P (λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + ...+ an−1λ+ an

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n

...
... . . . ...

an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Si A est une matrice triangularie on diagonale, alors les valeurs propres de A sont les

élément de la diagonale de A. C’est à dire si A est triangularie ou diagonale les racines

de P (λ)sont (aii)1<i≤n donc λi = aii (éléments diagonaux).

1.2.4 Systèmes différentiels linéaires

Soient I un intervalle de R, n ∈ N∗, aij : I → R, ij = 1, ..., n et fi : I → R des fonctions

continues sur I.

L’objectif est de trouver des fonction x1, ..., xn : I → R, n fonctions de classe C1 sur I

telles que 
x
′
1 = a11(t)x1 + ...+ a1n(t)xn + f1(t)

...
x
′
n = an1(t)x1 + ...+ ann(t)xn + fn(t).

(1.28)

On peut écrire ce système sous la forme matricielle suivante :

X
′
(t) = A(t)X(t) + F (t) (1.29)

Où

X(t) =

x1(t)
...

xn(t)

 , A(t) =

a11(t) · · · a1n(t)
...

...
an1(t) · · · ann(t)

 et F (t) =

f1(t)
...

fn(t)


16
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En général il peut y avoir une infinité de solutions de cette équation.

Soient t0 ∈ I et X(t0) ∈ Rn données

X(t0) =

x
0
1(t0)
...

x0
n(t0)

 =

x
0
1
...
x0
n

 , (1.30)

Le but est de trouver X solution de l’équation (1.28) satisfaisants à la condition initiale

(1.30). Autrement dit, existe-t-il X fonction dérivable définir sur I à valeurs dans Rn telle

que :

{
X
′
(t) = A(t)X(t) + F (t)

X(t0) = X0,
(1.31)

Pour tout t ∈ I.

Théorème 1.2.36 [8] Si les coefficients de A(t) sont continu, dans l’intervalle [0, t0].

Alors là existe une solution unique des problème

X ′(t) = A(t)X(t); X(0) = c (1.32)

définie dans cet intervalle [0, t0].

Preuve. Voir [8]

Systèmes homogènes

Les systèmes (1.29) est dit homogène si F = 0,

C’est à dire

X
′
(t) = A(t)X(t) (1.33)

et nous avons l’existence et l’unicité des solutions de ce systèmes dans le théorème ci-

dessus
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Rappel Les fonctions X1, X2, ..., Xn : I → Rn, sont dites indépendantes si pour tous

c1, .., cn ∈ R

On a
n∑
i=1

ciX
i(t) = 0, pour tout t ∈ I =⇒ c1 = c2 =, ...,= cn = 0.

Lemme 1.2.37 Soient X1, ..., Xn : I → Rn des solutions de (1.33), alors les trois pro-

positions sont suivantes équivalentes

1. X1, ..., Xn sont indépendantes,

2. Il existe t0 ∈ I tel que la matrice définie par :

(
X1(t0)|...|Xn(t0)

)
où inversible, X1(t0), ..., Xn(t0) soit des vecteurs colones

3. La matrice (
X1(t0)|...|Xn(t0)

)
(1.34)

est inversible pour tout t ∈ I

Notation : Le déterminaur de la matrice (1.34) est appelé Wronskien

On notera par M(t) = (X1(t0)|...|Xn(t0)) la matrice n×n qu’on appellera matrice

fondamentale du système (1.34)

Théorème 1.2.38 Soient X1, ..., Xn un système fondamental de solutions (1.34). Alors

toutes solution X de (1.33) sur de la forme

X(t) =
n∑
i=1

ciX
i(t) avec c1, ..., cn ∈ R (1.35)

Remarque 1.2.39 Si on parvient à trouver n solutions indépendantes (1.34) alors on

connait toutes les solutions de (1.32).

Mais attention, ça ne marche que parce que (1.34) est linéaire et homogène .

18
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Théorème 1.2.40 La matrice M(t) = etA =
∑

n≥0

tn

n!
est une solution fondamentale de

(1.33), Elle est donc inversible et satisfait M ′
(t) = A(t)M(t).

Systèmes différentiels linéaires non homogènes

Revenons ar système non homogène (1.29) avec F non identiquement nulle.

Théorème 1.2.41 Soient X1, ..., Xn un système fondamental de solutions du problème

homogène (1.33) et Xp une solution particulière de (1.29). Alors toute solution X de (1.29)

est de la forme :

X(t) = Xp +
n∑
i=1

ciX
i(t) avec c1, ..., cn ∈ R

Équation différentielle d’ordre n

Définition 1.2.42 [4] On appelle équation différentielle d’ordre n l’équation

x(n) = G(t, x, x
′
, x
′′
, ..., x(n−1)).

Si on considère a0, a2, ..., an−1 n fonctions continues de I dans R, on appelle équation

différentielle linéaire d’ordre n l’équation

xn + an−1(t)x(n−1) + ...+ a1(t)x+ a0(t) = 0

Réduction de l’ordre d’une equation différentielle ordinaire d’ordre n

On va donner une méthode qui transforme une EDO d’ordre n en un système différentielle

d’ordre 1.

Soit l’EDO

F (t, x, x
′
, x
′′
, ..., x(n)) = 0 (1.36)

Si (1.36) est résoluble par rapport x(n)on peut l’écrire sous la forme

x(n) = G(t, x, x
′
, x
′′
, ..., x(n−1)). (1.37)
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pour transformer (1.37) en un système différentiel d’ordre 1 , on introduit les inconnues

auxiliaires suivantes :

x(n) = G(t, x, x
′
, x
′′
, ..., x(n−1))

z
′
= G(t, z1, z2, z3, ..., z(n))

z
′
1 = z2

z
′
2 = z3

z
′
3 = z4

z
′
4 = z5

z
′
n−1 = zn
...
z
′
n = G(t, z1, z2, z3, ..., z(n))

(1.38)

Exemple 1.2.8 Soit l’équation différentielle

x
′′′

= x
′′

(1.39)

On pose

x
′
=y(t)

x
′′

=y
′
(t)

x
′′′

=y
′′
(t)

en remplaçant dans (1.39) en trouve

y
′′ − y′ =0

y
′′

y′
− 1 = 0

On pose y′ = z il vient
z
′

z
= 1⇒ dz

z
= dt
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On intégrie

ln|z| = t+ c

z =ket

y
′
=ket

y = ket + c

en retour à l’équation suivant :

x
′
(t) = c1 + c2e

t

On aura la solution d’ équation(1.39) s’écrit

x(t) = c1x+ c2e
t + c3

Exemple 1.2.9 Soit le système différentiel suivante :

 x
′
= 4x− 2y

y
′
= x+ y

(1.40)

C’est un système différentiel linéaire d’ordre 1 homogène son écrire d matricielle est :

X
′
= AX

X(t) =

x(t)

y(t)

 , A =

4 −2

1 1



Sp(A) = {2, 3} et E2(A) = V ect

1

1

, E3(A) = V ect

2

1


On a A = PDP−1 avec,

P =

1 2

1 1

 , D =

2 0

0 3
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Pour Y = P−1X, avec

X
′
= AX ⇔ Y

′
= DY ⇔ Y =

λe2t

µe3t

 avec λ, µ ∈ K

Finalement on aura :

X
′
= AX ⇔ X(t) = λ

e2t

e2t

+ µ

2e3t

e3t

 avec λ, µ ∈ K
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Chapitre 2

Équations différentielles linéaires

à coefficients périodiques

Dans ce chapitre, nous allons étudier les équations différentielles à coefficients périodiques :

nous allons commencer à étudier les EDO 1me ordre elle s’ecriruer :

x
′
(t) + b(t)x = c(t) EDO du 1 ordre

avec b et c sur deux fonctions réelles continues et ω− périodiques. Puis on étudiera les

EDO du2me ordre commue l’équation différentielle suivante :

x′′ + a(t)x′ + b(t)x = c(t) EDO du deuxième d’ordre (2.1)
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COEFFICIENTS PÉRIODIQUES CHAPITRE 2.

avec a, b et c trois fonctions réelles continues et ω− périodiques.

2.1 Les équations différentielles linéaires d’ordre 1 à

coefficients périodiques

Considérons l’équation non homogène du premier ordre suivante :

x
′
= a(t)x(t) + b(t) (2.2)

avec a, b deux fonctions réelles continues et ω− périodiques.

Exemple 2.1.1 Soit l’EDO suivante :

x
′
(t) = − cos(t)x+ cos(t) (2.3)

a(t) = − cos(t) est périodique de période 2π, b(t) = cos(t) avec x(0) = α. Déterminons la

solution de l’EDO homogène (2.3), on aura

x(t) = Ke− sin t

La solution de l’EDO non homogène de (2.3) est

x(t) = Ke− sin t

Donc

x
′
(t) = K

′
(t)e− sin t +K(t) cos te− sin t

On remplace dans (2.3), on obtient :

K
′
(t)e− sin t +K(t) cos te− sin t = cos tK(t)e− sin t + cos t

⇒ K
′
(t) = cos tesin t

⇒ K(t) = esin t + C
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⇒ x(t) = e− sin t(esin t + C)

x(t) = 1 + Ce− sin t

On a :

x(0) = α⇒ x(0) = 1 + C = α

⇒ C = α− 1

⇒ x(t) = 1 + (α− 1)e− sin t

⇒ x(t) = 1 + αe− sin t − e− sin t

On a :

Cette solutions est périodique et de période 2π

Exemple 2.1.2 Soit l’équation

x
′
(t) = − cos(t)x+ 1

,a(t) = − cos(t), b(t) = 1 ;

sont périodiques de période 2π, x(0) = x(α), α ∈ R

Donc

x(t) = e− sin t

∫ t

0

esinsds+ αe− sin t

x(2π)− x(0) =

∫ 2π

0

esin sds > 0.

On remarque que cette solution n’est pas périodique.
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2.2 Les équations différentielles linéaires d’ordre 2 à

coefficients périodiques

Soit l’ équation différentielle linéaire suivante :

x′′ + a(t)x′ + b(t)x = c(t) (2.4)

avec a, b et c trois fonctions réelles continues et ω− périodiques.

Lemme 2.2.1 [4] L’équation différentielle (2.4) admet une solution ω-périodique si et

seulement s’il existe une solution x vérifiant la condition de périodicité :

x(ω) = x(0) x′(ω) = x′(0) (2.5)

Preuve. [4]

• Sens nécessaire : il est évident que si x est une solution ω−périodique alors x est au

moins de classe C2 et on a (2.5).

• Sens suffisant : supposons que x est une solution vérifiant (2.5). Alors x vérifie le

problème de Cauchy . {
x′′(t) + a(t)x′(t) + b(t)x(t) = c(t)

x(0) = α, x′(0) = β.

on pose y telle que : y(t) = x(t+ ω).

y vérifie alors le problème de Cauchy suivant :

{
y′′(t) + a(t+ ω)y′(t) + b(t+ ω)y(t) = c(t+ ω)

y(0) = α, y′(0) = β.

comme a, b et ,c sont des fonctions ω−périodiques , on obtient exactement le même pro-

blème de Cauchy pour x et y , donc par unicité des solutions , on a que x est une solution

ω−périodique de (2.4).
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Théorème 2.2.2 [4] Considérons une équation du type (2.4) .

L’équation homogène associée s’écrit alors : sous la forme :

x′′ + a(t)x′ + b(t)x = 0 (2.6)

Alors (2.4) admet une solution ω-périodique pour toute fonction c(t) si et seulement

si (2.6) n’en a pas .

Preuve. [4] Considérons maintenant l’équation homogène (2.6). On détermine (x1, x2)

une base de solutions de (2.6) elle telle que :

x1(0) = 1 x
′

1(0) = 0

x2(0) = 0 x
′

2(0) = 1

.

La solution x̃ de l’équation (2.6) vérifiant x̃(0) = A et x̃′ = B s’écrit alors :

x̃(t) = Ax1(t) +Bx2(t) ∀t ∈ R

. De là, par la méthode de la variation des constantes, on en déduit la solution x de (2.4)

avec x(0) = A et x′(0) = B :

x(t) = Ax1(t) +Bx2(t)− x1(t)

∫ t

0

c(u)x2(u)

W (x1, x2)(u)
du+ x2(t)

∫ t

0

c(u)x1(u)

W (x1, x2)(u)
du

oú W (x1, x2) est le Wronskien de x1, x2 au point t. On injecte cette expression dans la

condition de périodicité :

x(0) = x(ω)

x(0) = Ax1(0) +Bx2(0)− x1(0)

∫ 0

0

c(u)x2(u)

W (x1, x2)(u)
du+ x2(0)

∫ 0

0

c(u)x1(u)

W (x1, x2)(u)
du

= A

x(ω) = Ax1(ω) +Bx2(ω)− x1(ω)

∫ ω

0

c(u)x2(u)

W (x1, x2)(u)
du+ x2(ω)

∫ ω

0

c(u)x1(u)

W (x1, x2)(u)
du

= Ax1(ω) +Bx2(ω) + C1
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alors

A = Ax1(ω) +Bx2(ω) + C1

. et pour la dérivée, on obtient de la même manière ce qui suit :

x
′
(0) = x

′
(ω)

B = Ax
′

1(ω) +Bx
′

2(ω) + C2

où C1, C2 sont les termes intégraux dépendants de c(t) pris en ω. Donc, de (2.5), on déduit

le système suivant sur A et B :

(1− x1(ω))A− x2(ω)B =C1

−x′1(ω)A+ (1− x′(ω))B =C2

On obtient un unique vecteur
(
A
B

)
, solution du système si et seulement si la matrice :

P =

(
(1− x1(ω)) −x2(ω)
−x′1(ω) (1− x′(ω))

)
, est inversible et donc on obtiendrait une unique solution périodique pour (2.4). Or on

est en dimension finie, donc cela équivaut à l’injectivité de la matrice, ie :

P

(
A
B

)
= 0, ⇒

(
A
B

)
=

(
0
0

)
,

Par conséquent, cela revient à montrer que P est injective si et seulement si les fonc-

tions x1, x2 ne sont pas ω-périodiques.

- On montre le sens nécessaire : supposons que P est injective. Alors une solution x de

(2.4) est périodique si et seulement si A = 0 et B = 0, ce qui revient à dire que x̃ est

périodique si et seulement si c’est la fonction nulle. On en déduit que x1 et x2 ne sont

périodiques.

- Montrons le sens suffisant par contra posée : supposons que P n’est pas injective. Alors

il existe un vecteur
(
A
B

)
non nul tel que

(1− x1(ω))A− x2(ω)B =0

−x′1(ω)A+ (1− x′2(ω))B =0
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Ainsi, on obtient une solution x̃ de (2.6) qui serait périodique :

x̃(t) = Ax1(t) +Bx2(t) ∀t ∈ R

A et B étant des constantes, on a clairement qu’il est nécessaire et suffisant que x1 ou x2

est périodique.

Remarque 2.2.3 [4] Ce théorème est un théorème d’unicité : pour toute fonction c(t)

il existe une solution périodique . Par conséquent, on obtient un unique vecteur solutionA
B

 donnant une unique solution périodique pour (2.4) si et seulement si x1 et x2 ne

sont pas ω-périodiques.

Théorème 2.2.4 [4] on suppose que a(t) = 0 ∀t ∈ R . Donc l’équation (2.4) s’écrit :

x′′(t) + b(t)x(t) = c(t) (2.7)

ou b et c sont des fonctions ω−périodiques .

Alors ,(2.7) admet une solution périodique si et seulement si on a :∫ ω

0

Φ(u)c(u)du = 0

pour tout solution périodique Φ de l’équation homogène à (2.7).

Preuve. Voir [4]

Exemple 2.2.1 Soit l’équation d’ordre 2 suivant de période ω = 2π

x
′′
(t) + x(t) = 1 (2.8)

la solution de l’équation (2.8) homogène s’écrit

x(t) = A cos(t) +B sin(t)
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la solution de l’équation non homogène s’écrit

x(t) = A cos(t) +B sin(t) +
t

2
sin(t)

il existe une solution périodique de l’équation non homogène si et seulement si :∫ 2π

0

(A cos(t) +B sin(t))dt = 0

Alors l’équation (2.8)admet un solution périodique.

Exemple 2.2.2 On considère l’équation différentielle suivante :

x
′′
(t) + n2x(t) = c(t) (2.9)

où n est un entier non nul et c une fonction 2π-périodique. Montrons que (2.9) admet

une solution périodique si et seulement si on a :∫ 2π

0

c(u) cos(nu)du =

∫ 2π

0

c(u) sin(nu)du = 0

*Sens direct : Déterminons d’abord les solutions de l’équation homogène associée à (2.9).

On cherche en effet x1, x2 vérifiant

x1(0) = 1, x
′
(0) = 0; x2(0) = 0 x

′

2(0) = 1

On considère le polynôme caractéristique de l’équation homogène dont on a une racine

réelle double n. De là, on obtient les solutions x1, x2 qui satisfont :

- Pour x1

x1(t) = A1 cos(nt) +B1 sin(nt)

x1(0) = 1

x
′

1(0) = 0
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d’où x1(t) = cos(nt).

-Pour x2

x2(t) = A2 cos(nt) +B2 sin(nt)

x2(0) = 0

x
′

2(0) = 1

d’où x2(t) = sin(nt).

Donc on obtient la base fondamentale de solutions (cos(nt), sin(nt)) dont le Wronskien en

tout point est

W (cos(nt), sin(nt) =

 cos(nt) sin(nt)

−n sin(nt) n cos(nt)

 = n cos2(nt) + n sin2(nt) = n 6= 0.

Maintenant, revenons à l’équation (2.9). Soit x une solution périodique de (2.9). Il existe

deux réels A et B tels que

x(t) = A cos(nt)+B sin(nt)−cos(nt)

∫ 2π

0

c(u) sin(nu)

W (cos(nu), sin(nu)
du+sin(nt)

∫ 2π

0

c(u) cos(nu)

W (cos(nu), sin(nu)
du

x étant 2π-périodique,elle vérifie la condition de périodicité et on a alors le système :

x(0) = x(2π)

A cos(n0) +B sin(n0)− cos(n0)

∫ 0

0

c(u) sin(nu)

n
du+ sin(n0)

∫ 0

0

c(u) cos(nu)

n
du

= A cos(2nπ) +B sin(2nπ)− cos(2nπ)

∫ 2π

0

c(u) sin(nu)

n
du+ sin(2nπ)

∫ 2π

0

c(u) cos(nu)

n
du

A = A+

∫ 2π

0

c(u) sin(nu)

n
du

De la manier on a :

et on fait la même chose pour

x
′
(t) = −n sin(nt) + n cos(nt) + n sin(nt)

∫ t

0

c(u) cos(nu)

W (cos(nu), sin(nu)
du

+n cos(nt)

∫ t

0

c(u) sin(nu)

W (cos(nu), sin(nu)
du
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x
′
(0) = x

′
(2π)

nB = nB + n

∫ 2π

0

c(u) cos(nu)

n
du

Donc on a les égalités suivantes :

n

∫ 2π

0

c(u) cos(nu)

n
du = 0, et

∫ 2π

0

c(u) sin(nu)

n
du = 0

On en déduit que :∫ 2π

0

c(u) cos(nu)du = 0, et
1

n

∫ 2π

0

c(u) sin(nu)du = 0

d’où le résultat attendu pour

b(t) = n2

** Sens réciproque :

On suppose que pour toute fonction c 2π-périodique, on a :∫ 2π

0

c(u) cos(nu)du =

∫ 2π

0

c(u) sin(nu)du = 0

On reprend ce qu’on a déjà fait dans le sens direct. Si x est une solution de (2.9) pour

une certaine fonction c , alors elle s’écrit sous la forme :

x(t) = A cos(nt) +B sin(nt)− cos(nt)

∫ t

0

c(u) sin(nu)

n
du+ sin(nt)

∫ t

0

c(u) cos(nu)

n
du

On a donc facilement que

x(0) = A, x
′
(0) = nB

x(2π) = A, x
′
(2π) = nB

car les termes intégraux sont nuls. Donc x vérifie la condition de périodicité et est solution

de (2.9), c’est-à-dire que x est 2π-périodique.
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Chapitre 3

Systèmes différentiels linéaires à

coefficients périodique

Dans ce chapitre nous allons étudier les systèmes différentiels linéaires à coefficients pé-

riodiques. Soit de système non homogène suivant :

X ′ = A(t)X + F (t) un système non homogène (3.1)

tel que

X ∈ Cn, A, F ∈ C(R)

A(t+ ω) = A(t), F (t+ ω) = F (t), ω > 0, t ∈ R
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PÉRIODIQUES CHAPITRE 3.

Si F (t) ≡ 0 alors le système est homogène

3.1 Systèmes différentiels linéaires homogènes à coef-

ficients périodiques

Dans le cas des systèmes à coefficients périodiques . L’équation considérée s’écrit

donc :

X ′ = A(t)X (3.2)

Où A est une matrice n× n de fonctions continues sur R à valeurs dans C telle que :

A(t+ ω) = A(t) ∀t ∈ R (3.3)

Le nombre ω ∈ R est appelle période de A. Bien que ces systèmes ne puissent pas être

résolus explicitement, comme dans le cas où A est une matrice constante, on peut trouver

une représentation pour la solution générale de (3.2) qui est de temps en temps utile.

Définition 3.1.1 [5] Soit Φ(t) une matrice fondamentale du (3.2), alors il existe une

matrice constante M ∈ Cn×n unique telle que

Φ(t+ ω) = Φ(t), t ∈ R

. La matrice M = Φ−1(t0)Φ(t) est appelle matrice de Monodromie. Les matrices sont sem-

blables ayant les mêmes valeurs propres, λ1, λ2, ..., λn appelées multiplicateurs de Floquet.

Théorème 3.1.2 [4] Soit Φ la matrice fondamentale de solutions de (3.2) .

Alors Ψ est ω-périodique et vérifie :

Ψ(t) = Φ(t+ ω) ∀t ∈ R (3.4)

Alors Φ(t+ω) est aussi une matrice fondamentale de solutions pour le système (3.2).

De plus, pour toute matrice fondamental Φ ;
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on peut associer une matrice inversible ω- périodique P , et une matrice constante R,

telles que :

Φ(t) = P (t)etR ∀t ∈ R (3.5)

Démonstration de ( 3.4 )

Soit Φ une matrice fondamentale de solutions pour (3.2). On a :

Φ
′
(t) = A(t)Φ(t) ∀t ∈ R

Soit Ψ une matrice telle que

Ψ(t) = Φ(t+ ω) ∀t ∈ R

d’où

Ψ
′
(t) =Φ

′
(t+ ω) ∀t ∈ R

=A(t+ ω)Φ(t+ ω)

=A(t)Ψ(t) ∀t ∈ R

car A est ω-périodique. Donc Ψ vérifie l’équation (3.2). De plus, comme Φ est une matrice

fondamentale de solutions, son déterminant est non nul :

detΦ(t) 6= 0

detΦ(t+ ω) 6= 0

Par conséquent, Ψ est inversible et vérifie (3.2). C’est une matrice fondamentale de

solutions de (3.2).
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Proposition 3.1.3 [5]

Quelques propriétés des matrices fondamentales de solution systèmes(3.2).

1) Si Φ(t) est une matrice fondamentale, alors Φ(t + ω) est également une matrice fon-

damentale. En effet, par la condition nous avons

dΦ(t)

dt
= A(t)Φ(t) ∀t ∈ R (3.6)

Posons t = t+ ω de cette identité, nous obtenons

dΦ(t+ ω)

dt
= A(t+ ω)Φ(t+ ω) = A(t)Φ(t+ ω) ∀t ∈ R (3.7)

2) Quand l’argument est augmenté par la période, la matrice fondamentale acquiert un

facteur non singulier de matrice du côté droit. Puisque les matrices Φ(t) et Φ(t+ω) sont

fondamentales, là existe une non singulieres matrice M tells que

Φ(t+ ω) = Φ(t)M

3) Les matrices M correspond à de diverses matrices fondamentales semblables. Soit Φ(t)

et Φ1(t) deux matrices fondamentales. Il existe alors une matrice non singuliere C tels

que Φ1(t) = Φ(t)C. ainsi,

Φ1(t+ ω) = Φ(t+ ω)C = Φ(t)MC = Φ(t)CC−1pC = Φ1(t)M

Définition 3.1.4 [5] Les valeurs propres de la matrice de Monodromy s’appellent les

multiplicateurs du système (3.2).

L’équation

det(M − ρE) = 0

définissant les multiplicateurs, s’appelle caractéristique. Il découle de la dernière égalité et

de la formule d’Ostrogradskii-Liouville suivante

det Φ(t) = det Φ(t0) exp

∫ t

t0

trA(u)du t, t0 ∈ I
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qui le produit des multiplicateurs est de la forme :

detM = exp

∫ ω

0

trA(u)du,

c-à-d, aucun multiplicateur n’est nul. Les multiplicateurs ne changent pas si le système

est soumis à un ω-périodique non singulier transformation ψ = S(t)Φ. En effet, parce que

les matrices fondamentales Φ(t) et Ψ(t) que nous avons verifie

Ψ(t+ ω) = S(t+ ω)Φ(t+ ω) = S(t)Φ(t)M = Ψ(t)M

. L’origine du multiplicateur de limite, c-à-dire, un facteur, est clarifiée par le rapport

suivant.

Théorème 3.1.5 [5] Un nombre ρ est un multiplicateur du système (3.2) si et seulement

si il existe un X(t) non trivial de solution de ce système tels que

X(t+ ω) = ρX(t) (3.8)

Définition 3.1.6 [5] Une identité satisfaisante de X(t) de solution (3.8) s’appelle nor-

male.

Preuve. [5]

Nécessité :

Soit ρ est un multiplicateur du système (3.2), c-à-d, soit ρ une valeur propre de la matrice

de Monodromy Φ(ω), où Φ(t) = expA(t). Le vecteur propre v correspondant à ce ρ

satisfait la condition Φ(ω)v = ρv. montrons que X(t) = Φ(t)v de solution est exigé. En

effet,

X(t+ ω) = Φ(t+ ω)v = Φ(t)Φ(ω)v = Φ(t)ρv = ρX(t)

Suffisance :

Prouvons que le nombre de l’identité (3.8) est un multiplicateur. Pour la solution X(t)

satisfaisant (3.8) on a :

X(ω) = ρX(0), pour t = 0
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Récrivons cette solution comme X(t) = Φ(t)X(0) ; ceci implique

x(ρ) = X(ω)x(0) pour t = ω

De ces deux égalités il découle :

Φ(ω)X(0) = ρX(0)

Comme ‖X(0)‖6= 0, nous obtenons det[Φ(ω)− ρE] = 0, c-à-d, ρ est un multiplicateur.

Corollaire 3.1.7 [5] Le système (3.2) a une solution ω-périodique si et seulement si une

de ses multiplicateurs est égal à l’unité. Au multiplicateur ρ = −1 correspond une anti

périodique solution X(t+ ω) = −X(t) de la période 2ω.

Remarque 3.1.8 [5](Sur la structure d’une solution normale)

On conserve réglés ρ = eλω et on récrit une solution normale de la forme

X(t) = eλtϕ(t). Nous montrons que le ϕ(t+ ω) = ϕ(t).

En effet,

ϕ(t+ ω) =e−i(t+ω)X(t+ ω)

=e−i(t+ω)ρX(t)

=e−i(t+ω)eλωeitϕ(t)

=ϕ(t)

Avant le passage à l’étude de la structure de la matrice fondamentale du système (3.2),

nous présentons la notion du logarithme d’une matrice.

Définition 3.1.9 [5] Si l’égalité

eΨ = Φ

est valide pour deux matrices carrées Φ et Ψ, alors la matrice Ψ s’appelle le logarithme

de la matrice Φ et est dénotée par Ψ = log Φ.
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Théorème 3.1.10 [2] Le système (3.2) peut être représenté ce la forme

Φ(t) = l(t)eΛt (3.9)

telle que Λ = 1
ω

log Φ(ω) et l(t+ ω) = l(t)

Preuve. Nous avons l’identité suivante :

Φ(t) = Φ(t)e−ΛteΛt = l(t)eΛt

Vérifions que la matrice (l(t)) est ω-périodique :

l(t+ ω) = Φ(t+ ω)e−Λ(t+ω) = Φ(t)Φ(ω)e−Λωe−Λt = Φ(t)e−Λt = l(t)

Corollaire 3.1.11 [2] Le système (3.2)possède une solution non nulle de période ω si et

seulement si il existe une valeur propre λ de la matrice Φ(ω) avec λ = 1.

3.2 Systèmes différentiels linéaires Non homogènes à

coefficients périodiques

Naturellement, pour la périodicité dans les systèmes non homogènes linéaires de t

X ′ = A(t)X + F (t) (3.10)

telle que

X ∈ Cn, A, F ∈ C(R)

A(t+ ω) = A(t), F (t+ ω) = F (t), ω > 0, t ∈ R

Lemme 3.2.1 [5]

Une solution X(t) de solution de système (3.10) est ω-périodique si et seulement si

X(0) = X(ω)
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Preuve. Voir ([5] ; p :20)

Théorème 3.2.2 [5] On considérer ω-périodique homogène linéaire (3.2) ayant k ≤ n

solutions ω-périodiques linéairement indépendantes (ϕ1(t), ϕ2(t), ..., ϕn(t)) telle que

1)Le système adjoint

z′ = −A∗(t)z (3.11)

a également des solutions ω-périodiques indépendantes linéairement de k, χ1(t), χ2(t), ..., χk(t).

2) Le système non homogènes correspondant (3.10) a les solutions ω-périodiques si et

seulement si l’orthogonalité conditionne suivante a lieu c’est à dire les équation∫ ω

0

(χs(t), f(t))dt = 0 s = 1, ..., k (3.12)

sont satisfaits et dans ce cas-ci la forme ω-périodique de solutions est une famille k-

paramétrique.

Preuve. (Voir [5] ;p :22)

Théorème 3.2.3 Si un système linéaire non homogènes à ω-périodique a pour solution

délimitée X(t) pour t ≥ 0, alors il admet solution a également une solution ω-périodique.

Preuve. (Voir [5] ;p :23)

Théorème 3.2.4 ([2]) Si le système homogène (3.2) n’a pas de solution ω-périodique,

c’est-à-dire toutes les valeurs propres de la matrice Φ(ω) sont différentes de 1, alors le

système non homogène (3.10) a est une unique solution périodique de période ω.

Théorème 3.2.5 [5] Si un système homogène linéaire (3.2) n’a aucun ω-périodique et

non trivial les solutions, alors le système non homogènes correspondant (3.10) a l’unique

ω-périodique solution.

40



3.2. SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS LINÉAIRES NON HOMOGÈNES À
COEFFICIENTS PÉRIODIQUES CHAPITRE 3.

Preuve. (Voir [5] ;p :21) Soit Φ(t) est une matrice fondamentale du système (3.2) et

Φ(0) = E, on a :

X(t) = Φ(t)[X(0) +

∫ t

0

Φ−1(τ)F (τ)dτ ] (3.13)

Si la solution X(t) est périodique de période ω, on a

X(t+ ω) = X(t) ∀t ∈ R (3.14)

d’où

X(ω) = X(0) (3.15)

Réciproquement, on va montre que la relation (3.15) entraîre la périodicité de la solution

X(t) de période ω. On a deux solutions du système (3.10) X(t) et X(t + ω). Avec les

mêmes valeurs initiales pour t = 0, en vertu de (3.15) . Grâce à l’unicité on a X(t) =

X(t+ω), ∀t ∈ R. Ainsi la relation (3.15), est une condition nécessaire et suffisante de

la périodicité d’une solution du système (3.10). On vertu de la formule (3.13), il découle

de (3.15), la relation :

Φ(ω)X(0) + Φ(ω)[

∫ ω

0

Φ−1(τ)F (τ)dτ ] = X(0) (3.16)

On bien la suivante :

[Φ(ω)− E]X(0) = −Φ(ω)[

∫ ω

0

Φ1(τ)F (τ)dτ ]. (3.17)

Par hypothèse, toutes les valeurs propres de la matrice Φ(ω) sont différentes de 1, d’où

det(Φ(ω)− E) 6= 0.

Il existe solution unique X(t) par la formule :

X(0) = −(Φ(ω)− E)−1Φ(ω)

∫ ω

0

Φ(τ)−1F (τ)dτ (3.18)

D’où, il existe une unique solution périodique de période ω pour le système (3.10) donnée

par les formules (3.13) et (3.18)
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Exemple 3.2.1 On considérer un oscillateur linéaire obligatoire modélisé par le système

linéaire suivante :

X
′
(t) =

 0 1

−1 0

X(t) +

 0

sinωt

 ; X(0) =

0

0


Deux solutions indépendantes sont

X1(t) =

sin t

cos t

 , X2(t) =

 cos t

− sin t

 .

Le matrice fondamentale du système est donnée par :

Φ(t) =

sin t cos t

cos t − sin t

 .

Alors la matrice de Mondromy s’écrit :

Φ(ω) = Φ−1(t)Φ(t)

Φ−1(t) =

sin t cos t

cos t − sin t



Φ(ω) =

sin t cos t

cos t − sin t


sin t cos t

cos t − sin t

 =

1 0

0 1


1 est clair qu’ une valeurs propre de la matrice Mondromy est un multiplicateur du sys-

tème :

X(t) = Φ(ω)X(t0) +

∫ t

t0

Φ(t)Φ−1(s)F (s)ds
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X(t) =

1 0

0 1

X(0) +

∫ t

0

sin t cos t

cos t − sin t


sin s cos s

cos s − sin s


 0

sin(ωs)

 ds

=

1 0

0 1

X(0) +

∫ t

0

 cos(t− s) sin(t− s)

− sin(t− s) cos(t− s)


 0

sin(ωs)

 ds

=

1 0

0 1

X(0) +

∫ t

0

sin(t− s) sin(ωs)

cos(t− s) sin(ωs)

 ds

=

1 0

0 1

X(0) +
1

ω2 − 1

ω sin t− sin(ωt)

ω cos t− cos(ωt)


en prend ω = 2π alors on aura

X(t) =

1 0

0 1

X(0) +
1

4π2 − 1

 2π sin t

2π cos t− 1


Alors

X(t) =
1

4π2 − 1

 2π sin t

2π cos t− 1



X(t+ 2π) =
1

4π2 − 1

 2π sin(t+ 2π)

2π cos(t+ 2π)− 1

 =
1

4π2 − 1

 2π sin t

2π cos t− 1

 = X(t)

Exemple 3.2.2 Soit le système différentiel suivant

X
′
=


1 + cos(t)

2+sin(t)
0

1 −1

X +

 0

sin(wt)

 X(0) =

0

0

 . (3.19)

la solution du système homogène s’écrit :

X1(t) =

 et(2 + sin(t))

et(1 + 2 sin(t)−cos(t)
5

)

 , X2(t) =

 0

e−t
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Donc la matrice fondamental s’écrit

Φ(t) =

 et(2 + sin(t)) 0

et(1 + 2 sin(t)−cos(t)
5

) e−t


le déterminent de la matrice Φ est det Φ(t) = 2 + sin(t)

Φ−1(t) =

 et

(2+sin(t))
0

et(1+
2 sin(t)−cos(t)

5
)

2+sin(t)
et


Donc

X(t) = Φ(t)X(0) +

∫ t

0

Φ−1(s)F (s)ds

X(t) = Φ(t)X(0) +

∫ t

0

 es

(2+sin(s))
0

es(1+
2 sin(s)−cos(s)

5
)

2+sin(s)
es


 0

sin(ws)

 ds

X(t) =

∫ t

0

 0

es sin(ws)

 ds =
1

w2 + 1

 0

et(sin(wt)− w cos(wt)


alors

X(t+2π) =
1

w2 + 1

 0

e2π(sin(2wπ)− wcos(2wπ))

 = e2π 1

w2 + 1

 0

sin(wt)− cos(wt)

 = e2πX(t)

Donc la solution est 2π−périodique.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié des systèmes différentiels linéaires homogène et non

homogènes d’ordre 1 et 2 à coefficients périodiques.

Pour ceci nous avons utilisé la méthode décrite par de théorème du Floquet .

Dans le dernier Système différentiel linéaire homogène à coefficients périodiques il n’est

pas toujours possible de trouver des solution périodique et qu’il n’y a pas un seul dans ce

cas.
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