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NOTATIONS

» K : Corps.

» Q, : le corps de nombre p-adique.
» (X, d) : espace métrique.

)(X , ci) : espace métrique complet.
» (', : 'ensemble de suite de Cauchy.
> .(xn)neN : suite de Cauchy.

» 1 : la classe d’équivalence.

» || : valeur absolue sur K.

» || : valeur absolue archimédienne.
» ||, : valeur absolue p-adique.

» d) : la distance induite sur K.

» 7, : I'ensemble des entier p-adique.
» € : 'ensemble des suite de Cauchy dans Q, ||,.
» 1 : les sous ensemble de G.

» 9 : idéal de 6.

» A : sous groupe de Z".



INTRODUCTION

Soit P(x,y, z) € Z[z,y,y| homogéne.
Si P(z,y,z) = 0 possédé des solutions non toutes nulle dans Z alors elle
possédé des solutions mod p™ pour tout p premier et tout n € N .Pour
montrer qu’elle n’a pas de solutions dans Q il suffit de montrer qu’elle n’a pas

de solution modp™ pour un p et un n.

Plus généralement pour une équation définie sur Z une premiére approche
de est regarder si elle n’a pas de solution mod p; si elle en a de a des solutions
mod p on étudier a ’équation mod p?, mod p*, mod p?,... .

C’est pour traiter tous ces cas d’un seul coup que Hansel introduit les entiers
p-adiques(Z,).Un élément x de Z, est une suite d’entier (ag)x tel que 0 <
ap < pf —1 et tel que

Yk >0, 041 = ay (p5)

c’est a dire

De méme si le probléme est posé sur QQ, on travaillera sur les nombres

p-adiques Q = Fra(Z,)
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Bien que définir Q, comme étant le corps des fractions de Z, et comme Z,,

étant la limite projective

.7
Z, = 1{1_ 7
associée a la projection :
Z ZF

pK+1Z — K7

soit plus facile et plus élégant,nous définirons plus pratiquement Q, et Z,.

Dans ce chapitre 1, nous présentons la complétion d’'un espace métrique en

général comme vu en cours de topologie 2*¢ année.

Nous exposons dans ce chapitre 2 les valeurs absolues sur un corps en gé-
néral et insistons sur la valeur absolue non archimédienne sur le corps des
rationnels Q. Nous complétions alors Q, ||, pour obtenir Q,(Nous nous fami-

liarisons enfin avec les nombre p-adiques).

Dans ce chapitre 3 présente sa validité pour les formes quadratiques a trois

variable.
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CHAPITRE 1

COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE

1.1 ESPACE METRIQUE

Définition 1.1.1 Soit E un ensemble (non vide). On appelle distance sur E une appli-

cation d : E x E— R vérifiant les trois propriétés suivantes :

1. dz,y) =0 z=y Vr,yck

2. d(x,y) =d(y,x) Vz,y € E (symétrie) .

3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) Va,y,z € E (inégalité triangulaire) .
Si d est une distance sur E on dit que (E,d) est un espace métrique.
Exemple 1.1.1

1/ R et la valeur absolue : d(z,y) = |z — y|.

2/ R™ (ouC" ) et la distance euclidienne d(z,y) = (3 |z — y;|?)2 .



1.2. ESPACES METRIQUES COMPLETS CHAPITRE 1.

3/ R™ (ou C™ ) munis de di(z,y) = > |x; — yi| ou encore de

doo(x7y) = Sup |$Z_yz|

1<i<n

1.2 ESPACES METRIQUES COMPLETS

1.2.1 Suite de Cauchy

Définition 1.2.1 On dit qu’une suite (z,)nen d’un espace métrique (X, d) est de Cauchy
si elle vérifie :

Ve > 0,3N. € N,Vm,n > N, d(x,, z,) < €.
Proposition 1.2.2 Une suite de Cauchy est toujours bornée.

Preuve.
Il existe N7 tel que :
VYm,n > Ny, d(zpn,x,) < 1.

En particulier on a pour n > Ny, d(x,,zn,) < 1 et en posant

M = max d(zk,zn,)
K<N,
Vn € N, d(zp, zn,) < max{M, 1}.
u

Proposition 1.2.3 Toute suite convergente est de Cauchy.

Preuve.
Soit (zp,)nen un suite de (X, d) tel que limy_, o x,, =1 € X. Pour e > 0, il existe N, € N

tel que :
d(xp, 1) <

Pour n > N, , on a alors :
Vm,n > Ne, d(zm, xn) < d(Tp, ) +d(l,x,) < e

et la suite est de Cauchy. m




1.3. COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE CHAPITRE 1.

1.3 COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE

I'espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy converge.
Exemple 1.3.1

1. R est complet .
Soit () nen une suite de Cauchy de R. Elle est bornée : ¥n € N, |x,| < M. On peut
donc extraire une sous-suite qui converge dans R (puisque [—M, M] est compact).

Mais alors la Proposition(1.2.2) donne la convergence de toute la suite .

2. Q n’est pas complet ,on peut approcher un irrationnel r € R\ Q par une suite de
rationnels x,, = %.
La suite (x,)nen est de Cauchy dans R et donc dans Q.

FElle ne converge pas dans Q puisque r ¢ Q .

Théoréme 1.3.1 Si (X,d) est un espace métrique, il existe un espace métrique (X, )
complet dont (X,d) est un sous-espace dense.

Cet espace est unique & isométrie prés. On lappelle le complété de (X, d).

Preuve.

1. Unicité : Supposons que (X,d) soit un sous-espace dense de deux espaces mé-
triques (X’l,dl)()z'g,czz) dont les distances d; et dy prolongent d. Le plongement
iy : (X,d) — (X5, dy) est une isométrie. En particulier elle est uniformément conti-
nue tandis que X est dense dans (X1, d;) et tandis que (X»,ds) est complet.

Elle se prolonge donc de facon unique en une isométrie de iy : (X7, Jl) — (X, Jg)
De méme l'isométrie iy : (X, d) — (X1, Jl) a un unique prolongement isométrique
11 de XQ dans Xl.

Enfin comme i1 0y |x = Idx, on a par unicité du prolongement continu 101y = Id <
I'isométrie 7, est surjective donc une bijection isométrique de Xg sur X 1.

Les espaces (Xl, 021) et (Xg, Jg) sont isométriques.

3



1.3. COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE CHAPITRE 1.

2. Existence : On considére C'x 'ensemble des suites de Cauchy de (X, d).

Si 2 = (Tp)nen €t Y = (Yn)nen sont deux suites de Cauchy de X alors 'écart

< d(Yns Ym) + d(zp, T1)

est plus petit que € > 0 pour m,n > N, avec N, assez grand puisque x et y sont
deux suites de Cauchy.

Ainsi la suite (d(xp, Yn))nen est de Cauchy dans R et donc converge. On pose alors :

Va,y € Cx,0(z,y) = lm d(z,, yn).

n—aoo

Par passage a la limite, on a pour tout z,y, z € Cx
0(y,x) = 0(z,y) et o(x,2) <o(x,y) +0(y, 2).
Afin de définir une distance a partir de §, on met sur C'x la relation d’équivalence

(4Ry) & (5(z,y) = 0) & ( lim_d(z,,y) = 0)

n——oo

et on prend pour X lensemble quotient C'y /R et pour d la fonction

d: X xX =R,

~ N ~

(@,9) = d(z,9) = 8(z,y).
La quantité d(x,y) ne dépend pas du choix de z dans la classe d’équivalence T et
du choix de y dans sa classe y grace a l'inégalité triangulaire.

Il reste a vérifier que (X , CZ) est un espace métrique complet dans lequel X est inclus

et dense.

a) d est une distance sur X . La symétrie et 'inégalité triangulaire sont héritées
de § et I'équivalence (d(z, A) —0) e (z= &) vient du passage au quotient.

b) X € X : Pour a € X on considére la suite constante z[a] = (2, = a)nen qui

est un élément de C'y et on identifie a et z[a] . De plus le plongement de (X, d)

~ ~

dans (X, d) est isométrique puisque d(z[a], z[b]) = 6(x[a], z[b]) = d(a, b).

4



1.3. COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE CHAPITRE 1.

~

c¢) Soit (2"), . une suite de Cauchy de (X,d) En prenant des représentants cela

revient a considérer une suite (z"),en de Cx telle que :

i)

i)

iii)

Ve > 0,dN. € NVm,r > N, 6(z™, z") < e.

pour n € N fixé 2" = (k}!)ren est une suite de Cauchy de X et il existe
k., € N tel que : Vk, k' > k,, d(z},2}) < n+r1 Procédé diagonal , on
considére la suite x = (2} )nen de X.

x € Cx . Pour m,n,k € N, on écrit :
Aoy 5m) = d(af ) < d(af,,a7) + d(of, o) + d(af, o)

et en prenant k > max{k,, k}

AT, Tm) < g + i + d(af, 23 complt.

Pour € > 0 il existe N, tel que §(2",2™) < £ pour m,n > N.. Pour de tels
m et n on a alors par définition de 4, d(z7, 77') < § pour k assez grand.
Ainsi, on obtient :

d( )< 1 N 1 +€
Tyy Tm) < —.
n+1 m+1 2

et on peut trouver N! € N tel que d(x,, x,,) < € pour m,n > N_..

~

T = lim,, oo 2™ .
I1 suffit de montrer lim,,_,,, (™, z) = 0.

Pour n,j € Non a:
d(z, z;) < d(2}, xn) + d(zn, ;) = d(2], 23, ) + d(T0, 75).

soit ¢ > 0 , avec les notations précédentes, on a pour n > N et j >
max{k,, N}

n 1
d(l’j,l’j) S n——i—l +e€.

En prenant la limite quand 7 — oo on obtient :

1
Vn > N/, 6(2",z) = lim d(2},2;) < —— +¢

j—o0 n+1

Et en prenant n > N/ avec N! assez grand cela donne 6(2", x) < 2e.

5



1.3. COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE CHAPITRE 1.

d) X est dense dans (X,d) : Si Z est un élément quelconque de X , on prend

un représentant © = (x,),en dans Cy et on considére la suite de suites
constantes (x[z,])nen (la classe de la suite constante x[a] € Cx s’identifiant
avec 'élément a de X ).On a alors :

d(z[zy), z) = lim d(x,,x,) <€

k—o0

~

pour tout € > 0 et n > N.. On a donc lim,, o z, = lim, o z[z,] = T

dans (X, d).




CHAPITRE 2

LES COMPLETES DE Q

2.1 VALEURS ABSOLUES DE Q

Définition 2.1.1 Soit k un corps. On appelle valeur absolue sur k toute application || de

k dans R, telle que :

Ve ek,z|=0<2=0 (2.1)
Va,y € b, layl = Jelly 22)
Vo, y €k [z +y| < |z + 1yl (2:3)

Un corps muni d’une valeur absolue s’appelle un corps valué.

L’égalité (2.1) et (2.2) montre que |1| = 1(z = y = 1),|1] = I(z = y = 1) puisque
1 1
2=

Définition 2.1.2

(Valeur absolue trivial)

La valeur absolue triviale est définie par :

0 st =y
ol = {

1 sinon



2.1. VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

e (valeur absolue archimédienne sur Q)

L’application de Q dans R, définie par :
|z| = max{x, —x}

est une valeur absolue sur Q .

e (valeur absolue p-adique sur Q)
Soit p un nombre premier. On considére la fonction ||, définie par :

Vo e Q% |zl,=pF siz = pk% avec (a,p) = (b,p) =1 et 0|, = 0.

ou (a,b) désigne le pged de a et de b.

Lemme 2.1.3 L’application x — |z|, est une valeur absolue sur Q .Elle vérifie en outre,

linégalité (ultramétrique) :
Yo,y € Q, |+ ylp, < max(|zl,, [y]p)- (2.4)

Cette valeur absolue ||, est appelée valeur absolue p-adique de Q .

Preuve.

Par définition de ||, , I'égalité (2.1) est satisfaite.
g A€

oty = p’“é avec (a,p) = (b,p) = (¢,p) = (d,p) = Lalors wy = p**¥ o, ce qui

b

nous donne :

Siz=np

—k+k') —ky,— K

|zyl, = p! =p"p 7 = |zlplyl,-

et démontre 'égalité (2.2).

D’autre part, en supposant que k < &’ (sinon on échange x et y), on a

[ylp = max(fzly, |yl,) ; et :
P

a

e ad + cbp®' —F
4+t kS =
b p

z+y = ph( d)—p’“(T)-




2.1. VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

Puisque ad + cbp® —* est un entier, il existe deux entiers r et o tels que ad+ cbp¥ —* = pra/
avec (a’,p) =1 et r > 0. En outre, p est premier & b et d donc p est premier a bd, ce qui

nous donne l'inégalité :
|z +ylp, = pF < ph = maz(|zlp, [ylp) < lzlp + |ylp
qui démontre les inégalités (2.3) et (2.4). =

Remarque 2.1.4 [ est de notoriété publique que [’ensemble des entiers relatifs Zi est un
ensemble non borné pour la distance usuelle sur R induite par la valeur absolue archi-
médienne ||o. Par contre, si p désigne un nombre premier, tout entier n s’écrit sous la

forme p"m ou r est un entier positif et m un entier relatif premier a p donc :
Vn € z,|nl, =p" < 1.

Exemple 2.1.1 Nous savons que la valeur absolue triviale

0 st x=y

v m :{ 1 sinon

mduit la distence triviale

0 st z=y

(,y) — d(z,y) = { 1 sinon

Nous savons aussi que la valeur absolue usuelle induit sur Q la distence usuelle
Définition 2.1.5

e On appelle corps valué , tout couple de la forme (k,||) ou k est un corps et || est une

valeur absolue sur k.

e On appelle distance induite sur k par ||, la distance d| sur k défnie par

Ve,y ek, dy(z,y) = |z —y




2.1. VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

e On dit que deux valeurs absolues sur k, ||y et ||2 , sont équivalentes ssi leurs distances

associées respectives induisent la méme topologie sur k.

Rappelons que deux distances dy et dy sur un espace métrique X définissent la méme

topologie si les ouverts pour la distance dy sont les ouverts pour la distance ds.

Lemme 2.1.6 Soit k un corps et ||1, |2 deux valeurs absolues sur k.
Les valeurs absolues ||1 et |2 sont équivalentes ssi pour toute suite (x,)nen de

E(|zp)y —0) < (Jznla —0) .
n—r-+00

n—>-+4oo

Preuve.

= Supposons que les valeurs absolues ||; et ||» sont équivalentes.
Soit (x,), = 0 une suite de k convergeant vers 0 pour la distance d;. Alors, pour tout
ouvert V' de 0 (pour la distance dy), il existe un rang ng tel que Vn > ng , u, € V .Or
tout ouvert pour dy est un ouvert de dj, donc pour tout ouvert V de 0 (pour la dis-
tance ds), il existe un rang ng tel que Vn > ng, u, € V ce qui démontre que (x,), = 0
converge vers 0 pour la distance dy. <= Supposons que pour toute suite (x,), = 0 de k
(Jwnls Ve (|7nl2 nj+oo> ,
Démontrer que les ouverts pour d; sont les ouverts pour ds revient a démontrer que les
fermés pour d; sont les fermés de dy (le complémentaire d’un ouvert est un fermé et vice-
versa). La caractérisation séquentielle des fermés montre que F' est fermé ssi pour toute
suite (x,,), = 0 d’éléments de F' convergeante vers x dans k .
Pour la distance d; alors x € F'.
Soit F' un fermé pour la distance d; et soit (z,), = 0 une suite d’éléments de F' conver-
geante vers x € F pour la distance dy. Alors : dj, (2,,2) = |2, —2]s — 0 <= |2, —2|1 =
dj, (z,,2) — 0. On en déduit que la suite (x,), > 0 converge vers x dans k pour la dis-
tance d; et puisque F' est fermé pour la distance dy, x € F'. L’ensemble I’ est donc fermé

pour la distance dy. En échangeant les roles de d; et ds, on conclut. m

Théoréme 2.1.7 Soint ||; et |2 deuz valeurs absolus sur k, alors ||y et ||2 , sont équiva-

lente ssi il existe un réel positif a tel que :

10



2.1. VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

xr €k, x| = |z|5.

Preuve.

L’implication réciproque est évidente grace au lemme.

Pour I'implication directe, soit  un élément de k tel que |z|; < 1.

La suite (2, )nen converge vers 0 (|z"]; = |z|}) dans (k, d||;) donc elle converge vers 0 dans
(k,d||2) c’est-a-dire |z|5 = |2"™]2 n:>+90 d’ou |z]a < 1. En échangeant le role joué par les

deux valeurs absolues, on obtient que :

Ve ek, (|Jz)y > 1) <= (Jz[a > 1) .

. 1 .
ensuite en remplagant x par — (x # 0), on obtient :
x

Ve ek, (| <1) <= (Jz]a < 1) .
et par conséquent :

Ve ek, (x| =1) <= (Jz[=1) .

Ainsi si ||; est la valeur absolue triviale, on en déduit que ||» est également la valeur
triviale.

Supposons ||; ne soit pas triviale , il existe zg € k tel que |xo|; > 1

(donc |xg|e > 1) ce qui implique qu'il existe a € Ry tel que |zg|; = |zo$

(a= ngt > () ,soit = € k tel que |z|; > 1. Considérons le réel b pour lequel |z|; = |7/}

Pour tout rationnel b < b, on a les équivalences suivantes :
q

p

lz]y < |a:0|1q = |2y < |zb|) = |%|1 <1< |29y < |2h)2
b

= || < |zo|d .

En faisant tendre 2 vers b dans R, on obtient que |z]> < |z0]5.
En appliquant le méme raisonnement a un rationnel § > b puis en passant a la limite, on

obtient que |z|y > |70[5. ce qui nous fournit 'égalité :

11



2.1. VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

b 1
2]z = |wols = |zoli = |z]i = |an| = |25 .

valable pour tout élément x de k tel que |z|; > 1.
1

En remplacant x par — et en utilisant la multiplicativité des valeurs absolues, on en déduit
x

que :
Vo € k, telle que |x1| # 1, |x|y = |z]5 .
1
Soit « € k tel que |z|; = 1 . L’élément L qui vérifie |£|1 _leh < 1 donc on
o xz

0 B |$0\1 B \550’1
a:

ol =118 = foh = Jols
(car |zoly = |%0]§) , ce qui nous permet d’affirmer :
Vo € k |x|; = |z|§.
u
Corollaire 2.1.8 Deux valeurs absolues ||, et |1 sont équivalentes ssi p = .

Preuve.

La réciproque est triviale.

Pour I'implication directe, il suffit de considérer la suite (p™) n > 0. Elle converge vers 0.
pour ||, car [p"|, = p~" — 0 quand n — +00 et si p # [, elle ne converge pas vers 0

pour ||; car [p";=1-»0. m

Théoréme 2.1.9 (Ostrowski) Toute valeur absolue sur Q est équivalente a l'une des
valeurs absolues sutvantes :

e La valeur absolue triviale .

e La valeur absolue archimédienne || -

o A une certaine valeur absolue p-adique ||, .

Preuve.

Soit || une valeur absolue sur QQ non triviale.

12



2.1.

VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

Cas ou Z est un ensemble borné pour || .
Pour tout n € Z\{0} , la suite (n*)z=o est bornée donc la suite

(Jnk| = |n|*)s est également, ce qui démontre que :
Ve eZ,|n| <1 (2.5)

La valeur absolue || n’est pas triviale. Il existe alors un nombre entier non nul n’ tel
que |n| < 1 (si non pour tout entier non nul n) , 'égalité |n| = 1 est vérifice donc
pour tout rationnel % , 0N a % =1, (ce qui contredit I'hypothése). Pour ce nombre
n' , il existe des nombres premiers py,..,p, deux a deux distincts et des entiers
positifs 1y, .., 1, tels que n’ = 4plt...pl donc |py|"...|p | = |n'| < 1.

Chacun des facteurs de ce produit est inférieur a 1 et le produit est strictement plus
petit que 1 donc il existe un nombre premier p; tel que |p;| < 1.

Désormais, nous noterons p le nombre premier p;.

Le théoréme de Bezout montre que pour tout nombre n premier a p , il existe des

entiers relatifs ay et by tels que app® + bpn* = 1. Supposons que |n| < 1 alors :

|arp®| = |ax| [pF <es) [PF[e 53" et [ben®| = |bilIn| <) [n]* 7 53°

On en déduit que :
VE € N, 1= [1] = |axp® 4 bpn®| < |axp®| + [bpn® [ 57320

ce qui est absurde (on remarquera que dans I'inégalité précédente || désigne notre
valeur absolue et non la valeur absolue archimédienne qui est notée | ).
Ainsi pour tout nombre n premier & p, on a |n| = 1. Tout nombre rationnel non nul

a
x s’écrit sous la forme x = pkg avec (a,p) = (b,p) = 1 donc :

l
Ve S @ ,|[E| = |p|/€ :p*ka — |pk|Z — ‘x|g avec a — — 7’L|p| 0.
Inp

Ainsi si Z est un ensemble borné pour || , alors || est équivalente & une certaine

valeur absolue p-adique .
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2.1.

VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

Cas ou Z est un ensemble non borné pour || .
Soit a un entier non nul positif tel que |a| # 1 (donc a ¢ {0,1} = a > 1). Tout

entier naturel n s’écrit dans la base a sous la forme :

n=X"_qma"

[
avec k,, € {0,...,a —1},q,, # 0 et r, < o

T (car a™ < n, a™ < n).

Si l'on pose :

M =
56{5??5_1}“8”

il est immeédiat que :

Tn

In| < MZI@\’”

D’autre part, pour tout entier k, I'entier n* peut s’écrire n*

= > ""ql.a™ avec r,k <
m=0
Innk

l ce qui nous fournit 'inégalité :
na

rnk
VkeN, |nff =[n*] <) lal".

Supposons qu'’il existe un entier a > 1 tel que |a| < 1. Alors 'inégalité (2.1) montre

que :
1 ! 1 !
Vn € N,Vk >0, |n|* < M(rpe +1) < M(kln—n +1) = |n| < Mk:(kln—n k.
na na
Puisque :
Inn Inn

—ln(k—+ 1) ~ —ln(k—) — 0,

k Ina k—s+oo0 k Ina’ k400

en faisant tendre k vers +oco dans I'inégalité précédente,on obtient que

Vn € N, |n| < 1 L’ensemble N donc Z est borné pour || ce qui est absurde.

Ainsi pour tout entier naturel a > 1, on a |a| > 1. Nous reprenons 'inégalité (2.1)
pour un entier a > 1 (donc |a| > 1 ce qui nous donne :

1
— |a|7“n+1 -1

YneN,k>0,|n| < Mk(




2.1. VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.
Inn
_ k—+1
La suite (Ja|] (na ), tend vers +oo lorsque k — 400 donc :
| Inn ) Inn lnn :
k——+1 k—+ k——+1
“In(la] Ina  —1)==[In(la| Ina Y+In(l —|a “na ~
s in(lal )= (nfla Tna ™) 41— o ey~
—+00 —0
Inn Inn
1 k——+1 na Inn
| Ina ~ kAR — —1
k n(lal >k:—>+oo k n ol k—+oo Ina nlal
En faisant tendre & — +o00 dans l'inégalité ci-dessus :
Inn l |
nin nla
Va € N tel que a > 1,Vn € N*|n| < ]a|lna = — | | < njal
Inn  Ilna
Si 'on échange le role de a et den dans l'inéquation précédente, on obtient que le
rapport | | est constant sur les entiers strictements plus grand que 1.
Désignons par d cette constante alors pour tout entier naturel n > 1, |n| = n?, la
formule étant trivialement vérifiée pour n = 0 et n = 1.
On peut étendre par multiplicativité cette formule aux entiers relatifs (] — 1| = 1)
puis & I’ensemble des rationnels.
>0
~ =
nla
On peut remarquer que le réel d €]0, 1] est positif (d = o pour tout entier a > 1)
na
>0
et plus petit que 1 (Ja| =1+ 14+ 1+ ...| < |a|x|l]| =a)
afois
Ainsi, si Z est un ensemble borné pour ||, alors || est équivalente a la valeur absolue
archimédienne || .
]

Définition 2.1.10 Une valeur absolue sur Q est dite :

o Archimédienne ssi elle est équivalente a la valeur absolue || .

e Non archimédienne ssi elle est équivalente a une certaine valeur absolue p-adique.
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2.2. COMPLETION CHAPITRE 2.

2.2 COMPLETION

Définition 2.2.1 Une corps K est dite complet par rapport a la valeur absolue || ssi toute

suite de Cauchy dans K est converge.
Définition 2.2.2 On dit que la corps K, |||| est le complété du corps value K, || si :
i) K,|||| est complet.

i) Il existe une injection X : k — K qui préserve la valeur absolue i.e

@) = ||, Ve € k.
iii) K est l’adhérence de \(k) par rapport a la topologie induite par ||||

le complété d’un corps k existe toujours et est unique a isomorphisme prés, on identifie

en générale k et \(k), || et ||| de sorte que k soit va comme sous corps de K .

2.3 COMPLETE DE

Soit € 'ensemble des suite de Cauchy dans Q, ||,, € est un anneau pour les opérations :

{an} + {0} = {an + b} {an}{bn} = {anbn}.

Soit 91 le sous ensemble de € formé des suites qui tendent vers 0.
¢
M est un idéal maximal de € de sorte que n soit un corps, il sera note Q,,. Définition de

la valeur absolue sur €

[{an}l[ =0 si {an} €N

sinon :
{a,} € €1, {a,} ¢ M.
alors :
AN €N n> N = |a, — an| < |ay].
donc :

|an|p = |aN|p'

16



2.3. COMPLETE DE Q CHAPITRE 2.

Posons [{a,}], = |an], -

Montrons que 91 est maximal .

Soit M DO N un idéal de €, M contient un élément {a,} ¢ N, {a,} € €, il existe donc
un nombre fini de a,, qui peuvent étre nul. Donc en remplagant les 0 par 1 on obtient un
élément n’appartenant par 9 et appartenant a 9N .

On peut donc supposer que tous les a, sont non nul donc {a,'} € € et {a;'}{a,} €
M — M = €, d’ou N maximal et % corps.

Soit I’application :

QS

\Blﬂ

a —r

—
-

a

la fonction [{a,}| sur € induit une fonction sur €/ qui une valeur absolue et qui avec ||,

sur Q :[[{a}[, = lal,.
Enfin on peut voir que €/ est complet.

Exemple 2.3.1 e Q muni de la valeur absolus triviale est complet .

o Q, || nest pas complet . La suite

ne converge pas dans Q.

e Q, ||, n'est pas complet a titre d’exzemple le cas P =5

Considerons la suite {a,,} définit par :

a2+1= 0(5")
(5) = { a,+1= a, (57) (2.6)

Vérifions qu’une telle suite existe (par récurence)
ar=2:a7+1=5=0 (5)
ay=T:05+1=50=0(5%) etay=T=0a; =2 (5)

17



2.4. ETUDE DE Qp CHAPITRE 2.

Supposons «,, construit vérifiant o +1 =0 (5") et posons :

Qpy1 = ap + k5" | k a détérminer vérifiant (S) .

Nous avons déja o1 =, (5") cherchons k verifiant :

@2 4+1=006B"1) a2 +1=a+1+2a,k5" + k25" .

Par hypothése de récurrence a2 + 1 = k5" .

Nous voulons o2, +1=0 (5" .

Soit 5™ (ky + 2a,k) = 0 (511 | il suffit pour cela d’avoir ki + 2a,k = 0 (5)
Comme o2 +1 =0 (5") alors 2a,, 20 (5) .

L’application de 5£Z — 5% telle que T — 2a,x est bijective , il existe donc x
telle que 20,1 = —k; |

pour k =x 2,k + k1 =0 (5) .

Si la suite (o) est couverte dans Q sa lémite est vérifie a* +1 =0 donc a ¢ Q .

2.4 ETUDE DE Q,

e Si|b|, < |al, alors |a+b|, = |a,
Preuve.
Par (2.3) |a+ b|, < |a|, ensuite , @ = a + b — b donc |a|, < max{|a + b|,, |b],}
Comme |a|, n’est pas < |b, alors |a|, < |a +b|, d’ou |a + b|, = |a|, = Maz{|a|p, |b,}

e de (2.1) en déduit :

A=A{lalp,a € @}t = {|z],,» € Q} =B .

Q Cc Q, = B C A . Réciproquement , soit z € A Ja € Q, x = |a, .

Par la complétion de Q par Q,
Ja€Qla—al, <|al

donc par (2.1) |a|, = la —a+ af, = ||,

18



2.4. ETUDE DE Qp CHAPITRE 2.

e L'ensemble @ € Q, |af, < 1 est appelé ensemble des entier p-adique , il est note
Zy, par ((2.3)) Z, est un anneau car |ol,, |f|, < 1 = |a+ ], < 1,
Bl < 1. (24)

v
e Une nombre rationnel est dans Z, si et seulement si il est de la forme 3 v, 9 € Z

pri.

e Les nombres € € Q, tel que ||, = 1 sont les unites p-adiques , ce sont les éléments

inversibles dans Z,, .

1. Tout élément de Q;, s’écrit p"e avec € unité n € Z,

Si B € Q6= 8], “%'ﬁzp"e.
p

1

2. Les unités sont exactement les éléments € de Q, tel que € et e sont dans Z,

alors |e|, < 1 < 1 dou [e], =1 et donc € est une unité , réciproquement ,

Ielp
si € est une unité g|, =let e €Z, |e], =1 et e € Z,.

e Lemme 2.4.1 ) «, converge <= lima,, =0 .

Preuve.

—: evident (comme dans R) .

—: YN, = M= > Man|, < max |ay|, comme a, tend vers 0 alors Yoy
0 0 N+1 N<n<M

est de Cauchy .

e Déscription de Z,
Soit A=0,1,....,p—1.
Les ¢éléments de Z, sont éxactement les éléments de la forme
Y anp™ a, € AV¥n € N
Par ce qui précide ) a,p™ est converge et sa limite est est dans Z, .
Réciproquement soit o € Z, donné comme Q =Q,. JIbe Qtel que [b—a| <12

cas se presente :
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2.4. ETUDE DE Qp CHAPITRE 2.

— Si|al, < 1 alors [b] <1 ap =0 donne |ag —b] < 1.

— Si |a|, =1 alors |b|:1aussidoncb:% pruoptd
v x¥—wv
T T T
L’application de Ty % — % définit par z — 20 est surjective car

injective donc 3 a9 € A tel que ap = v (mod p) c'est a dire 3 ap € A
|(10 - b|p <1.

Maintenant on |b — |, < 1 et |ag — b|, < 1 donc :
lag — |y = |ap — b+ b — o, < max{|ag — b|,, |b—al,} <1

il existe donc ay € Z, tel que | — ag + a| = pa; ie o = ag + pay continuons
ainsi avec oy = a1 + pas en continiant ce précédé on aboutit a

a = ag+ arp + ap?® + ... + a,p" + p" a1 le résultat s’ensuit .

20



CHAPITRE 3

THEOREME DE LEGENDRE

3.1 RESEAUX DE R"

Soit R™ I'éspace vectoriel des n-upplets x = (xy, z3, ..., x,) . Il contient le groupe Z" des
x pour les quels z; € Z .
Soit S C R"™ , on note v(S) o ¢(5) le volume de S qui est simplement sa mesure de le

besgues

Lemme 3.1.1 (Blichfeldt)
Soit m > 0 un entier naturel et S C R"™ avec v(S) > m , il existe alors m + 1 éléments

de S : sg, 81, ..., Sm tels que :
si—s; €4 0<i4,j5<m.

Preuve.

Soit W C R™ le cube unité des points
w = (w1, W, ..,w,) \ 0<w; <1,1<j<n.
Tout x € R™ s’écrit de maniére unique :
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3.1. RESEAUX DE RY CHAPITRE 3.

r=w+z z€Z" weW.

Soit 1 la fonction caracteristique de S m < v(S) = [¢(x)dx (R™ = gw 6UZ {w+ =}
Rn w zeLm™

-/ (3w + i

Comme v(w) = 1 alors il existe wy € w\ > ¢ (wo+2) > m ,otencore . Y(wy+z) = m+1
ZEL™
Considérons alors s; = wy + z pour les quels ¥ (wy + 2z) > 0

Sj—Sk:(wo—i-Zj)—(”LUo—FZk) =Zj — R ez .
]
Définition 3.1.2 L’ensemble S est dit symétrique (par rapport a 0) si :
reS=—x€f
il est dit conveze st :
ryeS=Xx+(1-NyesS 0<I<1
L 1 o1
En particulier (A = 5) le milieu 5(3:’ +y) de [x y] est dans S .

Théoréme 3.1.3 (Minkowski m =1) Soit A un sous groupe de Z" d’indice n .
Soit C C R™ un ensemble symétrique conveze de volume V(C) > 2"m. .

Alors C' et A ont un point commun autre que O = (0,0, ...,0) .

Preuve.

Soit S = %C’: {%c ,c e C} alors :

V(5C) = 5:V(C) > m.

Par le lemme précédent , il existe m + 1 élément ¢y, ¢;...c,, telle que
1 1 . . 1 1 . o
§Ci — 3G eZ" 0<1,7 <m.Lem-+1 élément 500 — 501' 0 <17 < m sont a répertir

partir dans m classes d’élément de Z" modulo A (21 + A, 20+ A, ..., z,, +A), il y a donc

deux élément qui sont necéssairment dans la méme classe
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3.2. PRINCIPE DE HASSSE POUR LES CONIQUES CHAPITRE 3.

1 1 t1 1 0<ii< L
— __le — RN . NS s NS
200 20 200 2Cj L,j<m 1#]

1 1 1
sont de la méme classe z; + A. D’ou (500 - §cj) — (500 — 501) cA
1 1
o = ECi — §Cj € A

Comme C' est symétrique alors —c; € C' et comme elle est aussi convexe

1 1
3G+ (§<_Cj)) € Cdoncae ANC ,ilest n'est pas égalea O carc; #c¢; . m
Lemme 3.1.4 Soit N un entier positif et supposons : 31 € Z : 1> = —1 (mod N)

alors N = u? + v? pour u,v € Z .

Preuve.

Soit n = 2

Prenons pour C' le disque 0 < 22 + y? < 2N de volume (suface) 22N

Soit A le sous groupe de Z? donné par : (z,y) € Z y=Ixr (mod n), il est clairement

d’indice N m

3.2 PRINCIPE DE HASSSE POUR LES CONIQUES

Définition 3.2.1 Une conique C' définie sur Q est donnée par une équation de la forme :

ot X = (X1, X, X3) ; fij = f1: € Q

Lorsque F(X) est le produit de deuz polynomes de 1° degré, elle est singuliére et ne
considérons pas ce cas.

Les coniques restantes sont non singuliéres et det f;; # 0.

Un critére pour l'existence de point rationnel sur une conique est donné par legendre ;

Hasse a donné sa formulation .

Théoréme 3.2.2 Une condition necessaire et suffisante par [’existence d’un point ration-

nel sur C' est qu’il existe un point de C' définit sur R et un point de C défini sur Q, pour
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3.2. PRINCIPE DE HASSSE POUR LES CONIQUES CHAPITRE 3.

tout p , puisque la condition est évident trivialement nécessaire .

Nous allons dans ce qui suit nous préparer pour la démonstration de la suffisance .

3.2.1 Transformation sur une conique :

Une transformation :
J

Avec t;; € Q transforme la forme quadratique F'(X) en la forme quadratique G(Y) .
Tout point défini sur Q sur F/(X) = 0 est transformé en un point définit sur Q sur G(Y) .
La transformation inverse T—! fait correspondre les points de G(Y) = 0 aux points sur
F(X)=0.

Nous avons les mémes résultats pour les points définis sur Q, et ceux définie

sur R .

Ainssi la principe de Hasse est vérifié pour F'(X) = 0 si et s'il verifié pour G(Y) =0 .
Maintenant un bon choix de la transformation 7" nous permet de ne considére que les

coniques de la forme :
F(X) = hXT + X5+ [3X3

Le changement de variable X; — ¢;X; t; € Q, nous permet de supposer sans restriendre
la généralité que : f; € Z j =1,2,3 et f; sans facteur carré .

Si f1, f2, f3 ont p comme facteur commun , nous remplagons F'(X) par 1F (X) .

Si deux des f; (f1, fopar exemple ) sont divisibles par p et p { f5 , nou]; remplacons X3
par pX3 puis nous divisons F'(X) par p .

Ainssi , pour prouver le Théoreme , il suffit de le prouver pour les coniques de la forme :
F(X) = hX? + X3+ [:X5 =0

avec f; € Z et fi1fsf3 sans facteur carré .
Ensuite nous supposons que F(X) = 0 posséde des points localement (définis sur Q, et

R) .
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3.2. PRINCIPE DE HASSSE POUR LES CONIQUES CHAPITRE 3.

C': F(X) = 0 posséde un point défini sur Q, , sl existe

a = (a1,az2,a3) # (0,0,0) tel que F(a) =0 a; € Q, bien entendu.

Sans restreindre la généralité , on peut supposer (on multiplira si nécessaire les a; par un
élément de Q, ) que max|a;|, =1

Counsidére alors les cas suivants :

e premiére cas : p # 2 p/fifafs et sans restreindre la généralité p/fi pt fapt fs

donc |f1a3|, < 1, supposons aussi si possible |as|, < 1 d’ou :
|f3a3], = | f1a3 + f2a3], < 1 et donc |ag], < 1.
Maintenant :

| fra3], = | foa3 + f3a3], < p~2

et donc |a|, < 1 puisque f; sans facteur carré .
Ceci contredit le fait que max{|a;|,} =1 (3.2.1) , donc |as|, = |as|, =1
mais comme |fya3 + fza3], < 1 et en divisant par 'unite ay , on déduit P'existence

d'un r, € Z tel que :
Ja + T,gf?) = 0(p).

e Deuxiéme cas : p =2 21 f fofs a) Deux des a; sont des unités .

En effet max |a;|, = 1 = il y a une unité des ons |as|, =1

|f1a%|p = |f2a% + f3a§|p < max{|f2a%|p, |f3a§|p} < max{l, |f3a§|p}

Si |a3|, # 1 alors |f1a?|, = max{1,|f3a3|,} =1 et |a?|, = 1 c’est a dire a; ou as est
unité .

Supposons |as|, =1 et |ag|, =1 .

Nous avons :

f2a3 + fsa3 = fi+ fo = 0(2)

d’ou :

@ =@ =0(2)

mais la classe d’un carré est égale 0 (4) d’ou f1 + fo =0 (4) .
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3.2. PRINCIPE DE HASSSE POUR LES CONIQUES CHAPITRE 3.

e Troixiéme cas : p =2 2/f1fafs (2/f1 21 f2 21 f3 par exemple)
commengons par montrer que |as|s = |azls =1

maz{|aj|2} =1 deux cas possible & priori
J

1. |asls = 1ot agly = 1 disons |as|y = 1| f1a3|s = | foai+ f3a2]s < max{|foa3|s, | f3a2]2}

< max{l, | fzaZ|]o} comme |fia?| < 1 alors |f3a3|s = |a3]s =1

2. |agy < 1 et |agly < 1 donc |aj|e = 1 car max{|ai|s, |asl2, las|2} =1

Paraillons :
a2=0 (4) et a2 =0(4)
d’ou :
hat =i = foa3 + fya3
=0 (4) f1 =0 (4) contredit le fait que 221 f; .
Maintenant :

|CL2|2 = |6L3|2 = 1

— Si|ai|y < 1 alors fia? = 0 (8) donc aussi foa2 + fza2 =0 (8) et
fat f5=0(8).

— Si |ai|z = 1 en plus de |ag|s = |agly =1

fiai+ foas+ fzai = 0 => fia? + foa3 + f3a3 = 0(8) = fi+ fo+[f3 = 0(8)

car :

a2 =ad2=d2=10).

En resumé

Les coniques considérés ont été reduites a la forme :
AXT+ X5+ fsX5 =0

ou :

Jufo, 3€Z 5 fifafs
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3.2. PRINCIPE DE HASSSE POUR LES CONIQUES CHAPITRE 3.

sans facteurs carrés .
Nous avons supposé que la conique posséde des points localement et on obtenu

les résultats suivants :

(a) Sip#2p/fifafs p/fi, alors 3r, € Z tel que fo+r,fs3=0 (p) .
(b) Sip =21 fif2fs alors sans restreindre la généralité
fotfz=0(4).
(c) Sip=2/fifofs alors s>f1 fofs =0 (8) s=0ou1.
Nous imposons alors aux réseau A les congurence dans le 1 cas : x3 = r,23
pour obtenir
F(x) = fix] + fors + farie;
= (fo + 72 fs)x5 mod p
=0 (p)

nous imposons dans le 2"¢ cas :

r1=0(2)

Ty = x3 (2)
ce qui implique :

F(z)=0 (4)
Dans le 3¢ cas imposerons :

r1 =3 (4)

r1 = x3 (4)
on obtient :

F(x)=0 (8)

En fin avec un réseau A d’indice m = 4| f, fo f3] dans Z* on obtient :

F(z) =0 (4|fif2fs]) pour 2z €A

(21,22,23)

Soit C' € R™ l'ellipsoide symétrique convexe :

[1XT + [ X3+ [3X3 < Alfifafs]

4
dont le volume est V(C) = 3 1 23| f1faf3] > 2°m , il existe donc = # 0

ce CNA pour cet x on a:
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3.2. PRINCIPE DE HASSSE POUR LES CONIQUES CHAPITRE 3.

i F(z) =0 (4] f1f2f3]) -
i |F(x)| < |AIXT 4 | L] X5 + /31 X5 < 4] fifafs]
d’ou

F(z)=0
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CONCLUSION

Soit F'(X,Y, Z) un polynéme homogéne de Q[X, Y, Z].
F(X,Y,Z) = 0 résoluble dans Q = F(X,Y,Z) = 0 résoluble dans R et dans tous les Q,

I'implication inverse n’est malheureusement vraie que pour certaines classes d’équations
hasse ou principe Local-Global.

Une classe d’équations & vérifie le principe de Hasse si et seulement si VF € &

F(X,Y,Z) =0 dans Z résoluble <= F(X,Y, Z) = 0 résoluble dans R et dans tous les
Qy

Enfin nous étudions la classe d’équation des formes quadratiques & trois variabele qui

verifie le principe de Hasse.
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