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NOTATIONS

K : Corps.

Q, : le corps de nombre p-adique.
(X, d) : espace métrique.

(X, ~) : espace métrique complet.
C, : I'ensemble de suite de Cauchy.
z ¢ la classe d’équivalence.

|| : valeur absolue sur K.

|| : valeur absolue archimédienne.
||, : valeur absolue p-adique.

Z,, : I'ensemble des entier p-adique.

S : ensemble des suite de Cauchy dans Q, ||,



INTRODUCTION

Soit P(X,Y,Z) € Z[X,Y,Z] homogeéne, si P(X,Y,Z) = 0 posséde des
solutions non toutes nulles dans 7Z alors elle posséde des solutions mod p”
pour tout p premier et tout n € N. Pour montrer qu’elle n’a pas de solutions
dans Q il suffit de montrer qu’elle n’a pas de solution mod p™ pour un p et

un n.

Plus généralement pour une équation définie sur Z une premiére approche
est de regarder si elle n’a pas de solution mod p. Si elle en a des solutions

mod p on étudiera 'équation mod p?, mod p?, mod p?,....

C’est pour traiter tous ces cas d’un seul coup que Hensel introduit les
entiers p-adiques Z,. Un élément = de Z, est une suite d’entier (ay )y tel que
0<ap<p’—1ettel que Vk > 0, apy1 = ap (pF) clest a dire

7,
= lim

Z (729]€_Z

p

De méme si le probléme est posé sur QQ, on travaillera sur les nombres

p-adiques Q, = Frac(Z,).

Bien que définir Q, comme étant le corps des fractions de Z,, et Z,, comme
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étant la limite projective

. L
Zp = 1(17 pk_Z
associée a la projection
Z ZF

—
pE1Z, LY/
soit plus facile et plus élégant, nous définirons nous plus pratiquement Q, et

Z

D

Ce mémoire se divise en trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous

présentons la complétion d’un espace métrique en général.

Dans le deuxiéme chapitre nous exposons les valeurs absolues sur un corps
en général et insistons sur la valeur absolue non archimédienne sur le corps
des rationnels Q.

Nous complétons alors Q, ||, pour obtenir @, et nous nous familiarisons enfin

avec les nombres p-adiques.

le dernier chapitre présente le principe de Hasse ou principe Local-Global

et montre son obstruction dans les cas des cubiques non singuliéres.




CHAPITRE 1

COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE

1.1 ESPACE METRIQUE

Définition 1.1.1 Soit E un ensemble (non vide). On appelle distance sur E une appli-

cation d : E x E— R vérifiant les trois propriétés suivantes :

1. dz,y) =0 zx=y Vr,yec k.

2. d(z,y) =d(y,z) Vz,y € E (symétrie).

3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) Vz,y,z € E (inégalité triangulaire).
Si d est une distance sur E on dit que (E,d) est un espace métrique.
Exemple 1.1.2 1/ R et la valeur absolue : d(z,y) = |z — y|.

2/ R" (ouC" ) et la distance euclidienne d(z,y) = (3 |z; — yil?)e.

3/ R" (ou C" ) munis de dy(z,y) = > |x; — yi| ou encore de

doo<x7y) = sup |$i_yi"

1<i<n



1.2. ESPACES METRIQUES COMPLETS CHAPITRE 1.

1.2 ESPACES METRIQUES COMPLETS

1.2.1 Suite de Cauchy

Définition 1.2.1 on dit qu’une suite (x,)nen d’un espace métrique (X, d) est de Cauchy
si elle vérifie

Ve > 0,3N. € N,Vm,n > N, d(x,, z,) < €.
Proposition 1.2.2 Une suite de Cauchy est toujours bornée.

Preuve.
Il existe N7 tel que

VYm,n > Ny, d(zmn,x,) < 1.

En particulier on a pour n > Ny, d(z,,zy,) < 1 et en posant
M = max d(zk, xn,).
K<N;

Vn € N, d(z,, zn,) < max{M, 1}.

]
Proposition 1.2.3 Toute suite convergente est de Cauchy.

Preuve.

Soit (2, )nen un suite de (X, d) tel que
lim z, =0l X.
k—o00
Pour € > 0 il existe N, € N tel que
d(xp, 1) <
Pour n > N.. On a alors

VYm,n > Ne,d(xm,, ) < d(xpm, ) +d(l,x,) < ¢

et la suite est de Cauchy. m




1.3. COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE CHAPITRE 1.

1.3 COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE

Définition 1.3.1 On dit que l’espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cau-

chy converge.

Exemple 1.3.2 1. R est complet

$0it (Ty)nen une suite de Cauchy de R. Elle est bornée Vn € N, |z,| < M. On peut
donc extraire une sous-suite qui converge dans R (puisque [—M, M| est compact).

Majis alors la Proposition 1.2.3 donne la convergence de toute la suite.

2. Q n'est pas complet On peut approcher un irrationnel 1 € R\ Q par une suite de
rationnels x,, = ’;—Z. La suite (z,)nen est de Cauchy dans R et donc dans Q. Elle ne

converge pas dans Q puisque r ¢ Q.

Théoréme 1.3.3 Si (X,d) est un espace métrique, il existe un espace métrique (X,CZ)
complet dont (X, d) est un sous-espace dense. Cet espace est unique a isométrie prés. On

Uappelle le complété de (X, d).
Preuve.

1. Unicité : Supposons que (X,d) soit un sous-espace dense de deux espaces mé-
triques (Xl,dl)(XQ,j2> dont les distances d; et do prolongent d. Le plongement
ip : (X,d) — (X5, ds) est une isométrie. En particulier elle est uniformément conti-
nue tandis que X est dense dans (Xi,d;) et tandis que (Xa,d,) est complet. Elle
se prolonge donc de facon unique en une isométrie de 4, : (X7, Jl) — (5(2, dy). De
méme lisométrie iy : (X, d) — (X1, cil) a un unique prolongement isométrique i,
de XQ dans Xl. Enfin comme 7; o 2~2| x = Idx, on a par unicité du prolongement
continu 4; 0 iy = I dx,, L’isométrie i1 est surjective donc une bijection isométrique

de X, sur X;. Les espaces ()N(l, ch) et (X'Q, JQ) sont isométriques.

2. Existence : On considére C'x 'ensemble des suites de Cauchy de (X, d).

Si 2 = (Tp)nen €t Yy = (Yn)nen sont deux suites de Cauchy de X alors I’écart

6



1.3. COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE CHAPITRE 1.

< d(ym ym) + d(xm xm)

est plus petit que € > 0 pour m,n > N, avec N, assez grand puisque x et y sont
deux suites de Cauchy.

Ainsi la suite (d(x,, Yn))nen est de Cauchy dans R et donc converge. On pose alors

Va,y € Cx,0(z,y) = lm d(z,,yn).

n—aoo

Par passage a la limite, on a pour tout x,y, z € Cx
0(y,z) = 6(z,y) et o(z,2) < d(z,y)+d(y, 2).
Afin de définir une distance a partir de 9, on met sur C'y la relation d’équivalence

(zRy) < (§(z,y) =0) & ( lim d(x,,y,) =0)

n—aoo

et on prend pour X l'ensemble quotient Cy /R et pour d la fonction

d: X x X >R,

~ ~

(z,9) = d(z,y) = 8(z,y).
La quantité d(x,y) ne dépend pas du choix de x dans la classe d’équivalence T et

du choix de y dans sa classe y grace a l'inégalité triangulaire. Il reste a vérifier que

(f( , d) est un espace métrique complet dans lequel X est inclus et dense.

a) d est une distance sur X . La symétrie et 'inégalité triangulaire sont héritées
de 4 et I'équivalence (d(z, @) —0) e (z= &) vient du passage au quotient.

b) X € X : Pour a € X on considére la suite constante z[a] = (x, = a)uen qui
est un élément de C'x et on identifie a et x[a]' De plus le plongement de (X, d)
dans (X, d) est isométrique puisque d(z[a], z[b]) = 6(x[a], 2[b]) = d(a, b).

c¢) Soit (2"), . une suite de Cauchy de (X,d) En prenant des représentants cela

revient a considérer une suite (2"),en de Cx telle que

Ve > 0,3N. € N,Vm,r > N, 0(z™,2") <e.

7



1.3. COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE CHAPITRE 1.

i)

ii)

iii)

pour n € N fixé 2" = (k}!)ren est une suite de Cauchy de X et il existe
k, € N tel que : Yk, k' > k,,d(z},2},) < %H Procédé diagonal : On
considére la suite v = (2} )nen de X.

x € Cx : Pour m,n,k € N, on écrit
A, ) = d(af, 22 ) < d(af a) + d(af, o) + dap, )

et en prenant k > max{k,, kn},

1 n 1
n+1 m+1

d(xp, T) <

+d(xy, x)t).

complété.
Pour £ > 0 il existe N, tel que §(2",2™) < £ pour m,n > N,. Pour de tels
m et n on a alors par définition de §,d(z}, z]") < § pour k assez grand.

Ainsi, on obtient

d( )< 1 n 1 +5
Ty Tm) < —.
n+1 m+1 2

et on peut trouver N! € N tel que d(x,,x,,) < € pour m,n > N_..
T = lim,, 27 - 11 suffit de montrer lim,, o 0(z",z) = 0. Pour n,j € N
on a

d(af, x;) < d(xf, x) + d(wn, x;) = d(@}, @3, ) + d(2n, ;).

Soit € > 0, avec les notations précédentes,

on a pour n > N! et j > max{k,, N’}

n 1
d(SL’j,SL’j) < n——i—l + €.

En prenant la limite quand 7 — oo on obtient

1
Vn > N, 6(z",x) = lim d(z},7;) < —— +e.

j—00 n—|—1

Et en prenant n > N! avec N! assez grand cela donne (2", z) < 2e.
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d) X est dense dans (X,d). Si z est un élément quelconque de X, on prend
un représentant © = (x,),en dans Cy et on considére la suite de suites
constantes (x[z,])nen (la classe de la suite constante x[a] € Cx s’identifiant
avec 'élément a de X).

On a alors

d(z[x,], ) = lim d(x,,x;) < e pour tout € > 0 et n > N..

k—o00

On a donc

~

lim z, = lim z[z,]| ==

dans (X, d).




CHAPITRE 2

LES COMPLETES DE QQ

2.1 VALEURS ABSOLUES DE

Définition 2.1.1 Soit k un corps.On appelle valeur absolue sur k toute application || de

k dans Ry telle que :

Ve ek,z|=0<2=0 (2.1)
Yo,y €k, |zy| = [x[|y] (2.2)
Vo, y €k [z +y| < |z + 1yl (2:3)

Un corps muni d’une valeur absolue s’appelle un corps valué.
L’égalité (2.2) et (2.1) montre que |1] =1 (z=y=1), |—-1 =1 (x =y = —1)
1 1

puisque |—| = —.
Y

Exemple 2.1.2 1. la valeur absolue triviale est définie par

0 stx=0
’5’5‘: 1 swnon

10



2.1. VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

2. L’application de Q sur R, définie par
|z|= Max{x,—z}

est une valeur absolue sur Q, on Uappelle valeur absolue archimédienne de Q et on

la note ||so-

3. Soit p un nombre premier. On considére la fonction ||, définie par
a
Vo€ Q% |zl,=p " siz = pkg avec (a,p) = (b,p) =1 et |0|, = 0,

ot (a,b) désigne le pged de a et de b.

On Uappelle valeur absolue p-adique de Q.

Lemme 2.1.3 L’application x — |z|, est une valeur absolue sur Q .Elle vérifie, en

outre, l'inégalité (ultramétrique)
Vo,y € Q, |z + yl, < max(|x|p, |yl,)- (2.4)
Cette valeur absolue ||, est appelée valeur absolue p-adique de Q.

Preuve.

Par définition de |[[,, 'égalité (2.1) est satisfaite.

Siz =p’“% et y =p’“/§l avec (a,p) = (b,p) = (¢,p) = (d,p) =1
alors

Kk A€

it bd

ce qui nou donne

—(k+E) —k

lzyl, = p =P pik = |zp|yl,-

et démontre légalité (2.2).

D’autre part, en supposant que k < &' (si non on échange x et y), on a

’y|p = max(|x]p, |y|p)7

et

11



2.1. VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

g WokCy _ & ad + cbp*' —F

Puisque ad 4 cbp® ~* est un entier, il existe deux entiers r et a’ tels que
ad + cbp® =F = pra’ avec (a’,p) =1 et r > 0.
En outre, p est premier & b et d donc p est premier a bd, ce qui nous donne l'inégalité
2+ ylp = 0 < p = max([aly, [yl,) < lolp + [yl
Qui démontre les inégalités (2.3) et (2.4). m

Remarque 2.1.4 [l est de notoriété publique que l’ensemble des entiers relatifs Z. est un
ensemble non borné pour la distance usuelle sur R induit par la valeur absolue archimé-
dienne || . Par contre, si p désigne un nombre premier, tout entier n s’écrit sous la forme

p'm ou r est un entier positif et m' un entier relatif premier a p donc
Vn € z,nl, =p " < 1.
ce qui implique que l'ensemble Z est borné pour toute valeur absolue p-adique ||, .

Exemple 2.1.5 Nous savons que la valeur absolue triviale

s |x|— 0stx=0
o et 1 sinon

mduit la distance triviale

@w%+ﬂ%w={ Osiz=y

et 1 stnon

Nous savons aussi que la valeur absolue usuelle induit sur Q la distance usuelle
(2,y) = doo(,Y) = | — Y| o

Définition 2.1.6 e On appelle corps value, tout couple de la forme (k,||) ou k est un

corps et || est une valeur absolue sur k.

12



2.1. VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

e On appelle distance induite sur k par ||, la distance d) sur k définie par

Va,y € k,dy(z,y) = |v —y

o On dit que deuz valeurs absolues sur k, ||1 et ||2, sont équivalentes ssi leurs distances
associées respectives induisent la méme topologie sur k.
Rappelons que deux distances di et dy sur un espace métrique X définissent la méme

topologie si les ouverts pour la distance dy sont les ouverts pour la distance ds.

Lemme 2.1.7 Soit k un corps et |1, ||2 deux valeurs absolues sur k.
Les wvaleurs absolues ||; et ||o sont équivalentes si et seulement si pour toute suite
(xn)nGN de k

(|‘r”|1n—>+oo — O) <~ <|xn|2n—>+oo — 0)
Preuve.

= Supposons que les valeurs absolues ||; et ||2 sont équivalentes.

Soit (), = 0 une suite de k convergent vers 0 pour la distance d;. Alors, pour tout
ouvert V' de 0 (pour la distance d;), il existe un rang ng tel que Vn > ng, u,, € V.Or
tout ouvert pour dy est un ouvert de d;, donc pour tout ouvert V de 0 (pour la
distance dy), il existe un rang ng tel que ¥n > ng, u, € V ce qui démontre que

(n)n = 0 converge vers 0 pour la distance ds.

<= Supposons que pour toute suite (z,), = 0 de k (z,)nen de k

(|xn|ln_>+oo — O) A (|xn|2n—>+oo — 0)

Démontrer que les ouverts pour d; sont les ouverts pour d, revient a démontrer que
les fermés pour d; sont les fermés de dy (le complémentaire d’un ouvert est un fermé
et vice-versa). La caractérisation séquentielle des fermés montre que F' est fermé si
et seulement si pour toute suite (x,), > 0 d’éléments de F' convergente vers = dans

k pour la distance d; alors x € F.

13



2.1. VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

Soit F' un fermé pour la distance d; et soit (x,), = 0 une suite d’éléments de F

convergent vers x € K pour la distance ds. Alors
dj,(Tn,x) = |2, — x|]p — 0 <= |2, — |1 = d, (T, ) — 0.

On en déduit que la suite (x,), = 0 converge vers = dans k pour la distance d; et
puisque F' est fermé pour la distance dq, x € F'. L’ensemble F' est donc fermé pour

la distance dy. En échangeant les roles de d; et do, on conclut.

Théoréme 2.1.8 Soient || et ||z deux valeurs absolus sur k, alors || et ||2, sont équiva-

lente si et seulement si il existe un réel positif a tel que
Vo € k, 2|1 = |2[5.

Preuve.
L’implication réciproque est évidente grace au lemme 2.1.7
Pour l'implication directe, soit x un élément de k tel que |z]; < 1.
La suite (z,,)nen converge vers 0 (|a"|; = |z|}) dans (k,d|,) donc elle converge vers 0 dans
(k,dj,) c’est-a-dire |z|3y = [2" |3 —— 400 0, d’01 |z| < 1.

En échangeant le role joué par les deux valeurs absolues, on obtient que
Vi € ku (‘ZC|1 > 1) — (‘l’|2 > 1)7
. 1 .
ensuite en remplagant x par — (x # 0), on obtient
x
Ve ek, (|Jz) <1) <= (Jz]2 < 1).

et par conséquent

Ve ek, (|Jz) =1) <= (Jz]a = 1).

Ainsi si ||; est la valeur absolue triviale, on en déduit que ||» est également la valeur

triviale.

14



2.1. VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

Supposons ||; ne soit pas triviale, il existe xy € k tel que |zgl; > 1
(donc |zgle > 1) ce qui implique qu’il existe a € R tel que |xg|; = |7o]$
(Cl _ Injzols

= Tnlzolp > 0). Soit = € k tel que |z|; > 1. Considérons le réel b pour lequel |z|; = |08

. p L .
Pour tout rationnel = < b, on a les équivalences suivantes :

P wq P
lz]y < |zo|] <= |21 < |zp|1 <= |F|1 <1 <= |2y < |zh|2 <= |z]2 < |T0]5 -
0

En faisant tendre £ vers b dans R, on obtient que |z]; < |z0/5.
En appliquant le méme raisonnement a un rationnel § > b puis en passant a la limite, on

obtient que |z|y > |zol5. Ce qui nous fournit I'égalité

b 1
[2]2 = |wols = |zoli = loli = |aa] = |5,

valable pour tout élément x de k tel que |z1| > 1.
1
En remplacant x par — et en utilisant la multiplicativité des valeurs absolues, on en déduit
x

que
Vo € k, telle que |x1] # 1, x|y = |z]3.

x
Soit x € k tel que |z|; = 1. L’élément — qui vérifie

Zo
1
’2 1= |x|1 = < 17
Lo |[zo]1 |zol1
donc on a
x x
=l === [zl = |zl3  (car [xo[1 = |xol3),
o To
ce qui nous permet d’affirmer
Vr € k? ‘LU|1 = |x|g

Corollaire 2.1.9 Deuz valeurs absolues ||, et ||; sont équivalentes si et seulement sip = 1.

15



2.1. VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

Preuve.

La réciproque est triviale. Pour I'implication directe, il suffit de considérer la suite (p™)

n > 0.

Elle converge vers 0 pour ||, car [p"|, = p™™ — 0 quand n — +oo et si p # [, elle

ne converge pas vers 0 pour [|; car [p"[;=1-»0. m

Théoréme 2.1.10 (D’ostrowski) Toute valeur absolue sur Q est équivalente a l'un des

valeur absolue suitvantes :

la valeur absolue triviale.
La valeur absolue archimédienne || .

a une certaine valeur absolue p-adique ||,.

Preuve.

Soit || une valeur absolue sur Q non triviale.

1.

Cas ol Z est un ensemble borné pour || .
Pour tout n € Z\{0}, la suite (n*);>o est bornée donc la suite (|n*| = |n|*); Vest

également, ce qui démontre que

Vo € Z,|n| < 1. (2.5)

La valeur absolue || n’est pas triviale. Il existe alors un nombre entier non nul »’
tel que |n'| < 1 (sinon pour tout entier non nul n, 'égalité |n| = 1 est vérifiée donc

a a
pour tout rationnel goona |Z| = 1, ce qui contredit ’hypothése).

Pour ce nombre n’, il existe des nombres premiers p1, ..., p, deux & deux distincts et
des entiers positifs 1y, . .., 1, tels que n’ = £p!' ... plr donc |py|" ... [p.| = |n/| < 1.
Chacun des facteurs de ce produit est inférieur a 1 et le produit est strictement plus
petit que 1 donc il existe un nombre premier p; tel que |p;| < 1. Désormais, nous

noterons p le nombre premier p;.

Le théoréme de Bezout montre que pour tout nombre n premier a p, il existe des

entiers relatifs a;, et b tels que app® + bpn* = 1.
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2.1. VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

Supposons que |n| < 1 alors

|arp™| = |ar||p|* < [P*le—s00 — O,
et
|bin®| = |bi||n|* < Inli_ o0 — 0.

On en déduit que

VkeN 1= 1] = |app" + bpn®| < |arp®| + [bxn[5— 100 — 0,

ce qui est absurde (on remarquera que dans I'inégalité précédente || désigne notre
valeur absolue et non la valeur absolue archimédienne qui est notée |[|~).

Ainsi pour tout nombre n premier a p, on a |n| = 1. Tout nombre rationnel non nul

a
x s’écrit sous la forme x = pkg avec (a,p) = (b,p) = 1 donc

_ In|p
Ve eQ, |z|=|p/f=p " = |pk|; = |z|; avec a = __ln|p| > 0.

Ainsi si Z est un ensemble borné pour ||, alors || est équivalente & une certaine valeur
p-adique.

2. Cas ou Z est un ensemble non borné pour .
Soit a un entier non nul positif tel que |a| # 1 (donc a ¢ {0,1} = a > 1).

Tout entier naturel n s’écrit dans la base a sous la forme
Tn
n= quam avec ky, € {0,...,a —1},¢., # 0.
m=0

et

rn < — (car a™ < n,,a™ < n).

Si 'on pose

M = a
semax | (Isl),

il est immédiat que
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VALEURS ABSOLUES DE Q CHAPITRE 2.

In| < MS2_lal™.

D’autre part, pour tout entier k, 'entier n* peut s’écrire

% ok In n* Inn
— / m k < — o
n Z Gma" avec ok < 9 na
m=0
ce qui nous fournit 'inégalité
rnk
Vk €N, [n|* = [n*F| < M) af* (2.6)
k=0

Supposons qu’il existe un entier a > 1 tel que |a| < 1. alors I'inégalité (2.6) montre

que
1 1] 1
Vi€ N,Vk =0, |nf < M(rpe +1) < M(k—2 + 1) = |n| < MF(h—2 + 1)%.
Ina Ina
Puisque
1 Inn N 1 Inn
E hl(k?m + ]‘)k—>+oozln<km)k—>+oo — 0,

en faisant tendre k vers +oo dans l'inégalité précédente,on obtient que
Vn € N,|n| <1,

I'ensemble N donc Z est bornée pour || ce qui est absurde.

Ainsi pour tout entier naturel @ > 1, on a |a| > 1. Nous reprenons l'inégalité (2.6)

pour un entier a > 1 (donc |a| > 1 ce qui nous donne

1
Vn € N,VE >0, |n| < Mk(

Inn
La suite (|a|"ma ™), tend vers +o0 lorsque k — +oo donc

1 _lnn 1 Inn Inn
1. ln(|a|klna+1 - 1) = - [ln(‘a|klna+1) _|_ln(1 _ |a‘_(k_lna+1))] ~
k R SN )

k—s+oo
— 400 —0
1 plan g mn Inn
Eln(|a! e )Y e 1]:(1 1n|a|k:+oom'
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2.2. COMPLETION CHAPITRE 2.

En faisant tendre & — +o00 dans 'inégalité ci-dessus

Inn 1 1
Va € N tel que a > 1, VnENX,]n]<|a\an<:> nn) <M

Inn  Ina’

Si ’on échange le role de a et de n dans I'inéquation précédente, on obtient que le
In|n

rapport est constant sur les entiers strictement plus grand que 1. Désignons
par d cette constante : alors pour tout entier naturel n > 1, |n| = n?, la formule
étant trivialement vérifiée pour n = 0 et n = 1. On peut étendre par multiplicativité

cette formule aux entiers relatifs (| — 1| = 1) puis a I’ensemble des rationnels.
>0

—~ =
nal

1
On peut remarquer que le réel d €]0, 1] est positif (d = ]
na

pour tout entier a > 1)

>0
et plus petit que 1

(la] =1+ 1+ -+ 1| <la|«|l] = a).
a fois
Ainsi, si Z est un ensemble non borné pour ||, alors || est équivalente a la valeur

absolue archimédienne ||q.

Définition 2.1.11 Une valeur absolue sur Q est dite :
o archimédienne si et seulement si elle est équivalente a la valeur absolue ||oo.

e non archimédienne si et seulement si elle est équivalente a une certaine valeur ab-

solue p-adique.

2.2 COMPLETION

Définition 2.2.1 Un corps K est complet par rapport a la valeur absolue || si toute suite

de Cauchy dans K est convergente.

Définition 2.2.2 On dit qu’un corps value K, |||| est le complété d’un corps value k, || si :

i) K ||| est complet.
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2.3. COMPLETE DE Q, ||p CHAPITRE 2.

i) Il existe une injection X : k — K qui préserve la valeur absolue i.e

A@)|| = =],V € k.

iii) K est l’adhérence de (k) par rapport a la topologie induite par. |||

Le complété d’un corps k existe toujours et est unique a isomorphisme prés, on identifie

en générale k et A\(k), || et ||| de sorte que k soit va comme sous corps de K.

2.3 COMPLETE DE Q, ||,

soit & l'ensemble des suite de Cauchy dans Q, ||,, & est un anneau pour les opérations

{ant +{bn} = {an +bu}  {an}{bn} = {anbn}.

soit O le sous ensemble de & formé des suites qui tendent vers 0.
: : G . :
N est un idéal maximal de & de sorte que " soit un corps, il sera note Q,.

Définition de la valeur absolue sue &

[Hantllp =0 si {a.} €N

sinon
{an} € 61, {an} M
alors
AN eN, n>N = |a, — an|, < |ay,|
donc

|an|p = |aN|p

posons [{a, }|, = |anlp

Montrons que 91, est maximal

soit M 2 N un idéal de &, M contient un élément {a,} ¢ N, {a,} € &, il existe donc
un nombre fini de a,, qui peuvent étre nul. Donc en remplagant les 0 par 1 on obtient un

élément n’appartenant par 1 et appartenant a 9t

20



2.3. COMPLETE DE Q, ||p CHAPITRE 2.

On peut donc supposer que tous les a,, sont non nul donc
{a;'} € & et {a;'Ha,} €M = M =G,

d’ot 9T maximal et m corps.
Soit I'application :
Q—6

a— {a}

la fonction [{a,}| sur & induit une fonction sur & /91 qui une valeur absolue et qui coincide

avec [|, sur Q :[{a}(], = lal,

Enfin on peut voir que &/ est complet.

Exemple 2.3.1 e Q munie de la valeur absolue triviale est complet.
e Q|| nest pas complet, la suite x, = )] 7 e converge pas dans Q.

e Q, ||, nest pas complet a titre d’exemple considérons le cas p =5
soit la suite {a,} définit par :

Q2+1=0 (57)
(s) = { Qi1 =, (57)

vérifions qu’une telle suite existe (par récurrence)
ar=2:a2+1=5=(5),
ag =T:054+1=50= (5%, et ag =7 =y =2 (5), supposons «,, construit

vérifiant o2 +1 =0 (5"),
et posons : i1 = Qo + kD™, k 4 déterminer vérifiant (s).

Nous avons déja ap1 = o, (57),

cherchons k vérifiant o2, +1 =0 (51,

o+ 1=a+1+20,k5" + k57",

par hypothese de récurrence o + 1 = k5",
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2.4. ETUDE DE Qp CHAPITRE 2.

nous voulons a2, +1=0 (5"*1),
soit 5™ (ky + 2a,k) = 0 (5™, 4l suffit pour cela d’avoir ky + 2a,k = 0 (5), comme
a2 +1=0 (5") alors 2a,, =0 (5).

L’application de Z/57Z — Z/57Z tel que T — 2a,x est bijective, il existe donc x

tel que 2anx = —ky,
pour k =z 2a,k+k =0 (5).

Si la suite (av,) est couverte dans Q sa la suite a vérifie o* +1 =0 donc o ¢ Q.

2.4 ETUDE DE Q,

1. Si |b], < |a|, alors |a + b, = |al,.
Preuve.
Par (2.4) |a+ b|, < |a|, ensuite, a = a + b — b donc

|al, < max{[a + bl,, [b],}.
Comme |a|, n’est pas < |b], alors
lal, < la+ 0]y,
d’ou
|a + bl, = |al, = max{|al,, [b],}.

m

2. de (1) en déduit

A={lalp,a € Qp} = {|z|),z2€Q} =B
QcQ,=DBCA

réciproquement, soit © € A 3o € Q,, = |a|,. Par la complétion de Q par Q,
JaeQ, l|a—al, <l

donc par (1)

|a|p =la—a+ a|p = ‘O"p'
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2.4. ETUDE DE Qp CHAPITRE 2.

3. L’ensemble {a € Q, ||, < 1} est appelé ensemble des entier p-adique, il est noté

Z, par (2.4) Z, est un anneau car

|a|p7 W|p <1l= ‘a+ﬁ|p <L |a5|p <L
4. Une nombre rationnel est dans Z, si et seulement si il est de la forme % v, €7
pri

5. Les nombres € € Q,, tel que |¢], = 1 sont les unités p-adiques, ce sont les éléments

inversibles dans Z,

e Tout élément de Q) s’écrit p"e avec € unité, n € Z, Si 8 € Q)

1 n
p= ’B’pmﬁ =pe
e Les unités sont exactement les éléments ¢ de Q, tel que ¢ et e! sont dans Z,
Preuve.
si e et e! sont dans Z, alors |e], < 1, — < 1 d’ou ||, = 1 et donc € est

el

: : : . 1
une unité, réciproquement, si ¢ est une unité |¢[, = let ¢ € Z, |-|, = 1 et
5
eleZ, u
6. Lemme 2.4.1 > o, convergence <= lim oy, = 0.

Preuve. = évident (comme dans R)

P—

N M M
’;O‘n - ;O‘nb = | Z np < Nrgng |t s

N+1

comme «,, tend vers 0 alors X7 «; est de Cauchy. m

7. Description de Z,
Soit A={0,1,...,p—1}

Les ¢éléments de Z, sont exactement les éléments de la forme

Zanpm, a, € A VYn € N.
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2.4. ETUDE DE Qp CHAPITRE 2.

Par ce qui précede Ya,p™ est converge et sa limite est dans 7Z,
Réciproquement soit « € Z, donné. Comme Q =Q, 3b € Q tel que |b— | < 1.

2 cas se présente

e Silal, < 1alors |b] <1 ap=0 donne |ayg —b| < 1.

e Si|al, =1 alors |b] = 1 aussi doncb:g,p)rv ,pr v

U — Z -
xr — % =7 3 v I’application de Ty, p_Z — ﬁ définit par z — 20 est

surjective car injective donc 3 ag € A tel que ag) = v( mod p) c’est a dire

Jape Alag—bl, <1

Maintenant on [b — al, < 1 et |ag — b, < 1 donc
lag — |, = |ag — b+ b — |, < max|ag — bl,, b —af, < 1

il existe donc oy € Z,, tel que | — ap + o] = pag i.e a = ag + pay,

continuons ainsi avec a; = a; + pas et en continuant ce procédé ou aboutit a

a=ag+ap+ap®+ -+ ap" +p" M,

le résultat s’ensuit.
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CHAPITRE 3

PRINCIPE DE HASSE OU PRINCIPE
LOCAL-GLOBAL

3.1 LEMME DE HENSEL

Revenons a notre probléme, pour P € Q[Xj, ..., X,,| homogeéne, cherchons
si P(X1,...,X,) =0 posséde des solution dans Q ou ce qui revient ou méme

des solutions dans Z car

(x1,...,2,) solution <= (Azy,..., A\x,) solution, A € Q.

Pour p donné si P(xy,...,x,) =0 n’a pas de solution dans Q,, alors c’est
termine il n’y a pas de solution dans QQ, passons ou p suivant etc...
Nous voyons qu’il y a des chances que cela ne ce terminé jamais mais heureu-

sement il y le lemme de Hensel.

* D’abord il n’y a qu'un nombre fini de p ou F(X) mod p est singuliére.

* Si F(X) n’est pas singuliére, elle posséde toujours des solutions mod p.
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3.2. PRINCIPE DE HASSE CHAPITRE 3.

* Lemme de Hensel : toute solution non singuliére de F' peut étre redressé en une

solution dans Q, de F'.

Ainsi le lemme régle le probléme pour presque tout les p, il ne reste qu'un nombre

fini de p a traiter.

3.2 PRINCIPE DE HASSE

Considérons toujours 1'équation définie sur Q, F'(z1,...,x2) = 0 et posons
nous la question de ’existence de solution rationnelle. Supposons que pour tout
p premier l'on puisse montre que F' admet une solution dans Q, et qu’elle a

aussi une solution dans R.

En général c’est facile de voir qu’elle a une solution dans R. Pour presque
tous les polynémes P(z1,...,x,) = 0 posséde des solutions non singuliéres
mod p de sorte que l'on puisse appliquer le lemme de Hensel. Il ne restera a

traiter qu'un nombre fini de p.

Hasse a été ébloui par les travaux de Minkowski pour la formulation du
théoréme de Legendre que montre qu’une forme quadratique représente 0 dans
Q si et seulement si elle représente 0 dans R et dans tous les Q, ce qui ressoud le
probléme d’existence par bloc ou classe de polyndémes, et introduit le principe

Local-Global ou principe de Hasse.

Etudier un probléme sur Q <= Etudier le probléme sur les Q, et R.

Nous allons montre dans ce qui suit que les formes quadratiques a trois
variable vérifie le principe de Hasse. Pour résoudre ¢(z1,...,z,) = 0 dans Q,

il suffit de résoudre ¢(xy,...,x,) = 0 dans R et dans tous les Q,.

Malheureusement le Principe de Hasse n’est pas valide pour les cubiques
non singuliéres sinon ou aurait résolu beaucoup de probléme pour les courbes

elliptiques. Pour cela nous étudierons le fameux exemple de Selmer.
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3.3. OBSTRUCTION AU PRINCIPE DE HASSE CHAPITRE 3.

3.3 OBSTRUCTION AU PRINCIPE DE HASSE

Commengons pas montrer qu’elle n’a pas de solution dans Q (non triviales).

Lemme 3.3.1 soit a,b,c > 1 des entiers et supposons d = abc non divisible par un cube
et supposons qu’il existe x,y, z non tous nuls tel que ax® + by + cz® = 0 alors il existe

u,v,w € Z avec w # 0 tel que u3 + v* + dw? = 0

Preuve.

soit 1, p, p? les racines troisiéme de 1'unité i.e les solutions de X? —1 =0

posons
€ = ax® + pby?® + p*cz?,
et
n = ax® + p*by® + pcz®,
donc

E+n=2az’+ (p+ p*)(by® + ¢z°) = 3az®.

De la méme maniére
pPE+pn=3by" et pé+ p'n=3c?

maintenant
(E+m)(P°E+ ) (p€ + p*n) = & + 1 = 3*(ayz)’d,

alors &+ +dy*=0 on = -3y

Les deux points A = (£, pn,7) et B = (n, p*&, ) sont des solutions de 'équation a la
courbe U3 + V3 + dW?3 = 0.
Les points A et B sont conjugués dans Q, donc la droite passant par ces points coupe
la courbe en un troisiéme point défini sur Q et différent de (1, —1,0) (puisque ce dernier

n’est pas sur la droite). m

Définition 3.3.2 (Point exceptionnel) Soit p = pg un point sur la courbe elliptique (C).

La tangente en P = Py a (C) coupe (C') en un troisieéme point P;.
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3.3. OBSTRUCTION AU PRINCIPE DE HASSE CHAPITRE 3.

La tangente en P = Py a (C) coupe (C) en un troisieéme point Ps.

De fagon générale : la tangente en P; a (C') coupe (C) en un troisieme point P;y1. P est

alors dit point exceptionnel si l'ensemble { Py, Py, ..., Py,,...} est fini.

Lemme 3.3.3 Il n’y a pas de points exceptionnels sur la courbe X + Y3 + 6073 = 0

autre que (1,—1,0).

Preuve.

a)

(1,—1,0) est exceptionnel. En effet la tangente a (1, —1,0)
a pour équation X +Y = 0 qui coupe X3 + Y3 + 6023 =0 en (1,-1,0).

Soit (z,y,2) # (1,—1,0) un point rationnel de X3 + Y3 + 6023 = 0.

Supposons x, ¥, z entiers sans facteurs communs ils sont donc premiers deux a deux.
Soit (1,1, 21) le troisiéme point sur X3 + Y3+ 6023 = 0 et la tangente en (z,y, 2)
avec (z1,%1,21) entiers sans facteurs communs.

On peut alors vérifier que :
(w1291 21) = (w(2® +20°) « —y(220° +°)  2(2a® — 7))

Soit d le pged de z(x® + 23), —y(22® + 4?), 2(2® — y?). Si p (p premier) divise z et
d alors il divise aussi y contradiction.
Donc d divise 22 + 293 et 22® 4+ 93, donc d divise aussi 323 et 2y® d’ou d = 1 ou

d = 3, Ainsi
23—y
5 )

21 = F2(2® —?) ou 21 = £2(

Dans tous les cas |z1]| > |z|. En répétant ce procédé (de la tangente) ou obtient des

points distincts de la courbe X, Xo, ... vérifiant 2] < |21| < |22] < ...

on en déduit que (z,y, z) n’est pas exceptionnel et ne peut donc pas étre de torsion.

Lemme 3.3.4 la courbe 23 + y3 + 6022 = 0 est birationnellement équivalente a

Y? = X3 —213%60% = X3 — 43242,

avec d = 60.
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3.3. OBSTRUCTION AU PRINCIPE DE HASSE CHAPITRE 3.

Preuve.
Soit

El . 1'3 -+ y3 = d,
et

Ey:Y? = X3 — 43242,

le changement de variable rationnel

x_36d—|—Y _36d—-Y
T 6X YT e
admet un changement inverse unique
¥ _ 12d ot Y= 36d(z —y)
r+y T+y

et les équations F4 et E5 sont birationnellement équivalentes. m

Lemme 3.3.5 X? + Y? + 602% est birationnellement équivalente Y? = X — 432(60)?

birationnellement équivalente o Y? = X3 — 3330% pour lequel A/2A est trivial.

Preuve.

Par les lemmes la courbe 3X? +4Y3 + 573 n’a pas de points non triviaux définis sur Q.
En effet supposons que 3X? + 4Y? + 573 posséde une solution non triviale définie sur Q.
Par le lemme 3.3.1 X3 + Y3 4 6023 posséde une solution non triviale (z,y, 2).

Par le lemme 3.3.3 X3 + Y3 + 6022 n’a pas de points exceptionnelles autre que (1, —1,0)
donc (x,y, z) n’est pas exceptionnellement par le lemme 3.3.4 la courbe est birationnelle
équivalente a Y2 = X3 — 432.60% et donc aussi a Y2 = X3 — 33.30? pour lequel A/2A est
trivial.

— contradiction < m

Pour montrer que la courbe 3X3 + 4Y3 + 573 = 0 posséde des solution

dans Q, pour tout p nous admettons les résultats suivants :

Théoréme 3.3.6 soit Y? = X3 + AX + B une courbe elliptique définie sur F,, alors le
nombre de points N de Y? = X® + AX + B définis sur F, vérifie

N~ (g+ 1) <25
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3.3. OBSTRUCTION AU PRINCIPE DE HASSE CHAPITRE 3.

Théoréme 3.3.7 soit D une courbe elliptique définie sur Fp alors Elle posséde un point

défini sur Fp.

Maintenant,la courbe 3X?3 + 4Y3 + 573 = 0 est birationnellement équivalente a Y? =
X3 —432.60%
La courbe réduite mod p est singuliére pour p = 2, 3,5, elle reste non singuliére pour

tous les p # 2, 3,5, est posséde par le théoréme 3.3.6 un point défini sur .

Théoréme 3.3.8 Si la courbe réduite C' mod p reste de genre 1 alors le point de la

courbe défini sur IF), peut étre redressé en un point de C' défini sur Q.

Lemme 3.3.9 soit D : F(X;1, Xs, X3) une courbe elliptique définie sur Q telle que sa
réduction modulo p

C : F(X1, Xy, X3) soit une courbe elliptique sur Z/pZ

Soit a € Z3 tel que F(a) = 0, il existe alors b € 7> tel que

Plus généralement il existe une suite (ax), a; =a, as =70

1o fla) =0 ().

2. ar=ap_y (PP7Y).
Preuve.
Pour k& = 2 c’est la premiére partie du lemme nous avons 88—)](:(&) =0 pour un i € {1,2,3}

par exemple ;—)’;(a) = 0 (C non singuliére)

posons b = (by, by, b3) = a + ap = (a1 + ayp, as + asp, az + asp)
(2) est alors vérifie b=a (p)

cherchons a pour que (1) le soit aussi.

Le développement de Taylor de F' au voisinage de a donne :

of
0X;

F(X1, X2, X3) = F(a) + Z ( ) (X; — a;) + terme de degré > 2.

30



3.3. OBSTRUCTION AU PRINCIPE DE HASSE CHAPITRE 3.

F(b1,b,b3) = ) + Z ((?Xl)a a;p) + terme multiple de p*.
Prenons ay = a3 =0, F(a) = kp (car= 0(p)), en obtient

FO) = kp+ pronp =k + o), (5(a) = 1)

choisissons a4 tels que (k+ piay) = 0, et ¢’est possible car p; # 0 (p) et donc p; inversible
dans Z/pZ

ay = —pi 'k, ainsi F(b) =0 (p?)

supposons ay ... a construit et construisons ax.1

en posant ap,1 = aj + ap®, (2) est alors vérifiée
F(ags1) = Flag) + Z(a—f)a a;p® + termes = 0 p**
oX; ™"

Kp* + piaqp® on prend a; = —p;'K.

La suite (aj) est une suite de Cauchy qui converge donc vers un élément zp de @, et

F(ay) est aussi une suite de Cauchy qui converge vers 0, comme F' est continue
0 =lim F(oy) = F(lim oy,) = F(x0).

Pour les p rendant la courbe réduite singuliére c’est a p = 2,3 ou 5, nous résolvons
directement I'équation 32 + 493 + 523 = 0,

= 5on prend z = 0, « = 1, et nous cherchons y € Qs tels que 3 + 4y®> = 0 ou

3 6
y3:__:__’

4 8
comme —8 est un cube, il suffit de prouver que 6 est un cube i.e y*> = 6 possédé des
solution dans Q,.

—6=05",

soit aq, g, ..., ay

—6=05",
_ k
A1 = O (5 )a

aj donc 1> — 6 = —5 =0 (5').
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3.3. OBSTRUCTION AU PRINCIPE DE HASSE CHAPITRE 3.

Supposons «;, construit et soit ag 1 = ay + p5k , p a déterminer
ajiy — 6= ap — 64 3aip5" + 3app?5* + p*5*

= p15% + 3a2p5” (57,

-1
comme 3a; étant unité ou prend p = 3T.é]%pl.

De la méme maniére
pour p =3 x =0,z = —1 et 'on calcule y solution de 433 — 5 = 0 dans Qs.
pour p =2 y =0,z =1 et l'on calcule x solution de 3y® +5 = 0 dans Q,.
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CONCLUSION

Soit F'(X,Y, Z) un polynéme homogéne de Q[X, Y, Z].

F(X,Y,Z) = 0 résoluble dans Q = F(X,Y, Z) = 0 résoluble dans R et dans

tous les Q,

I'implication inverse n’est malheureusement vraie que pour certaines classes

d’équations.
Une classe d’équations & vérifie le principe de Hasse si et seulement si VF' € &

F(X,Y,Z) =0 dans Q résoluble <= F(X,Y, Z) = 0 résoluble dans R et

dans tous les Q,

Enfin nous étudions une d’équation de dégre 3 a savoir 3X?+4Y3+573 = 0

qui ne vérifie pas le principe de hasse.
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