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Notations

u = (u;) vecteur de composantes ;.

uv = u;v; produit scalaire euclidien.

n mnormale unitaire extérieure.

uy = u.n la composante normale du déplacement.

u = (uy, ur), up la composante tangentielle du déplacement.

oy = (0 (u)n)n la composante de la force de pression appliquée sur une section de
normale n.

o(u)n =(on,or), or la composante tangentielle du vecteur o (u) n

. 0%u
U =—.

ot?
. Ou
U =—.

ot

8’&]' L. R

Oiuj = Ere dérivée de u; par rapport a ;.

eij (u) = 5 (Biu; + Ouy) .
Uz‘j(u) = aijklekl(u)~
divo (u) = 0;0,; divergence du tenseur o (u)
H' dual de H
H(Q) = (H' ()
L2 (Q) = (L* ().
— la convergence forte.
— la convergence faible.
En garde la méme notation de la fonction et sa trace sur le bord s’il n’y a pas de confusion.

La présence d’une distribution sous le signe d’intégrale signifie le produit de dualité.



Introduction

Le contact unilatéral des corps élastiques,avec ou sans frottement, est une contrainte
mécanique souvent rencontrée en modélisation. La formulation de ce probléme (sans frot-
tement) a été décrite par Signorini en1933.C’est en 1963 que Fichera [20] a fait I’analyse
de ce probléme a travers un probléme de minimisation équivalent (méthode d’énergie). De
nouveaux résultats d’existence, pour une classe de probléme de contact sans frottement,
ont été trouvés par Duvaut et Lions et d’autres pour le cas de frottement non local (loi
de Tresca) paru en 1972 dans [11] ou ils ont signalé un probléme ouvert d’existence et
d’unicité dans le cas avec frottement local (loi de Coulomb). A partir de 1980, Nécas,
Jarusek et Haslinger [16] ont établi, seulement, 'existence des solutions d’un probléme
de contact unilatéral avec frottement de Coulomb pour un coefficient de frottement assez
petit. Des résultats plus généraux sont donnés ensuite par Jarusek [I8],Kato [17],Eck et
Jaruek [2I]. Récemment, R. Hassani, P.Hild et I.Ionescu [19] ont trouvé des conditions
suffisantes de non unicité des solutions. Pour le cas des structures minces, i.e, les corps
élastiques dont 'une des dimensions (I’épaisseur) est petite devant les autres, par exemple :
plaques minces, coques minces et filaments. Ces cas ont été proposés par Kirchhoff, Love,
Reissner, Von Karman et Koiter. Le contact dynamique a puis de grande importance dans
la littérature mathématique d’ot au larges applications dans le pratique. Martin et Oden
[13], ont établi I'existence d’une solution faible pour un probléme viscoélastique avec le
"compliance" de la normale. Dans le méme sens, Figueired et Trabucho [22], ont établi
I’existence des solutions un probléme pour un matériau thermoviscoélastique avec frotte-
ment et avec la "compliance" de la normale. Kuttler [25] réalise une étude du probléme
avec une condition générale sur la"compliance" de la normale. Le probléme dynamique

sans frottement avec adhésion a été étudient par Chau [3I]. Parla suite, Ionescu et Pau-



mier, et Paumier et Renard [29], ont réalise I’étude du probléme avec un coefficient de
frottement dépendent du taux de glissement dans le cas un-dimensionnel. En suite, Kut-
tler et Shillor, ont considére le méme probléme avec une "compliance" de la normale et un
autre probleme avec un coefficient de frottement discontinue. Aussi, on peut trouver dans
Kuttler et Shillor [23], ’étude d’un probléme de contact bilatéral avec un coefficient de
frottement discontinue. Quelques résultats de régularité ont obtenu par Kuttler et Shillor
[24], et d’autres pour un probléme avec adhésion dans les papier de Kutller et al [25].
Apres, Jarusek [30] a étudier le contact unilatérale pour une vitesse normale, Eck et Ja-
rusek [29] ont utider avec les condition de Signorini.t introduite et qui a conduit & une
solution faible de probléme .Enfin dans [I] ont établi un résultat d’existence avec des test
numeérique de validation.

Ce présent mémoire présente 1’étude du probléme de Signorini dans les deux cas sta-
tique et dynamique. On débute notre travail par le chapitre qui présente les préliminaires
mathématiques fondamentaux qui nous utilisons dans la premiére et deuxiéme chapitre.
Dans le deuxiéme chapitre, on présente le probléme de Signorini dans le cas statique
avec une Théoréme d’existence et unicité de la solution.Dans le troisiéme chapitre, on
présente la méme probléme mais dans le cas dynamique avec une Théoréme d’existence
de leurs solutions. Enfin une conclusion qui comporte les résultats essentiels et quelques

perspectives.



Chapitre 1

Préliminaires mathématiques

1.1 Rappels sur les espaces fonctionnels

Tout les résultats dans cette section sont dans [15].
Nous rappelons ci-dessous quelques définitions et théorémes classiques d’analyse fonction-
nelle qui seront utilisées dans les chapitres ultérieurs.
Ici toutes les fonctions considérées sont a valeurs réelles.
Soit z € R™, Q ouvert de R”, K’ C €2, m entier positif, a est un multi-entier, |a| =>" | o
alors on définit 'opérateur différentiel D par

Da Dal Da 8‘04
R S

On note par C (2) I'espace des fonctions réelles continues sur €. On dit que K est rela-

tivement compact dans €2, si I'adhérence de K (i,e., K ) est un compact (i,e., fermé et

borné) inclus dans €2, on noté par K CC 2. Aussi on note par :
C" () ={vel(Q);D% e C(Q) pour |a] <m}.

On appelle le support d’une fonction v définie sur €2 ’ensemble fermé

supp v = {x € Qv (z) # 0}.
On dit que la fonction v est a support compact dans €2, si supp v CC €2. On note par

C(Q) ={v e C™(Q);v est & support compact dans 2}



Soit
C™(Q) = miocm (€)

On désigner par D (§2) appelé 'espace des fonctions test, I'espace C3° (2) des fonctions
indéfiniment différentiables & support compact dans 2 muni de la topologie de limite
inductive comme dans la théorie des distributions de L. Schwartz. On va noter par D’ (£2)
I'espace dual de D (€2), donc 'espace des formes linéaires continues sur D (€2) . On appelle
D' (Q) T'espace des distributions (ou fonctions généralisées) sur €2, et 'on munit de la
topologie forte de dual(i.e., f; — f dans D' (Q) si (fi, ) = (f, ) Vo € D(Q) ) ou (.,.)
désigne le produit de dualité entre D' (€2) et D (€2). Pour p donné par 1 < p < oo on

désigne par
1/p
LP (Q) = {v mesurables sur Q; tel que [v], = (/ lv]? dw) < oo}
Q

on rappel que (Lp (Q), ||Hp> est un espace de Banach, et séparable et, pour 1 < p < oo
est réflexif.

Pour p = 2, espace L?(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
(u,v) = /Qu(a:)v(a:) dx.
On va identifier Pespace L? () a son dual. Pour p = co on désigne par
L> (Q) = {v mesurable dans €; tel que ||v|_ < oo},

ou ||v|| = supesszeq |v(z)] = inf{C;|v(z)] < Cppz € Q} < oo} on rappel que
(L () ,]].]|,) est un espace de Banach. Pour tout 1 < p < oo on I'inégalité de Holder si

/ 1 1
u € LP () et v e LP (Q) tel que —+ — =1
p p

/Q w (@) v (x) dz < [lull o],

Théoréme 1 L’espace C§° () est dense dans LP (Q) V1 < p < oo.



On dite que X — Y, pour (X, ||.||x) et (Y,].]ly-) espaces normés, signifie X C Y avec

I'injection continue, c’est-a-dire il existe une constante C' telle que :
[ully < Cllully Vue X.
Pour 1 <p<ooonaD(Q) — LP(Q) — D' (2). On va définie I'espace de Sobolev
WmP(Q) = {v; D% € LP (), pour |a| <m},

muni de la norme

1/p
ollyms = | D 1D sip € [1,00),
loe|<m
[ollyme = max[[D%]|,
|a|<m

est un espace de Banach. On note par Wy () 'adhérence de C§°(£2) dans lespace
WP (). Pour tout p € [1,00) on a

WP (Q) = W™P(Q) — LP(Q).
Dans le cas p = 2 on utilise la notation
H™(Q) = W™2(Q).

muni du produit scalaire

(u,v)g = Z (D%, D) .

la]<m
L’espace H™ (Q) est un espace de Hilbert. On posera aussi Hj* () = W7 (Q). Les

espaces de Sobolev négatives sont les espaces duales des espaces W;"" (Q)
Wy ™ (Q) = (W™ (),

muni de la norme
(u,v)
= sup

[[lly o (TP —
Wo ™ () ueWP(Q) ||U||W5W(Q)

L’espace W, ™7 " () est Banach (séparable et réflexive, si 1 < p < oo ). Puisque D ()
dense dans H] (©), alors on a H} (Q) C L? () Cc H1(Q).
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Théoréme 2 Supposons que Q) vérifie la propriété du cone et 1 < p < co. Alors
1. C(Q) = W™P(Q) avec Uinjection dense.

2. Simp >n alors W™P (Q) — C* (Q) quel que soit k entier avec mp—n —1<k<
p
mp —n
P

Maintenant les espaces de fonctions a valeurs vectorielles : On considére un espace de

Banach X de norme ||.||; et un intervalle ouvert / C R. On note par
C*(;X)={v:I— X; D" € C(I,X) pour |a| <k}
sans aucun doute, C* (f ; X ) est un espace de Banach pour la norme

[Vllenz.x Z sup [[D% (z)[| x -

|<k‘ ZL'EI

On notera ensuite par C* (I; X)) l'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur
I a valeurs dans X et par D (I;X) lespace C3° (I; X), i.e. I'espace des fonctions de
C* (I, X) a support compact dans I muni par la topologie limite inductive. On désigne

par D' (I; X) 'espace des distributions sur I & valeurs dans X défini par
D'(I;X) = L(D(I;X);X)

ou L (U,V) désigne l'espace des fonctions linéaires et continues de U dans V. Soit p €
[1,00]. On désigne par LP (I; X) l'espace des (classe de) fonctions f : I — X mesurables
telles que l'application t — ||f (¢)|| ~ soit dans L? (), c’est un espace de Banach pour

la norme

1l = ( / ||f||§(dﬂ> <o ptoo

[fll = supess||f]ly-
tel
On peut montrer les propriétés suivantes :
. D(;X)CcLP(; X)C D' (I;X).

2. Sip < oo alors D (I; X) est dense dans LP (I; X).



On désigne par W' (I; X) lespace des (classe de) fonctions f € LP(I; X) telles que

felLr (I; X) on f est la dérivée faible de f, muni par la norme

oy = D ascrs ||, ey
WP (I; X) est un espace de Banach.

Proposition 3 Pour toutp >1 on a :
1. W (I,X)c L~ (I,X)nC (I, X).
2. Si 1 est borné, alors C* (I, X) est dense dans W (I, X).

Définition 4 §v X et Y sont des espaces de Banach, X C Y a enrobage continu,
Cs ([0,T),X) espace est défini comme l’espace des fonctions v : [0,T] — X  telles
que la fonction réelle d’une variable réelle

t — (h,v (t)>X’,X,
est continue sur [0,T] pour toute h € X'

Lemme 1 Soient X etY sous les conditions de la derniere définition.
— 1) Si, en plus, X est un espace de Banach réflexif, alors :

L*(0,T;X) N C ([0,T];Y) C C, ((0,T); X)

— 11) Soit U un autre espace de Banach tel que X C U C Y est l’enrobage et X C Y

o .
est compact. Si F est bornée dans L™ (0,T;X) et 8;:— = {f7 fe ]:} est bornée

dans L™ (0,T;Y), avec r > 1, alors F relativement compact dans C ([0,T];U).
Preuve. ¢) Ce résultat peut étre trouvée dans [0], Lemme 8.1,page 297.

i1) Ce résultat peut étre trouvée dans [7], Corollaire 4, p. 85. =

1.2 Théorémes de trace et formule de Green généralisée

Soit Q un ouvert de classe C'. Alors on peut définir de facon unique la trace yv de

H* () en HY/2(T) tel que :
¥ (v) =vlr, sive[C*(Q)]".

Il est bien connu que si le domaine 0 € Ob!, ils existent des applications linéaires uni-

quement déterminées v, de H' () en HY/?(T) et 7 de H' () en H%/Q (T") telles que :
Y(©) = @)ntar(v) YveH (Q),
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ot Hy*(T) = {¢ € HV2(T);~, (¢) = 0}. Aussi si v € [C= (D)]", 7 (v) = v[r.n et
~yr (v) = v|r — 7, (v) n. Les applications 7, (v) et 7 (v) sont surjective. Ci-aprés, pour
simplifier ’écriture, v, et vy désigner traces normales de v, 7, (v) et 7 (v), respective-
ment.

Maintenant on pose ' =Ty N'Y

Soit V' I'espace définie par
V={ve H (Q);7(v) =0sur I}.

On note par 4 : V. — HY2 (%) I'opérateur de tracer que relative v € V' avec la restriction
de v (v) sur X. Cet opérateur, ce qui conduit V' en H&éz (3J) est linéaire, continue et

surjective pour les frontiéres 0% qui soit C'*°, tel que
1/2 _
Hy' () = {ve H2 ()| p7P0 € L ()},

tel que p une fonction particuliére (voir [16] pour plus de détails).

Lemme 2 Si le domaine ) est CYt ils existent applications linéaires, continues et sur-

jectives
1/2 1/2
WV = Hy (B), A%V = Hip ().

avec H%QO (X)={¢¢€ H(%Z (3); ¢n =0} et tel que :

vg (V) =%, (V)n+ag, (v) veEV
Considérons le champs des espace des contraintes :

X ={7=(7ap) € [L* (] s 7Tap = 750}, (1.1)

7]l = (/QT : de)m, (1.2)

est un espace de Hilbert. Soit E le sous-espace de X définie par :

a condition que la norme

E={re X;div(r) € L* (Q)}, (1.3)
qui aussi est un espace de Hilbert avec la norme :

ITlle = lITllx + lldiv (T)] 2 - (1.4)



Lemme 3 Si Q € CY'. Alors il existe des applications uniquement déterminé w, de E
en H;I/Q (T") tel que

(m(7),7 (v))r = (70 (7), Vn)nr + (77 (T) , V1) 71,
Pour tout T € E et v €H' (Q), et
T (1) =Tnn et 7wp(T7)=71n— TN,
pour tout T € C* (Q) ot 7, = m, (1), 70 = 77 (7).

Lemme 4 Soit Q € C%'. Alors il existe une unique application, 7 linéaire et continue
de E en H™Y2(T) tel que :

m(r)=7rn, site [C! (Q)}nz (1.5)

En outre, la formule de Green généralisée suivante vérifiée pour chaque T € E et pour

v eH! (Q) :

/ T:e(v)dr + / div (1) .vdx = (7 (1), (v))r, (1.6)

Q Q
ot (., .)r désigne le produit de dualité en H=/2(I') x HY?(I).
Théoréme 5 Soit Q € C%'. Alors il existe une application linéaire uniquement détermi-
/
née v de E en (H(l](/)2 (E)) tel que :
me(r)=7lgnsiTeC! (Q),

et la formule de Green générale est valable pour chaque T € E et pour tout v €V

/QT ce(v)dr + / divr.vdr =g (T (T), 7% (v))s, (1.7)

Q

!/
0l go(., )y désigne le produit de dualité (Héé2 (Z)) X H[l)é2 (2).

Aussi, si ) € Cl’l,ﬁ% les opérateurs peuvent étre décomposées en W%mﬂ'%T tel que :

00(7m%: (1), 75 (V)2 =00 (T3, (T) 73 (V))nss + 00 (TS (T) s Y (V)7
pour tout r € E et v €V, et
0

Ty, (T) = Timn.n et W%T (1) = TIn—"Tpnn,

pour 7 € C* (Q), ot T 5 = 72, (7).

Preuve. Pour plus de détail, voir [I] et [15]. =



1.3 L’inégalité de Korn

Soit Q un intervalle de R3.

(a) Inégalité de Korn sans conditions aux limites :

Il existe une constante C(2) tel que :
1
[0l < CO) {032 + ey |70 € HY(Q).

(b) Inégalité de Korn avec conditions aux limites :
Soit I'y un ensemble mesurable de bord I' tel que :mes(I'y) > 0 existe une constante

C(Q,Ty) tel que :

[[v]| < O, Ty) |€(U)|L2(Q) Yo € H'(Q), nulle au bord .

Q)

Preuve. voir [33], p. 74. =

1.4 Lemme de Gronwall discrétisé
Soit y et g deux fonctions intégrables positives et C' > 0. Si

¢
y(t) <c +/ g(s)y(s)ds pour t > 0,
0

alors
t
y(t) < cexp (/ g(s)ds) pour ¢t > 0.
0

Preuve. Voir [12]. =

1.5 Théoréme de Stampacchia

Définition 6 Soit H un espace de Hilbert.
On dit qu’une forme bilinéaire a (u,v) : H x H — R est :
— Continue : s’il existe une constante C > 0 telle que :

la (u,0)] < Cllully llolly;  Yu,0 e H,
— Coercive : s’il existe une constante o > 0 telle que :

a(v,v) > alv| Vv e H.

10



Théoréme 7 (Stampacchia) : Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive. Soit
K un conveze, fermé et non vide. Etant donné o € H' il existe u € K unique tel que :

a(u,v—u)>{(p,v—u) YveK.

Preuve. Voir[3] =

1.6 La convergence faible, faible*

Proposition 8 Soit E espace de Banach, (x,) une suite de E, et (f,) une suite de E’
alors :
- [z, =z pouro (E,E)] < [(fiz,) = (f,z) Vf€E].

- [fnﬁf poura(E',E)] — [(fn,z) = (f,x) Vz € E].

Preuve. Voir [3] =

1.7 La méthode de Newmark

La méthode de Newmark utilisée ici repose sur les schémas de dérivation numérique

suivant :

Wt =t + AL[(1 - B) i + Bt
W=l AL+ AP [(1/2 — ) i+ @]

tels que : B et v deux paramétres pour le calcul des positions et vitesses.

Preuve. Pour plus détails voir[14]. m
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Chapitre 2

Probléme de Signorini : cas statique

Soit 2 un ouvert borné de R? de classe C''!, occupé par un matériau élastique iso-
trope et homogene de densité p. La frontiére de {2 est divisée en trois parties [y, 'y,
y(mes(I'y) > 0). Ce matériau entre en contact avec une fondation rigide en I'y, subit
une force surfacique g sur I'; et une force volumique f sur 2. On suppose que la partie
'y est encastrée(fig-1-) Supposons que le systéme est en état statique et le contact sur T'g
est avec les conditions de Signorini. Notre objectif est la recherche des déplacements des

points de .

Fondation rigide

Figure-1-

12



2.1 Probléme classique P.C

Trouver u tel que

— divo(u) = f dans (2.1)

o(uyn =g sur I'y (2.2)

u=0 sur 'y (2.3)

uy <d,on <0,on(uy —d) =0,00 =0 sur Iy (2.4)

L’équation ((2.1)) désigne I'équation d’équilibre telle que o(u) = (0;;(u)) est le tenseur

1
des contraintes et 0;;(u) = a;jper(u) ou e;;(u) = §(ai“j + 0ju;) et e(u) = (e;5(u)) est le

Uj
(9@-

qui est appelée loi de comportement. On suppose que les coefficients ;i € L™ (€2) vérifient

tenseur des déformations linéarisé ot d;u; = . On simplifie I'écriture par o(u) = Ae(u)

la propriété de la symétrie et la propriété de ellipticité i.e :
Aijkl = Qjikl = Qklij
aM > 0, aijkleij(u)ekl (U) > Meij(u)eij(u),‘v’eij = €jj

Les équations et (2.3) sont les conditions imposées sur les bords respectivement
I'y et T'y. Les conditions dans sont appelées les conditions de Signorini. uy = u.n
désigne la composante normale du déplacement et n est la normale extérieure. uy < d
: La fonction d’interstice mesurée suivant la normale (décollement). oy = (o(u)n)n la
composante normale de la force de pression appliquée sur une section de normale n.
on(uy — d) = 0 décollement ou contact. o7 = 0 pas de frottement, pas de cisaillement. d

une fonction d’interstice définie sur Ty est dans H'/2(T)

2.2 Probléme variationnel P.V

On pose HY(Q) = (HY(Q))3, L3(Q2) = (L*(Q))?
V={ve H(Q)/v=0sur Iy}

K={veV Juy <0 surI'y} convexe fermé du sous espace vectoriel V.
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a(u,v):/ﬂa(u)e(u)dx Yu,v €V

(F,v):(f,v)+/g.vds YoeV

I

L’inéquation variationnelle a soucie de (P.C'), en terme de déplacement, est la suivante

Trouver u € K tel que
(P‘V){ a(u,v—u)>(F,v—u) YveK

Théoréme 9 Si u est une fonction réguliere qui vérifie (P.C'), alors u est solution de
linéquation variationnelle (P.V).

Preuve. Voir [15] =

Théoréme 10 Siu est une solution de l'inéquation variationnelle (P.V'), alors u satisfait
(P.C) en un sens généralisé.

Preuve. Voir [15] =

2.3 Existence et unicité

Théoréme 11 Si f € (L?(Q))", g € (L*(T'1))" alors le probleme (P.V) admet une solu-
tion unique dans K.

Preuve. i)a(u,v) est une forme bilinéaire continue coercive. a(u,v) est une forme bili-

néaire(évident). On a :

la(u,v)] =

/Q o (1) 21y (v) da
/Q Gisnern () 215 (v) da

< c/ lekn (w) €55 (V)| dz (9 x 9 termes)
Q

([ <u>>2dzc)é ([ <v>>2dx)%

2 1 8uk 8uh 2
/n(g’“h ()" d 4/Q<8xh+axk) e
1 6uk 2 8uh 2
é/ﬂ(a—x) *(a—m) o

2
||U||H1(sz)

IA

D’autre part on a :

IN

IN

14



Donc
|a (u, v)| < M ||ul| g1 o) 10]l 720
D’ou la continuité de a(u, v).
En utilisant la condition de ellipticité, on trouve :
a(u,v) = /aij (u) .€ij (v) dx
Q
= / aijknrn (1) €55 (v) dx
Q
> a/ ern (1) €55 (v) dz
Q

En utilisant I'inégalité de Korn, on trouve qu’il existe une constante £ > 0 , telle que

Yu € HY(Q), on a :

/ u|® dz = / i dr < k:/ gij (u) gij (u) dox = k‘/ le (u)]? dz
Q Q Q Q

En effet, on supposons que {u,, } une suite de H'(2) telle que [l 20y = Let / le (un)|? do <
Q

1
— pour tout n > 0. De l'inégalité de Korn, on déduit que ||un||§{1(m < k'. Donc {u,} est
n
une suite bornée dans H'(Q2). D’out u,, — ug dans H'(Q) et puisque l'injection de H'(£2)
dans L?(2) est compacte, alors u, — ug fortement dans L*(Q). D'ott [|un| 12y = 1. Par
ailleurs, nous avons :

a (uy, — g, Uy, — Up) = a (Up, Uy) — a (ug, Ug) — 2a (ug, Uy, — ug) >0
Il résulte que :

n1—1>1}rloo inf a (up, u,) > a(ug, up)
D’ou
/ le (ug)|* dz < lim inf/ le (un)|* dz = 0
Q n—+oo Q
ce qui donne / e (uo)|2 dr = 0 et puisque ug = 0 sur I'y, il en résulte que ug = 0 sur Q.
Q
Ce qui contredit [|ug|| 2y = 1. Par conséquent : / le (un)]* dz > k/ u|® dz, joigne a
Q Q

I'inégalité de Korn donne /Q le (up)|* do > k' Hu“iﬂ(g) tel que k& = {13 D’ou

a(u,u) 2> ok’ [|ull 7 g

15



ce qui achéve la coerciveté.

i1) — (F,v) est une forme linéaire continue sur V. En effet, on a :

] = ()’ (] e

C||U||L2(Q)

/ guds
ry

En utilisant I'injection continue de I'application trace de H'(Q) dans L? (T';) et I'injection

IN

IN

et

< Nlgll ooy 101l 2y

continue de H'(€) dans L* () on trouve :

(F0) < e (lolla + 10l ary)

< |l

De (i) et (ii) et par le moyen du Théoréme de Stampacchia, I'inéquation variationnelle

admet une solution unique. ®
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Chapitre 3

Le probléme de Signorini : cas
dynamique

D’aprés I’étude du probléme de Signorini dans le cas statique, dans ce chapitre on peut
présentée I’étude du méme probléme dans le cas dynamique. On considére le probléme

suivant :

3.1 Probléme classique P.C

Trouver u tel que

pu — dive(u) = f  dans 2 (3.1)

o(uyn =g sur I'y (3.2)

u=0 sur 'y (3.3)

uy <d,on <0,0n(uy —d)=0,00 =0 sur [y (3.4)
u(z,0) = ug, u(x,0) =wu; dans . (3.5)

3.2 Probléme variationnel P.V

On pose H'(Q) = (H'(Q))*, L*(Q2) = (L*())°
Théoréme 12 si u est solution du probléeme P.C, alors u vérifie le probléme P.V :

Trouver u € K tel que

17



pli, v) + a(u,v) = L(v)+ < on,oy >, Yo €V (3.6)
< OoN,UN — Uy >> 0, Vv e K (37)

u(z,0) = ug; u(z,0) = uy dans

ot a(u,v) = /a(u) ce(u)dr, L(v) = /fvda:—i—/ gudl', < on,vyN >:/ onvndl’
Q Q N}

To
(au sens de dualité).

Preuve. Formulation faible de (3.1)) : Soit v € K, (3.1]) donne :

/Q(pil — divo(u))vde = /vada: (3.8)

/Q divo(u)vdz = /a o{unedr - / o(u) : e(v)dr (3.9)

Q
Avec o(u) : e(v) = 0;5(u) : e;;(v). On introduit (3.9) dans (3.8) et on utilise (3.2) et (3.3
on trouve(3.5)). Formulation faible de la condition de signorini (ou de complémentarité) :

Ona:VwveK

<0’N,UN—UN> = <O’N,UN—d+d—uN>
= <O’N,’UN—d>+<UN,d—UN>

= <O’N,UN—d> ZO

dott (37). m

Théoréme 13 On suppose que la solution u est assez régquliere, alors u solution de P.C
si et seulement si u solution de P.V.

Preuve. On prend dans (3.6) v = ¢ pour tout ¢ € (D(Q))? (puisque v reste dans V).

On trouve que :
plii, ) + a(u, ) = L(v), Vo € (D(Q))° (3.10)
D’ou, en utilisant la formule de Green généralisée dans (3.10)), on trouve :

/(pil — divo(u) — f)pdxr =0

par conséquent :

pu — divo(u) — f =0 p.p sur () (3.11)
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D’ou (3.1)). Pour avoir (3.2)), on prend v = ¢ pour tout ¢ € (D(QUT5))? dans (3.6) et
en prenant en compte (3.11]), on trouve : / (o(u)n — g)pdl’ = 0 d’ou (3.2). On prend
I

v = ¢ dans (3.6) pour tout p € (D(QUTy))%. Avec (3.10) on trouve (o7, pr) = 0 Vor
d’ott o7 = 0 sur Ty p.p. Puis on prend v = u + ¢ dans (3.7) avec ¢ € (D(QUT))? et

on < 0 sur T’y on trouve : (on, pn) > 0 ce qui donne o < 0 sur I'g. On prenant vy = 0
puis vy = 2uy — d dans (3.7)), on obtient (on,un —d) = 0 et puisque oy(uy —d) >0
alors oy (uy — d) = 0 sur ['y. Par conséquent (3.4). =

3.2.1 L’inéquation variationnelle associée au probléme (P.V)

Le probléme variationnel (P.V) est équivalant I'inéquation variationnel suivante :

Trouver u telle que
p/ (v — u)dm—i—/ Ale(u):e(v—u)dz>L(v—u)Vv € K
Q Q
u(z,0) = ug; u(z,0) = uy dans Q

L(v):/ﬂfvd:c—i—/F gudI’

Pour plus détail voir [15].

Pour simplifier les calculs, on suppose d = 0.

3.3 Existence du solution

Théoréme 14 Sous les conditions suivantes :

fe W (0,T; L (),
g € W (0,T;L*(I)),
et ug,u; € H'(Q) avec divo (ug) € L* ()

Alors le probleme (P.C') admet au mois une solution (u,o (u)) vérifie :

Cwe IX(0,T;K), i€ [® <O,T; % (Q)]3> ceticD <O,T; % (Q)]3>
~ o (u) € D'(0,T; Eog (g)) N L <O,T; % (Q)]?’X?’) .

La démonstration de ce Théoréme est divisée en cing étapes.
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3.3.1 Etape 1 : La discrétisation en temps du probléme (P.V)

On considére la discrétisation de U'intervalle de temps [0,7] a I sous-intervalles. On

propose le probléme suivant au temps t = t;.

Probléme (P1}) :

Trouver u' € K,i' € [H' (Q)}S et i’ € [L? (Q)}3 tels que

1 L i—1 7 i—1
/p (&) (v—ui) dx+/A—lg (i> :5(v—ui) dx
9) 2 Q 2
>L (v—u'),YweK (3.12)

La relation entre les sous-intervalles de déplacement, vitesse et 1’accélération sont encadre
dans la méthode de Newmark (voir Huges [4]) par les paramétrés 5 = 1,7 = 3 comme

suivant :

- < o AE 4!
ul =Tt AT —u, (3.13)
2 2
. i—1
. e +
W= At% (3.14)
Pour (3.13)), I'expression peut étre obtenue de 'accélération du temps ¢; comme
Ao AT - AR
i = (3.15)

At?
ce qui nous permet d’écrire I'inégalité variationnelle seulement en termes du dé-
placement. Ainsi, nous considérons I’algorithme suivant :
- A Dinstant initial u® = u (0) = ug et @’ = 0. (0) = uy, avec divA~Le (u°) € L2(Q), puis
Paccélération 4° est calculée a partir de ’équation d’équilibre :

.0
u =

(O + divA~'e (u°)) (3.16)

SR

Avec fO = f(0). Note que i’ € (L*(Q))’.

Pour chaque pas de temps ¢; donne ‘™1, i et ili_l, on obtient ! la solution du probléme
variationnel (P2)" ) qui obtenue par la remplacement de la valeur de i qui donnée par
(3-15)), dans :

Probléme (P2!) :

Trouver v’ € K tel que
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2 .
/ pu’. (v - u’) dr + A—t A le (u’) D€ (v - u’) dr > / p [ui_l + Atuz_l] ) (v - u’) dx
Q 4 Jg Q

2 2
— ATt Ae(W ™) e(v—u')de + %Li (v—u') Yv e K. (3.17)
Q

. 4 ie1 il : o iy o .
Puis, donne u~, 4", 4" et u’, obtenir 4 et 4’ en utilisant d’abord (3.15]) et aprés
(3.14) . Encore une fois, nous savons u',u ,u en t; répéter le processus pour le prochain

pas de temps.

Théoréme 15 Soit u* € K, o' ' € H'(Q) et ulil € L?(Q). Alors, il existe une
solution unique u' du probléme (P2' ). En outre, 1" et t' construits & partir des relations

et vérifient :

We H' (Q),i' e L*(Q), etii' +i ' e H'(Q), 1<i<?2! (3.18)
Preuve. En considérant la forme bilinéaire b, continue et coercive sur V x V' définie par :

b(u,v) = /ﬂpu.vdm + ATt /QA_la (u) : e (v)de (3.19)

et 'application linéaire définie sur V' par :

AL . o
L(v)= —tLZ (v) + / p [ul_l + Atu 1} vdx
2 Q
At? ,
—Tt QA_lg (W)t e (v) da.

Le résultat d’existence et d’unicité est obtenue par I'application de théoréme de Stam-
pacchia. Maintenant, comme u’,u'~!, 4"~ appartiennent a H' (), d’apres nous
obtenons que i’ + @' ' € H' (). Ainsi, depuis &'~ ' € L2 (), déduire que &' € L2 ().
En outre, de (3.14) nous obtient @' € H' (Q). =

Remarque 16 Les hypotheses concernant les conditions initiales garantissent que ug €
K, W’ e H et e L2 (Q). Par conséquent, le Théoréme |15 garantit que les champs des
déplacements, la vitesse et 'accélération sont calculées avec l’algorithme congu vérifient
les propriétés similaires, pour tous 0 < i < 27,

Corollaire 17 Supposons que "' € K, o'' € H' (Q) et &' € L2(Q) sont connus. Si
uil, i’ et i’ sont solutions du probleme(P1" ). Alors, u' est la solution du probleme(P2"),
1<i<2l . .

Réciproquement, si u' c’est la solution du probléme (P2' ) et u' et u' sont définies par

et alors u', U’ et i' sont solution du probleme (P1°).
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Les propriétés des u'

Tout d’abord, pour simplifier la notation, nous noterons :

) 1—1
ffzgngﬁ1§i§2I (3.20)

Corollaire 18 si u' la solution du (P2' ) et o (h') = A=t (h?). Alors
i
2

ot i’ est calculé par les relations et , ff=f(t:) et h' est donnée par .

Aussi o (h') € Eqq(g°) .

p — divo (k) = f* sur Q (3.21)

Preuve. Le résultat est une conséquence directe de la relation (2.2.12) et la proposition

2.2.5 en ([1]). m

Corollaire 19 Si u’, 4, ' la solution du (P1' ) et o (') = A'e (k%) ,1 < i < 2! Alors
qu’elle détient (3.21)) o (k') € E,qa(g') et

(7 (o (R) Irys ublry)ry = 0. (3.22)

Preuve. La preuve est trivial, en utilisant la proposition (2.2.7) en [1]. m

3.3.2 Etape 2 : L’approximation du solution du probléme (P)

Premiére approximation

Dans ce paragraphe, on construit a partir de {ul,uz,uz} i =0,1,..2", une fonction
h! (t) définie en [0, 7] telle que h! est de C* ([0,T]) et de C? sur (t;_1,t;) i = 1,2,...27.
Pour cela, on prend la fonction suivante comme A’ :

i -
ut 1 + 1

(- tii1)? VYt € [tia, 1) . (3.23)

h,I = ui_l + Ui_l (t - ti—l) +

-1 I
A Vinstant t = T, h! (T) = u?',h (T) =4> . Ce choix garantit la compatibilité de A’ (t)
avec la discrétisation de Newmark. La fonction h! (t) vérifie les propriétés suivantes :

— hl(t) € H' (Q),Vt € [0,T].
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ht)y=u""+ % (t—tic1), t €tio1, ty) (3.24)
pour tous i = 0,..27 h (t;) = ',
—h € L*(0,T; H (Q)), telle que :
i
h - T,t < [tifl, tl) . (325)

— A Dinstant t; grace a (3.13) et (3.14)), on obtient pour i = 1,..27

i i1
A (1) = w=t + il AL
t—t; 4

At? =o' = h' (1), (3.26)

I ) SO ) I
im i (1) =0+ L A= = (1), (3.27)

t—t; 2

donc A (t) € C(0,T; H* (Q)).

Remarque 20 Notez que h! (t;) € K, mais il n’y a aucune garantie que h! (t) € K pour
tous t € [0,T].

Autres approches

Maintenant, choisissez un autre quatre a approches d’une solution de le probléme (P)

qui sont aussi convergente lorsque I — oo . Nous définissons :

4 ut — il
lI (t) = u“l + Tt (t — tifl) y Vt € [tifl, tl> (328)
A i—1
szmziégﬁ Vi € [t th) (3.29)
WL (t)=d', Vteltiat) (3.30)

Remarque 21 Noter que dans ce cas ' (t),h! (t),ul (t) appartiennent o K pour tout
te0,T].
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3.3.3 Etape 3 : Estimations a priori

Lemme 5 Soit u', i’ et ' la solution du (P1' )1 < i < 2 et h! définie par(3.23).
Ensuite, pour chaque sous-intervalle (t;—1,t;) de (0,T) vérifie que :

bild T hild
—— | h () 320 dt ——a (b ),k (t)) dt
o G V0 Wy dts [ Ga ()0 0)

< L' (u'—u'h) (3.32)

avec a (., .) donné par :

amm:AA%myamm

Preuve. En prenant v = u'~! dans (3.12)) obtenir :

, , i i1 , ' i i1
Lo (i) S e [ ae () e (_) da
Q 2 Q 2

<L (u—uh), (3.33)

Tout d’abord, nous réécrivons le premier membre de I'équation (3.33) en termes de h’ (t).
En utilisant (3.13]), nous pouvons montrer que les déplacements vérifiés
w—uh A AP i i

ere 34
2 2 v 4 7 (3.34)

o A i AR !
W u Tt = 20+ AT+ 7% (3.35)

En substituant ces expressions dans le premier membre de I’équation (3.33) obtenir

At i i i At? i A
pP—— (u +u 1) ) ldx +p— (u +u 1) . u dx

‘ 9 " i1
+At/ A e (ui_l) D€ (u“) dx + A—t A le (ui_l) D€ (_u tu ) dx
o 2/ 2

JrATtQ QA—lg <ui—1> ‘€ (ui—1> dr + ATt?) QA_le (Ui_1> oz (UZ—FTUZ_I> .

At TR TR
= At ) e[ ——— |4
+ A 5( 1 € 5 x

+ATt Al (%) * (u“) de < L' (u' —u'™) (3.36)
Q
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Maintenant, le premier membre de cette expression correspond &

L WY “1d
—— | h (@) 320 dt ——a (b (t),h () dt.
o[y V@ Wy dts [ Ga ()0 0)

En effet, la définition de h! (¢),t € [t;_y, ;) suit :

ld 1 A A SRR A
2dt A (2) ||%2(Q):/QT- <u + T(t—ti_l) dx.
Ainsi,

o 2 2

-4 -1—1 -4 -i—1
1 i U +u i U +u
IR (t) ||iz(m:/ (u T — (t—ti_1)>.<u T — (t—ti_1)> dz,
Q

o o,
biild -1 i IR A2 i i1
/ 57 1A (0) 72 dt:At/u (e <—u Tu dr (3.37)
t_, 2dt o

aussi, en [t;_1,t;) :

1d 7 7
Ly )

25



Donc
to1d s ; - .
[ Sget o (t))dtzAt/ﬂA 5( );W \do

A2 A | _
+— A A le (%) 1€ (ul_l) dx

A A | o
+T ; A le (%) T € (u 1) dzx

At4 -1 -1—1 . i1
N (u 5 > - (u ) (3.38)

Et a partir de (3.36) - (3.38]), nous concluons le résultat. =

Proposition 22 Soit h! (t) définie par (3.15). Alors :
— | h(tx) ||l 1@y est borné par une constante indépendante de I et k,1 <k < 2'.

T
— hl et b sont bornées dans C (0,T; L*(Q)) par une constante indépendante de I.

Preuve. Pour tout k tel que 1 < k < 2! on a l’expression suivantes :

Z L 0 @ =5 (1 @) B = 1)
Z / ——a (WY (), b (1)) dt = % (a (B' (tx), BT (tx)) — a (K" (0), 7 (0)))

Alors, par le lemme [5| en déduit que pour 1 < k < 27

3 (P10 @0 B+ 07 )0 @) ) < 5 (1) Iy o (0 007 0))

+ Z L (u' —u). (3.39)

Maintenant, nous obtenons une borne supérieure pour le second terme du coté droit

de (3.39). étant donné que

u' —ut =Rt (t) — BT (tiy) (3.40)



déduire que :

DL (uf =) = YL (1) — W (i)
- ( > (L= L) (W (1) + LMW (t0) = LA (] <0>>> (3.41)

|L* (h(t))] < ‘/inh (te)| + A g'h(t)

< | IR )l + [| 9], 172 )l g1/

< (Il o o.1:22()) + € Nlgll oo ren2 oy 1 Gl 1
< CLllh ()l g o (3.42)

et

|2 (h (1) = L7 (h (@))| < 17 = S IR @)l + (g — o™ ], 1A () e

< Co[[h ()| g (3.43)

Puis, en prenant la valeur absolue de (3.41]), et en utlhsant et (3.43) et appliquant
I'inégalité de Holder doit étre :

k—1

IZL’ u—d ) [ CIAEY (TR () e +Ce (IR ()l + AT (0) [l

1=1

ou (1, Cy sont constantes positives. Ainsi, a partir de (3.39)), il s’ensuit que :
1 I 1
(1 00 B+ 50 (0 00 7 ) ) < (111 ) 430 (4 (00, 0))

(Czﬁtz IR () Nl +Cy (IR (8) [l + [ 27 (0) Hm)) (3.44)

Maintenant, puisque la forme bilinéaire a(., .) est coercitive, I’équation ci-dessus concluent

qu’il existe des constantes positives C7, Cy, C3, qui ne dépend pas de I ou k tel que :

k—1

1! () 1@< O+ Ca A () i) +CsAL Y [T () e (3.45)

=1
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pour 1 < k < 2%, Sous perdre de généralité, on suppose que C; > 1, I'inégalité
précédente implique que :

k—1
AT (1) @< Co+ Co + CsAt S || T (t:) [l oy (3.46)

i=1

Appliquant le lemme de Gronwall discret (voir Lions [12]), on obtient que :
| A" (ty) @< Ce',C e RT (3.47)

Donc hl (t;) est bornée dans H*' () par une constante indépendante de I et k.

1
De (3.44) on obtient facilement que h () est bornée dans L? (2) par une constante

T
indépendante de I et k. En conséquence, car h linéaire par morceaux
1 ) 1 ) 1 )
I (&) 22@)< max < [[ b (1) 2y | A () (T2 ¢ VE € [ia, Bl

i
Alors h (t) est bornée dans L? (), et comme il est continue, donc il est bornée dans

C(0,T;L*(9)), Alors : t
R (t) = h' (0) + / B (s) ds

Donc deficile k! (t) est bornée dans C (0,T; L? (2)) par une constante indépendante
de I pour tout t € (0,7) m

Corollaire 23 Soit h! définie par , ils existe des sous-suites que nous noterons avec
[indice I, tel que lorsque I — 400 nous obtenons les convergences suivantes :

h' — hfaible* dans L™ (0,T; L* (Q)), (3.48)
T .
h — h faible* dans L™ (0,T; L*(Q)) (3.49)

Preuve. Puisque l'espace L™ (0,T;L*(Q)) = [L' (0,T; L? (Q))], et L' (0,T;L?(Q)) est
une espace de Banach séparable, le résultat est directe voir (Brézis [3]). Notez que la

i . /
limite de b est h, en raison de l'unicité de la limite dans D" (0, T; [L? (Q)],,..) (voir Lions

[5) w
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Autres estimations a priori

Proposition 24 Soient I" (t), h! (t), hi, (t) et ul (t) définie par f respective-
ment, alors :
FARL(E) ) et || wl () |lmq) sont bornée par une constante indépendante de I

pour tous t € [0,T].

@) e, |l /! (t) N2y et || bl (t) llLei) sont bornée par une constante indé-
pendante de I pour toust € [0,T].

* 11 est bornée en L™ 0, T; H(Q)).

Preuve. a partir la définition de A’ on a u® = k! (¢;) pour tout 0 < i < 2! puis h! peut
étre exprimé comme :

hl(t) = ) +2h1 (ti‘l), Vit € [tii1,ti) (3.50)

et
aussi A € L (0,T; H' (Q2)) puisque u' € H' (Q) pour tout i, et

h' (t:) + h' (tio1)
| A @) Nl = o

1
< 3 (I A" () Ny + | A (tict) ) s VE € [tioa, ti) (3.52)

Par conséquent, par la proposition hI(t) est bornée dans L> (0,7; H' (2)) par une
constante indépendant de I. Méme fagon, ul (t) est bornée dans L (0,T; H' (Q)) par

une constante indépendant de I. Maintenant, puisque I/ est linéaire par morceaux,

1) M@ < LN (Fim) ey, |1 () Ly} VE € [, 6],

et depuis I' (tx) = h' (i) et || A' (t) || 1) est bornée par une constante indépendant de
Tetk, || 1! (¢) | 1« est bornée par une constante indépendant de 1. Pour démontrer que

i 1
[ est bornée, nous écrivons en termes de h :

1 uiut!
Iy =210
0= "
qui, par (3.34)) et (3.24) peut étre réécrite comme :
, At () + b ()
I (1) = T 7" 2“ = Ul ; (t: V€ [tiig, ti) .
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Alors
T

W) + b ()

-1
17 (0) iz = ;

(3.53)

L (Q)
. . . . . 'I
Ainsi, toujours d’aprés la Proposition , | 1 (t) |2y est bornée par une constante

indépendant de I pour tout t € (0,7"). Méme fagon :

i
| by (8) 2=l b (t:) llz2(0), VE € [tic1, i) -

T
Enfin, la bornitude de A dans L* (0,T; H~'(Q)) est obtenue comme une conséquence

T
directe des la bornitude précédentes et 1’équation (3.21) peut s’écrire en termes de h et

h! comme :

1
ph — divo (hl) = f; dans Q (3.54)

telle que : f{ (t) = f¢ pour tout t € [t;_1,t;). m

3.3.4 Etape 4 : La convergence faible des solutions approchées et
que ses limites sont égaux
Corollaire 25 Soient I (t),hl (t), bl (t) et ul(t) définie par f respective-

ment. Alors : il existe sous-suites égaux dépendent avec lindice I tel que I — oo, nous
obtenons les convergences suivantes :

1" — Ifaible* dans L™ (0,T; H' (Q)), (3.55)
1" — 1 faible* dans L™= (0,T; L*(Q)), (3.56)
h! — h, faible* dans L™ (0,T; H" (2)), (3.57)
ul = w, faible* dans L™ (0,T; H' (Q)), (3.58)
hy — hy faible* dans L™ (0,T; L* (2)) (3.59)
[ hfaible* dans L™ (0,7 H' (Q)) . (3.60)

Preuve. La preuve est similaire a celle du corollaire 23] =

1
Corollaire 26 Soient h et If défini par (3.23) et (3.49) respectivement. Alors, il existe
des sous-suites, égauzr notée avec lindice I, telle que I — 400

"' = 1 dans C ([0,T];H” (2)) nC, ([0, T]; H' (), 0< B < 1, (3.61)

B = hdans C ([0,T];H*(Q)) N C, (0,712 (), ~1<a<0,  (3.62)

éventuellement d’aprés une modification sur un ensemble de mesure nulle.
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T T
Preuve. La démonstration de ce résultat est conséquence de la bornitude du h ,h , [ et

| et le Lemme m ]

Unicité de la limite

Dans cette section, nous allons montrer que toutes les limites dans ([3.45), (3.57), (3.60)
et (3.61) sont égaux : h = [ = h, = u,. Puis, a partir de (3.29)) et en utilisant la formule

de Barrow pour des fonctions C' & [t;_1,t;], on a :

[B7 () = by ()| o0y = ‘ L O Gl U A UV ()

1 t . 1 t; . 1 t .
:H—/ hl(s)ds——/ h' (s)ds SH—/ h' (s)ds
2 ti—1 2 t 2 ti—1

2 2 2 2
1t
+H§/ ht (s)ds 0, (3.63)
t

lorsque I — +o0o. Pour tout A et h, sont égaux a L> (0,7;L?*(2)) et puis que h., €
L>(0,T; H* (Q)) aussi h € L> (0, T; H* (Q)) . De méme, il est démontré que h et u, sont

L2()

L*(Q) L*(Q)

< At Hlif ()

L>2(0,75L2(2))

égaux en H' (Q). En outre, puis que [ est bornée dans L (0,7 L (),

[15:() = w (O] oy = 11 @) = 7 ()] 1o

/tti I (s)ds

lorsque I — +00. De méme, il est démontré que h et hy coincident avec L? (). alors,

< At HHH 0, (3.64)

L2(Q) L>°(0,T;L2(%2))

[ = u,= h,= h. Désormais, nous noterons cette limite par u. En résumé, nous avons mon-

tré les convergences suivantes :

héoréme 27 Soient h', 1", hi,h;& et ul sont donnés par 4323]/,([328[),432%),({33d) et
respectivement, alors il existe u tel que :

hT — u faible*dansL™ (O,T; L? (Q)) ,
h! — difaible* dans L (0,75 L* (2))
' = u faible" dans L™ (0,73 H' (0))
' = difaible* dans L™ (0,T; L (Q))

h! — ufaible*dansL™ (0,T; H' (Q))
ul = ufaible* dans L™ (0,T;H" ()

(

hy — tifaible’ dans L> (0,T;L*(2))
o (hl) = o (u) faible® dans L™ (0,T;L*(Q)).
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En outre, nous avons les limites suivantes :

: 1 Iy _
Jim (h" = hl) =0, (3.65)
: 1 I\ _
Jim (A —uf) =0, (3.66)
IETOO (1" —u}) =0, (3.67)

forte dans L> (0, T; L* (Q)).
Corollaire 28 Soient h' et I! sont donnés par : , . Alors il existe u tel que
Wt = 4 dans C(0,T; H* ()N C ([0,T); L (), —1<a<0, (3.68)
' = w  dans C ([0,7);H° (Q)) N C, ([0,T]; H (), 0<B < 1. (3.69)

Preuve. D’apres le corollaire [26] et 'unicité de la limite faible. m
Théoréme 29 Soient hl et ul sont donne par (3.29) et (3.31]) respectivement. Alors :
hl —ul — 0 dans D'(0,T;H" (), (3.70)

%

' —u! — 0 dans L™ (0,T;H"(Q), 0<r<1, (3.71)

lorsque I — +00.
Preuve. Soit ¢ € D (0,T) . Soit I > Iy, ou Iy est telle que le support de ¢ est contenu
dans [0y, T — &g] avec o = T//2%0, de sorte que supp(p) C [6,T — 6], étre 6 = T/2!. Puis

/0 (] —ul)pdt = Z_/t.i+1 (hI (t) —ul (1))@ (t)dt

2l 1

> /t | T ) 0 (1) o (1) dt

= Z /t " u' (s — ) (1) dt,

étre s = p (t + 9) et pour tout,|¢p — ¢s| < ¢d, étre ¢ = max |fl—‘f} . Par conséquence,

T 2l -1
AR It i 1
0 HY(Q) i=1
o1 2 1/2
< o [ 2 =1) 3 'l
i=1
1/2

IN
(@)
=%
no
/N
—~
[\
~
|
—_
SN—
[N}
——

IA
>
=
N
(]
~

e6*T )6 = 0T — 0si 6 — 0,
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ot ¢, C et ¢ sont des constantes positives. Pour prouver (3.71]) en utilisent les convergences

suivantes :
' — wu faible® dans L™ (0,7;H' (Q))
I/ — 4 faible® dans L™ (0,73 L7 (2))

Soit 0 < r =6a+ (1-0)p < 1, r # 1/2. 1l existe un ensemble A C [0,7] tel que
mes (A) = 0 et pour tout t1,ty € [0, T]\ A, avec t; <ty

|1 (t2) — 1" (t1)]

H"(Q) < M9 ||ZI (t2) - ZI (tl)HiQ(Q) Hll (tQ) B ll (tl)”i]_le(ﬂ)

to . 0
< M, (/t l(t)‘LQ(Q)dt)

< My(ty—t)"2. (3.72)

En particulier, pour tout ¢ € [t;_1,t;) \ A, alors :

|

Lorsque I — +o00. =

< My(t; —t)"* =0,

u, (t) = 1" (1)]

Théoréme 30 Soit u la limite qui présenté en le théoréeme alors :
uwe L*(0,T;K) (3.73)

e L>*(0,T;L*(Q)) (3.74)

ieD (0,T;L*(Q)) (3.75)

o (u) € D'(0,T; H (div)) N L (0,T; L* (2)) (3.76)

Preuve. D’apres la relation [3.12| on a
p/ hvde +a (B, v) > L' (v) Vv e K
Q
cette inégalité reste vrai pour : v (t) € L? (0, T;V);v (t) € K p.p et c-a-d;
T o T T
p/ / h'v (t) dadt +/ a(hl,v(t))dt > / Li(v(t))dt, Yve L*(0,T;V)
0o Ja 0 0

d’on, on choisit V () = ¢ (t)w () tel que ¢ (t) € D(0,T); w(t) € D(Q) on trouver;

I'intégration par partie sur le premiére terme

—p/OT/Qh% (t) dxdt+/0Ta(hi,v(t)) dt > /OT/fov(t)da;dt,
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Pour v (t) = — w(t), on trouve

o (t
/ /hf d:z:dt+/ a (hl,v(t)) dt:/OT/Qf*Iv(t)dt, (3.77)

On peut montrer aussi que : quand I — oo

/OTa (Rl v (t)) dt — /OTa (u,v(t))dt (3.78)

T T
/ / flv (t) dedt — / / fo(t) dxdt. (3.79)
0o Jo 0 Jo

Par conséquent

—p/OT/Qui)(t)dxdt—l-/OTa(u,v(t))dt—/OT/va(t)dxdt. pour v € D ((0,7) x Q)

Pour montrer {i il suffit de voir que ul = v € K et puisque u! = w dans L (0, T; H' (Q))
alors u! = u dans L™ (0,T; K) d’on 3.73 .On a 3.74 directement d’aprés h! X 4 dans
L>(0,T; L* () a I'aide d’une fonction test v (t) € D (0,T; K) on a

//uv dmdt—/o divo (u) //fv t) dxdt.

pit — divo (u) — f =0 p.p sur Q@ = (0,T (3.80)

Comme @ € L> (0,T; L* (), alors i € D' (0,T; L* (Q))

et que

(dive (u) + f) € L (0,T; H " ()

L1

u e —

p
ie D (0,T;L*(Q) N L (0, T; H ' () dou (B.75)

Puisque o (hl) — o (u) dans L> (0,T; L? (Q)) alors o (u) € L (0,T;L*(Q)) et o (u) €

H (div) = o (u) € D' (0,T; H (div)) d’'ot o (u) € L>(0,T;L* () N D' (0,T; H (div))

dot (3776). m

3.3.5 Etape 5 : Caractérisation de u par le probléme (PV)

Dans cette étape, on va montrer que la limite faible u est une solution faible du
probléme (P). Pour cela il suffit de montrer que u est solution du probléme :

p (i, v) + a(u,v) = L)+ (o, (u),v,) YveV
(PV) (on (u), v, —up) >0, Yv € K.
u(z,0) =up, u(z,0)=u.
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On considére le probléme suivant :

p<'hf,v>+a(hi v) = L (v) + (o0 (B),00) Vo€V
(0p () v, —ul) >0, Vv e K

qui provient des propriétés des solutions du probléme (P1'). A I'aide des fonctions Al et

ul, on définit le probléme précédent sur l'intervalle [0, 7] comme suiteEI

p/OT<'hl,v(t)>dt+/0Ta(hi,v(t)) dt:/OTLi(v(t))dt+/0T<an (hL) v, (1)) dt

Yo e L (0,T;V)
T
/ <an (hi) LU (1) — uin> dt >0, Yoe L' (0,T; K)
0

tel que
L (w / loda + / o dl ot f1(t) = i gl (1) = g sur Jtov,bi].
I

Pour v (t) € D(0,7;V) on a

/T <ﬁ17v (t)> dt = _/T <}LI’@ (t)> dt ausens de D' (0,T).

Et puisque
Al X 4 dans L™ (0 T; L (Q))
ie / (i,g (1) dt—>/ ))dt Vg e L'(0,T, L* (%))
0

et le fait que v (t) € L' (0, T, L? (9)), alors on peut passer a la limite sur I, on obtient :

/ / hlo () dedt — / / wv (t) dedt,
/ ( dt — / (u, v (
/ / L (v (t)) dadt — / / )) dxdt.
Par conséquent, on a

p/0T<u,v<t)>dt+/OTa(u,v<t))dt:/OTL( dt+}ggo/ (o (H1) 0, () dt
(3.81)

1. On définit ce probléme pour pouvoir passer a la limite faible étoile u.
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la forme :

)\n:vn(t)—>p/0 (il,v(t)>dt—|—/0 a(u,v(t))dt —/0 L(v(t))dt

définie une forme linéaire continue sur D (0,T; H/? (Iy)) . Donc

p/o <ii,v<t)>dlt+/0 a(u,v (1)) dt :/0 L(v (t))dt+/0 Any v (8)) dt Yo € D (0,T;V)
D’autre part
/T (o (K1) v, (8) = ul, Y dt >0, Vo e L'(0,T; K)

donc

/ o (1) o () dt > / o (W) Y dt Yo € LY (0, T K).

D’ot, on a d’aprés (3.81)) pour v = u! dans D' (0,T; H-/*(T'y)), que
T

/0T<>\n,1)n(t)>dt > lim (o (h1) ul, () dt

I—o00 0

Yo g I Lo
> Ill)rgo(/o <h,u*>dt—|—/0 a(h*,u*)dt —/0 L*(u*)dt)

T, T
/ <h1,ui> dt — / (ti,u) dt au sens D' (0,T)
0 0

D’autre part, on a

et T T T
/ (hi, *) dt = / (hI — u*,u*) dt + / a (ui, ui) dt
0 0 0

d’ou d’aprés ((3.70))
T
/ a (hl —ul,ul)dt — 0 ausens D' (0,7)
0

et d’apreés la semi continuité de la norme définie par af(.,.), on a
T T
lim a (ul,ul) dt 2/ a (u,u) dt
0

I—o0 0

T T
/ L! (ui)dt—>/ L (u)dt
0 0

et



Par conséquent

/OT O (B) dE > p /OT (i, ) di + /OTW»u) at - /OTL (o) di = /OT Pt}

d’on

T
/ (Any 0 (£) —up)dt >0, dans D' (0,7T; K)
0

Enfin on obtient

p/OT<u,v(t)>dt+/0Ta(u,v(t))dt :/OTL(v(t))dt—I—/OT()\n,vn)dt Yo e D(0,T;V)
T(An,vn(t)—un)dtZO, Vv e D(0,T;K)

Remarque 31 Sous conditions de régularité, on peut avoir A\, = o, (u) .

Théoréme 32 Soit u la limite présenté par le théoreme [27 Alors u vérifier le condition
initial (3.0

Preuve. D’apres le corolaire
"= u en C([0,T];L%()).

Alors, comme /! (0) = 4y pour tout I, nous pouvons passer a la limite et obtenir que :

u (0) = up.

En outre, puisque :
hl— 4 en C,([0,T];L%(Q)),

Alors
/ h! (0) vdx — / 4 (0) .vodz, Vv clL? Q).
Q Q

Etant donné que A’ (0) = wy pour tout [ il est conclu que :

/ 4 (0) vdx = / wvdr, Vv €L?(Q)
Q Q

et les conditions initiales sont satisfaites. m
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté un résultat d’existence du probléme dynamique de
Signorini sans frottement d’un corps élastique homogéne et isotrope. On a établi un ré-
sultat d’existence au sens faible. Parmi les questions rencontrées sont celles reliées a la
régularité de la solution et a 'unicité de la solution. On a une autre question reliée aux
extensions du probléme et I’étude du méme probléme mais cette fois-ci avec frottement.
Et d’autres questions reliées au matériau :

— élastique non-linéaire.

— anisotrope.

— non-homogene.

38



Bibliographie

[1] M. T. C. Rial, Contacter des problémes avec élasticité dynamique, Mémoire de Doc-

toral, Universidade de Santiago de Compostela.
[2] J. Droniou, Intégration et Espaces de Sobolev a Valeurs Vectorielles, 20/04,/2001.
[3] H. Brézis, Analyse fonctionnelle : théorie et applications,Masson, 1983.

[4] T.J.R. Hughes, The finite element method. Linear Static and Dynamic Finite Element
Analysis. Prentice-Hall, 1987.

[5] J.L. Lions. Quelques méthodes de résolution des problémes aux limites non linéaires,

Dunod, 1969.

[6] J.L. Lions et E. Magenes, problémes aux limites non homogénes et applications, 1,

Dunod, 1968.

[7] J. Simon, Compact sets in the space LP(0;7T; B). Annali di Matematica Pura ed
Applicata, 146, no 1, pages 65 — 96, (1987).

[8] R. A. Adams. Sobolev Spaces, Academic Press, 1975.

[9] L. Schwartz, Théorie des distribution, Paris, Hermann, t. I, 1950, (2¢ édition, 1957);
£.11, 1951.

[10] L. Schwartz, Les travaux de Garding sur les probléme de Dirichlet, Séminaire Bour-

baki, mai 1952.
[11] G. Duvaut, J.L.Lions, Les inéquations en mécanique et en physique. Dunod 1972.
[12] J. L. Lions. Cours d’analyse numérique, Hermann, 1973.

[13] J. A. C. Martins y J.T. Oden, Existence and uniqueness results for dynamic contact
problems with nonlinear normal friction and interface laws. Nonlinear Analysis :

Theory, Methods and Applications, 11, pages 407-428, (1987).

39



[14] Newmark, N. M. (1959) A method of computation for structural dynamics. Journal
of Engineering Mechanics, ASCE, 85 (EM3) 67-94.

[15] A. Capatina, Inéquations variationnelles et problémes de contact avec frottement.

10/2011, Bucuresti, ISSN 0250 3638.

[16] Nécas, Jarusek et Haslinger, On the solution of the variational inequality to the

signorini problem with small friction, Boll. U.M.I. 5(17B), 796-811 (1980).

[17] Y.Kato, Signorini problem with friction in linear elasticity, Japan J. Appl. Math., 4,
237-268 (1987).

[18] J.Jarusek, Contact Problem with Bounded Friction : Coercive case, Czechoslovak

Math. J.,33(108), 237-261 (1983).

[19] R. Hassani, P.Hild et I.Ionescu, Sufficient conditions of non-uniqueness for the Cou-

lomb friction problem.Math. Meth. Appli. Sci. 2004 ; 27 :47-67.

[20] G.Fichera, Problemielastostaticiconvincoliunilaterali :ilproblemadisignorini con am-

bigue condizioni al contorno, Mem. Accad. Naz. Lincei Ser., VIII(7), 91-140 (1964).

[21] Eck et Jarudek, Existence results for the static contact problem with Coulomb fric-

tion, Math. Models Methods Appl. Sci., 8, 445-468 (1998).

[22| I. Figueiredo and L. Trabucho, A class of contact and friction dynamic problems
in thermoe-lasticity and in thermoviscoelasticity, Int. J. Engng. Sci., 33(1) (1995),
45-66

[23] K. L. Kuttler and M. Shillor, Dynamic bilateral contact with discontinuous friction

coefficient, Nonlinear Anal., 45 (2001), 309-327

[24] K. L. Kuttler and M. Shillor (2004), Regularity of solutions for dynamic frictionless

contact problems with normal compliance, preprint.

[25] K. L. Kuttler, M. Shillor and J. R.z (2003), Existence and regularity for dynamic

vis-coelastic adhesivecontact with damage.

[26] M. Shillor, M. Sofonea and J. J. Telega, “Models and Analysis of Quasistatic Contact”,
Springer,

40



[27] W. Han and M. Sofonea, “Quasistatic Contact Problems in Viscoelasticity and
Viscoplastic-ity,” AMS and International Press, 2002.

[28] M. Cocu, Existence of solutions of a dynamic Signorini’s problem with nonlocal

friction in viscoelasticity, Z. angew Math. Phys. (ZAMP), 53 (2002), 1099-1109.

[29] j-C. Eck and J. Jarusek, The solvability of a coupled thermoviscoelastic contact
problem with small Coulomb friction and linearized growth of frictional heat, Math.

Meth. Appl. Sci., 22 (1999), 12211234

[30] J. Jarusek, Dynamic contact problems with small Coulomb friction for viscoelastic

bodies, Existence of solutions, Math. Models Methods Appl. Sci., 9(1) (1999), 11-34

[31] O. Chau, M. Shillor and M. Sofonea, Dynamic frictionless contact with adhesion, Z.
angew Math. Phys. (ZAMP), 55 (2004), 32-47.

[32] K. L. Kuttler and M. Shillor, Set-valued pseudomonotone maps and degenerate evo-
lution inclusions, Commun. Contemp. Math., 1 (1999), 87-123.

[33] P. G. Ciarlet, Mathematical Elasticity, vol 11, Theory of plates, North-Holland,
Amsterdam,(1997).

41



Résume:

Le but de ce mémaoire est d'établir un théoreme d'existence de solution
d'un probléeme dynamique de Signorini sans frottement dans le cadre de
|'élasticité tridimensionnelle linéaire.

Les mots clés: Probléme dynamique, Signorini, sans frottement,
élasticité.
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sl sle VI a5\ aig o bl (8 JSix] Ue auSaoliull

, IS5 weay, Signorini ,auSuolus Al 1au>livoll OlodsJ
.CUg).o.”

abstract

The purpose of this paper is to establish an existence theorem of
solution of a dynamic Signorini problem without friction in the three-
dimensional linear elasticity.

Key word : Dynamic problem, Signorini, frictionless, elasticity.
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