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Notations

φi = φ(ti)

u = (ui) vecteur de composantes ui.

uv = u ivi produit scalaire euclidien.

n normale unitaire extérieure.

uN = u.n la composante normale du déplacement.

u = (uN , uT ), uT la composante tangentielle du déplacement.

σN = (σ (u) n) n la composante de la force de pression appliquée sur une section de

normale n.

σ (u) n = (σN , σT ) , σT la composante tangentielle du vecteur σ (u) n

ü =
∂2u

∂t2
.

u̇ =
∂u

∂t
.

∂iuj =
∂uj
∂xi

. dérivée de uj par rapport à xi.

eij (u) = 1
2

(∂iuj + ∂jui) .

σij(u) = aijklekl(u).

divσ (u) = ∂jσij divergence du tenseur σ (u)

H ′ dual de H

H1 (Ω) = (H1 (Ω))
3
.

L2 (Ω) = (L2 (Ω))
3
.

→ la convergence forte.

⇀ la convergence faible.

En garde la même notation de la fonction et sa trace sur le bord s’il n’y a pas de confusion.

La présence d’une distribution sous le signe d’intégrale signifie le produit de dualité.
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Introduction

Le contact unilatéral des corps élastiques,avec ou sans frottement, est une contrainte

mécanique souvent rencontrée en modélisation. La formulation de ce problème (sans frot-

tement) a été décrite par Signorini en1933.C’est en 1963 que Fichera [20] a fait l’analyse

de ce problème à travers un problème de minimisation équivalent (méthode d’énergie). De

nouveaux résultats d’existence, pour une classe de problème de contact sans frottement,

ont été trouvés par Duvaut et Lions et d’autres pour le cas de frottement non local (loi

de Tresca) paru en 1972 dans [11] où ils ont signalé un problème ouvert d’existence et

d’unicité dans le cas avec frottement local (loi de Coulomb). A partir de 1980, Néčas,

Jarusek et Haslinger [16] ont établi, seulement, l’existence des solutions d’un problème

de contact unilatéral avec frottement de Coulomb pour un coefficient de frottement assez

petit. Des résultats plus généraux sont donnés ensuite par Jarusek [18],Kato [17],Eck et

Jaruek [21]. Récemment, R. Hassani, P.Hild et I.Ionescu [19] ont trouvé des conditions

suffisantes de non unicité des solutions. Pour le cas des structures minces, i.e, les corps

élastiques dont l’une des dimensions (l’épaisseur) est petite devant les autres, par exemple :

plaques minces, coques minces et filaments. Ces cas ont été proposés par Kirchhoff, Love,

Reissner, Von Karman et Koiter. Le contact dynamique a puis de grande importance dans

la littérature mathématique d’où au larges applications dans le pratique. Martin et Oden

[13], ont établi l’existence d’une solution faible pour un problème viscoélastique avec le

"compliance" de la normale. Dans le même sens, Figueired et Trabucho [22], ont établi

l’existence des solutions un problème pour un matériau thermoviscoélastique avec frotte-

ment et avec la "compliance" de la normale. Kuttler [25] réalise une étude du problème

avec une condition générale sur la"compliance" de la normale. Le problème dynamique

sans frottement avec adhésion a été étudient par Chau [31]. Parla suite, Ionescu et Pau-
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mier, et Paumier et Renard [29], ont réalise l’étude du problème avec un coefficient de

frottement dépendent du taux de glissement dans le cas un-dimensionnel. En suite, Kut-

tler et Shillor, ont considère le même problème avec une "compliance" de la normale et un

autre problème avec un coefficient de frottement discontinue. Aussi, on peut trouver dans

Kuttler et Shillor [23], l’étude d’un problème de contact bilatéral avec un coefficient de

frottement discontinue. Quelques résultats de régularité ont obtenu par Kuttler et Shillor

[24], et d’autres pour un problème avec adhésion dans les papier de Kutller et al [25].

Après, Jarusek [30] a étudier le contact unilatérale pour une vitesse normale, Eck et Ja-

rusek [29] ont utider avec les condition de Signorini.t introduite et qui a conduit à une

solution faible de problème .Enfin dans [1] ont établi un résultat d’existence avec des test

numérique de validation.

Ce présent mémoire présente l’étude du problème de Signorini dans les deux cas sta-

tique et dynamique. On débute notre travail par le chapitre qui présente les préliminaires

mathématiques fondamentaux qui nous utilisons dans la première et deuxième chapitre.

Dans le deuxième chapitre, on présente le problème de Signorini dans le cas statique

avec une Théorème d’existence et unicité de la solution.Dans le troisième chapitre, on

présente la même problème mais dans le cas dynamique avec une Théorème d’existence

de leurs solutions. Enfin une conclusion qui comporte les résultats essentiels et quelques

perspectives.
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Chapitre 1

Préliminaires mathématiques

1.1 Rappels sur les espaces fonctionnels

Tout les résultats dans cette section sont dans [15].

Nous rappelons ci-dessous quelques définitions et théorèmes classiques d’analyse fonction-

nelle qui seront utilisées dans les chapitres ultérieurs.

Ici toutes les fonctions considérées sont à valeurs réelles.

Soit x ∈ Rn, Ω ouvert de Rn, K ⊂ Ω, m entier positif, α est un multi-entier, |α| =
∑n

i=1 αi

alors on définit l’opérateur différentiel Dα par

Dα = Dα1
1 ...Dαn

n =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

.

On note par C (Ω) l’espace des fonctions réelles continues sur Ω. On dit que K est rela-

tivement compact dans Ω, si l’adhérence de K (i,e., K̄ ) est un compact (i,e., fermé et

borné) inclus dans Ω, on noté par K ⊂⊂ Ω. Aussi on note par :

Cm (Ω) = {v ∈ C (Ω) ;Dαv ∈ C (Ω) pour |α| ≤ m} .

On appelle le support d’une fonction v définie sur Ω l’ensemble fermé

supp v = {x ∈ Ω; v (x) 6= 0}.

On dit que la fonction v est à support compact dans Ω, si supp v ⊂⊂ Ω. On note par

Cm
0 (Ω) = {v ∈ Cm (Ω) ; v est à support compact dans Ω}

3



Soit

C∞ (Ω) =
∞
∩
m=0

Cm (Ω)

On désigner par D (Ω) appelé l’espace des fonctions test, l’espace C∞0 (Ω) des fonctions

indéfiniment différentiables à support compact dans Ω muni de la topologie de limite

inductive comme dans la théorie des distributions de L. Schwartz. On va noter par D′ (Ω)

l’espace dual de D (Ω) , donc l’espace des formes linéaires continues sur D (Ω) . On appelle

D′ (Ω) l’espace des distributions (ou fonctions généralisées) sur Ω, et l’on munit de la

topologie forte de dual(i.e., fi → f dans D′ (Ω) si 〈fi, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉 ∀ϕ ∈ D (Ω) ) où 〈., .〉

désigne le produit de dualité entre D′ (Ω) et D (Ω) . Pour p donné par 1 ≤ p < ∞ on

désigne par

Lp (Ω) = {v mesurables sur Ω; tel que ‖v‖p =

(∫
Ω

|v|p dx
)1/p

<∞ }

on rappel que
(
Lp (Ω) , ‖.‖p

)
est un espace de Banach, et séparable et, pour 1 < p < ∞

est réflexif.

Pour p = 2, l’espace L2 (Ω) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

〈u, v〉 =

∫
Ω

u (x) v (x) dx.

On va identifier l’espace L2 (Ω) à son dual. Pour p =∞ on désigne par

L∞ (Ω) = {v mesurable dans Ω; tel que ‖v‖∞ <∞},

où ‖v‖∞ = sup essx∈Ω |v (x)| = inf{C; |v (x)| ≤ C p.p x ∈ Ω} < ∞} on rappel que

(L∞ (Ω) , ‖.‖∞) est un espace de Banach. Pour tout 1 < p <∞ on l’inégalité de Hölder si

u ∈ Lp (Ω) et v ∈ Lp′ (Ω) tel que
1

p
+

1

p′
= 1

∫
Ω

u (x) v (x) dx ≤ ‖u‖p ‖v‖p′

Théorème 1 L’espace C∞0 (Ω) est dense dans Lp (Ω) ∀ 1 ≤ p <∞.
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On dite que X ↪→ Y, pour (X, ‖.‖X) et (Y, ‖.‖Y ) espaces normés, signifie X ⊂ Y avec

l’injection continue, c’est-à-dire il existe une constante C telle que :

‖u‖Y ≤ C ‖u‖X ∀u ∈ X.

Pour 1 ≤ p ≤ ∞ on a D (Ω) ↪→ Lp (Ω) ↪→ D′ (Ω) . On va définie l’espace de Sobolev

Wm,p (Ω) = {v;Dαv ∈ Lp (Ω) , pour |α| ≤ m} ,

muni de la norme

‖v‖Wm,p =

∑
|α|≤m

‖Dαv‖pp

1/p

si p ∈ [1,∞) ,

‖v‖Wm,∞ = max
|α|≤m

‖Dαv‖∞ ,

est un espace de Banach. On note par Wm,p
0 (Ω) l’adhérence de C∞0 (Ω) dans l’espace

Wm,p (Ω) . Pour tout p ∈ [1,∞) on a

Wm,p
0 (Ω) ↪→ Wm,p (Ω) ↪→ Lp (Ω) .

Dans le cas p = 2 on utilise la notation

Hm (Ω) = Wm,2 (Ω) .

muni du produit scalaire

〈u, v〉2,m =
∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉 .

L’espace Hm (Ω) est un espace de Hilbert. On posera aussi Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω). Les

espaces de Sobolev négatives sont les espaces duales des espaces Wm,p
0 (Ω)

W−m,p′
0 (Ω) = (Wm,p

0 (Ω))′ ,

muni de la norme

‖u‖
W−m,p′

0 (Ω)
= sup

u∈Wm,p
0 (Ω)

〈u, v〉
‖v‖Wm,p

0 (Ω)

.

L’espace W−m,p′
0 (Ω) est Banach (séparable et réflexive, si 1 < p < ∞ ). Puisque D (Ω)

dense dans H1
0 (Ω), alors on a H1

0 (Ω) ⊂ L2 (Ω) ⊂ H−1 (Ω) .
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Théorème 2 Supposons que Ω vérifie la propriété du cône et 1 ≤ p <∞. Alors
1. C

(
Ω̄
)
↪→ Wm,p (Ω) avec l’injection dense.

2. Si mp ≥ n alors Wm,p (Ω) ↪→ Ck
(
Ω̄
)
quel que soit k entier avec

mp− n
p

−1 ≤ k ≤
mp− n

p
.

Maintenant les espaces de fonctions à valeurs vectorielles : On considère un espace de

Banach X de norme ‖.‖X et un intervalle ouvert I ⊂ R. On note par

Ck (I;X) = {v : I → X; Dαv ∈ C (I,X) pour |α| < k}

sans aucun doute, Ck
(
Ī;X

)
est un espace de Banach pour la norme

‖v‖Ck(Ī,X) =
∑
|α|≤k

sup
x∈Ī
‖Dαv (x)‖X .

On notera ensuite par C∞ (I;X) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur

I a valeurs dans X et par D (I;X) l’espace C∞0 (I;X) , i.e. l’espace des fonctions de

C∞ (I,X) à support compact dans I muni par la topologie limite inductive. On désigne

par D′ (I;X) l’espace des distributions sur I à valeurs dans X défini par

D′ (I;X) = L (D (I;X) ;X)

où L (U, V ) désigne l’espace des fonctions linéaires et continues de U dans V . Soit p ∈

[1,∞] . On désigne par Lp (I;X) l’espace des (classe de) fonctions f : I → X mesurables

telles que l’application t → ‖f (t)‖X soit dans Lp (I) , c’est un espace de Banach pour

la norme

‖f‖Lp(I;X) =

(∫
X

‖f‖pX dµ
) 1

p

<∞ p 6=∞,

‖f‖∞ = sup
t∈I

ess ‖f‖X .

On peut montrer les propriétés suivantes :

1. D (I;X) ⊂ Lp (I;X) ⊂ D′ (I;X) .

2. Si p <∞ alors D (I;X) est dense dans Lp (I;X) .
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On désigne par W 1,p (I;X) l’espace des (classe de) fonctions f ∈ Lp (I;X) telles que

ḟ ∈ Lp (I;X) où ḟ est la dérivée faible de f, muni par la norme

‖f‖W 1,p(I;X) = ‖f‖Lp(I;X) +
∥∥∥ḟ∥∥∥

Lp(I;X)
.

W 1,p (I;X) est un espace de Banach.

Proposition 3 Pour tout p ≥ 1 on a :
1. W 1,p (I,X) ⊂ L∞ (I,X) ∩ C

(
Ī , X

)
.

2. Si I est borné, alors C∞
(
Ī , X

)
est dense dans W 1,p (I,X) .

Définition 4 Si X et Y sont des espaces de Banach, X ⊂ Y à enrobage continu,
CS ([0, T ] , X) espace est défini comme l’espace des fonctions v : [0, T ] → X telles
que la fonction réelle d’une variable réelle

t→ 〈h, v (t)〉X′ ,X,

est continue sur [0, T ] pour toute h ∈ X ′ .

Lemme 1 Soient X et Y sous les conditions de la dernière définition.
– i) Si, en plus, X est un espace de Banach réflexif, alors :

L∞ (0, T ;X) ∩ C ([0, T ] ;Y ) ⊂ Cs ([0, T ] ;X)

– ii) Soit U un autre espace de Banach tel que X ⊂ U ⊂ Y est l’enrobage et X ⊂ Y

est compact. Si F est bornée dans L∞ (0, T ;X) et
∂F
∂t

=
{ .

f ; f ∈ F
}

est bornée
dans Lr (0, T ;Y ) , avec r > 1, alors F relativement compact dans C ([0, T ] ;U) .

Preuve. i) Ce résultat peut être trouvée dans [6], Lemme 8.1,page 297.

ii) Ce résultat peut être trouvée dans [7], Corollaire 4, p. 85.

1.2 Théorèmes de trace et formule de Green généralisée

Soit Ω un ouvert de classe C1. Alors on peut définir de façon unique la trace γv de

H1 (Ω) en H1/2 (Γ) tel que :

γ (v) = v|Γ, si v ∈
[
C∞

(
Ω̄
)]n

.

Il est bien connu que si le domaine Ω ∈ C1,1, ils existent des applications linéaires uni-

quement déterminées γn de H1 (Ω) en H1/2 (Γ) et γT de H1 (Ω) en H1/2
T (Γ) telles que :

γ (v) = γn (v)n+ γT (v) ∀v ∈ H1 (Ω) ,

7



où H
1/2
T (Γ) = {φ ∈ H1/2 (Γ) ; γn (φ) = 0}. Aussi si v ∈

[
C∞

(
Ω̄
)]n

, γn (v) = v|Γ.n et

γT (v) = v|Γ − γn (v)n. Les applications γn (v) et γT (v) sont surjective. Ci-après, pour

simplifier l’écriture, vn et vT désigner traces normales de v, γn (v) et γT (v) , respective-

ment.

Maintenant on pose Γ = Γ̄0 ∩ Σ̄

Soit V l’espace définie par

V = {v ∈ H1 (Ω) ; γ (v) = 0 sur Γ0}.

On note par γ0
Σ : V → H1/2 (Σ) l’opérateur de tracer que relative v ∈ V avec la restriction

de γ (v) sur Σ. Cet opérateur, ce qui conduit V en H
1/2
00 (Σ) est linéaire, continue et

surjective pour les frontières ∂Σ qui soit C∞, tel que

H
1/2
00 (Σ) = {v ∈ H1/2 (Σ) | ρ−1/2v ∈ L2 (Σ)},

tel que ρ une fonction particulière (voir [16] pour plus de détails).

Lemme 2 Si le domaine Ω est C1,1 ils existent applications linéaires, continues et sur-
jectives

γ0
Σn

: V → H
1/2
00 (Σ) , γ0

ΣT
: V → H

1/2
T00 (Σ) .

avec H1/2
T00 (Σ) = {φ ∈ H1/2

00 (Σ) ; φn = 0} et tel que :

γ0
Σ (v) = γ0

Σn
(v)n+ γ0

ΣT
(v) v ∈ V.

Considérons le champs des espace des contraintes :

X = {τ = (ταβ) ∈
[
L2 (Ω)

]n×n
; ταβ = τβα}, (1.1)

à condition que la norme

‖τ‖X =

(∫
Ω

τ : τdx

)1/2

, (1.2)

est un espace de Hilbert. Soit E le sous-espace de X définie par :

E = {τ ∈ X; div (τ) ∈ L2 (Ω)}, (1.3)

qui aussi est un espace de Hilbert avec la norme :

‖τ‖E = ‖τ‖X + ‖div (τ)‖L2(Ω) . (1.4)

8



Lemme 3 Si Ω ∈ C1,1. Alors il existe des applications uniquement déterminé πn de E
en H

−1/2
T (Γ) tel que

〈π (τ) , γ (v)〉Γ = 〈πn (τ) , vn〉n,Γ + 〈πT (τ) , vT 〉T,Γ,

Pour tout τ ∈ E et v ∈H1 (Ω) , et

πn (τ) = τn.n et πT (τ) = τn− τnn,

pour tout τ ∈ C1
(
Ω̄
)
où τn ≡ πn (τ), τT ≡ πT (τ) .

Lemme 4 Soit Ω ∈ C0,1. Alors il existe une unique application, π linéaire et continue
de E en H−1/2(Γ) tel que :

π (τ) = τ |Γ n, si τ ∈
[
C1
(
Ω̄
)]n2

. (1.5)

En outre, la formule de Green généralisée suivante vérifiée pour chaque τ ∈ E et pour
v ∈H1 (Ω) : ∫

Ω

τ : ε (v) dx+

∫
Ω

div (τ) .vdx = 〈π (τ) , γ (v)〉Γ, (1.6)

où 〈., .〉Γ désigne le produit de dualité en H−1/2 (Γ)×H1/2 (Γ) .

Théorème 5 Soit Ω ∈ C0,1. Alors il existe une application linéaire uniquement détermi-
née π0

Σ de E en
(
H

1/2
00 (Σ)

)′
tel que :

π0
Σ (τ) = τ |Σ n si τ ∈ C1

(
Ω̄
)
,

et la formule de Green générale est valable pour chaque τ ∈ E et pour tout v ∈V∫
Ω

τ : ε (v) dx+

∫
Ω

divτ.vdx =00 〈π0
Σ (τ) , γ0

Σ (v)〉Σ, (1.7)

où 00〈., .〉Σ désigne le produit de dualité
(
H

1/2
00 (Σ)

)′
×H

1/2
00 (Σ) .

Aussi, si Ω ∈ C1,1,π0
Σ les opérateurs peuvent être décomposées en π0

Σn,π0
ΣT

tel que :

00〈π0
Σ (τ) , γ0

Σ (v)〉Σ =00 〈π0
Σn (τ) , γ0

Σn (v)〉n;Σ + 00〈π0
ΣT (τ) , γ0

ΣT (v)〉T,Σ,

pour tout τ ∈ E et v ∈V, et

π0
Σn (τ) = τ|Σn.n et π0

ΣT (τ) = τ|Σn−τn,Σn,

pour τ ∈ C1
(
Ω̄
)
, où τn,Σ ≡ π0

Σn (τ) .

Preuve. Pour plus de détail, voir [1] et [15].
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1.3 L’inégalité de Korn

Soit Ω un intervalle de R3.

(a) Inégalité de Korn sans conditions aux limites :

Il existe une constante C(Ω) tel que :

‖v‖H1(Ω) ≤ C(Ω)
{
|v|2L2(Ω) + |e(v)|2L2(Ω)

} 1
2
,∀v ∈ H1(Ω).

(b) Inégalité de Korn avec conditions aux limites :

Soit Γ0 un ensemble mesurable de bord Γ tel que :mes(Γ0) > 0 existe une constante

C(Ω,Γ0) tel que :

‖v‖
H1(Ω)

≤ C(Ω,Γ0) |e(v)|L2(Ω) ,∀v ∈ H
1(Ω), nulle au bord .

Preuve. voir [33], p. 74.

1.4 Lemme de Grönwall discrétisé

Soit y et g deux fonctions intégrables positives et C ≥ 0. Si

y(t) ≤ c+

∫ t

0

g(s)y(s)ds pour t ≥ 0,

alors

y(t) ≤ c exp

(∫ t

0

g(s)ds

)
pour t ≥ 0.

Preuve. Voir [12].

1.5 Théorème de Stampacchia
Définition 6 Soit H un espace de Hilbert.

On dit qu’une forme bilinéaire a (u, v) : H ×H → R est :
– Continue : s’il existe une constante C > 0 telle que :

|a (u, v)| ≤ C ‖u‖H ‖v‖H ∀u, v ∈ H,

– Coercive : s’il existe une constante α > 0 telle que :

a (v, v) ≥ α ‖v‖2 ∀v ∈ H.
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Théorème 7 (Stampacchia) : Soit a(u, v) une forme bilinéaire continue et coercive. Soit
K un convexe, fermé et non vide. Étant donné ϕ ∈ H ′ il existe u ∈ K unique tel que :

a (u, v − u) ≥ 〈ϕ, v − u〉 ∀v ∈ K.

Preuve. Voir[3]

1.6 La convergence faible, faible*
Proposition 8 Soit E espace de Banach, (xn) une suite de E, et (fn) une suite de E ′
alors :

–
[
xn ⇀ x pour σ

(
E,E

′)] ⇐⇒ [
〈f, xn〉 → 〈f, x〉 ∀f ∈ E

′]
.

–
[
fn

∗
⇀ f pour σ

(
E
′
, E
)]
⇐⇒ [〈fn, x〉 → 〈f, x〉 ∀x ∈ E] .

Preuve. Voir [3]

1.7 La méthode de Newmark

La méthode de Newmark utilisée ici repose sur les schémas de dérivation numérique

suivant :

u̇i+1 = u̇i + ∆t
[
(1− β) üi + βüi+1

]
ui+1 = ui + ∆t u̇i + ∆t2

[
(1/2− γ) üi + γ üi+1

]
tels que : β et γ deux paramètres pour le calcul des positions et vitesses.

Preuve. Pour plus détails voir[14].
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Chapitre 2

Problème de Signorini : cas statique

Soit Ω un ouvert borné de R3 de classe C1.1, occupé par un matériau élastique iso-

trope et homogène de densité ρ. La frontière de Ω est divisée en trois parties Γ0, Γ1,

Γ2(mes(Γ2) > 0). Ce matériau entre en contact avec une fondation rigide en Γ0, subit

une force surfacique g sur Γ1 et une force volumique f sur Ω. On suppose que la partie

Γ2 est encastrée(fig-1-) Supposons que le système est en état statique et le contact sur Γ0

est avec les conditions de Signorini. Notre objectif est la recherche des déplacements des

points de Ω̄.

 

Figure-1-
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2.1 Problème classique P.C

Trouver u tel que

− divσ(u) = f dans Ω (2.1)

σ(u)n = g sur Γ1 (2.2)

u = 0 sur Γ2 (2.3)

uN ≤ d , σN ≤ 0, σN(uN − d) = 0, σT = 0 sur Γ0 (2.4)

L’équation (2.1) désigne l’équation d’équilibre telle que σ(u) = (σij(u)) est le tenseur

des contraintes et σij(u) = aijklekl(u) où eij(u) =
1

2
(∂iuj + ∂jui) et e(u) = (eij(u)) est le

tenseur des déformations linéarisé où ∂iuj =
∂uj
∂xi

. On simplifie l’écriture par σ(u) = Ae(u)

qui est appelée loi de comportement. On suppose que les coefficients aijkl ∈ L∞(Ω) vérifient

la propriété de la symétrie et la propriété de l’ellipticité i.e :

aijkl = ajikl = aklij

∃M > 0, aijkleij(u)ekl(u) ≥Meij(u)eij(u),∀eij = eji

Les équations (2.2) et (2.3) sont les conditions imposées sur les bords respectivement

Γ1 et Γ2. Les conditions dans (2.4) sont appelées les conditions de Signorini. uN = u.n

désigne la composante normale du déplacement et n est la normale extérieure. uN ≤ d

: La fonction d’interstice mesurée suivant la normale (décollement). σN = (σ(u)n)n la

composante normale de la force de pression appliquée sur une section de normale n.

σN(uN − d) = 0 décollement ou contact. σT = 0 pas de frottement, pas de cisaillement. d

une fonction d’interstice définie sur Γ0 est dans H1/2(Γ0)

2.2 Problème variationnel P.V

On pose H1(Ω) = (H1(Ω))3, L2(Ω) = (L2(Ω))3

V = {v ∈ H1(Ω)/v = 0 sur Γ2}

K = {v ∈ V /vN ≤ 0 sur Γ0} convexe fermé du sous espace vectoriel V.
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a (u, v) =

∫
Ω

σ (u) ε (u) dx ∀u, v ∈ V

(F, v) = (f, v) +

∫
Γ1

g.vds ∀v ∈ V

L’inéquation variationnelle a soucie de (P.C), en terme de déplacement, est la suivante

(P.V )

{
Trouver u ∈ K tel que

a (u, v − u) ≥ (F, v − u) ∀v ∈ K

Théorème 9 Si u est une fonction régulière qui vérifie (P.C), alors u est solution de
l’inéquation variationnelle (P.V ).

Preuve. Voir [15]

Théorème 10 Si u est une solution de l’inéquation variationnelle (P.V ), alors u satisfait
(P.C) en un sens généralisé.

Preuve. Voir [15]

2.3 Existence et unicité
Théorème 11 Si f ∈ (L2 (Ω))

p, g ∈ (L2 (Γ1))
p alors le problème (P.V ) admet une solu-

tion unique dans K.

Preuve. i)a(u, v) est une forme bilinéaire continue coercive. a(u, v) est une forme bili-

néaire(évident). On a :

|a (u, v)| =

∣∣∣∣∫
Ω

σij (u) .εij (v) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

aijkhεkh (u) .εij (v) dx

∣∣∣∣
≤ c

∫
Ω

|εkh (u) .εij (v)| dx (9× 9 termes)

≤ c

(∫
Ω

(εkh (u))2 dx

) 1
2
(∫

Ω

(εij (v))2 dx

) 1
2

D’autre part on a : ∫
Ω

(εkh (u))2 dx =
1

4

∫
Ω

(
∂uk
∂xh

+
∂uh
∂xk

)2

dx

≤ 1

2

∫
Ω

(
∂uk
∂xh

)2

+

(
∂uh
∂xk

)2

dx

≤ ‖u‖2
H1(Ω)
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Donc

|a (u, v)| ≤M ‖u‖H1(Ω) ‖v‖H1(Ω)

D’où la continuité de a(u, v).

En utilisant la condition de l’ellipticité, on trouve :

a (u, v) =

∫
Ω

σij (u) .εij (v) dx

=

∫
Ω

aijkhεkh (u) .εij (v) dx

≥ α

∫
Ω

εkh (u) .εij (v) dx

En utilisant l’inégalité de Korn, on trouve qu’il existe une constante k > 0 , telle que

∀u ∈ H1(Ω), on a :∫
Ω

|u|2 dx =

∫
Ω

uiuidx ≤ k

∫
Ω

εij (u) εij (u) dx = k

∫
Ω

|ε (u)|2 dx

En effet, on supposons que {un} une suite deH1(Ω) telle que ‖un‖L2(Ω) = 1 et
∫

Ω

|ε (un)|2 dx <
1

n
pour tout n > 0. De l’inégalité de Korn, on déduit que ‖un‖2

H1(Ω) < k′. Donc {un} est

une suite bornée dans H1(Ω). D’où un ⇀ u0 dans H1(Ω) et puisque l’injection de H1(Ω)

dans L2(Ω) est compacte, alors un → u0 fortement dans L2(Ω). D’où ‖un‖L2(Ω) = 1. Par

ailleurs, nous avons :

a (un − u0, un − u0) = a (un, un)− a (u0, u0)− 2a (u0, un − u0) ≥ 0

Il résulte que :

lim
n→+∞

inf a (un, un) ≥ a (u0, u0)

D’où ∫
Ω

|ε (u0)|2 dx ≤ lim
n→+∞

inf

∫
Ω

|ε (un)|2 dx = 0

ce qui donne
∫

Ω

|ε (u0)|2 dx = 0 et puisque u0 = 0 sur Γ2, il en résulte que u0 = 0 sur Ω.

Ce qui contredit ‖u0‖L2(Ω) = 1. Par conséquent :
∫

Ω

|ε (un)|2 dx ≥ k

∫
Ω

|u|2 dx, joigne à

l’inégalité de Korn donne
∫

Ω

|ε (un)|2 dx ≥ k” ‖u‖2
H1(Ω) tel que k

” = γ
1+k

. D’où

a (u, u) ≥ αk” ‖u‖2
H1(Ω)

15



ce qui achève la coerciveté.

ii)− (F, v) est une forme linéaire continue sur V . En effet, on a :∣∣∣∣∫
Ω

fvdx

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

|f |2 dx
) 1

2
(∫

Γ2

|v|2 ds
) 1

2

≤ c ‖v‖L2(Ω)

et ∣∣∣∣∫
Γ1

gvds

∣∣∣∣ ≤ ‖g‖L2(Γ1) ‖v‖L2(Γ1)

En utilisant l’injection continue de l’application trace de H1(Ω) dans L2 (Γ1) et l’injection

continue de H1(Ω) dans L2 (Ω) on trouve :

|(F, v)| ≤ c
(
‖v‖L2(Ω) + ‖v‖L2(Γ1)

)
≤ c′ ‖v‖H1(Ω)

De (i) et (ii) et par le moyen du Théorème de Stampacchia, l’inéquation variationnelle

admet une solution unique.
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Chapitre 3

Le problème de Signorini : cas
dynamique

D’après l’étude du problème de Signorini dans le cas statique, dans ce chapitre on peut

présentée l’étude du même problème dans le cas dynamique. On considère le problème

suivant :

3.1 Problème classique P.C

Trouver u tel que

ρ
..
u− divσ(u) = f dans Ω (3.1)

σ(u)n = g sur Γ1 (3.2)

u = 0 sur Γ2 (3.3)

uN ≤ d , σN ≤ 0, σN(uN − d) = 0, σT = 0 sur Γ0 (3.4)

u(x, 0) = u0,
.
u(x, 0) = u1 dans Ω. (3.5)

3.2 Problème variationnel P.V

On pose H1(Ω) = (H1(Ω))3, L2(Ω) = (L2(Ω))3

Théorème 12 si u est solution du problème P.C, alors u vérifie le problème P.V :

Trouver u ∈ K tel que
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ρ〈ü, v〉+ a(u, v) = L(v)+ < σN , vN >, ∀v ∈ V (3.6)

< σN , vN − uN >≥ 0, ∀v ∈ K (3.7)

u(x, 0) = u0; u̇(x, 0) = u1 dans Ω

où a(u, v) =

∫
Ω

σ(u) : e(u)dx, L(v) =

∫
Ω

fvdx +

∫
Γ1

gvdΓ, < σN , vN >=

∫
Γ0

σNvNdΓ

(au sens de dualité).

Preuve. Formulation faible de (3.1) : Soit v ∈ K, (3.1) donne :∫
Ω

(ρ
..
u− divσ(u))vdx =

∫
Ω

fvdx (3.8)

On a ∫
Ω

divσ(u)vdx =

∫
∂Ω

σ(u)nvdΓ−
∫

Ω

σ(u) : e(v)dx (3.9)

Avec σ(u) : e(v) = σij(u) : eij(v). On introduit (3.9) dans (3.8) et on utilise (3.2) et (3.3)

on trouve(3.5). Formulation faible de la condition de signorini (ou de complémentarité) :

On a : ∀v ∈ K

〈σN , vN − uN〉 = 〈σN , vN − d+ d− uN〉

= 〈σN , vN − d〉+ 〈σN , d− uN〉

= 〈σN , vN − d〉 ≥ 0.

d’où (3.7).

Théorème 13 On suppose que la solution u est assez régulière, alors u solution de P.C
si et seulement si u solution de P.V.

Preuve. On prend dans (3.6) v = ϕ pour tout ϕ ∈ (D(Ω))3 (puisque v reste dans V ).

On trouve que :

ρ〈ü, ϕ〉+ a(u, ϕ) = L(v), ∀ϕ ∈ (D(Ω))3 (3.10)

D’où, en utilisant la formule de Green généralisée dans (3.10), on trouve :∫
(ρ

..
u− divσ(u)− f)ϕdx = 0

par conséquent :

ρ
..
u− divσ(u)− f = 0 p.p sur Ω (3.11)
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D’où (3.1). Pour avoir (3.2), on prend v = ϕ pour tout ϕ ∈ (D(Ω ∪ Γ2))3 dans (3.6) et

en prenant en compte (3.11), on trouve :
∫

Γ2

(σ(u)n − g)ϕdΓ = 0 d’où (3.2). On prend

v = ϕ dans (3.6) pour tout ϕ ∈ (D(Ω ∪ Γ0))3. Avec (3.10) on trouve 〈σT , ϕT 〉 = 0 ∀σT
d’où σT = 0 sur Γ0 p.p. Puis on prend v = u + ϕ dans (3.7) avec ϕ ∈ (D(Ω ∪ Γ0))3 et

ϕN ≤ 0 sur Γ0 on trouve : 〈σN , ϕN〉 ≥ 0 ce qui donne σN ≤ 0 sur Γ0. On prenant vN = 0

puis vN = 2uN − d dans (3.7), on obtient 〈σN , uN − d〉 = 0 et puisque σN(uN − d) ≥ 0

alors σN(uN − d) = 0 sur Γ0. Par conséquent (3.4).

3.2.1 L’inéquation variationnelle associée au problème (P.V)

Le problème variationnel (P.V) est équivalant l’inéquation variationnel suivante :

Trouver u telle que

ρ

∫
Ω

ü(v − u)dx+

∫
Ω

Λ−1ε (u) : ε (v − u) dx ≥ L (v − u)∀v ∈ K

u(x, 0) = u0; u̇(x, 0) = u1 dans Ω

L (v) =

∫
Ω

fvdx+

∫
Γ1

gvdΓ

Pour plus détail voir [15].

Pour simplifier les calculs, on suppose d = 0.

3.3 Existence du solution

Théorème 14 Sous les conditions suivantes :

f ∈ W 2,∞ (0, T ;L2 (Ω)
)
,

g ∈ W 2,∞ (0, T ;L2 (Γ)
)
,

et u0, u1 ∈ H1 (Ω) avec divσ (u0) ∈ L2 (Ω)

Alors le problème (P.C) admet au mois une solution (u, σ (u)) vérifie :
– u ∈ L∞ (0, T ;K ) , u̇ ∈ L∞

(
0, T ; [L2 (Ω)]

3
)
, et ü ∈ D ′

(
0, T ; [L2 (Ω)]

3
)
.

– σ (u) ∈ D ′ (0, T ;Ead (g)) ∩ L∞
(

0, T ; [L2 (Ω)]
3×3
)
.

La démonstration de ce Théorème est divisée en cinq étapes.
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3.3.1 Étape 1 : La discrétisation en temps du problème (P.V )

On considère la discrétisation de l’intervalle de temps [0, T ] à I sous-intervalles. On

propose le problème suivant au temps t = ti.

Problème (P1i) :

Trouver ui ∈ K, .ui ∈
[
H1 (Ω)

]3 et ..
u
i ∈
[
L2 (Ω)

]3 tels que∫
Ω

ρ

(
..
u
i
+

..
u
i−1

2

)(
v − ui

)
dx+

∫
Ω

Λ−1ε

(
ui + ui−1

2

)
: ε
(
v − ui

)
dx

≥ Li
(
v − ui

)
,∀v ∈ K (3.12)

La relation entre les sous-intervalles de déplacement, vitesse et l’accélération sont encadre

dans la méthode de Newmark (voir Huges [4]) par les paramétrés β = 1
4
, γ = 1

2
comme

suivant :

ui = ui−1 + ∆t
.
u
i−1

+
∆t2

2

..
u
i
+

..
u
i−1

2
, (3.13)

.
u
i

=
.
u
i−1

+ ∆t

..
u
i
+

..
u
i−1

2
(3.14)

Pour (3.13), l’expression peut être obtenue de l’accélération du temps ti comme

..
u
i

=
4
[
ui − ui−1 −∆t

.
u
i−1 − ∆t2

4

..
u
i−1
]

∆t2
(3.15)

ce qui nous permet d’écrire l’inégalité variationnelle (3.12) seulement en termes du dé-

placement. Ainsi, nous considérons l’algorithme suivant :

- A l’instant initial u0 = u (0) = u0 et .
u

0
=

.
u (0) = u1, avec divΛ−1ε (u0) ∈ L2(Ω), puis

l’accélération ..
u

0 est calculée à partir de l’équation d’équilibre :

..
u

0
=

1

ρ

(
f 0 + divΛ−1ε

(
u0
))

(3.16)

Avec f 0 = f (0) . Note que ..
u

0 ∈ (L2 (Ω))
3.

Pour chaque pas de temps ti donne ui−1,
.
u
i−1 et ..

u
i−1, on obtient ui la solution du problème

variationnel (P2)i ) qui obtenue par la remplacement de la valeur de ..
u
i qui donnée par

(3.15), dans (3.12) :

Problème (P2i ) :

Trouver ui ∈ K tel que
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∫
Ω

ρui.
(
v − ui

)
dx+

∆t2

4

∫
Ω

Λ−1ε
(
ui
)

: ε
(
v − ui

)
dx ≥

∫
Ω

ρ
[
ui−1 + ∆t

.
u
i−1
]
.
(
v − ui

)
dx

− ∆t2

4

∫
Ω

Λ−1ε
(
ui−1

)
: ε
(
v − ui

)
dx+

∆t2

2
Li
(
v − ui

)
∀v ∈ K. (3.17)

Puis, donne ui−1,
.
u
i−1
,
..
u
i−1 et ui, obtenir ..

u
i et .

u
i en utilisant d’abord (3.15) et après

(3.14) . Encore une fois, nous savons ui, .ui, ..ui en ti répéter le processus pour le prochain

pas de temps.

Théorème 15 Soit ui−1 ∈ K,
.
u
i−1 ∈ H1 (Ω) et

..
u
i−1 ∈ L2 (Ω) . Alors, il existe une

solution unique ui du problème (P2i ). En outre,
.
u
i et

..
u
i construits à partir des relations

(3.14) et (3.15) vérifient :

.
u
i ∈ H1 (Ω) ,

..
u
i ∈ L2 (Ω) , et

..
u
i
+

..
u
i−1 ∈ H1 (Ω) , 1 ≤ i ≤ 2I (3.18)

Preuve. En considérant la forme bilinéaire b, continue et coercive sur V ×V définie par :

b (u, v) =

∫
Ω

ρu.vdx+
∆t2

4

∫
Ω

Λ−1ε (u) : ε (v) dx (3.19)

et l’application linéaire définie sur V par :

L (v) =
∆t2

2
Li (v) +

∫
Ω

ρ
[
ui−1 + ∆t

.
u
i−1
]
vdx

−∆t2

4

∫
Ω

Λ−1ε
(
ui−1

)
: ε (v) dx.

Le résultat d’existence et d’unicité est obtenue par l’application de théorème de Stam-

pacchia. Maintenant, comme ui, ui−1,
.
u
i−1 appartiennent à H1 (Ω), d’après (3.13) nous

obtenons que ..
u
i
+

..
u
i−1 ∈ H1 (Ω). Ainsi, depuis ..

u
i−1 ∈ L2 (Ω), déduire que ..

u
i ∈ L2 (Ω) .

En outre, de (3.14) nous obtient .
u
i ∈ H1 (Ω) .

Remarque 16 Les hypothèses concernant les conditions initiales garantissent que u0 ∈
K,

.
u

0 ∈ H1 et
..
u

0 ∈ L2 (Ω) . Par conséquent, le Théorème 15 garantit que les champs des
déplacements, la vitesse et l’accélération sont calculées avec l’algorithme conçu vérifient
les propriétés similaires, pour tous 0 ≤ i ≤ 2I .

Corollaire 17 Supposons que ui−1 ∈ K, .
u
i−1 ∈ H1 (Ω) et

..
u
i−1 ∈ L2 (Ω) sont connus. Si

ui,
.
u
i et

..
u
i sont solutions du problème(P1i ). Alors, ui est la solution du problème(P2i),

1 ≤ i ≤ 2I .
Réciproquement, si ui c’est la solution du problème (P2i ) et

.
u
i et

..
u
i sont définies par

(3.14) et (3.15) alors ui,
.
u
i et

..
u
i sont solution du problème (P1i).
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Les propriétés des ui

Tout d’abord, pour simplifier la notation, nous noterons :

hi =
ui + ui−1

2
, 1 ≤ i ≤ 2I (3.20)

Corollaire 18 si ui la solution du (P2i ) et σ (hi) = Λ−1ε (hi) . Alors

ρ

..
u
i
+

..
u
i−1

2
− divσ

(
hi
)

= f i sur Ω (3.21)

où
..
u
i est calculé par les relations (3.13) et (3.14), f i = f (ti) et hi est donnée par (3.20).

Aussi σ (hi) ∈ Ead (gi) .

Preuve. Le résultat est une conséquence directe de la relation (2.2.12) et la proposition

2.2.5 en ([1]).

Corollaire 19 Si ui,
.
u
i
,
..
u
i la solution du (P1i ) et σ (hi) = Λ−1ε (hi) , 1 ≤ i ≤ 2I . Alors

qu’elle détient (3.21) σ (hi) ∈ Ead (gi) et

〈πn
(
σ
(
hi
))
|Γ1 , u

i
n|Γ1〉Γ1 = 0. (3.22)

Preuve. La preuve est trivial, en utilisant la proposition (2.2.7) en [1].

3.3.2 Étape 2 : L’approximation du solution du problème (P)

Première approximation

Dans ce paragraphe, on construit à partir de {ui, .ui, ..ui} i = 0, 1, ...2I , une fonction

hI (t) définie en [0, T ] telle que hI est de C1 ([0, T ]) et de C2 sur (ti−1, ti) i = 1, 2, ...2I .

Pour cela, on prend la fonction suivante comme hI :

hI = ui−1 +
.
u
i−1

(t− ti−1) +

..

ui−1 +
..
u
i

4
(t− ti−1)2 ,∀t ∈ [ti−1, ti) . (3.23)

A l’instant t = T, hI (T ) = u2I ,
.

h
I

(T ) =
.
u

2I
. Ce choix garantit la compatibilité de hI (t)

avec la discrétisation de Newmark. La fonction hI (t) vérifie les propriétés suivantes :

– hI (t) ∈ H1 (Ω) ,∀t ∈ [0, T ] .
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–
.

h
I

(t) =
.
u
i−1

+

..
u
i
+

..
u
i−1

2
(t− ti−1) , t ∈ [ti−1, ti) (3.24)

pour tous i = 0, ..2I ,
.

h
I

(ti) =
.
u
i
,

–
..

h
I
∈ L∞ (0, T ;H1 (Ω)) , telle que :

..

h
I

=

..
u
i
+

..
u
i−1

2
, t ∈ [ti−1, ti) . (3.25)

– A l’instant ti grâce à (3.13) et (3.14), on obtient pour i = 1, ..2I

lim
t→ti

hI (t) = ui−1 +
.
u
i
∆t+

..
u
i
+

..
u
i−1

4
∆t2 = ui = hI (ti) , (3.26)

lim
t→ti

.

h
I

(t) =
.
u
i−1

+

..
u
i
+

..
u
i−1

2
∆t =

.
u
i

=
.

h
I

(ti) , (3.27)

donc hI (t) ∈ C (0, T ;H1 (Ω)) .

Remarque 20 Notez que hI (tk) ∈ K, mais il n’y a aucune garantie que hI (t) ∈ K pour
tous t ∈ [0, T ] .

Autres approches

Maintenant, choisissez un autre quatre à approches d’une solution de le problème (P )

qui sont aussi convergente lorsque I −→∞ . Nous définissons :

lI (t) = ui−1 +
ui − ui−1

∆t
(t− ti−1) , ∀t ∈ [ti−1, ti) (3.28)

hI∗ (t) = hi =
ui + ui−1

2
, ∀t ∈ [ti−1, ti) (3.29)

hI# (t) =
.
u
i
, ∀t ∈ [ti−1, ti) (3.30)

uI∗ (t) = u i, ∀t ∈ [ti−1, ti) (3.31)

Remarque 21 Noter que dans ce cas l I (t) , hI∗ (t) , uI∗ (t) appartiennent à K pour tout
t ∈ [0, T ].
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3.3.3 Étape 3 : Estimations a priori

Lemme 5 Soit ui,
.
u
i et

..
u
i la solution du (P1i ),1 ≤ i ≤ 2i et hI définie par(3.23).

Ensuite, pour chaque sous-intervalle (ti−1, ti) de (0, T ) vérifie que :

ρ

∫ ti

ti−1

1

2

d

dt
‖

.

h
I

(t) ‖2
L2(Ω) dt+

∫ ti

ti−1

1

2

d

dt
a
(
hI (t) , hI (t)

)
dt

≤ Li
(
ui − ui−1

)
(3.32)

avec a (., .) donné par :

a (u, v) =

∫
Ω

Λ−1ε (u) : ε (v) dx.

Preuve. En prenant v = ui−1 dans (3.12) obtenir :∫
Ω

ρ
(
..
u
i
+

..
u
i−1
)
.
ui − ui−1

2
dx+

∫
Ω

Λ−1ε
(
ui + ui−1

)
: ε

(
ui − ui−1

2

)
dx

≤ Li
(
ui − ui−1

)
, (3.33)

Tout d’abord, nous réécrivons le premier membre de l’équation (3.33) en termes de hI (t).

En utilisant (3.13), nous pouvons montrer que les déplacements vérifiés

ui − ui−1

2
=

∆t

2

.
u
i−1

+
∆t2

4

..
u
i
+

..
u
i−1

2
, (3.34)

ui + ui−1 = 2ui−1 + ∆t
.
u
i−1

+
∆t2

2

..
u
i
+

..
u
i−1

2
(3.35)

En substituant ces expressions dans le premier membre de l’équation (3.33) obtenir

ρ
∆t

2

∫
Ω

(
..
u
i
+

..
u
i−1
)
.
.
u
i−1
dx+ ρ

∆t2

4

∫
Ω

(
..
u
i
+

..
u
i−1
)
.

(
..
u
i
+

..
u
i−1

2

)
dx

+∆t

∫
Ω

Λ−1ε
(
ui−1

)
: ε
(
.
u
i−1
)
dx+

∆t2

2

∫
Ω

Λ−1ε
(
ui−1

)
: ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

2

)
dx

+
∆t2

2

∫
Ω

Λ−1ε
(
.
u
i−1
)

: ε
(
.
u
i−1
)
dx+

∆t3

4

∫
Ω

Λ−1ε
(
.
u
i−1
)

: ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

2

)
dx

+
∆t4

4

∫
Ω

Λ−1ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

4

)
: ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

2

)
dx

+
∆t3

4

∫
Ω

Λ−1ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

2

)
: ε
(
.
u
i−1
)
dx ≤ Li

(
ui − ui−1

)
(3.36)
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Maintenant, le premier membre de cette expression correspond à

ρ

∫ ti

ti−1

1

2

d

dt
‖

.

h
I

(t) ‖2
L2(Ω) dt+

∫ ti

ti−1

1

2

d

dt
a
(
hI (t) , hI (t)

)
dt.

En effet, la définition de hI (t),t ∈ [ti−1, ti) suit :

‖
.

h
I

(t) ‖2
L2(Ω)=

∫
Ω

(
.
u
i−1

+

..
u
i
+

..
u
i−1

2
(t− ti−1)

)
.

(
.
u
i−1

+

..
u
i
+

..
u
i−1

2
(t− ti−1)

)
dx,

et
1

2

d

dt
‖

.

h
I

(t) ‖2
L2(Ω)=

∫
Ω

..
u
i
+

..
u
i−1

2
.

(
.
u
i−1

+

..
u
i
+

..
u
i−1

2
(t− ti−1)

)
dx.

Ainsi,∫ ti

ti−1

1

2

d

dt
‖

.

h
I

(t) ‖2
L2(Ω) dt = ∆t

∫
Ω

.
u
i−1
.

..
u
i
+

..
u
i−1

2
dx+

∆t2

2

∫
Ω

(
..
u
i
+

..
u
i−1

2

)2

dx (3.37)

aussi, en [ti−1, ti) :

1

2

d

dt
a
(
hI (t) , hI (t)

)
=

∫
Ω

Λ−1ε

(
.

h
I

(t)

)
: ε
(
hI (t)

)
dx

=

∫
Ω

Λ−1ε

(
.
u
i−1

+

..
u
i
+

..
u
i−1

2
(t− ti−1)

)
:

ε

(
ui−1 +

.
u
i−1

(t− ti−1) +

..
u
i
+

..
u
i−1

4
(t− ti−1)2

)
dx

=

∫
Ω

Λ−1ε
(
.
u
i−1
)

: ε
(
ui−1

)
dx+

∫
Ω

Λ−1ε
(
.
u
i−1
)

: ε
(
.
u
i−1
)

(t− ti−1) dx

+

∫
Ω

Λ−1ε
(
.
u
i−1
)

: ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

4

)
(t− ti−1)2 dx

+

∫
Ω

Λ−1ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

2

)
: ε
(
ui−1

)
(t− ti−1) dx

+

∫
Ω

Λ−1ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

2

)
: ε
(
.
u
i−1
)

(t− ti−1)2 dx

+

∫
Ω

Λ−1ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

2

)
: ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

4

)
(t− ti−1)3 dx.
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Donc ∫ ti

ti−1

1

2

d

dt
a
(
hI (t) , hI (t)

)
dt = ∆t

∫
Ω

Λ−1ε
(
.
u
i−1
)

: ε
(
ui−1

)
dx

+
∆t2

2

∫
Ω

Λ−1ε
(
.
u
i−1
)

: ε
(
.
u
i−1
)
dx+

∆t3

3

∫
Ω

Λ−1ε
(
.
u
i−1
)

: ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

4

)
dx

+
∆t2

2

∫
Ω

Λ−1ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

2

)
: ε
(
ui−1

)
dx

+
∆t3

3

∫
Ω

Λ−1ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

4

)
: ε
(
.
u
i−1
)
dx

+
∆t4

4

∫
Ω

Λ−1ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

2

)
: ε

(
..
u
i
+

..
u
i−1

4

)
. (3.38)

Et à partir de (3.36) - (3.38), nous concluons le résultat.

Proposition 22 Soit hI (t) définie par (3.13). Alors :
– ‖ h (tk) ‖H1(Ω) est borné par une constante indépendante de I et k, 1 ≤ k ≤ 2I .

– hI et
.

h
I
sont bornées dans C (0, T ;L2 (Ω)) par une constante indépendante de I.

Preuve. Pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ 2I on a l’expression suivantes :

k∑
i=1

ρ

∫ ti

ti−1

1

2

d

dt
‖

.

h
I

(t) ‖2
L2(Ω) dt =

ρ

2

(
‖

.

h
I

(tk) ‖2
L2(Ω) − ‖

.

h
I

(0) ‖2
L2(Ω)

)
k∑
i=1

ρ

∫ ti

ti−1

1

2

d

dt
a
(
hI (t) , hI (t)

)
dt =

1

2

(
a
(
hI (tk) , h

I (tk)
)
− a

(
hI (0) , hI (0)

))
Alors, par le lemme 5 en déduit que pour 1 ≤ k ≤ 2I

1

2

(
ρ ‖

.

h
I

(tk) ‖2
L2(Ω) +a

(
hI (tk) , h

I (tk)
))
≤ 1

2

(
‖

.

h
I

(0) ‖2
L2(Ω) +a

(
hI (0) , hI (0)

))
+

k∑
i=1

Li
(
ui − ui−1

)
. (3.39)

Maintenant, nous obtenons une borne supérieure pour le second terme du côté droit

de (3.39). étant donné que

ui − ui−1 = hI (ti)− hI (ti−1) (3.40)
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déduire que :

k∑
i=1

Li
(
ui − ui−1

)
=

k∑
i=1

Li(hI (ti)− hI (ti−1))

=

(
k−1∑
i=1

(
Li − Li+1

)
(hI (ti)) + Lk(hI (tk))− L1(hI (0))

)
(3.41)

Aussi :∣∣Li (h (tk))
∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫

Ω

f ih (tk)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Γ1

gih (tk)

∣∣∣∣
≤
∥∥f i∥∥

2
‖h (tk)‖2 +

∥∥gi∥∥
2,Γ1
‖h (tk)‖H1/2

≤ (‖f‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + c ‖g‖L∞(0,T ;L2(Γ1)) ‖h (tk)‖H1(Ω)

≤ C1 ‖h (tk)‖H1(Ω) (3.42)

et ∣∣Li (h (tk))− Li+1 (h (tk))
∣∣ ≤ ∥∥f i − f i+1

∥∥
2
‖h (tk)‖2 +

∥∥gi − gi+1
∥∥

2
‖h (tk)‖H1/2

≤
(∥∥∥ḟ∥∥∥

L∞(0,T ;L2(Ω))
+ c ‖ġ‖L∞(0,T ;L2(Ω))

)
‖h (tk)‖H1

≤ C2 ‖h (tk)‖H1 (3.43)

Puis, en prenant la valeur absolue de (3.41), et en utilisant(3.42) et (3.43) et appliquant

l’inégalité de Hölder doit être :

|
k∑
i=1

Li
(
ui − ui−1

)
|≤ C1∆t

k−1∑
i=i

‖ hI (ti) ‖H1 +C2

(
‖ hI (tk) ‖H1 + ‖ hI (0) ‖H1

)
,

où C1, C2 sont constantes positives. Ainsi, à partir de (3.39), il s’ensuit que :(
‖

.

h
I

(tk) ‖2
L2(Ω) +

1

ρ
a
(
hI (tk) , h

I (tk)
))
≤
(
‖

.

h
I

(0) ‖2
H1 +

1

ρ
a
(
hI (0) , hI (0)

))
+

2

ρ

(
C2∆t

k−1∑
i=1

‖ hI (ti) ‖H1 +C1

(
‖ hI (tk) ‖H1 + ‖ hI (0) ‖H1

))
(3.44)

Maintenant, puisque la forme bilinéaire a(., .) est coercitive, l’équation ci-dessus concluent

qu’il existe des constantes positives C1, C2, C3, qui ne dépend pas de I ou k tel que :

‖ hI (tk) ‖2
H1(Ω)≤ C1 + C2 ‖ hI (tk) ‖H1(Ω) +C3∆t

k−1∑
i=1

‖ hI (ti) ‖H1(Ω), (3.45)
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pour 1 ≤ k ≤ 2I . Sous perdre de généralité, on suppose que C1 > 1, l’inégalité

précédente implique que :

‖ hI (tk) ‖H1(Ω)≤ C1 + C2 + C3∆t
k−1∑
i=1

‖ hI (ti) ‖H1(Ω) (3.46)

Appliquant le lemme de Gronwall discret (voir Lions [12]), on obtient que :

‖ hI (tk) ‖H1(Ω)≤ CeT , C ∈ R+ (3.47)

Donc hI (tk) est bornée dans H1 (Ω) par une constante indépendante de I et k.

De (3.44) on obtient facilement que
.

h
I

(tk) est bornée dans L2 (Ω) par une constante

indépendante de I et k. En conséquence, car
.

h
I
linéaire par morceaux

‖
.

h
I

(t) ‖2
L2(Ω)≤ max

{
‖

.

h
I

(ti−1) ‖2
L2(Ω), ‖

.

h
I

(ti) ‖2
L2(Ω)

}
∀t ∈ [ti−1, ti] .

Alors
.

h
I

(t) est bornée dans L2 (Ω), et comme il est continue, donc il est bornée dans

C (0, T ;L2 (Ω)) , Alors :

hI (t) = hI (0) +

∫ t

0

.

h
I

(s) ds

Donc deficile hI (t) est bornée dans C (0, T ;L2 (Ω)) par une constante indépendante

de I pour tout t ∈ (0, T )

Corollaire 23 Soit hI définie par (3.13), ils existe des sous-suites que nous noterons avec
l’indice I, tel que lorsque I → +∞ nous obtenons les convergences suivantes :

hI ⇀ hfaible∗ dans L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
, (3.48)

.

h
I
⇀

.

h faible∗ dans L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
(3.49)

Preuve. Puisque l’espace L∞ (0, T ;L2 (Ω)) = [L1 (0, T ;L2 (Ω))]
′
et L1 (0, T ;L2 (Ω)) est

une espace de Banach séparable, le résultat est directe voir (Brézis [3]). Notez que la

limite de
.

h
I
est

.

h, en raison de l’unicité de la limite dans D′ (0, T ; [L2 (Ω)]weak) (voir Lions

[5])
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Autres estimations a priori

Proposition 24 Soient l I (t) , hI∗ (t) , hI# (t) et uI∗ (t) définie par (3.28)–(3.31) respective-
ment, alors :

* ‖ hI∗ (t) ‖H1(Ω) et ‖ uI∗ (t) ‖H1(Ω) sont bornée par une constante indépendante de I
pour tous t ∈ [0, T ] .

* ‖ l I (t) ‖H1(Ω), ‖
.

l I (t) ‖L2(Ω) et ‖ hI# (t) ‖L2(Ω) sont bornée par une constante indé-
pendante de I pour tous t ∈ [0, T ] .

*
..

hI est bornée en L∞ (0, T ;H−1 (Ω)) .

Preuve. à partir la définition de hI on a u i = hI (ti) pour tout 0 ≤ i ≤ 2I ,puis hI∗ peut

être exprimé comme :

hI∗ (t) =
hI (ti) + hI (ti−1)

2
, ∀t ∈ [ti−1, ti) (3.50)

et

uI∗ (t) = hI (ti) , ∀t ∈ [ti−1, ti) (3.51)

aussi hI∗ ∈ L∞ (0, T ;H 1 (Ω)) puisque ui ∈ H 1 (Ω) pour tout i, et

‖ hI∗ (t) ‖H 1(Ω)=‖
hI (ti) + hI (ti−1)

2
‖H 1(Ω)

≤ 1

2

(
‖ hI (ti) ‖H 1(Ω) + ‖ hI (ti−1) ‖H 1(Ω)

)
, ∀t ∈ [ti−1, ti) (3.52)

Par conséquent, par la proposition 22 hI∗ (t) est bornée dans L∞ (0, T ;H 1 (Ω)) par une

constante indépendant de I. Même façon, uI∗ (t) est bornée dans L∞ (0, T ;H 1 (Ω)) par

une constante indépendant de I. Maintenant, puisque l I est linéaire par morceaux,

‖ l I (t) ‖H 1(Ω)≤
{
‖ l I (ti−1) ‖H 1(Ω), ‖ l I (ti) ‖H 1(Ω)

}
∀t ∈ [ti−1, ti] ,

et depuis l I (tk) = hI (tk) et ‖ hI (tk) ‖H 1(Ω) est bornée par une constante indépendant de

I et k, ‖ l I (t) ‖H 1(Ω) est bornée par une constante indépendant de I. Pour démontrer que
.

l
I
est bornée, nous écrivons en termes de

.

h
I

:

.

l
I

(t) =
u i+u i−1

∆t
,

qui, par (3.34) et (3.24) peut être réécrite comme :

.

l
I

(t) =
.
u
i−1

+
∆t

2

..
u
i
+
..
u
i−1

2
=

.

h
I

(ti−1) +
.

h
I

(ti)

2
,∀t ∈ [ti−1, ti) .
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Alors

‖
.

l
I

(t) ‖L2(Ω)=

∥∥∥∥∥∥
.

h
I

(ti−1) +
.

h
I

(ti)

2

∥∥∥∥∥∥
L2(Ω)

(3.53)

Ainsi, toujours d’après la Proposition 22, ‖
.

l
I

(t) ‖L2(Ω) est bornée par une constante

indépendant de I pour tout t ∈ (0, T ) . Même façon :

‖ hI# (t) ‖L2(Ω)=‖
.

h
I

(ti) ‖L2(Ω),∀t ∈ [ti−1, ti) .

Enfin, la bornitude de
..

h
I
dans L∞ (0, T ;H−1 (Ω)) est obtenue comme une conséquence

directe des la bornitude précédentes et l’équation (3.21) peut s’écrire en termes de
..

h
I
et

hI∗ comme :

ρ
..

h
I
− divσ

(
hI∗
)

= f I0 dans Ω (3.54)

telle que : f I0 (t) = f i0 pour tout t ∈ [ti−1, ti) .

3.3.4 Étape 4 : La convergence faible des solutions approchées et
que ses limites sont égaux

Corollaire 25 Soient l I (t) , hI∗ (t) , hI# (t) et uI∗ (t) définie par (3.28)–(3.31) respective-
ment. Alors : il existe sous-suites égaux dépendent avec l’indice I tel que I → ∞, nous
obtenons les convergences suivantes :

l I ⇀ lfaible∗ dans L∞
(
0, T ;H 1 (Ω)

)
, (3.55)

l̇ I ⇀ l̇ faible∗ dans L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
, (3.56)

hI∗ ⇀ h∗faible
∗ dans L∞

(
0, T ;H 1 (Ω)

)
, (3.57)

uI∗ ⇀ u∗faible
∗ dans L∞

(
0, T ;H 1 (Ω)

)
, (3.58)

hI# ⇀ h# faible∗ dans L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
, (3.59)

..

h
I
⇀

..

hfaible∗ dans L∞
(
0, T ;H 1 (Ω)

)
. (3.60)

Preuve. La preuve est similaire à celle du corollaire 23.

Corollaire 26 Soient
.

h
I
et l I défini par (3.23) et (3.49) respectivement. Alors, il existe

des sous-suites, égaux notée avec l’indice I, telle que I → +∞

l I → l dans C
(
[0, T ] ;Hβ (Ω)

)
∩ Cs

(
[0, T ] ;H1 (Ω)

)
, 0 ≤ β < 1, (3.61)

.

h
I
→

.

hdans C ([0, T ] ;Hα (Ω)) ∩ Cs
(
[0, T ] ;L2 (Ω)

)
, −1 ≤ α < 0, (3.62)

éventuellement d’après une modification sur un ensemble de mesure nulle.
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Preuve. La démonstration de ce résultat est conséquence de la bornitude du
.

h
I
,
..

h
I
, l et

.

l et le Lemme 1.

Unicité de la limite

Dans cette section, nous allons montrer que toutes les limites dans (3.48), (3.57), (3.60)

et (3.61) sont égaux : h = l = h∗ = u∗. Puis, à partir de (3.29) et en utilisant la formule

de Barrow pour des fonctions C1 à [ti−1, ti], on a :∥∥hI (t)− hI∗ (t)
∥∥
L2(Ω)

=

∥∥∥∥hI (t)

2
+

hI (t)

2
− hI (ti−1)

2
− hI (ti)

2

∥∥∥∥
L2(Ω)

=

∥∥∥∥1

2

∫ t

ti−1

ḣI (s) ds− 1

2

∫ ti

t

ḣI (s) ds

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥∥1

2

∫ t

ti−1

ḣI (s) ds

∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥1

2

∫ ti

t

ḣI (s) ds

∥∥∥∥ ≤ ∆t
∥∥∥ḣI (s)

∥∥∥
L∞(0,T ;L2(Ω))

→ 0, (3.63)

lorsque I → +∞. Pour tout h et h∗ sont égaux à L∞ (0, T ;L2 (Ω)) et puis que h∗ ∈

L∞ (0, T ;H1 (Ω)) aussi h ∈ L∞ (0, T ;H1 (Ω)) . De même, il est démontré que h et u∗ sont

égaux en H 1 (Ω). En outre, puis que l̇ est bornée dans L∞ (0, T ;L2 (Ω)) ,∥∥l I (t)− uI′∗ (t)
∥∥
L2(Ω)

=
∥∥l I (t)− l I (ti)

∥∥
L2(Ω)

=

∥∥∥∥∫ ti

t

l̇ I (s) ds

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ ∆t
∥∥∥l̇ I∥∥∥

L∞(0,T ;L2(Ω))
→ 0, (3.64)

lorsque I → +∞. De même, il est démontré que ḣ et h# coïncident avec L2 (Ω). alors,

l = u∗= h∗= h. Désormais, nous noterons cette limite par u. En résumé, nous avons mon-

tré les convergences suivantes :

Théorème 27 Soient hI , l I , hI∗, h
I
# et uI∗ sont donnés par (3.23),(3.28),(3.29),(3.30) et

(3.31) respectivement, alors il existe u tel que :

hI ⇀ u faible∗dansL∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
,

ḣI ⇀ u̇faible∗ dans L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
l̇ I ⇀ u faible∗ dans L∞

(
0, T ;H1 (Ω)

)
l I ⇀ u̇faible∗ dans L∞

(
0, T ;L2 (Ω)

)
hI∗ ⇀ ufaible∗dansL∞

(
0, T ;H1 (Ω)

)
uI∗ ⇀ ufaible∗ dans L∞

(
0, T ;H1 (Ω)

)
hI# ⇀ u̇faible∗ dans L∞

(
0, T ;L2 (Ω)

)
σ
(
hI∗
)
⇀ σ (u) faible∗ dans L∞

(
0, T ;L2 (Ω)

)
.
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En outre, nous avons les limites suivantes :

lim
I→+∞

(
hI − hI∗

)
= 0, (3.65)

lim
I→+∞

(
hI − uI∗

)
= 0, (3.66)

lim
I→+∞

(
l I − uI∗

)
= 0, (3.67)

forte dans L∞ (0, T ;L2 (Ω)).

Corollaire 28 Soient hI et l I sont donnés par : (3.23), (3.28). Alors il existe u tel que

ḣI → u̇ dans C (0, T ;H α (Ω)) ∩ Cs
(
[0, T ] ;L2 (Ω)

)
, − 1 ≤ α ≤ 0, (3.68)

l I → u dans C
(
[0, T ] ;H β (Ω)

)
∩ Cs

(
[0, T ] ;H 1 (Ω)

)
, 0 ≤ β ≤ 1. (3.69)

Preuve. D’après le corollaire 26 et l’unicité de la limite faible.

Théorème 29 Soient hI∗ et uI∗ sont donne par (3.29) et (3.31) respectivement. Alors :

hI∗ − uI∗ → 0 dans D′
(
0, T ;H 1 (Ω)

)
, (3.70)

l I − uI∗ → 0 dans L∞ (0, T ;H r (Ω)) , 0 < r < 1, (3.71)
lorsque I → +∞.

Preuve. Soit ϕ ∈ D (0, T ) . Soit I ≥ I0, où I0 est telle que le support de ϕ est contenu

dans [δ0, T − δ0] avec δ0 = T/2I0 , de sorte que supp(ϕ) ⊂ [δ, T − δ] , être δ = T/2I . Puis∫ T

0

(
hI∗ − uI∗

)
ϕdt =

2I−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

(
hI∗ (t)− uI∗ (t)

)
ϕ (t) dt

=
2I−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

(
u i−1−u i

)
θI (t)ϕ (t) dt

=
2I−1∑
i=1

∫ ti+1

ti

u i (ϕδ − ϕ) (t) dt,

être ϕδ = ϕ (t+ δ) et pour tout,|ϕ− ϕδ| ≤ cδ, être c = max
∣∣dϕ
dt

∣∣ . Par conséquence,∥∥∥∥∫ T

0

(
hI∗ − uI∗

)
ϕdt

∥∥∥∥
H1(Ω)

≤ cδ2

2I−1∑
i=1

∥∥uI∥∥
H1(Ω)

≤ cδ2

(2I − 1
) 2I−1∑
i=1

∥∥uI∥∥2

H1(Ω)

1/2

≤ cδ2
((

2I − 1
)2
C
)1/2

≤ ĉδ22I

= ĉδ2T/δ = ĉδT → 0 si δ → 0,
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où c, C et ĉ sont des constantes positives. Pour prouver (3.71) en utilisent les convergences

suivantes :

l I ⇀ u faible∗ dans L∞
(
0, T ;H1 (Ω)

)
l̇ I ⇀ u̇ faible∗ dans L∞

(
0, T ;L2 (Ω)

)
Soit 0 < r = θα + (1− θ) β < 1, r 6= 1/2. Il existe un ensemble A ⊂ [0, T ] tel que

mes (A) = 0 et pour tout t1, t2 ∈ [0, T ] \A, avec t1 ≤ t2∥∥l I (t2)− l I (t1)
∥∥
Hr(Ω)

≤ Mθ

∥∥l I (t2)− l I (t1)
∥∥θ
L2(Ω)

∥∥l I (t2)− l I (t1)
∥∥1−θ
H1(Ω)

≤ Mθ

(∫ t2

t1

∥∥∥l̇ I (t)
∥∥∥
L2(Ω)

dt

)θ
≤ Mθ (t2 − t1)θ/2 . (3.72)

En particulier, pour tout t ∈ [ti−1, ti) \A, alors :∥∥uI∗ (t)− l I (t)
∥∥
Hr(Ω)

=
∥∥l I (ti)− l I (t)

∥∥
Hr(Ω)

≤Mθ (ti − t)θ/2 → 0,

Lorsque I → +∞.

Théorème 30 Soit u la limite qui présenté en le théorème 27, alors :

u ∈ L∞ (0, T ;K) (3.73)

u̇ ∈ L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
(3.74)

ü ∈ D′
(
0, T ;L2 (Ω)

)
(3.75)

σ (u) ∈ D′ (0, T ;H (div)) ∩ L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
(3.76)

Preuve. D’après la relation 3.12 on a

ρ

∫
Ω

ḧIvdx+ a
(
hI∗, v

)
≥ Li (v) ∀v ∈ K

cette inégalité reste vrai pour : v (t) ∈ L2 (0, T ;V ) ; v (t) ∈ K p.p et c-à-d ;

ρ

∫ T

0

∫
Ω

ḧIv (t) dxdt+

∫ T

0

a
(
hI∗, v (t)

)
dt ≥

∫ T

0

LI∗ (v (t)) dt, ∀v ∈ L2 (0, T ;V )

d’où, on choisit V (t) = ϕ (t)ω (t) tel que ϕ (t) ∈ D (0, T ) ; ω (t) ∈ D (Ω) on trouver ;

l’intégration par partie sur le première terme

−ρ
∫ T

0

∫
Ω

ḣI v̇ (t) dxdt+

∫ T

0

a
(
hI∗, v (t)

)
dt ≥

∫ T

0

∫
Ω

f I∗ v(t)dxdt,
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Pour v (t) = −ϕ (t)ω (t) , on trouve

ρ

∫ T

0

∫
Ω

ḧIv (t) dxdt+

∫ T

0

a
(
hI∗, v (t)

)
dt =

∫ T

0

∫
Ω

f I∗ v (t) dt, (3.77)

On peut montrer aussi que : quand I →∞∫ T

0

a
(
hI∗, v (t)

)
dt→

∫ T

0

a (u, v (t)) dt (3.78)

et que ∫ T

0

∫
Ω

f I∗ v (t) dxdt→
∫ T

0

∫
Ω

fv (t) dxdt. (3.79)

Par conséquent

−ρ
∫ T

0

∫
Ω

u̇v̇ (t) dxdt+

∫ T

0

a (u, v (t)) dt =

∫ T

0

∫
Ω

fv (t) dxdt. pour v ∈ D ((0, T )× Ω)

Pour montrer (3.73), il suffit de voir que uI∗ = u ∈ K et puisque uI∗
∗
⇀ u dans L∞ (0, T ;H1 (Ω))

alors uI∗
∗
⇀ u dans L∞ (0, T ;K) d’où (3.73). On a (3.74) directement d’après ḣI ∗⇀ u̇ dans

L∞ (0, T ;L2 (Ω)) à l’aide d’une fonction test v (t) ∈ D (0, T ;K) on a

ρ

∫ T

0

∫
Ω

üv (t) dxdt−
∫ T

0

divσ (u) v (t) dt =

∫ T

0

∫
Ω

fv (t) dxdt.

ρü− divσ (u)− f = 0 p.p sur Q = (0, T )× Ω. (3.80)

Comme u̇ ∈ L∞ (0, T ;L2 (Ω)) , alors ü ∈ D′ (0, T ;L2 (Ω))

ü =
1

ρ
(divσ (u) + f) ∈ L∞

(
0, T ;H−1 (Ω)

)
ü ∈ D′

(
0, T ;L2 (Ω)

)
∩ L∞

(
0, T ;H−1 (Ω)

)
d’où (3.75)

Puisque σ
(
hI∗
)
→ σ (u) dans L∞ (0, T ;L2 (Ω)) alors σ (u) ∈ L∞ (0, T ;L2 (Ω)) et σ (u) ∈

H (div) =⇒ σ (u) ∈ D′ (0, T ;H (div)) d’où σ (u) ∈ L∞ (0, T ;L2 (Ω)) ∩ D′ (0, T ;H (div))

d’où (3.76).

3.3.5 Étape 5 : Caractérisation de u par le problème (PV )

Dans cette étape, on va montrer que la limite faible u est une solution faible du

problème (P ). Pour cela il suffit de montrer que u est solution du problème :

(PV )


ρ 〈ü, v〉+ a (u, v) = L (v) + 〈σn (u) , vn〉 ∀v ∈ V

〈σn (u) , vn − un〉 ≥ 0, ∀v ∈ K.
u (x, 0) = u0, u̇ (x, 0) = u1.

34



On considère le problème suivant :{
ρ
〈
ḧI , v

〉
+ a (hi, v) = Li (v) + 〈σn (hi) , vn〉 ∀v ∈ V
〈σn (hi) , vn − uin〉 ≥ 0, ∀v ∈ K

qui provient des propriétés des solutions du problème (P1i). Á l’aide des fonctions hI∗ et

uI∗, on définit le problème précédent sur l’intervalle [0, T ] comme suite 1
ρ

∫ T

0

〈
ḧI , v (t)

〉
dt+

∫ T

0

a
(
hI∗, v (t)

)
dt =

∫ T

0

LI∗ (v (t)) dt+

∫ T

0

〈
σn
(
hI∗
)
, vn (t)

〉
dt

∀v ∈ L1 (0, T ;V )∫ T

0

〈
σn
(
hI∗
)
, vn (t)− uI∗n

〉
dt ≥ 0, ∀v ∈ L1 (0, T ;K)

tel que

LI∗ (v) =

∫
Ω

f I∗ vdx+

∫
Γ1

gI∗v dΓ où f I∗ (t) = f i, gI∗ (t) = gi sur ]ti−1, ti] .

Pour v (t) ∈ D (0, T ;V ) on a∫ T

0

〈
ḧI , v (t)

〉
dt = −

∫ T

0

〈
ḣI , v̇ (t)

〉
dt au sens de D′ (0, T ) .

Et puisque

ḣI
∗
⇀ u̇ dans L∞

(
0, T ;L2 (Ω)

)
i.e
∫ T

0

〈
ḣI , g (t)

〉
dt→

∫ T

0

〈u̇, g (t)〉 dt ∀g ∈ L1
(
0, T, L2 (Ω)

)
et le fait que v (t) ∈ L1 (0, T, L2 (Ω)), alors on peut passer à la limite sur I, on obtient :∫ T

0

∫
Ω

ḣI v̇ (t) dxdt→
∫ T

0

∫
Ω

u̇v̇ (t) dxdt,

∫ T

0

a
(
hI∗, v (t)

)
dt→

∫ T

0

a (u, v (t)) dt,∫ T

0

∫
Ω

LI∗ (v (t)) dxdt→
∫ T

0

∫
Ω

L (v (t)) dxdt.

Par conséquent, on a

ρ

∫ T

0

〈ü, v (t)〉 dt+

∫ T

0

a (u, v (t)) dt =

∫ T

0

L (v (t)) dt+ lim
I→∞

∫ T

0

〈
σn
(
hI∗
)
, vn (t)

〉
dt

(3.81)

1. On définit ce problème pour pouvoir passer à la limite faible étoile u.
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la forme :

λn : vn (t)→ ρ

∫ T

0

〈ü, v (t)〉 dt+

∫ T

0

a (u, v (t)) dt −
∫ T

0

L (v (t)) dt

définie une forme linéaire continue sur D
(
0, T ;H1/2 (Γ0)

)
. Donc

ρ

∫ T

0

〈ü, v (t)〉 dt+
∫ T

0

a (u, v (t)) dt =

∫ T

0

L (v (t)) dt+

∫ T

0

〈λn, vn (t)〉 dt ∀v ∈ D (0, T ;V )

D’autre part ∫ T

0

〈
σn
(
hI∗
)
, vn (t)− uI∗n

〉
dt ≥ 0, ∀v ∈ L1 (0, T ;K)

donc ∫ T

0

〈
σn
(
hI∗
)
, vn (t)

〉
dt ≥

∫ T

0

〈
σn
(
hI∗
)
, uI∗n

〉
dt ∀v ∈ L1 (0, T ;K) .

D’où, on a d’après (3.81) pour v = uI∗ dans D′
(
0, T ;H−1/2 (Γ0)

)
, que∫ T

0

〈λn, vn (t)〉 dt ≥ lim
I→∞

∫ T

0

〈
σn
(
hI∗
)
, uI∗n (t)

〉
dt

≥ lim
I→∞

(∫ T

0

〈
ḧI , uI∗

〉
dt+

∫ T

0

a
(
hI∗, u

I
∗
)
dt −

∫ T

0

LI∗
(
uI∗
)
dt

)
D’autre part, on a∫ T

0

〈
ḧI , uI∗

〉
dt→

∫ T

0

〈ü, u〉 dt au sens D′ (0, T )

et ∫ T

0

a
(
hI∗, u

I
∗
)
dt =

∫ T

0

a
(
hI∗ − uI∗, uI∗

)
dt+

∫ T

0

a
(
uI∗, u

I
∗
)
dt

d’où d’après (3.70) ∫ T

0

a
(
hI∗ − uI∗, uI∗

)
dt→ 0 au sens D′ (0, T )

et d’après la semi continuité de la norme définie par a(., .), on a

lim
I→∞

∫ T

0

a
(
uI∗, u

I
∗
)
dt ≥

∫ T

0

a (u, u) dt

et ∫ T

0

LI∗
(
uI∗
)
dt→

∫ T

0

L (u) dt
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Par conséquent∫ T

0

〈λn, vn (t)〉 dt ≥ ρ

∫ T

0

〈ü, u〉 dt+

∫ T

0

a (u, u) dt −
∫ T

0

L (u) dt =

∫ T

0

〈λn, un〉 dt

d’où ∫ T

0

〈λn, vn (t)− un〉 dt ≥ 0, dans D′ (0, T ;K)

Enfin on obtient
ρ

∫ T

0

〈ü, v (t)〉 dt+

∫ T

0

a (u, v (t)) dt =

∫ T

0

L (v (t)) dt+

∫ T

0

〈λn, vn〉 dt ∀v ∈ D (0, T ;V )∫ T

0

〈λn, vn (t)− un〉 dt ≥ 0, ∀v ∈ D (0, T ;K)

Remarque 31 Sous conditions de régularité, on peut avoir λn = σn (u) .

Théorème 32 Soit u la limite présenté par le théorème 27 Alors u vérifier le condition
initial 3.5.

Preuve. D’après le corolaire 28

l I → u en C
(
[0, T ] ;L2 (Ω)

)
.

Alors, comme l I (0) = u0 pour tout I , nous pouvons passer à la limite et obtenir que :

u (0) = u0.

En outre, puisque :

ḣI→ u̇ en Cs
(
[0, T ] ;L2 (Ω)

)
,

Alors ∫
Ω

ḣI (0) vdx ⇀

∫
Ω

u̇ (0) .vdx, ∀v ∈L2 (Ω) .

Ètant donné que ḣI (0) = u1 pour tout I il est conclu que :∫
Ω

u̇ (0) vdx =

∫
Ω

u1vdx, ∀v ∈L2 (Ω)

et les conditions initiales sont satisfaites.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté un résultat d’existence du problème dynamique de

Signorini sans frottement d’un corps élastique homogène et isotrope. On a établi un ré-

sultat d’existence au sens faible. Parmi les questions rencontrées sont celles reliées à la

régularité de la solution et à l’unicité de la solution. On a une autre question reliée aux

extensions du problème et l’étude du même problème mais cette fois-ci avec frottement.

Et d’autres questions reliées au matériau :

– élastique non-linéaire.

– anisotrope.

– non-homogène.
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  Résume: 

Le but de ce mémoire est d'établir un théorème d'existence de solution  

d'un problème dynamique de Signorini sans frottement dans le cadre de 

l'élasticité tridimensionnelle linéaire.  

Les mots clés: Probléme dynamique, Signorini, sans frottement, 

élasticité.    

 

 :الملخص

في الحاله Signorini لمسألة  كرة هو إيجاد حلولالهدف من هذه المذ

 الديناميكيه بدون إحتكاك في إطار مرونه ثلاثية الأبعاد الخطيه. 

اك, بدون إحتكSignorini ,, مسأله ديناميكيه: الكلمات المفتاحيه

 المرونه.

 

abstract 

The purpose of this paper is to establish an existence theorem of 

solution of a dynamic Signorini problem without friction in the three-

dimensional linear elasticity. 

Key word : Dynamic problem, Signorini, frictionless, elasticity. 
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