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Notations

‖.‖ sa norme.
B (x0, r) : la boule ouverte de centre x0 et de rayon r :
R : l’ensemble des nombres réels
C : l’ensemble des nombres complexes.
(M.d) : espace métrique.
d (., .) : application de distance.
c ([a.b]) : l’espace des fonctions continues
Ω : un ensemble ouvert borné .
B : la boule unité fermée
(E, ‖‖) : un espace banach
T : application continue
Ip(f(t)) : (p ∈ R), l’intégration non entière d’ordre p de la fonction f(t).
τ : variable
s : opérateur de Laplace.
r : rayon.
Γ(.) : la fonction Gamma.
β(., .) : la fonction Bêta.
〈, 〉 : produit scalaire.
RCp(f(t)) : dérivée fractionnaire à gauche au sens de Riemann-Liouville d’ordre p > 0.
cCp(f(t)) : dérivée fractionnaire à gauche au sens de Caputo d’ordre p > 0.
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Introduction

Les équations différentielle d’ordre fractionnaire sont révélées récemment des outils pré-
cieux dans la modélisation de nombreux phénomènes dans divers domaines de la science et
de l’ingénierie. En effet, nous pouvons trover de nombreuses d’applications en viscoélasticité,
électrochimie, contrôle, média poreux, électromagnétiques,...ect. Pour les documents remar-
quables traitant de l’opérateur integral et de l’opérateur différent de l’ordre fractionnaire
arbitraire,(voir[8,9]). Il ya eu un développement important dans les équations différentielles
fractionnées au cours des dernières années. Certains résultats pour les inclusions différen-
tielles fractionnares peuvent être trouvées dans le livre par Plotnikov.très récemment, une
théorie de base pour le problème de valeur initiale des équations différentielles fractionnelles
impliquant l’opérateur différent de Riemann-Liouville a été discutée par Vatsala [10, 11, 12].
Certains résultats d’existence ont été données pour le problème

cDpy(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < p < 1

ay(0) + by(T ) = c,

Dans cette mémoire nous présentons les résultats d’existence pour le problème précédent.
Dans le chapitre 3, section 1, nous donnons deux résultats, un basé sur le théorème de point
fixe de Banach et un autre basé sur le théorème de point fixe Schaefer, et un exemple pour
démontre l’application de nos principaux résultats. Ces resultats peuvent être considérés
comme une contribution à ce domaine émergent. Certaines indications sur les problèmes
non local

cDpy(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < p < 1

y(0) + g(y) = y0

sont données dans la section 2.
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Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Les théorèmes de point fixe sont les outils mathématique de base qui aident à établir
l’existence de solutions de divers genres d’équations. La méthode du point fixe consiste à
transformes un problème donné en un problème de point fixe. Les points fixes du problème
transforme sont ainsi les solutions du problème donné.
Dans ce chapitre on aborde quelque théorème du point fixe qui nos aides sur existence et
unicité des solutions d’équations différentielles fractionnaires.

1.1 Théorème du point fixe

1.1.1 Théorème du point fixe de Banach

Définition 1 Soit T une application d’un ensemble X dans luis même. On appelle point
fixe tout point x ∈ X tel que T (x) = x.

Le théorème du point fixe le plus élémentaire le plus utilisé est le principe de contraction
de Banach. Pour cela nous commençons par une présentation de ce principe ainsi qu’un
certain nombre de généralisations de ce résultat.

Théoréme 2 [4] (Principe de contraction de Banach)
Soit (M,d) un espace métrique complet et soit F : M −→ M une application contractante
i.e qu’il existe 0 < k < 1 telle que

d(F (x), F (y)) ≤ kd(x, y),∀x, y ∈M,
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Alors F admet un point fixe u ∈M de plus pour tout x ∈M on a :

lim
n→∞

F n(x) = u

et
d(F n, u) ≤ kn

1−K
d(x, F (x))

Preuve. D’abord, on montre l’unicité. On suppose que il existe x, y ∈M avec

x = F (x); y = F (y)

et
d(x, y) = d(F (x), F (y)) ≤ kd(x, y).

Puisque 0 < k < 1 alors la dernier inégalité implique que d(x, y) = 0 =⇒ x = y, alors
∃!x ∈M tel que

F (x) = x

Maintenant, on preuve l’existence de x où x ∈ M. On suppose que F n(x) est une suite de
Cauchy où n ∈ {0, 1, ...}

d(F n(x), F n+1(x)) ≤ kd(F n−1(x), F n(x)) ≤ ....... ≤ knd(x, F (x))

Si m > n où n ∈ {0, 1, ...}

d(F n(x), Fm(x)) ≤ d(F n(x), F n+1(x)) + d(F n+1(x), F n+2(x)) + ......+ (Fm−1(x), Fm(x))

≤ knd(x, Fx) + kn+1d(x, Fx) + ......+ km−1d(x, F (x))

≤ knd(x, F (x))
[
1 + k + k2 + .......

]
≤ kn

1− k
d(x, F (x))

Pour m > n;n ∈ {0, 1, ...} on a

d(F n(x), Fm(x)) ≤ kn

1− k
d(x, F (x)) (1.1)

alors F n(x) est une suite de Cauchy dans l’espace complet X en suite alors il existe u ∈ X
avec

lim
n−→+∞

F n(x) = u

4



De plus par la continuité de F

u = lim
n−→∞

F n+1(x) = lim
n−→∞

F (F n) = F (u)

Alors u est un point fixe de F . Finalement, m −→∞ in (1.1), on obtient

d(F n(x), u) ≤ kn

1− k
d(x, F (x))

Exemple 3 Considérons l’application A : R → R défini par A(x) = x
4

+ 1
2
, alors A une

contraction avec 0 < k = 1
2
< 1, et admet comme point fixe x = 2 de plus

lim{An(x)}∞n=1 = 1

Remarque : Les conditions du théoréme sont nécessaires, pour s’en convaincre consdérons
les exemples suivants .

Exemple 4 A : [0, 1]→ R, A(x) = x
2

+ 1 ,est contractante mais n’admet pas de point fixe.
Le probléme est que A([0, 1])  [0, 1] et on ne peut pas itérer : x0 = 0, x1 = 1 , x2 = 1.5,
mais x3 n’est pas déifni !

Exemple 5 T : R→ R ; A(x) = x+ 1
1+ex

vérifie |A(x)− A(y)| < |x− y| pour tout x 6= y,
mais n’admet pas de point fixe. Le probléme est que A n’est pas contractante, et pour tout
x0 ∈ R on obtient xn −→ +∞

1.1.2 Théorème du point fixe de Brouwer

Définition 6 Soient N ≥ 1, R > 0 et f ∈ C(BR, BR) avec BR = {x ∈ RN , ‖x‖ ≤ R}.
(on muni RN d’une norme notée ‖.‖) Alors f admet un point fixe, c’est-à-dire :

∃y ∈ BR tel que : f(y) = y.

Le théorème de point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous
sa forme la plus simple, ce théorème exige uniquement la continuité del’application d’un
intervalle fermé borné dans lui-même.

Théoréme 7 (Théorème du point fixe de Brouwer)

Soit Bn la boule unité fermée de RN . La boule Bn a la propriété du point fixe pour tout
n ∈ N∗.
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1.1.3 Théorème du point fixe de Schauder

Ce théorème est une généralisation du théorème du point fixe de Brouwer et affirme qu’une
application continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessaire-
ment unique.

Théoréme 8 (Théorème du point fixe de Schauder)
Soit (E, d) un espace métrique complet. Soit X et partie convexe et fermé de E, et soit
T : X −→ X une application telle que l’ensemble Tx : x ∈ X est relativement compacte
dans E. Alors T possède au moins un pont fixe.

Preuve. Soit T : X → X une application continue. Comme X est compact, alors T est
uniformément continue. Donc pour ε fixé, il existe δ > 0 tel que, pour tout x, y ∈ X, on a :

‖ x− y ‖≤ δ =⇒‖ T (x)− T (y) ‖≤ ε,

de plus, il existe un ensemble fini de points {x1, x2, ..., xp} ⊂ K tel que les boules ouvertes
de rayon δ centrées aux xi recouvrent X ; c’est-à-dire, K ⊂

⋃
1≤j≤p

B(xj, δ).

Si on pose L := vect(T (xj))1≤j≤p, alors L est de dimension finie, etK∗ := K∩L est compact
convexe de dimension finie.
Pour 1 ≤ j ≤ p, on définit la fonction continue ψj : X → R par :


0 si ‖ x− xj ‖≥ δ

1− ‖x−xj‖
δ

si non

Il est clair que ψj est strictement positive sur B(xj, δ) et nulle en dehors. On a donc, pour

tout x ∈ X,

p∑
j=1

ψj(x) > 0, et par la suite on peut définir sur X les fonctions continues

positives ϕj par :

ϕj(x) =
ψj(x)
p∑

k=1

ψk(x)

,
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pour les quelles on a
p∑
j=1

ϕj(x) = 1, pour tout x ∈ X.

Posons maintenant, pour x ∈ K,

g(x) =

p∑
j=1

ϕj(x)T (xj).

La fonction g est continue (somme des fonctions continues) et prend ses valeurs dans X∗

(car g est un barycentre des T (xj) ).
Si on prend la restriction g/X∗ : X∗ → X∗, (d’après le théorème de Brouwer) g possède un
point fixe y ∈ X∗. De plus :

T (y)− y = T (y)− g(y)

=

p∑
j=1

ϕj(y)T (y)−
p∑
j=1

ϕj(y)T (xj)

=

p∑
j=1

ϕj(y)

(
T (y)− T (xj)

)
.

Or si ϕj(y) 6= 0 alors ‖ y− xj ‖< δ, et par suite ‖ T (y)− T (xj) ‖< ε. Donc, on a pour tout
j

‖ T (y)− y ‖ ≤
p∑
j=1

ϕj(y) ‖ T (y)− T (xj) ‖

≤
p∑
j=1

εϕj(y) = ε.

Donc, pour tout entier ,m on peut trouver un point ym ∈ X tel que

‖ T (ym)− ym ‖≤ 2−m.

Et puisque X est compact, alors de la suite (ym)m∈ on peut extraire une sous suite (ymk)

qui converge vers un point y∗ ∈ X. Alors T étant continue, la suite (T (ymk)) converge vers
T (y∗), et on conclut que T (y∗) = y∗, c’est-à-dire y∗ est un point fixe de T sur X.

1.1.4 Théorème du point fixe de Schaefer

Théorème de Schaefer est en fait un cas particulier d’un théorème de plus grande portée
découvert auparavant par Schauder et Leray. Il s’énonce ainsi :
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Théoréme 9 (Théorème du point fixe de Schaefer)

Soit T une application continue et compacte d’un espace localement convexe séparé E dans
lui-même, telle que l’ensemble

{x ∈ E/∃λ ∈]0, 1[, x = λT (x)}

soit borné. Alors pour tout λ ∈ [0, 1], il existe x ∈ E tel que x = λT (x).

Preuve. .
On considére C = B(0) où r > 0 est donné par la condition du bord. considérons la
rétraction ρ de E dans C qui est définie par :

ρ(x) = x si x ∈ C

et
ρ(x) =

r

‖x‖
x si ‖x‖> r

et notons f∗(x) = ρof, f∗ : C −→ C. comme f∗ est compact, par le théorème de Schauder
il existe x ∈ C tel que f∗(x) = x.
Montrons que f(x) ∈ C car dans ce cas f∗(x) = f(x) et on aura la conclusion.
Si f(x) /∈ C alors x = f∗(x) =

r

‖f(x)‖
f(x) et on a d’une part

‖x‖=
∥∥∥∥ r

‖f(x)‖
f(x)

∥∥∥∥ = r

et d’autre part

f(x) =
‖f(x)‖
r

x = λx

avec λ > 1, ce que est contradictoire.

1.1.5 Théorème d’Arzela-Ascoli

Rappelons que dans espace métrique un sous-ensemble est relativement compact si son
adhérence est un ensemble compact.

Théoréme 10 (Théorème d’Arzela-Ascoli)

Soit (K, d) un espace métrique compact, (E, ‖.‖) un espace de Banach et A ⊂ C(K,E).
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Alors A est relativement compact dans (C(K,E), ‖.‖∞,K) si et seulement si les deux condi-
tions ci-dessous sont satisfaites :
(a) A est équicontinue, c-à-d
pour tout x ∈ K et pour tout ε > 0 il existe un voisinage V ⊂ K de x tel que

‖f(x)− f(y)‖< ε∀y ∈ V, ∀f ∈ A.

(b) Pour tout x ∈ K, l’espace A(x) définie par

A(x) = {f(x), f ∈ A}

est relativement compact dans E.

Preuve. Supposons que A est relativement compact.
Alors pour tout ε > 0 il existe un nombre fini fi ∈ A tel que, pour tout f ∈ A il existe un
indice i pour lequel

‖f − fi‖∞,K≤
ε

3

Notons I0 l’ensemble finie de ces indice. Alors d’une part, pour tout x ∈ K,

‖f(x)− fi(x)‖∞,K≤
ε

3

c-à-dire
A(x) ⊂ ∪i∈I0Bε/3(fi(x))

et par conséquent A(x) est relativement compact dans E.
D’autre part, soit V un voisinage de x tel que, pour tout y ∈ V on ait

‖f(x)− fi(y)‖∞,K≤
ε

3

pour tout i ∈ I0. On aura alors que pour tout y ∈ V et pour tout f ∈ A,

‖f(y)− f(x)‖≤ ε

Supposons maintenant (a) et (b). Notons Vx le voisinage de x donné par (a).
Comme K ⊂ ∪x∈KVx et K est compact, on peut extraire un nombre fini x1, x2, ..., xm telle
que K ⊂ ∪mi=1Vx.

9



Par (b) A(xi) est relativement compact, la réunion finie ∪mi=1A(xi) l’est aussi et on peut
alors trouver dans cette réunion un nombre fini de points c1...cn telle que

∪mi=1A(xi) ⊂ ∪nj=1Bε/4(cj)

Notons par ϕ une application quelconque de {1, ...,m} dans {1, ..., n}. Il ya seulement un
nombre finie de telles applications, Notons

Lϕ := {f ∈ A,∀i ∈ {1, ...,m}, ‖f(xi)− cϕ(i)‖≤ ε/4}.

Alors A ⊂ ∪ϕLϕ et puisque ‖f − g‖∞,k≤ ε pour tout f, g ∈ Lϕ, on conclut.

10



Chapitre 2

Éléments de calcul fractionnaire

2.1 Outils de base

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma et Bêta. Ces fonctions jouent
un rôle important dans la théorie de calcul fractionnaire.

2.1.1 Fonctions utiles

La fonction Gamma :

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge naturel-
lement la factorielle aux nombres réels positifs (et même aux nombres complexe à parties
réelles positives).

Définition 11 Soit x ∈ R+
∗ , la fonction Gamma est donnée par :

Γ(x) =

∫ +∞

0

e−ttx−1dt

(cette intégrale convergente pour tout x > 0 ).
En intégrant par parties, on peut voir que

Γ(x+ 1) = xΓ(x),∀x > 0

En particulier
Γ(n+ 1) = n!,∀n ∈ N∗

11



La fonction Bêta :

Définition 12 Soit x, y > 0, la fonction Bêta est une fonction définie par :

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

La fonction Bêta est reliée aux fonctions Gamma par la relation suivante

∀x, y > 0, on a B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
,

2.2 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b]. On considère l’intervalle

I(1)f(x) =

∫ x

a

f(t)dt

I(2)f(x) =

∫ x

a

dt

∫ t

a

f(u)du

En permutant l’ordre d’intégration, on obtient

I(2)f(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t)dt

plus généralement le nime itéré de l’opérateur I peut s’écrire

Inf(x) =

∫ x

a

dx1

∫ x1

a

dx2...

∫ xn−1

a

f(xn)dxn =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt (2.1)

Pour tout entier n.
Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par la
fonction Gamma : (n− 1)! = Γ(n), Riémann rendu compte que la second membre de (2.1)

pourrait avoir un sens même quand n prenant une valeur non entière, il était naturel de
définir l’intégration fractionnaire comme suite :

Définition 13 si f ∈ C[a, b], α ∈ R+ l’intégrale

Ipa+f(x) =
1

Γ(p)

∫ x

a

(x− t)p−1f(t)dt telle que a ∈]−∞,+∞[

12



est appelée intégrale fractionnaire (á gauche) de Riemann-Liouville d’ordre p.

Ipb−f(x) =
1

Γ(p)

∫ x

b

(x− t)p−1f(t)dt tel que b ∈]−∞,+∞[

est appelée intégrale fractionnaire (á droite) de Riemann-Liouville d’ordre p.

Théoréme 14 Pour f ∈ C[a, b] integrale fractionnaire de Riemann-Liouville possède la
propriété de semi-groupe :

Iαa+ [Iβa+f(x)] = I
(α+β)

a+ f(x), α, β > 0

2.3 La dérivation fractionnaire

Il existe plusieurs définitions de dérivée fractionnaires, elle ne sont pas toutes équiva-
lentes. Nous présentons dans cette parties les définitions de Riemann-Liouville et Caputo
qui sont les plus utilisées.

2.3.1 Dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 15 Soit F une fonction intégrable sur [a; t[ alors la dérivée fractionnaire d’ordre
p (avec n− 1 ≤ p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

R
aD

pf(t) =
1

Γ(n− p)
dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f(τ)dτ

=
dn

dtn
(In−pf(t)).

(avec τ = a+ x(t− a))

Exemple 16 .

1. La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville.

En générale la dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville n’est pas nulle ni constante mais on a

R
aD

pC =
c

Γ(1− p)
(t− a)−p

13



2. La dérivée de f(t) = (t− a)α au sens de Riemann-Liouville.

Soit p non entier et 0 ≤ n− 1 < p < n et α > −1 alors an a :

R
aD

p(t− a)α =
1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)αdτ

En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on aura :

R
aD

p(t− a)α =
1

Γ(n− p)
dn

dtn
(t− a)n+α−p

∫ 1

0

(1− s)n−p−1sαds

=
Γ(n+ α− p+ 1)B(n− p, α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(n+ α− p+ 1)Γ(n− p)Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− p+ 1)Γ(n+ α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

Par exemple R
0D

0.5t0.5 =
Γ(1.5)

Γ(1)
= Γ(1.5).

2.3.2 Dérivées fractionnaire au sens de Caputo

Définition 17 Soit p > 0 avec n − 1 < p < n (n ∈ N∗), et une fonction f donnée sur
l’intervalle [a, b], la dérivées fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par :

cDpf(t) =
1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f (n)(τ)dτ

= In−p(
dnf(t)

dtn
)

(avec τ = a+ x(t− a))

Remarque 18 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre ]n − 1, n[

s’obtient par une application de l’opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre n− α suivit
d’une dérivation classique d’ordre n, alors que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
est le résultat de la permutation de ces deux opérations.

Exemple 19 .
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1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

cDpC = 0

2. La dérivée de f(t) = (t− a)α au sens de Caputo

Soit p un entier et 0 ≤ n− 1 < p < n avec α > n− 1, alors on a

f (n)(τ) =
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(τ − a)α−n

d’où
cDp(t− a)α =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ (2.2)

effectuant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on obtient

cDp(t− a)α =
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

=
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

∫ 1

a

(1− s)n−p−1sα−nds

=
Γ(α + 1)B(n− p, α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p,

2.4 Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et
celle de Caputo :

Théoréme 20 Soit p ≥ 0, n = [p] + 1, si f posséde n − 1 dérivée en a et si RDp
a existe

alors :
cDp

af(x) =R Dp
a[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k]

pour presque tout x ∈ [a, b].
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Preuve. D’après la définition on a :

RDp
a[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k] =R DnIn−pa [f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k]

=
1

Γ(n− p)
dn

dxn

∫ x

a

(x− t)n−p−1[f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]dt

=
−1

Γ(n− p+ 1)
[(x− t)n−p(f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k)]xa

+
1

Γ(n− p+ 1)

∫ x

a

(x− t)n−p[D(f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k)]dt

= In−p+1
a D[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]

de même façon pour n fois alors :

In−pa D[f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k] = In−pa InaD

n[f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]

Or
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k est un polynôme de degré n− 1 alors :

In−pa D[f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k] = In−pa InaD

nf(x)

= DnIn−pa [f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]

= DnIna I
n−p
a Dnf(x)

= In−pa Dnf(x)

=c Dp
af(x)

Remarque 21 d’apres le relation on remarque que la dérivation au sens de Caputo d’une
fonction f est une dérivation fractionnaire de reste dans le développement de Taylor de f .
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2.5 Lemmes fondamentaux

Lemme 1 Soit p > 0 alors l’équation différentielles

cDpf(t) = 0

admet les solutions
f(t) = c0 + c1t+ c2t

2 + ...+ cn−1t
n−1, ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ..., n− 1, n = [p] + 1

Preuve. Supposons que
cDpf(t) = 0

d’après la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

In−p
(
d

dt

)n
f(t) = 0

c’est à dire
1

Γ(n− p)

∫ t

0

(t− s)n−p−1
(
d

ds

)n
f(s)ds = 0.

puisque
1

Γ(n− p)
6= 0, on a

∫ t

0

(t− s)n−p−1
(
d

ds

)n
f(s)ds = 0,

et par suite
In−p−1 ∗ f (n)(s) = 0.

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de l’égalité

L(In−α−1 ∗ f (n)(t))(p) = L(0)(p) = 0

Posant F (p) = L(f)(p) on obtient

Γ(n− p)
pn−p

(
pnF (p)−

n∑
k=1

pn−kf(k − 1)(0)

)
= 0

alors

pnF (p)−
n∑
k=1

pn−kf (k−1)(0) = 0.
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donc

F (p) =
n∑
k=1

p−kf (k−1)(0).

appliquant maintenant la transformée inverse de Laplace :

L−1(f(p))(t) = L−1

(
n∑
k=1

p−kf (k−1)(0)

)
(t)

il s’ensuit que

f(t) =
n∑
k=1

f (k−1)(0)L−1(p−k)(t)

=
n∑
k=1

f (k−1)(0).
tk−1

Γ(k)
,

en faisant le changement de variable i = k − 1 on trouve

f(t) =
n−1∑
i=0

f (i)(0)

i!
ti.

Pour ci =
f i(0)

i!
on a

f(t) =
n−1∑
i=0

cit
i

supposons maintenant que

f(t) =
n−1∑
i=0

cit
i

on applique l’opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo au deux membres de
l’égalité

cDpf(t) =c Dp

(
n−1∑
i=0

cit
i

)

=
n−1∑
i=0

cciD
pti

=
n−1∑
i=0

ciI
n−p
(
d

dt

)n
ti
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puisque (0 ≤ i ≤ n− 1 < n) on a
cDpf(t) = 0

ce qui achève la démonstration.

Lemme 2 Soit p > 0, alors

IpcDpf(t) = f(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1

pour ci ∈ R, i = 0, 1, ..., n− 1, n = [p] + 1.

Preuve. On a par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo

cDpf(t) = In−pf (n)(t),

On applique l’opérateur de l’intégral fractionnaire aux deux membres de l’égalité

IpcDpf(t) = IpIn−pf (n)(t)

= InRLDnf(t)

= f(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)
lim
t→0

(
d

dt

)n−j
In−nf(t)

= f(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)

((
d

dt

)n−j
f(t)

)
(0)

= f(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)
f (n−j)(0).

par le changement de variable k = n− j on obtient :

IpcDpf(t) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(0)tk

k!

= f(t)−
n−1∑
k=0

C1
kt
k

k!

= f(t) +
n−1∑
k=0

Ckt
k

k!
.
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Chapitre 3

Problèmes aux limites pour des
équations différentielles d’ordre
fractionnaire

3.1 Problème aux limite du premier ordre

Dans ce section, on va étudier l’existence et l’unicité de la solution d’un problème aux
limite du premier ordre, pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire.

cDpy(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < p < 1 (3.1)

ay(0) + by(T ) = c, (3.2)

Où cDp est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0, T ] × R −→ R, une fonction
continue, a, b, c sont des constantes réelles avec a+ b 6= 0.

3.1.1 Existence de solutions

Commençons par définir ce que nous entendons par une solution de problème (3.1)-(3.2).

Définition 22 une fonction y ∈ C1([0, T ],R) est dite solution de (3.1)-(3.2) si y satisfait
l’équation cDpy(t) = f(t, y(t)) sur J , et la condition ay(0) + by(T ) = c.

Pour l’existence de la solution du problème (3.1)-(3.2), on a besoin du lemme suivant :
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Lemme 3 Soit 0 < p < 1 et soit f : [0, T ] −→ R une fonction continuer. Une fonction y

est une solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) = y0 +
1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1f(s)ds (3.3)

si et seulement si y est une solution du problème aux limites pour l’équation différentielle
fractionnaire.

cDpy(t) = f(t), t ∈ [0, T ],

y(0) = y0.

Lemme 4 Soit 0 < p < 1 et soit f : [0, T ] −→ R continuer. Une fonction y est une solution
de l’équation fractionnaire

y(t) =
1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1f(s)ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(p)

∫ T

0

(T − s)p−1f(s)ds− c
]
.

si et seulement si y est une solution du fractionnaire PVL (problèmes de valeur limite)

cDpy(t) = f(t), t ∈ [0, T ],

ay(0) + by(T ) = c.

Preuve. D’après le lemme (3) on a

y(t) = y0 +
1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1f(s)ds

Il reste à vérifier les conditions aux limites, on a

y(T ) = y0 +
1

Γ(p)

∫ T

0

(T − s)p−1f(s)ds

or

ay(0) + by(T ) = c
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par suite

ay(0) + by0 +
b

Γ(p)

∫ T

0

(T − s)p−1f(s)ds = c; avec a+ b 6= 0

c’est à dire

y(0) =
1

a+ b
[c− b

Γ(p)

∫ T

0

(T − s)p−1f(s)ds],

et on obtient (3.3). Ce qui achève la démonstration.
On va donner un premier résultat concernant l’unicité de la solution du problème (3.1)-(3.2),
en utilisant le théorème de contraction de Banach.

Théoréme 23 Suppose que
(H1) Il existe une constante k > 0 telle que

|f(t, u)− f(t, u)|≤ k|u− u|, pour tout t ∈ J, et tout u, u ∈ R.

si
kT p

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
Γ(p+ 1)

< 1 (3.4)

Alors le problème (3.1)-(3.2) admet une solution unique sur [0, T ].

Preuve.On va transformez le problème (3.1)−(3.2) en un problème de point fixe, considérez
l’opérateur

F : C([0;T ],R) −→ C([0, T ],R)

défini par

F (y)(t) =
1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1f(s, y(s))ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(p)

∫ T

0

(T − s)p−1f(s, y(s))ds− c
]
.

Il est clair, que les points fixes de l’opérateur F sont les solutions du problème (3.1)− (3.2).
F est bien définie, en effet : si y ∈ C([0, T ],R), alors, F (y) ∈ C([0, T ],R). Nous utiliserons
le principe de contraction de Banach pour montrer que F défini par (3.5) admet un point
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fixe. Nous montrons que F est une contraction. Soit x, y ∈ C([0, T ],R). Alors, pour tout
t ∈ J on a

|F (x)(t)− F (y)(t)| ≤ 1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|

+
|b|

Γ(p)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)p−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

≤ k‖x− y‖∞
Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1ds

+
|b|k‖x− y‖∞
Γ(p)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)p−1ds

≤

kT
p(1 +

|b|
|a+ b|

)

pΓ(p)

 ‖x− y‖∞.
Donc

‖F (x)− F (y)‖∞≤

kT
p(1 +

|b|
|a+ b|

)

pΓ(p)

 ‖x− y‖∞.
Par conséquent par (3.4) F est une contraction. En conséquence du théorème du point
fixe de Banach, on déduit que F admet un point fixe qui est une solution du probblème
(3.1)− (3.2).
Le deuxième résultat est basé sur le théorème du point fixe de Schaefer.

Théoréme 24 Suppose que.
(H2) La fonction f : [0, T ]× R −→ R est continue.
(H3) Il existe une constante M > 0 telle que

|f(t, u)|≤M pour tout t ∈ J et tout u ∈ R.

En suit, le PVL admet au moins une solution sur [0, T ].

Preuve. On va utiliserons le théorème du point fixe de Schaefer pour prouver que F défini
par (3.5) admet un point fixe. La preuve se fait en plusieurs étapes.
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Étape 1 : F est continu.
Soit yn une suite dans C([0, T ],R) convergente pour la norme ‖.‖∞ vers une limite y, c’est
à dire :

lim
n→∞
‖yn − y‖∞= 0.

Il faut montrer que limn→∞‖F (yn)− F (y)‖∞= 0. Pour tout t ∈ [0, T ]

|F (yn)(t)− F (y)(t)|

≤ 1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

+
|b|

Γ(p)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)p−1|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

≤ 1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1 sup
s∈[0,T ]

|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

+
|b|

Γ(p)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)p−1 sup
s∈[0,T ]

|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

≤ ‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞
Γ(p)

[∫ t

0

(t− s)p−1ds+
|b|
|a+ b|

∫ T

0

(T − s)p−1ds
]

≤

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
T p‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞

pΓ(p)
.

d’où la continuité de F . puisque f est une fonction continue, alors

‖F (yn)− F (y)‖∞≤

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
T p‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞

Γ(p+ 1)
−→ 0 quand n −→∞.

Étape 2 : L’image de tout ensemble borné par F est un ensemble borné dans C([0, T ],R).
En effet, il suffit de montrer que pour tout η∗ > 0, il existe une constant positive ` telle que
pour tout y ∈ Bη∗ = {y ∈ C([0, T ],R); ‖y‖∞≤ η∗}, on a ‖F (y)‖∞≤ `. Par (H3) on a pour

24



tout t ∈ [0, T ],

|F (y)(t)| ≤ 1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1|f(s, y(s))|ds

+
|b|

Γ(p)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)p−1|f(s, y(s))|+ |c|
|a+ b|

≤ M

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1ds+
|b|M

Γ(p)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)p−1ds+
|c|
|a+ b|

≤ M

pΓ(p)
T P +

|b|M
pΓ(p)|a+ b|

T P +
|c|
|a+ b|

.

Donc

‖F (y)‖∞≤
M

Γ(p+ 1)
T P +

|b|M
Γ(p+ 1)|a+ b|

T P +
|c|
|a+ b|

:= `,

et par suite F (Bη∗) est borné.
Étape 3 : L’image de tout borné par F est un ensemble équicontinu de C([0, T ],R).
Soit t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2, Bη∗ être un ensemble borné de C([0, T ],R) comme à l’étape 2, et
soit y ∈ Bη∗ . Alors

|F (y)(t2)− F (y)(t1)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(p)

∫ t1

0

[(t2 − s)p−1 − (t1 − s)p−1]f(s, , y(s))ds

+
1

Γ(p)

∫ t2

t1

(t2 − s)p−1f(s, , y(s))ds

≤ M

Γ(p)

∫ t1

0

[(t1 − s)p−1 − (t2 − s)p−1]ds

+
M

Γ(p)

∫ t2

t1

(t2 − s)p−1ds

≤ M

Γ(p+ 1)
[(t2 − t1)p + tp1 − t

p
2] +

M

Γ(p+ 1)
(t2 − t1)p

≤ M

Γ(p+ 1)
(t2 − t1)p +

M

Γ(p+ 1)
(tp1 − t

p
2).

Quand t1 −→ t2, le membre droit de l’inégalité précédente tend vers 0, d’où la continuité
de F .
D’aprés l’étape 2 et 3 et le théorème d’Arzelà-Ascoli F (Bη∗) est relativement compact pour
tout borné Bη∗ , c’est à dire F est complément continu.

25



Par conséquent F : C([0, T ],R) −→ C([0, T ],R) est continu et complètement continu.
Étape 4 : Limites a priori
Maintenant, il reste à montrer que l’ensemble

ε = {y ∈ C(J,R) : y = λF (y) pour quelque 0 < λ < 1}

est borné.
soit y ∈ ε, alors y = λF (y) pour quelque 0 < λ < 1. Donc, pour chaque t ∈ J nous avons

y(t) = λ

[
1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1f(s, y(s))ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(p)

∫ T

0

(t− s)p−1f(s, y(s))ds− c
]
.

Alors, d’après (H3), et pour tout t ∈ J on a :

|F (y)(t)| ≤ 1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1|f(s, y(s))|ds

+
|b|

Γ(p)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)p−1|f(s, y(s))|ds+
|c|
|a+ b|

≤ M

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1ds

+
|b|M

Γ(p)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)p−1ds+
|c|
|a+ b|

≤ M

pΓ(p)
T p +

M |b|
pΓ(p)|a+ b|

T p +
|c|
|a+ b|

.

Donc pour tout t ∈ [0, T ], on a

‖F (y)‖∞≤
M

pΓ(p)
T p +

M |b|
pΓ(p)|a+ b|

T p +
|c|
|a+ b|

:= R.

Cela montre que l’ensemble ε est borné. comme une conséquence du théorème du point
fixe de Schaefer, on déduit que F admet au moins un point fixe qui est une solution du
problème (3.1)− (3.2).

3.1.2 Exaemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l’utilité de nos principaux
résultats.
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considérons le problème aux limites fractionnaire suivant :

cDpy(t) =
e−t|y(t)|

(9 + et)(1 + |y(t)|)
, t ∈ J := [0, 1], p ∈ [0, 1] (3.5)

y(0) + y(1) = 0 (3.6)

Posons

f(t, x) =
e−tx

(9 + et)(1 + x)
, (t, x) ∈ J × [0,∞[

Soit x, y ∈ [0,∞[ et t ∈ J . Alors on a

|f(t, x)− f(t, y)| = e−t

(9 + et)

∣∣∣∣ x

(1 + x)
− y

(1 + y)

∣∣∣∣
=

e−t|x− y|
(9 + et)(1 + x)(1 + y)

≤ e−t

(9 + et)
|x− y|

≤ 1

10
|x− y|

Alors la condition (H1) est vérifiée avec k =
1

10
. On doit vérifier que la condition (3.4) est

satisfaite pour des valeurs appropriées de p ∈ [0, 1] avec a = b = T = 1.
En effet

3k

2Γ(p+ 1)
< 1⇐⇒ Γ(p+ 1) >

3k

2
= 0.15 (3.7)

Alors d’après le théorème (23) le problème (3.5)− (3.6) admet une seule solution sur [0, 1]

pour les valeurs de p satisfaisant (3.7). Par exemple

Si p =
1

5
alors Γ(p+ 1) = Γ

(
6

5

)
= 0.92 et

3k

2

1

Γ(p+ 1)
=

0.15

0.92
= 0.1630434 < 1.

Si p =
2

3
alors Γ(p+ 1) = Γ

(
5

3

)
= 0.89 et

3k

2

1

Γ(p+ 1)
=

0.15

0.89
= 0.1685393 < 1.
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3.2 Problème aux limite avec condition non locale

Dans ce section on présente quelque résultats d’existence et unicité de solution du
problème aux limites pour équation différentielle fractionnaire avec condition non locale.
On considère le problème suivant :

cDpy(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < p < 1 (3.8)

y(0) + g(y) = y0 (3.9)

Où cDp est la dérivée fractionnaire de Caputo, f = [0, T ]×R −→ R une fonction continue,
et g : C([0, T ]× R −→ R) une fonction continue.

Définition 25 Une fonction y ∈ C1(J,R) est dite solution de (3.8)− (3.9) si elle satisfait
l’équation (3.8) sur J et la condition (3.9).

Introduisons les hypothèses suivantes :
(H1) Il existe une constante k > 0, telle que :

|f(t, u)− f(t, u)|≤ k|u− u|, pour tout t ∈ J et tout u, u ∈ R.

(H2) Il existe une constante M > 0, telle que :

|f(t, u)|≤M pour tout t ∈ J et tout u ∈ R.

(H3) Il existe une constante M > 0, telle que :

|g(y)|≤M pour tout u ∈ C([0, T ],R)

(H1) Il existe une constante k > 0, telle que :

|g(y)− g(y)|≤ k|y − y| pour tout y, y ∈ C([0, T ],R).

Théoréme 26 Soit f ∈ C(J,R). et supposons que (H1), (H4) sont satisfaites si

k +
kT p

Γ(p+ 1)
< 1 (3.10)

alors le problème non local (3.8)− (3.9) admet une solution unique sur [0, T ].
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Preuve. On transforme le problème (3.8)− (3.9) en un problème de point fixe. considérons
l’opérateur F̃ : C([0, T ],R) −→ C([0, T ],R) défini par

F̃ (y)(t) = y0 − g(y) +
1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1f(s, y(s))ds (3.11)

Il est clair que les points fixes de l’opérateur F̃ sont les solutions du problème (3.8)− (3.9).
Il reste à montrer que F̃ est contraction, en effet : si x, y ∈ C([0, T ],R), alors pour tout
t ∈ J on a

|F̃ (x)(t)− F̃ (y)(t)| = |g(x)− g(y) +
1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1f(s, x(s))− f(s, y(s))ds|

≤ |g(x)− g(y)|+ 1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

par (H1),(H4)

|F̃ (x)(t)− F̃ (y)(t)| ≤ k‖x− y‖∞+
k

Γ(p)
‖x− y‖∞

∫ t

0

(t− s)p−1ds

≤ k‖x− y‖∞+
kT p

Γ(p)
‖x− y‖∞

et par suite

‖F̃ (x)(t)− F̃ (y)(t)‖∞≤
(
k
kT p

Γ(p)

)
‖x− y‖∞

En vertu de (3.10). On peut déduire que F̃ est contraction, et d’après le théorème de
Banach. F̃ admet une seul pont fixe qui est une solution du problème (3.8) − (3.9).
Maintenant nous donnons un résultat de l’existence basé sur le théorème du point fixe de
Schaefer.

Théoréme 27 Soit f ∈ C(J,R) et supposons que (H2), (H3)sont satisfaites. Alors le
problème admet au moins une solution sur [0, T ].

Preuve. On va utiliserons le théorème du point fixe de Schaefer pour montrer que F̃ défini
par (3.11) admet un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.
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Étape 1 : F̃ est continu.
Soit yn une suite telle que yn −→ y dans C([0, T ],R), Alors pour tout t ∈ [0, T ]

|F̃ (x)(t)− F̃ (y)(t)| ≤ |g(yn)− g(y)|

+
1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

≤ |g(yn)− g(y)|+ 1

pΓ(p)
‖f(., x(.))− f(., y(.))‖∞

Puisque f et g sont continues, alors ‖F̃ (., x(.))− F̃ (., y(.))‖∞−→ 0, quand n −→ 0, d’où la
continuité de F̃ .
Étape 2 : F̃ (Bη∗) est borné.

|F̃ (y)(t)| ≤ |y0|+|g(y)|+ 1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1|f(s, y(s))|ds

≤ |y0|+M +
M

pΓ(p)
T p

Donc

‖F̃ (y)‖∞≤ |y0|+M +
M

pΓ(p)
T p := l̃

et par suit F̃ (Bη∗) est borné.
Étape 3 : L’image de tout borné par F̃ est une ensemble équicontinue de C([0, T ],R).
Soient t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2, et soit y ∈ Bη∗ . Alors

|F̃ (y)(t2)− F̃ (y)(t1)| = |
1

Γ(p)

∫ t2

0

(t2 − s)p−1f(s, y(s))ds

− 1

Γ(p)

∫ t1

0

(t1 − s)p−1f(s, y(s))ds|

Et comme l’étape 3 du théorème (24) F̃ est équicontinue. Par un raisonnement pareil
F̃ : C([0, T ],R) −→ C([0, T ],R) est continu et complètement continu.
Étape 4 :

Il reste montrer que ε = {y ∈ C(J,R) : y = λF̃ (y) pour 0 < λ < 1} est borné
Soit y ∈ ε, alors : y = λF̃ (y) ; pour 0 < λ < 1. Donc pour tout t ∈ J on a :

y(t) = λ

[
y0 − g(y) +

1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1|f(s, y(s))ds|
]
.
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Alors, d’après (H2),(H3), et pour tout t ∈ J , on a :

|F̃ (y)(t)| ≤ |y0|+|g(y)|+ 1

Γ(p)

∫ t

0

(t− s)p−1|f(s, y(s))|ds

≤ |y0|+M +
M

pΓ(p)
T p.

Donc pour tout t ∈ [0, T ], on a

‖F̃ (y)‖∞≤ |y0|+M +
M

pΓ(p)
T p := R

Cela montre que ε est borné. Comme un conséquence du théorème de Schaefer. On déduit
que F̃ admet au moins un point fixe qui est une solution de problème (3.8)− (3.9).
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des solutions
du problème aux limites pour des équation différentielles d’ordre fractionnaire au sens de
Caputo avec condition non locale.
Ces résultats ont été obtenus par l’application de la théorie de point fixe, en particulier on
a utilisé le principe de contraction de Banach et le théorème de point fixe de Schaefer .
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Abstract

In this dissertation, we shall establish sufficient conditions for the existence of solutions for
a first order boundray value problem for fractional differential equations.
Key words : fixed point theorem, two-point bounddary value porblem, Banach contraction
principie, Leray Schauder nonlinear alternative, second-ordre equation.

Résumé

Dans cette mémoire, nous établirons des conditions suffisantes pour l’existence de solutions
pour un problème aux limites de premier ordre pour des équations différentielles fraction-
naire.
Mots clés : théorème point fixe, probléme aux limites de deux points, l’alternative non
linéaire de Schauder, le principe de contraction de Banach, Existence de solution.
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