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Introduction générale

Depuis toujours, l�homme a voulu prédire l�avenir, que ce soit pour prendre de meilleures

décisions ou simplement pour satisfaire sa curiosité.

Les années 20, (1927 - 1933) montre qu�en calculant une moyenne mobile (MA) à partir

d�un (bruit blanc), on obtient une série dont les observations ne sont pas indépendantes

et qui présentent des cycles apparents. Et dans le même ordre d�idées, en (1926-27) Yule

propose le modèle autorégressif (AR), et montre que celui-ci peut conduire à l�apparition

des �uctuations cycliques .

Les objectifs pour l�étude des séries chronologiques peuvent étre divisés en deux com-

posantes principales:

- La description et la compréhension du mécanisme de production de la série,qui com-

prend l�analyse descriptive des données et la modélisation,

- La prévision des valeurs futures et l�estimation des risques extrémes.

Les deux premiers chapitres introduisent deux concepts fondamentaux pour la suite : les

séries chronologiques , nous rappelons les principaux dé�nitions , notations et que résultats

que nous verrons souvent dans la théorie des séries temporelles , notamment : densité

spectrale les fonctions d�autocovariance et d�autocorrélation, la stationnarité , modelisation

d�une série temporelle.

Ensuite , l�estimation non paramétriques de la tendance qui ne suppose rien sur celle-ci

a priori et on approxime la tendance par la moyenne mobile arithmétique , on utilise les

modèles : AR, MA, ARMA, ARIMA.

Le troisième chapitres est consacrés à l�application : de l�estimation d�une fonction in-

connue l�evolution du prix de pétrole pendant les dernieres annèes, à l�aide des données par

les modèles autorégressifs.
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Chapitre 1

Généralités sur les séries

chronologiques

La nature intrinséque d�une série chronologique est telle que les valeurs observées sont

généralement dépendantes et l�objectif est d�identi�er et de modéliser la structure de dépen-

dance temporelle. Nous nous intéressons dans ce mémoire principalement à des séries

chronologiques linéaires fXt,t 2 Zg ; dans lesquelles l�observation à l�instant courant est
supposée le resultat du �ltrage linéaire invariant dans le temps d�un bruit blanc stationnaire

. Nous considérons aussi des séries non stationnaires,mais pouvant étre rendu stationnaire

en di¤érentiant la série en un nombre su¢ sant de fois.

1.1 Séries temporelles

La théorie des séries temporelles est une combinaison de deux concepts,probabiliste et

statistique, le probabiliste dont on étudie les caractéristiques des variables aléatoiresXt: Le

probléme statistique est de donner les caractéristiques des distributions de la série temporelle

Xt , pour les observations X1; X2; :::; Xn au temps t = 1; 2; :::; n:Le modéle statistique résul-

tant sert à la compréhension du systéme stochastique d�une part et la prédiction du future

(i:e:Xn+1; Xn+2; :::) d�autre part.
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1.1. Séries temporelles

1.1.1 Analyse des séries temporelles

Le terme "série temporelle" désigne à la fois les séries chronologiques réelles et une suite

théorique des variables aléatoires indécis par le temps (t 2 T );qui va servir à modéliser ces
premiéres.

Dé�nition 1.1.1 :"Série temporelle"

Une série temporelle est une suite d�observations répétées, correspondant à des dates

di¤érentes, ou encore à un ensemble de valeurs représentant l�évolution d�un phénoméne

au cours du temps. Généralement, les observations d�un phénoméne sont équidistantes,

les unes des autres(temps discret,t 2 N;Z; :::); le temps correspondant à un jour, un mois,
une année.... Si par exemple on travaille dans des domaines tels que les �nances, on peut

citer enter autres : la valeur journaliére du Dollar ($) en Euro (e); à l�ouverture du marché

boursiére, les données mensuelles du chomage, les prix d�action,...etc. Mais ils existe d�autres

domaines (comme en Physique), ou les observations sont élevées de façon continue, l�indice

t prend des valeurs dans un intervalle de R:

Dé�nition 1.1.2 (1) Une série temporelle (ou chronologique) est une suite d�observations

x1; x2; :::xn indexée par le temps. On supposera qu�il s�agit d�une réalisation d�un processus

X;c�est à dire d�une suite fXig de variables aléatoires.

Dé�nition 1.1.3 (2) L�étude des séries temporelles,correspond eu statistique a des observa-

tions régulierement espacées dans le temps.

1.1.2 Modélisation d�une série temporelle

La modélisation des séries temporelles se fait à partir de la décomposition classique, "dé-

composition de Persons" en fonction des quatre éléments suivants

1. Tendance (Tt) : mouvement à long terme (longue période).

(0) [22]
(1) [14]
(2) [4][7][21]
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1.1. Séries temporelles

2. Saisonniére (St) : fonction périodique du temps (période courte).

3. Cycle (Ct) : cycle d�a¤aires,�uctuation périodique (moyenne terme).

4. Résidu ("t) : partie irréguliére,correspondante à la notion d�écart au modéle ou encore

bruit.

D�une maniére générale, on peut proposer un modéle qui représente la série temporelle

étudieé en combinaison des quatre éléments précédents. Pour cela, on a trois types de

modéles: le premier est le modéle d�ajustement de forme additive ou multiplicative comme

suit

Xt = Tt + St + Ct + "t (additive) ou Xt = Tt StCt + "t (multiplicative)

Le deuxiéme type est le modéle, dont on suppose que Xt est une fonction de ces valeurs

passées et d�une perturbation aléatoire "t :

Xt = f(Xt�1; Xt�2; :::; "t)

dans cette classe, on peut citer les modélesAR;MA;ARMA; ARIMA; SARIMA; ::::Dans

cette catégorie de modéle, la variable aléatoire Xt est exprimée en fonction d�une aétre vari-

able Yt et d�une perturbation aléatoire "t :

Xt = f(Yt; "t)

ou Yt est soit déterministe ou aléatoire, dans ce dernier cas les processus (Yt)t et ("t)t

ont certaines propriétés d�indépendance ou du non corrélation.

Ces modéles sont les modéles de base nous les considérons essentiellement pour faire

le lien entre eux .On a ainsi deux cas particuliers de modéle explicatif, modéle explicatif

statique ou les variables Yt ne contiennent pas de valeurs passées de Xt et les "t sont

indépendantes entre eux. Le deuxiéme cas est le modéle explicatif dynamique, ou les "t sont

autocorrélés et les Yt contiennent des valeurs passées de Xt:
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1.1. Séries temporelles

1.1.3 Série linéaire

Dé�nition 1.1.4 Une série Xt est dite linéaire si elle peut s�écrire :

Xt = �+

+1X
i=�1

 i"t�i ,

ou "t � BB(0; �2");  0 = 1 et la suit ( i) est absolument sommable, c�est à dire

+1X
i=�1

j ij <1:

Une série Xt est dite linéaire et causale si elle est linéaire avec  i = 0 ; i < 0

Xt = �+
+1X
i=0

 i"t�i ,

On admettra qu�une série linéaire est stationnaire . l�étude des séries non causales

conduit à des résultats non intuitifs di¢ cillement utilisables.

1.1.4 Modéle stationnaire

La représentation des phénoménes aléatoires dépendants du temps.

Soient (
; F; P ) un espace de probabilité,T un ensemble non vide d�indice (par exemple

:N;Z;R+; :::etc.) Xt une fonction de T �
 à valeurs dans " qui associé à tout couple (t; !)
le processus Xt(!) ,avec " désignant l�espace d�états du processus. D�ou :

i- pour t 2 T;�xé :Xt(!) est une variable aléatoire.

ii- pour ! 2 
;�xé :Xt(!) est une trajectoire.

Dé�nition 1.1.5 (1) "Processus stochastique"

Un processus stochastique dé�ni sur T noté (Xt(!))t2T ou simplement (Xt)t , est une

collection de variable aléatoire Xt de 
 à valeurs dans R, de telle maniere qu�à chaque

élément t 2 T est associée une variable aléatoire Xt . On a ainsi deux cas :

(1) [22]
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1.2. Autocovariance et Autocorrélation

i- Un processus en temps discréte. Si T est discréte ; (T � Z).
ii- Un processus en temps continue si T est continue ; (T � R).
Par conséquence, on s�intéresse aux modéles stochastiques , dont les éléments Xt de

la série temporelle (Xt)t sont considéres comme des variables aléatoires. Par la suite on

désigne par un modéle, le processus stochastique qui modélise la série temporelle .

Généralement, les variables d�une série (Xt)t ne sont ni indépendantes, ni identiquement

distribuées. Les moyennes, variances et covariances de ces variables dépendent de leurs

positions dans la série. En particulier, si on suppose que (Xt)t est de carré intégrable

(i:e:E
�
X2
t

�
<1;8t 2 T ); alors

E(Xt) = �t , var( Xt) = �2t

Cov ( Xt; Xt�h ) = E [(XtXt�h)� E(Xt )E(Xt�h)] , h 2 Z

1.2 Autocovariance et Autocorrélation

Dé�nition 1.2.1 "Fonction d�autocovariance "

La fonction d�autocovariance d�une série temporelle (Xt)t est une suite ((h))h2Z; avec

c�est une fonction paire, semi dé�nie positive , i.e.

X(h) = Cov(Xt; Xt�h )

=
NX
i=1

NX
j=1

aiaj(ti � tj) � 0

jX(h)j � X(0) = var(Xt) ,h 2 Z

Remarque La fonction X(h) est paire i.e :

X(h) = X(�h)

Dé�nition 1.2.2 "Fonction d�autocorrélation "
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1.2. Autocovariance et Autocorrélation

De méme , on dé�nie une suite (�X(h))h2Z qu�on appele fonction d�autocorrélation de la

série (Xt)t

�X(h) = corr( Xt; Xt�h )

=
cov( Xt; Xt�h )p
var(Xt)

p
var(Xt�h)

=
�X(h)

�X(0)

c�est une fonction paire, semi dé�nie positive , i.e.

NX
i=1

NX
j=1

aiaj�(ti � tj) � 0

j�X(h)j � �X(0) = 1 h 2 Z

Remarque 1.2.1 Cette fonction �X(:) est à valeurs dans [�1; 1] et �X(0) = 1:

Dé�nition 1.2.3 La matrice d�autocorrélation du vecteur (Xt; Xt�1; :::::; Xt�h+1) est :

R(h) =

0BBBBBBBBBBBBBB@

1 �(1) �(2) ::::: �(h� 1)
�(1) 1 �(1) ::::: �(h� 2)
�(2) �(1) 1 ::::: �(h� 3)
: : : ::::: :

: : : ::::: :

: : : ::::: :

�(h� 1) �(h� 2) �(h� 3) ::::: 1

1CCCCCCCCCCCCCCA

1.2.1 La fonction d�autocorrélation partielle

L�autocorrélation partielle mesure la corrélation entre Xt et Xt�h sans toutefois prendre

en considération l�in�uence des variables antérieures à Xt�h. Ainsi, on peut montrer que la

fonction d�autocorrélation partielle d�un processus (Xt)t2Z est donnée par

	X(h) =
jR�(h)j
jR(h)j pour tout h
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1.2. Autocovariance et Autocorrélation

ou

R�(h) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1 �(1) �(2) ::::: �(h� 2) �(1)

�(1) 1 �(1) ::::: �(h� 3) �(2)

�(2) �(1) 1 ::::: �(h� 4) �(3)

: : : ::::: : :

: : : ::::: : :

: : : ::::: : :

�(h� 3) �(h� 4) �(h� 5) ::::: �(1) �(h� 2)
�(h� 2) �(h� 3) �(h� 4) ::::: 1 �(h� 1)
�(h� 1) �(h� 2) �(h� 3) ::::: �(1) �(h)

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
et

R(h) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1 �(1) �(2) ::::: �(h� 2) �(h� 1)
�(1) 1 �(1) ::::: �(h� 3) �(h� 2)
: : : ::::: :::: :

: : : ::::: :::: :

: : : ::::: :::: :

: : : ::::: :::: :

: : : ::::: :::: :

: : : ::::: :::: :

�(h� 1) �(h� 2) �(h� 3) ::::: �(1) 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
(1)Ici, jAj est le déterminant d�une matrice carrée A:Ainsi, les trois premiéres autocor-

rélations partielles sont déterminées par les relations

	(1) = �(1)

	(2) =
�(2)� �(1)2

1� �(1)2

	(3) =
�(1)3 � �(1)�(2)(2� �(2)) + �(3)(1� �(1)2)

1� �(2)2 � 2�(1)2(1� �(2))

(1) [18]
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1.2. Autocovariance et Autocorrélation

1.2.2 Graphiques pour les séries temporelles

Chronogramme: L�étude d�un série temporelle commence par l�examen de son chrono-

gramme. Il en donne une vie d�ensemble, montre certains aspects, comme d�éventuelles

ruptures ,un changement dans la dynamique de la série.

Corrélogramme: Un corrélogramme est la représentation graphique de la fonction

d�autocorrélation , qui est un concept lié à celui de corrélation il s�agit non pas d�un calcul

entre deux chroniques di¤érentes mais entre la série et elle méme à di¤érents décalages dans

le temps permettant de déceler des liaisons internes à la série

Processus bruit blanc

Dé�nition 1.2.4 (1) Un prcessus stochastique est une famille de variables aléatoires fXt; t 2 Ig

toutes dé�nies sur (
; F; P ): I est un ensemble qui representera N ou Z:

Dé�nition 1.2.5 Le bruit blanc fait partie de la classe des processus stationnaires. spéci-

�que ment , ("t)t2Z est un bruit blanc si

8>>><>>>:
E("t) = 0 pour tout t

E("2t ) = �2" pour tout t

cov("t; "t+h) = 0 pour tout t et h 6= 0

Remarque 1.2.2 Par conséquent, le comportement d�un bruit blanc au temps t n�a aucune

incidence sur celui ci au temps t+h . on parle de bruit blanc gaussien lorsque "1 ; "2; ::::sont

i.i.d.(indépendantes et identiquement distribuées

Dé�nition 1.2.6 (2) "Densité spectrale"

La densité spectrale notée f , d�une série temporelle (Xt)t est une fonction dé�nie sur R

par :

f(�) =
1

2�

X
h2Z

(h) exp(ih�); =8� 2 R:

(1) [21]

(2) [22]
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1.2. Autocovariance et Autocorrélation

Propriété "Propriété d�un bruit blanc"

1. La densité spectrale d�un bruit blanc est constante en �:

2. Tout processus stationnaire de densité spectrale constante est un bruit blanc.

Preuve. Soit ("t)t un bruit blanc i.i.d, centré et de variance �2 < 1;de fonction

d�autocovariance "(h) et de densité spectrale f"(�):

1. Pour ce bruit blanc, on a

"(h) = cov("t; "t+h) = E["t"t+h] =

8>>><>>>:
�2 si h = 0

0 si non

donc

f"(�) =
1

2�

X
h2Z

"(h) exp(ih�) =
�2

2
; (constante en �):

2. Inversement, si f" � Cte

"(h) =

Z �

��
exp(�ih�)f"(h)d�

=

Z �

��
Cte exp(�ih�)d� =

8>>><>>>:
"(h) si h = 0

0 si non

Pour que ce processus soit un bruit blanc, il su¢ t donc qu�il soit stationnaire, c�est le cas

(par hypothèse).

1.2.3 Les processus stationnaires

(1) La stationnarité est une caractéristique d�une série chronologique qui implique que le

comportement de la série ne dépend pas du temps. En particulier, on dit qu�une série

(Xt)t2Z est stable si elle ne comporte pas de tendance saisonniére, pas de tendance à la

hausse ou à la baisse. Plus formellement, on distingue deux types de stationnarité, à savoir

forte et faible.

(1) [8][20]
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1.2. Autocovariance et Autocorrélation

Dé�nition 1.2.7 (2) :"Série fortement stationnaire"

Une série temporelle (Xt)t est fortement (ou strictement) stationnaire, si et seulement si

(Xt1; Xt2; :::; Xtn)
D
= (Xt1+k; Xt2+k; :::; Xtn+k):

On dit alors, que la loi de vecteur (Xt1; Xt2; :::; Xtn) est identique à celle de (Xt1+k; Xt2+k; :::; Xtn+k)

pour tout sous ensemble ft1; t2; :::; tng � T;8| 2 N:

Dé�nition 1.2.8 (1) "Série faiblement stationnaire"

Une série temporelle (Xt)t est faiblement stationnaire (ou stationnaire du second ordre),

si et seulement si:

1. E[X2
t ] <1;8t 2 T;

2. E[Xt] = E[Xs] = �;8s; t 2 T;

3. Cov(Xs; Xt) = Cov(Xs+k; Xt+k);8s; t 2 T;8| 2 N:

L�existence de la fonction d�autocovariance d�une série temporelle stationnaire (on dit

souvent stationnaire au lieu de faiblement stationnaire) est assurée par la proposition suiv-

ante :

Proposition 1.2.1 Si la série temporelle (Xt)t est stationnaire, alors il existe une fonction

X : Z ! R; telle que les autocovariances ne dépendent que de la di ¤érence entre les

observations :

Cov(Xs; Xt) = X(jt� sj);8s; t 2 Z:

Preuve. Soit r 2 Z; comme (Xt)t est stationnaire, donc pour tout s; t 2 Z :
1ere cas : si s � t

Cov(Xs; Xt) = Cov(Xs+r�s; Xt+r�s)

= Cov(Xr; Xr+t�s); si s < r:

(2) [17]
(1) [17]
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1.2. Autocovariance et Autocorrélation

De plus,

2eme cas : si s > t

Cov(Xs; Xt) = Cov(Xt; Xs) = Cov(Xr; Xr+s�t);

d�où 8s; t 2 Z :

Cov(Xs; Xt) = Cov(Xr; Xr+jt�sj) = X(jt� sj):

Remarque 1.2.3 1. Si 8t 2 T; (Xt)t est de carré intégrable, la stationnarité forte implique

alors la stationnarité faible.

2. Si la série (Xt)t est gaussienne , la stationnarité faible implique alors la stationnarité

forte.

3. Par la suite, on désigne par un bruit blanc la suite ("t)t de variables aléatoires i.i.d,

centrée et de variance �2(V ar("t) = E["2t ] = �2):Dans ce cas, il est clair qu�un bruit blanc

est un processus stationnaire du second ordre, avec :

"(0) = �2 et pour tout | 6= 0; "(|) = 0:

Processus a tudauce stationnaire (TS)

Ce processus présente une non stationnarité de nature déterministe et sert à enlever la

tendance,il s�écrit comme suit :

Yt = �+ �t + "t

ou "t représente l�erreur du modéle .On peut clairement voir que Yt n�est pas stationnaire,

car son moment d�ordre 1 :

E(Yt) = �+ �t d�epend du temps t .
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1.2. Autocovariance et Autocorrélation

Processus a di¤ereuce stationnaire (DS)

Le processus (DS) présente une non stationnairté de nature stochastique et sert à enlever la

saisonnalité,il est aussi appelé marche aléatoire (Random Walk), ce processus s�écrite sous

la forme suivante :

Yt = Yt�1 + � + "t

ou � 2 R et "t représente l�erreur du modéle fYt;8t 2 Zg est dit d�ordre d(ordre
d�intégration) si le processus �ltré par (1� L)d est stationnaire.

La stationnairté est utilisée comme un outil pour l�analyse des séries chronologiques. Les

données brutes d�une série quelconque sont souvent transformées pour la rendre stationnaire,

à l�exemple des séries �nanciéres qui sont souvent saisonniéres et dépendant d�un niveau de

prix non stationnaire.Dans la suite de ce travail , nous allons nous intéresser aux processus

stationnaires.

Théorème 1.2.1 de Wold

(1) Si (Xt)t2Z est un processus centré et stationnaire au second ordre, alors on a la

décomposition

Xt =
+1X
j=0

 j"t�j + Vt; t 2 Z

ou

1-  0 = 1 et
+1X
j=0

 2j <1  j 2 R

2- ("t)t2Z est le bruit blanc de (Xt)t2Z

3- (Vt)t2Z est un processus déterministe

4- Cov("t; Vs) = 0 ;8s; t 2 Z
Ce résultat informatif est peu utile en pratique car les coe¢ cients  j sont inconnus ,

nous verrons que certaines modélisation font intervenir une in�nité de terme.

(1) [2][18]
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1.2. Autocovariance et Autocorrélation

Opérateur retard

On aura souvent à considérer une variable en fonction de son passé. Il est donc commode de

dé�nir un opérateur qui transforme une variable Xt en sa valeur passée. C�est l�opérateur

retard désigné par la lettre L et tel que:

LXt = Xt�1 et LkXt = Xt�k

Cet opérateur sera utilisé à l�intérieur de polynomes notés par exemple:

B(L) = �0 + �1L+ �2L
2 + :::+ �qL

q

Alors :

B(L)Xt = �0Xt + �1Xt�1 + �2Xt�2 + :::+ �qXt�q

Les opérations usuelles telles que l�addition, multiplication, division et inverse sont pos-

sibles sur l�ensemble des polynomes de retard avec les mémes propriétés que sur les séries

entiéres. On retiendra en premier deux valeurs particuliéres des polynomes de retard B(0)

qui donne la valeur du premier coe¢ cient du polynome, son terme constant et B(1) qui

fournit lui la somme des coe¢ cients de ce méme polynome. En�n, l�opérateur 1 � L joue

un role spécial dans la mesure ou il permet de prendre la di¤érence premiére d�une série:

(1� L) = Xt �Xt�1

Propriétés de l�opérateur retard

1- LjXt�j = Xt�j

2- L0Xt = Xt

3- Si Xt = c 2 R pour tout t 2 Z, alors LjXt = Ljc = c pour tout j 2 Z,
4- Lj(LkXt) = Lj+kXt = Xt�j+|

5- L�jXt = Xt+j

6- (Lj + Lk)Xt = LjXt + LkXt = Xt�j +Xt�|

7- Si jaj < 1 , alors

(1� aL)�1Xt =

1X
j=0

ajXt�j

14



1.2. Autocovariance et Autocorrélation

Dé�nition 1.2.9 d�une moyenne mobile

On appelle moyennes mobiles centrées de longueur P (P < t) de la série fxt; t = 1; :::; Tg
les moyennes successives calculées en fonction de la parité de P selon les formules qui suivent:

- Premier cas,P impair ; P = 2m+ 1 :

MP (t) =
1

P

+mX
k=�m

xt+k:Il y a (T �P +1) moyennes mobiles centrées de longueur impaire P:

- Deuxiéme cas, P pair, P = 2m :

MP (t) =
1

P
(
xt�m
2

+
m�1X

k=�m+1

xt+k +
xt+m
2
)

la moyenne mobile centrée M2m(t) apparait comme la moyenne pondérée de valeurs de

la série encadrant la date t avec les coe¢ cients de pondération égaux à 1
2P
pour les deux

valeurs extrémes xt�m et xt+m et égaux à 1
P
pour les (P � 2) valeurs intermédiaires xt�m+1

à xt+m�1:Elle comporte donc (P + 1) termes:

valeurs xt�m xt�m+1 .... xt .... xt+m�1 xt+m

pondérations 1
2P

1
P

.... 1
P

.... 1
P

1
2P

Il y a (T �P ) moyenne mobile centrées de longueur paire P:Pour simpli�er, la longueur
P de la moyenne mobile étant �xée,on notera désormais Yt la moyenne mobile centrée de

longueur P à la data t:
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Chapitre 2

Modèles linéaire autorégressif les plus

importants

2.1 Modéles d�une série chronologique

Dans cette section, on considére certains modéles fréquemment utilisés pour une série

chronologique fXtg : Nous commencons par trois types de modéle temporels : les mod-
éle autorégressifs (AR) , les modéles moyenne mobile (MA) et les modéles intégrés (I)

.

2.1.1 Modéle autorégressif AR (p)

Les premiers processus autorégressifs ont été introduits par George Udny Yule. Dans cet

article, Yule utilise le premier modéle autorégressif pour modéliser la série chronologique du

nombre de taches solaires plutot que la méthode du périodogramme de Schuster.

Dé�nition 2.1.1 (1) "Modèle Auto-Regressif d�ordre p"

Un modèle autoregressif d�ordre p noté AR(p); est un processus stationnaire (Xt)t qui

véri�e la relation de type :

Xt = "t +
PX
j=1

�jXt�j, t 2 Z; "t � N (0; �2)

(1) [22]
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2.1. Modéles d�une série chronologique

ou les (�1; ::::; �p) sont des réelles et ("t)t un bruit blanc (suite de variables aléatoires

(i.i.d), centrée et de variance �nie).

En fonction d�opérateur L , la relation precédente prend la forme :

Xt = "t + �(L)Xt:

Dé�nition 2.1.2 La suite fXt : t � 0g est un processus autorégressif d�ordre p (p > 0) s�il
peut s�écrire sous la forme suivante :

Xt =
PX
j=1

�jXt�j + "t; ou "t � BB(0; �2):

Xt = �1Xt�1 + �2Xt�2 + ::::+ �pXt�p + "t; pour tout t 2 Z;

Les �j(j = 1; 2; :::; p) constituent les paramètres du modèle,

Dans ce cas, on note fXtg � AR(p); De la même façon, on peut réécrire un processus

AR(p) avec un polynôme �(L) qui multipliera Xt cette fois-ci :

�(L)Xt = "t

avec

�(L) = 1� �1L� �2L
2 � ::::� �pL

p:

Dé�nition 2.1.3 (1) On dit que la série Xt suit un processus autorégressif d�ordre 1 AR(1)

si on peut écrire :

Xt = �Xt�1 + "t

"t = Xt � �Xt�1

"t = (1� �L)Xt

Dé�nition 2.1.4 Un processus autorégressif d�ordre 1 s�écrit:

Xt = �Xt�1 + "t; ou "t � BB(0; �2):

(1) [13][5]
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2.1. Modéles d�une série chronologique

La stationnarité:
(2) On considère un processus (Xt; t 2 Z) stationnaire représenté par un AR(p) tel que :

Xt = c+ �1Xt�1 + �2Xt�2 + ::::+ �pXt�p + "t

�(L)Xt = c+ "t

avec

�(L) = �0 �
pX
i=1

�iL
i = 1� �1L� �2L

2 � ::::� �pL
p

avec �0 = 1:

Si le processus Xt est stationnaire, alors toutes les racines du polynômes �(L) sont

strictement supérieures à 1 en module, ce qui implique en particulier que �(1) 6= 0; dès lors

m = E(Xt) =
c

�(1)
=

c

�0 �
pX
i=1

�i

=
c

1� �1 � �2 � ::::� �p

Le modéle AR(p) est stationnaire si toutes les racines de �(L) soient à l�extérieur du

cercle unité i.e: les racine de �(L) en leur module supérieures à 1 .

Supposons que p = 2: Appelons s1 et s2 les racines réelles ou complexes de

1� �1Z � �2Z
2 = (1� Z

s1
)(1� Z

s2
)

et on voit que le développement en série de 1� �1Z � �2Z2 est possible si les racines de
ce polynome sont en module strictement supérieures à 1: Dans ce cas Xt est stationnaire,

de moyenne

� =
c

(1� �1 � �2)
:

Remarque 2.1.1 En toute généralité, un processus AR(p) véri�é une relation de la forme

�(L)Xt = c+ "t ou c est une terme constante. De cette forme générale, il est possible de se

ramener à Xt = �1Xt�1 + �2Xt�2 + :::: + �pXt�p + "t par une simple translation : il su¢ t

de considerer non pas Xt mais Yt = Xt � � ( � correspond ici à l�espérance de Xt ) .

(2) [21][6][20]

18



2.1. Modéles d�une série chronologique

Dé�nition 2.1.5 (1) Un processus est dit inversible s�il existe une suite fbjg réelle telle
que

1X
j=0

jbjj <1

et

"t =

1X
j=0

bjXt�j

Une autre façon de dire qu�un processus est inversible est de dire qu�il possède une

représentation AR(1):

Remarque 2.1.2 Avec cette dé�nition, tout processus AR(p) est inversible.

2.1.2 Caractéristiques des processus AR(p)

Fonction d�autocorrélation

Proposition 2.1.1 Les autocovariances et les autocorrélations d�un processus AR(p) (Xt; t 2
Z) satisfont la même équation aux di¤érences homogènes que le processus lui même.

Fonction d�autocovariance

On cherche tout d�abord à déterminer la fonction d�autocovariance

k = E [(Xt �m)(Xt�k �m)] 8k 2 Z

Proposition 2.1.2 La fonction d�autocovariance k d�un processus AR(p) (Xt; t 2 Z) sat-
isfait une relation de récurrence de la forme:

k =

8<: �1(1) + �2(2)� ::::� �p(p) + �2" k = 0

�1(k � 1) + �2(k � 2) + ::::+ �p(k � p) k > 0

avec k = �k; 8k 2 Z
Preuve. On considère la dé�nition de Xt :

Xt = c+ �1Xt�1 + �2Xt�2 + ::::+ �pXt�p + "t

XtXt�k = cXt�k + �1Xt�1Xt�k + �2Xt�2Xt�k + ::::+ �pXt�pXt�k + "tXt�k

(1) [15]
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2.1. Modéles d�une série chronologique

D�après la dé�nition de la fonction k; on a 8k > 0

k = E [(Xt �m)(Xt�k �m)]

= E(cXt�k) + �1E(Xt�1Xt�k) + �2E(Xt�2Xt�k) + ::::+ �pE(Xt�pXt�k) + E("tXt�k)

= �1(k � 1) + �2(k � 2) + ::::+ �p(k � p)

puisque E("tXt�k) = 0 car Xt�k ne dépend que des "t�k�j avec j � 0:Don on obtient

k =

pX
j=1

�j(k � j); k > 0:

En divisant l�égalité par 0;on obtient

�k =

pX
j=1

�j�(k � j); k > 0:

Calcul de 0

0 = E[(Xt �m)2]

= E(cXt) + �1E(Xt�1Xt) + �2E(Xt�2Xt) + ::::+ �pE(Xt�pXt) + E("tXt)

= �1(1) + �2(2) + ::::+ �p(p) + E("tXt)

= �1(1) + �2(2) + ::::+ �p(p) + �2"

On divise les deux membres par 0;on obtient

0 =
�2"

1� �1�(1)� �2�(2)� ::::� �p�(p)

car E("tXt) = �2" puisque Xt peut s�écrire sous la forme d�une somme pondérée des chocs

passés (théorème de Wold) :

Xt = �(L)
�1"t =

1X
j=1

 j"t�j avec  0 = 1:

Fonction d�autocorrélation

On sait que par dé�nition :

�(k) =
(k)

(0)
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2.1. Modéles d�une série chronologique

Proposition 2.1.3 La fonction d�autocorrélation, notée �(k) ou �k; d�un processus AR(p)

(Xt; t 2 Z) satisfait une relation de récurrence de la forme :

�(L)�k = 0, �k =

8<: 1 k = 0

�1(k � 1) + �2(k � 2) + ::::+ �p(k � p) 8 k 2 Z�

Les équations de Yule- Walker pour k = 1; ::::; p peuvent s�écrire0BBBBBBBBBBBBBB@

1 �(1) �(2) ::::: �(p� 1)
�(1) 1 �(1) ::::: �(p� 2)
�(2) �(1) 1 ::::: �(p� 3)
: : : ::::: :

: : : ::::: :

: : : ::::: :

�(p� 1) �(p� 2) �(p� 3) ::::: 1

1CCCCCCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBBBBBBB@

�1

�2

:

:

:

:

�p

1CCCCCCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBBBBBB@

�(1)

�(2)

:

:

:

:

�(p)

1CCCCCCCCCCCCCCA

Les solutions de l�équation de récurrence sont complétement déterminées par la donnée

de conditions initiales �(1); �(2); :::; �(p) : elles permettent d�obtenir �1; �2; :::; �p8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�(1) = �1 + �2�(1) + ::::+ �p�(p� 1)
�(2) = �1�(1) + �2 + ::::+ �p�(p� 2)

�(p) = �1�(p� 1) + �2 �(p� 2) + ::::+ �p

On peut donc aussi obtenir �(1); �(2); :::; �(p) en fonction de �1; �2; :::; �p:

Ces relations sont connues sous le nom d�équations de Yule-Walker .

L�autocorrélation d�ordre k est donc déterminée par une équation aux di¤érences ho-

mogènes d�ordre k dont on peut donner la solution générale.

Proposition 2.1.4 : Si le polynôme �(L) admet p racines distinctes (�i)
p
i=1 , l�autocorrélation

d�ordre k est déterminée par la relation
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2.1. Modéles d�une série chronologique

�k = A1(
1

�1
)k + A2(

1

�2
)k + :::+ Ap(

1

�p
)k

où les paramètres (Ai)
p
i=1 sont des constantes déterminées par les conditions initiales.

Corollaire 2.1.1 :Suivant les valeurs des racines �i on obtient deux cas :

� Si �i est une racine réelle telle que j�ij > 1; alors le produit Ai�
�k
i décroit avec k et

tend vers 0 (exponentielle amortie).

� Si �i est une racine complexe de module strictement supérieur à l�unité, on obtient
alors une sinuso" de amortie.

Fonction d�autocorrélation partielle

Dans un modéle autoregressif d�ordre p;il est possible de montrer que

T (k) =

8>>>>><>>>>>:

1 si k = 0

�(1) si k = 1

�p

0

si

si

k = p

k > 0

2.1.3 Inférence statistique pour les modéles autorégressifs

Estimation des paramétres

Dans cette section, nous introduisons les équations de Yule- Walker qui permettent d�estimer

les paramétres d�un modéle autorégressif. Par la suite, on introduit la méthode du maximum

de vraisemblance avec des critéres nous permettant de choisir l�ordre d�un modéle AR; MA;

ou ARMA
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2.1. Modéles d�une série chronologique

Estimation

Pour estimer les coe¢ cients �j; on introduit les équations de Yule Walker. On écrit

l�équation aux di¤érences �(k) =
pX
j=1

�j(k � j) (k = 1; ::::; p) sous forme matricielle :

8>>>>><>>>>>:

�(1) = �1�(0) + �2�(1) + ::::+ �p�(p� 1); k = 1
�(2) = �1�(1) + �2�(0) + ::::+ �p�(p� 2); k = 2

�(p) = �1�(p� 1) + �2�(p� 2) + ::::+ �p�(0); k = p

que l�on écrira

� = Rp�

Ce qui permet d�oletenir les parametres �j en fonction des �(i)

� = R�1p �

don l�estimation des ((�j))j=1;:::;p à l�aide des
^

�(i) :

^

� =
^

Rp
^
�

avec

^

Rp =

0BBBBBBBBBBBBBB@

1
^
�(1)

^
�(2) :::::

^
�(p� 1)

^
�(1) 1

^
�(1) :::::

^
�(p� 2)

^
�(2)

^
�(1) 1 :::::

^
�(p� 3)

: : : ::::: :

: : : ::::: :

: : : ::::: :
^
�(p� 1) ^

�(p� 2) ^
�(p� 3) ::::: 1

1CCCCCCCCCCCCCCA
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2.1. Modéles d�une série chronologique

^
� = (

^

�(i) )i=1;:::;p et
^

� le vecteur des paramétres

^

� =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

^

�1
^

�2

:

:

:

:
^

�p

1CCCCCCCCCCCCCCCA
2.1.4 Moyenne mobile MA (q)

C�est Eugen Slutzky qui, en 1927, dans son article, a introduit pour la première fois les

processus à moyenne mobile. La dé�nition suivante présente ce processus.

Dé�nition 2.1.6 (1) Un modéle moyenne mobile MA (q) est modéle stationnaire verifére

l�equation :

8>><>>:
Xt = "t �

qX
j=1

Bi"t�i

"t s N (0; �2)

Dé�nition 2.1.7 (2) On dit que la suite fXt : t � 0g est un processus à moyenne mobile
d�ordre q (q > 0) si celui-ci peut s�écrire sous la forme suivante :

Xt = m+ "t �
qX
k=1

�i"t�i ou "t s N(0; �2)

Xt = m+ "t � �1"t�1 � �2"t�2 � ::::� �q"t�q; pour tout t 2 Z;

(1) [15]

(2) [21][6]
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2.1. Modéles d�une série chronologique

Les �i (i = 1; 2; :::; q) constituent les paramètres du modèle.

Dans ce cas, on note fXtg �MA(q):

Un processus MA (1) prend la forme suivante :

Xt = "t � �"t�1; ou "t s N(0; �2)

On peut utiliser l�opérateur de retard L pour écrire ce processus sous une autre forme.

On aura donc un polynôme en L qui multipliera "t :

Xt = �(L)"t

avec

�(L) = 1� �1L� �2L
2 � ::::� �qL

q:

La stationnarité

On considère un processus fXt : t 2 Zg stationnaire, d�espérance E[Xt] = m; représenté

par un MA(q) tel que :

Xt = m+ "t � �1"t�1 � �2"t�2 � ::::� �q"t�q

Xt = c+ �(L)"t

avec

�(L) = 1� �1L� �2L
2 � ::::� �qL

q

avec �0 = 1

Remarque 2.1.3 Si Xt �MA(q); alors Xt est stationnaire.

Nous considérons dans ce qui suit que le modéle moyenne mobile est centré.

Dé�nition 2.1.8 (1) Un processus est dit causal s�il existe une suite faig réelle telle que
1X
i=0

jaij <1

et que
(1) [15]
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2.2. Caractéristiques des processus MA (q)

Xt =

1X
i=0

ai"t�i

Par fois, lorsque l�on parle d�un processus causal, on dit que celui-ci a une représentation

MA (1):

Remarque 2.1.4 Tout processus MA (q) est causal.

Théorème 2.1.1 Un processus à moyenne mobile MA (q) est inversible si et seulement

si son polynome �(z) est tel que

�(z) 6= 0 avec z 2 C tel que jzj � 1:

On note la ressemblance de cet énoncé avec le théorème de stationnarité et de causalité

pour les processus autorégressifs.

2.2 Caractéristiques des processus MA (q)

Fonction d�autocovariance

Proposition 2.2.1 La fonction d�aucovariance h d�un processus MA (q) fXt : t 2 Zg
dé�ni par Xt = m+ "t � �1"t�1 � �2"t�2 � ::::� �q"t�q est donnée par la relation :

h =

8>>><>>>:
(1 + �21 + �22 + :::+ �2q)�

2 h = 0

(��h + �1�h+1 + �2�h+2 + :::+ �q�q�h)�
2 0 < h � q

0 h > q

Preuve. Pour obtenir ce résultat, il su¢ t de rappeler que E("t"t�i) = 0 si k 6= 0 et

E("2t�i) = �2;8k: On a :

(h) = E[(Xt �m)(Xt�h �m)]

= E[("t � �1"t�1 � �2"t�2 � ::::� �q"t�q)("t�h � �1"t�1�h � �2"t�2�h � :::� �q"t�q�h)]

En developpant cette expression on retrouve le résultat général énoncé ci dessus.
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2.2. Caractéristiques des processus MA (q)

Fonction d�autocorrélation

Proposition 2.2.2 La fonction d�autocorrélation �h d�un processus MA (q) fXt : t 2 Zg
dé�ni par Xt = m+ "t � �1"t�1 � �2"t�2 � ::::� �q"t�q est donnée par la relation :

�h =
h
0
=

8>>><>>>:
1 h = 0
��h+�1�h+1+�2�h+2+:::+�q�q�h

1+�21+�
2
2+:::+�

2
q

0 < h � q

0 h > q

Remarque 2.2.1 La fonction d�autocorrélation d�un MA (q) s�annule à l�ordre (q + 1):

2.2.1 Fonction d�autocorrélation partielle

Proposition 2.2.3 La fonction d�autocorrélation partielle ph d�un processusMA (q) fXt : t 2 Zg
dé�ni par Xt = m+ "t� �1"t�1� �2"t�2� ::::� �q"t�q se comporte comme une exponentielle
ou une sinuso" dale amortie.

Les modéles ARMA généralisent simultanément les modéles AR purs et les MA purs.

Ces modéles présentent l�avantage d�étre plus souples d�utilisation et de fournir généralement

de bonnes approximations des séries réelles avec moins de paramétres queles modéles AR

ou MA purs.

Dé�nition 2.2.1 (1) Les modéles ARMA (p; q) s�il existe des suites réellesf �jg et f �ig
telles que

Xt �
pX
j=1

�jXt�j = m+ "t �
qX
i=1

�i"t�i avec "t s BB(0; �2)

On peut aussi utiliser les polynomes �(L) et �(L) pour réécrire ce modéle sous la forme

�(L)Xt = c+ �(L) "t

(1) [2][15]
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2.3. Fonction d�autocorrélation

avec

�(L) = 1� �1L� �2L
2 � ::::� �pL

p et �(L) = 1� �1L� �2L
2 � ::::� �qL

q

on note fXt g s ARMA(p; q)

Remarque 2.2.2 On note certaines propriétés pour les modéles ARMA (p; q) :

1 - Si p = q = 0; on a Xt = "t s N(0; �2);

2 - Si p = 0 et q 6= 0;on a fXt g sMA(q);

3 - Si q = 0 et p 6= 0;on a fXt g s AR(p):

La stationnarité:

(1) On considère un processus fXt : t 2 Zg stationnaire, d�espéranceE[Xt] = m; représenté

par un ARMA (p; q) tel que :

Xt � �1Xt�1 � �2Xt�2 � ::::� �pXt�p = m+ "t � �1"t�1 � �2"t�2 � ::::� �q"t�q

avec "t i.i.d. (0; �2):On pose

�(L)Xt = c+ �(L) "t

Les caractéristiques des processus ARMA (p; q) :

2.3 Fonction d�autocorrélation

Proposition 2.3.1 (2) : La fonction d�aucovariance k d�un processus stationaire ARMA

(p; q) fXt : t 2 Zg satisfait une relation de récurrence de la forme :

k = �1(k � 1) + �2(k � 2) + ::::+ �p(k � p) 8k > q

On a donc la même relation de récurrence que pour un AR (p) (équations de Yule

Walker), mais cette dernière n�est valable que pour des ordres supérieurs à q:Cette relation

n�est pas valable pour k � q en raison de la corrélation entre Xt�j et �j"t�i:

(1) [20]
(2) [20]
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2.3. Fonction d�autocorrélation

Proposition 2.3.2 : La fonction d�autocorrélation �k d�un processus stationaire ARMA

(p; q) fXt : t 2 Zg satisfait une relation de récurrence de la forme :

�k = �1�(k � 1) + �2�(k � 2) + ::::+ �p�(k � p) 8k > q

Tout comme pour le cas de l�AR (p); on peut obtenir une solution à cette équation.

Lorsque les p racines sont distinctes, cette solution est de la forme

�k = A1(
1

�1
)k + A2(

1

�2
)k + :::+ Ap(

1

�p
)k 8k > q

où les paramètres (Ai)
p
i=1 sont des constantes déterminées par les conditions initiales

et ou les paramètres (�i)
p
i=1 désignent les p racines distinctes du polynôme associé à la

composante

autoregressive du processus : �(L) = 0:Mais dans ce cas les valeurs initiales (�1:::�q) sont

di¤érentes de celles obtenus pour l�AR (p) et les constantes (Ai)
p
i=1 sont donc elles mêmes

di¤érentes.

Les modéles ARIMA (p; d; q)

Lorsque l�on a une série (Xt) à non stationnarité, il convient de la modéliser àl�aide d�un

modéle ARIMA (p; d; q) ou d désigne l�ordre de di¤érenciation (ou d�intégration).

Dé�nition 2.3.1 (1) (Xt) est un modéle autorégressif moyenne mobile intégré stationnaire

noté ARIMA (p; d; q) s�il admet la représentation

�(L)�dXt = �(L) "t

ou

�(L) = 1� �1L� �2L
2 � ::::� �pL

p �p 6= 0

�(L) = 1� �1L� �2L
2 � ::::� �qL

q �q 6= 0

La série (Xt) est une série non stationnaire alors que la série Yt = �dXt est une série

stationnaire. Estimer les paramétres du processus ARIMA (p; d; q) pour la série (Xt) non

stationnaire revient à estimer les coe¢ cients du processusARMA (p; q) pour la série (Yt)

stationnaire.
(1) [1][11]

29



2.3. Fonction d�autocorrélation

Les modéles SARIMA

Une série (Xt) suit un processus SARIMA (Seasonnal AutoRegressive Integrated Moving

Average) d�ordre (p; d; q) � (P;D;Q)s si cette série a une saisonnalité de période s et qu�on
peut écrire:

�1(L)�2(L
s)(1� L)d(1� Ls)DXt = �1(L)�2(L

s)"t

ou �1 est un polynome de degré p; �2 est de degré P; �1est de degré q et �2 est de degré

Q:

2.3.1 Méthode de Box et Jenkins

La méthode d�analyse statistique est utilisée dans la modélisation, la description et la prévi-

sion de séries temporelles.
(1) La méthodologie de Box et Jenkins permet de déterminer le modéle ARIMA adéquat

pour la modélisation d�une série chronologique, donc il s�agit de construire un modéle resti-

tuant le mieux possible le comportement d�une série temporelle. Cette méthodologie suggére

quatre étapes : l�identi�cation, l�estimation, l�critéres, les modéles.

Identi�cation du modéle

De facon générale, l�étape d�identi�cation du modéle consiste à identi�er le modéle qui

représente au mieux la série étudiée. En d�autres mots, il s�agit de trouver un modéle

stationnaire qui tient compte de la variabilité dans le temps et pour lequel il y a absence

d�autocorrélation des résidus. Plus particuliérement, cette étape implique les méthodes

d�estimation du paramétre d�intégration d; l�estimation des ordres p et q; les tests de non

stationnarité ou de racine unitaire.

Estimation du paramétre d�intégration

Lorsqu�un processus posséde une non stationnarité de type DS; on parle alors d�un modéle

intégré. Dans ce cas, il convient de déterminer l�ordre d�intégration d du processus �ltré (1�
(1) [4][1][3]
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2.4. Estimation des paramétres du processus ARMA (p; q)

L)dXt pour lequel le processus est stationnaire, d�ou le processus I (d): L�ordre d�intégration

"d " est le nombre de di¤érentiation pour que la série initiale sera stationnaire.

2.3.2 Estimation d�un processus

Identi�cation d�un processus AR

Soit un processus stationnaire (Xt)t2Z satisfaisant une représentation AR (p): Globalement,

l�ideni�cation d�un processus AR (p) s�e¤ectue de la méme facon que celle d�un processus

MA (q): La seule di¤érence réside dans le fait que c�est l�autocorrélation partielle, plutot

que l�autocorrélation, qui est utilisée.

Identi�cation d�un processus MA

Soit un processus stationnaire (Xt)t2Z satisfaisant une représentation MA (q): Pour déter-

miner la valeur de q; on se base sur la fonction d�autocorrélation du processus MA:En fait,

q correspondra au plus grand délai tel que l�autocorrélation n�est pas statistiquement égale

à 0:

Identi�cation d�un processus ARMA

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer les ordres p et q d�un processus ARMA: On

peut également se baser sur les autocorrélations et les autocorrélations partielles. Pour

obtenir l�ordre de la composante MA; il faut identi�er l�autocorrélation signi�cative dont

l�ordre est le plus élevé; pour la composante AR; il faut identi�er l�autocorrélation partielle

signi�cative dont l�ordre est le plus élevé.

2.4 Estimation des paramétres du processus ARMA

(p; q)

L�estimation des coe¢ cients du processus ARMA (p; q) s�e¤ectue principalement à l�aide

de la méthode du maximum de vraisemblance.
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2.4. Estimation des paramétres du processus ARMA (p; q)

2.4.1 Méthode d�estimation du maximum de vraisemblance

(1) La méthode du maximum de vraisemblance est couramment utilisée pour estimer les

coe¢ cients des modéles des séries temporelles car c�est une méthode simple à mettre en

place pour estimer des modéles plus complexes que le modéle linéaire.

Soit le modéle suivant :

Yt = a0 + a1Xt + "t

On a alors :

E (Yt) = a0 + a1Xt et V ar (Yt) = �2":

La fonction de densité de la loi normale de la variable Yt s�écrit

f (Yt) =
1

�"
p
2�
exp

"
� (Yt � E (Yt))

2

2�2"

#
=

1

�"
p
2�
exp

"
� (Yt � a0 � a1Xt)

2

2�2"

#
:

La fonction de vraisemblance est donnée par :

f (Y1; Y2; :::; Yn; a0; a1; �
2
") =

nY
t=1

f (Yt;�; �; �
2
")

ou f (Yt;�; �; �
2
") est la fonction de densité de Yt

On obtient alors :

f (Y1; Y2; :::; Yn; a0; a1; �
2
") =

nY
t=1

1

�"
p
2�
exp

"
� (Yt � a0 � a1Xt)

2

2�2"

#

f (Y1; Y2; :::; Yn; a0; a1; �
2
") =

�
1

�"
p
2�

�n
exp

"
nX
t=1

� (Yt � a0 � a1Xt)
2

2�2"

#

Pour faciliter les calculs, on considére plutot le logarithme de la fonction de vraisem-

blance. Il vient alors :

ln f (Y1; Y2; :::; Yn; a0; a1; �
2
") = n ln

�
1

�"
p
2�

�
�
"

nX
t=1

(Yt � a0 � a1Xt)
2

2�2"

#
,

ln f (Y1; Y2; :::; Yn; a0; a1; �
2
") = �n

2
ln�2" �

n

2
ln 2� �

"
nX
t=1

(Yt � a0 � a1Xt)
2

2�2"

#
:

(1) [10]
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2.4. Estimation des paramétres du processus ARMA (p; q)

Cette fonction est à maximiser. Les valeurs des coe¢ cients qui permettent de maximiser

la fonction sont issues des conditions du premier ordre suivantes :8>>><>>>:
@ ln f (:::)
@a0

= 0

@ ln f (:::)
@a1

= 0

@ ln f (:::)
@�"

= 0

2.4.2 Méthode des Moindres carrés conditionnels

(1) Cette estimation (estimation par défaut sous le logiciel SAS) est conditionnelle à l�hypothése

que les erreurs non observées passées sont égales à 0: L�estimation repose sur la formeAR(1)

Xt =

1X
j=1

!jXt�j + "t

ou les !j dépendent des paramétres � et �:

L�estimation CLS consiste à minimiser la somme des carrés suivante :

TX
t=1

"2t =
TX
t=1

(Xt �
1X
j=1

!jXt�j)
2

ou les valeurs passées de Xt inconnues sont posées à 0 et les valeurs de ! sont calculées

à chaque étape à partir des estimations de � et de �:

2.4.3 Critéres de choix des modéles

(2) Aprés examen des coe¢ cients et des résidus, certains modéles sont écartés. Pour dé-

partager les modéles restants, on fait appel aux critéres standards et aux critéres d�information.

Critéres standards

. L�erreur absolue moyenne (Mean Absolute Error) :

MAE =
1

T

TX
t=1

j"tj

ou "t est le résidu du modéle ARMA étudié et T le nombre d�observation.

(1) [19]
(2) [10]
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2.4. Estimation des paramétres du processus ARMA (p; q)

. Racine de l�erreur quadratique moyenne (Root Mean Squared Error):

RMSE =

vuut 1

T

TX
t=1

"2t

. Ecart absolu moyen en pourcentage (Mean Absolute Percent Error ):

MAPE = 100
1

T

TX
t=1

���� "tXt

����
Plus la valeur de ces critéres est faible, plus le modéle estimé est proche des observations

Critéres d�information

. Le critére d�Akaike :

AIC (p; q) = log(
^
�2") + 2

(p+ q)

T

ou p est l�ordre de la partie AR et q est l�ordre de la partie MA:

. Le critére de Schwarz :

BIC (p; q) = log(
^
�2") + (p+ q)

log(T )

T

. Le critére d�information de Hannan - Quinn :

HQ (p; q) = log(
^
�2") + c(p; q) log

�
log(T )

T

�
avec c > 2 est une constante.

On choisit le modéle qui minimise les critéres standards et les critéres d�information.

2.4.4 Validation

(1) Il s�agit de véri�er notamment que les résidus du modéle ARMA estimé, résidus notés
^
"t, véri�ent les propriétés requises pour que l�estimation soit valide, à savoir qu�ils suivent

un processus BB, non autocorrélé et deméme variance, et qu�ils suivent une loi normale. Si

ces hypothéses ne sont pas rejetées, on peut alors mener des tests sur les paramétres.

(1) [19]
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2.4. Estimation des paramétres du processus ARMA (p; q)

Tests sur les résidus

Il existe un grand nombre de tests d�autocorrélation, les plus connus sont ceux Box et Pierce

et Ljung et Box. Nous n�étudierons ici que le test de Box et Pierce. Le test de Ljung et Box

est à appliquer lorsque l�échantillon est de petite taille.

Soit une autocorrélation des erreurs d�ordre k (k > 1) :

"t = �(1)"t�1 + �(2)"t�2 + :::+ �(k)"t�k + �t ou �t s> N (0; �2�)

Les hypothéses du test de Box - Pierce sont les suivantes :8<: H0 : �(1) = �(2) = ::: = �(k) = 0

H1 : il existe i tel que �(i) 6= 0

Pour e¤ectuer ce test, on a recours à la statistique Q qui est donnée par :

Q = T
kX
k=1

^
�(k)2

ou T est le nombre d�observations et
^

�(k)2 est le coe¢ cient d�autocorrélation d�ordre k

des résidus estimés "t

Sous l�hypothése H0 vraie, Q suit la loi du Khi-deux avec k degrés de liberté

Q = T
kX
k=1

^
�(k)2 s> �2(k):

La régle de décision est la suivante :

Si Q > k� ou k� est la valeur donnée par la table du Khi-Deux pour un risque �xé et

un nombre k de degrés de liberté ) On rejette H0 et on accepte H1 (autocorrélation des

erreurs).

Test de normalité

Il s�agit de tester que les résidus estimés
^
"t suivent une loi normale, c�est à dire ne présentent

pas d�asymétrie (Skewness) ni d�applatissement (Kurtosis).
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2.4. Estimation des paramétres du processus ARMA (p; q)

En notant �k le moment d�ordre k de la distribution

�k = E [(X � E (X))k]

Le coe¢ cient de Skewness est donné par :

�1 =
�3

�
3=2
2

:

et le coe¢ cient de Kurtosis est donné par :

�2 =
�4
�22
:

Le test de Jarque Bera permet de tester simultanément l�absence d�asymétrie et l�absence

d�applatissement. La statistique de test est donnée par :

J B =
T

6
�21 +

T

24
(�2 � 3)2

Cette statistique suit, sous l�hypothése nulle de normalité, une loi du �2: à (2) degrés de

liberté. Si J B � �21�� (2) on rejette l�hypothése H0 de normalité des résidus au seuil �:

La loi du �2 (prononcer « khi carré » ou « khi-deux » ) est une loi à densité de probabilité.

Cette loi est caractérisée par un paramètre dit degré de liberté à valeur dans l�ensemble des

entiers naturels (non nuls).
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Chapitre 3

Variations des prix de pétrole

pendant les trois dernières années

journéesnansnprix 2014 2015 2016

j n k 1 2 3

Janvier 106:85; 104:99; 104:33; ::::::: 51:78; 48:87; 46:57; ::::::: 31:79; 31:21; 29:79; :::::::

Février 102:55; 102:55; 102:63; ::::::: 48:19; 51:77; 52:22; ::::::: 29:73; 28:40; 28:65; :::::::

Mars 107:80; 106:30; 105:24; ::::::: 56:74; 55:94; 55:82; ::::::: 31:65; 31:72; 31:68; :::::::

Avril 103:25; 101:72; 101:57; ::::::: 52:48; 52:93; 53:20; ::::::: 34:54; 33:40; 32:71; :::::::

Mai 103:77; 104:25; 104:35; ::::::: 62:23; 62:85; 63:62; ::::::: 42:48; 41:03; 40:45; :::::::

Joan 105:60; 105:14; 105:56; ::::::: 60:46; 62:26; 61:49; ::::::: 45:28; 45:67; 45:82; :::::::

Juillet 108:68; 108:35; 107:17; ::::::: 59:81; 59:31; 58:35; ::::::: 45:42; 46:08; 44:34; :::::::

Aout 102:89; 102:58; 102:23; ::::::: 48:40; 47:90; 47:89; ::::::: 39:10; 38:29; 38:43; :::::::

Septembre 100:10; 98:95; 98:66; ::::::: 47:80; 45:56; 47:40; ::::::: 42:00; 41:47; 43:54; :::::::

Octobre 92:19; 90:40; 90:33; ::::::: 44:48; 43:82; 44:95; ::::::: 46:65; 46:72; 47:75; :::::::

Nouvrembre 80:64; 78:67; 78:11; ::::::: 43:95; 43:89; 44:43; ::::::: 44:51; 43:10; 42:62; :::::::

Décembre 66:44; 68:13; 67:31; ::::::: 39:25; 38:40; 37:84; ::::::: 49:28; 50:42; 51:25; :::::::

TAB.3.1 L�évolution du prix de pétrole pendant periode (2014� 2016)
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3.1. Identi�cation de la série

3.1 Identi�cation de la série

Pour identi�er le type de chronique, nous allons procéder à des tests a�n de connaitre la

tendance et la stationnarité.

L�analyse graphique de la série

L�analyse graphique nous permet de visualiser l�évolution temporelle de la série du prix

du pétrole pendant trois années (2014� 2016); Ainsi à partir des données de la série, nous
obtenons le

graphique suivant:

FIG.3.1- Graphique de l�évolution du prix du pétrole pendant trois années

(2014� 2016)

Ce graphique, nous observons que la série évolue de maniére décroissante dans le temps.

Ce qui nous permet de tirer quelques conclusions intéressantes au vu de l�allure de la courbe

ci dessus:
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3.2. Test de racine unitaire

FIG.3.2 - Corrélogramme de la série

Nous observons aussi que le premier coe¢ cient d�autocorrélation partielle est signi�catif.

Seulement ces indicateurs sont nécessaires mais non su¢ sants.

3.2 Test de racine unitaire

Ce test a pour objectif

Il nous permet de véri�er la stationnarité d�une série.

Nous avançons les hypothéses suivantes pour notre test

8<: H0 : � = 1; présence de la racine unitaire càd la série est non stationnaire;

H1 : � 6= 1; absence de la racine unitaire càd la série est stationnaire.

Ainsi, nous rencontrons les cas de �gures ci aprés:

-Si jt� ADF j < jV CM j ;on accepte l�hypothése nulle, la série est non stationnaire.
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3.2. Test de racine unitaire

-Si jt� ADF j > jV CM j ;on rejette l�hypothése nulle, la série est stationnaire.(Avec
VCM=Valeur critique de Mackinnon au seuil de 5%).

-Signi�cativité de la tandance8<: H0 : b = 0; le trend est non signi�catif,

H1 : b 6= 0; le trend est signi�catif.

Ainsi, nous rencontrons les cas de �gures ci aprés:

-Si jt� statj < 2;on accepte l�hypothése nulle,
-Si jt� statj > 2;on rejette l�hypothése nulle.
-Signi�cativité de l�intercept8<: H0 : c = 0; la constante est non signi�catif, modéle sans dérive,

H1 : c 6= 0; la constante est signi�catif, modéle avec dérive.

Ainsi, nous rencontrons les cas de �gures ci aprés:

-Si jt� statj < 2;on accepte l�hypothése nulle.
-Si jt� statj > 2;on rejette l�hypothése nulle.
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3.3. Stationnarisation de la série

FIG.3.3 - Test ADF sur série

Il ressort de cet out put du test d�ADF, que la série est non stationnaire jt� ADF j =
17:50062 < jV CM j = 3:415655;le trend est signi�catif (jt� statj = 0:101872 > 2);et

l�intercept est non signi�catif (jt� statj = 0:072598 < 2):
Ce qui nous améne à mettre �n à l�étude de la stationnarité de notre série et à rejoindre

la conclusion des tests préliminaires: notre série présente donc une non stationnarité

3.3 Stationnarisation de la série

Etant donné que la série présente donc une non stationnarité

Nous allons la stationnariser par l�extraction du trend grace a la méthode d�écart à la

tendance.

L�élimination de la tendance peut étre observée par l�estimation suivante:
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3.3. Stationnarisation de la série

FIG.3.4- Estimation de la tendance

Nous constatons que le coe¢ cient de tendance est signi�catif.

Nous allons stationnariser cette série au moyen de la méthode .

La représentation graphique de la série stationnarisée est donnée sur la �gure ci dessous

FIG.3.5-La série stationnairée
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Conclusion générale

Conclusion générale

Notre travail a était basé sur l�etude de série temporelle de façon profonde,nous avons

préseuté les dé�nitions de série temporelle et ses formes en introduisant deux concepts fon-

damentaux. Par la suite : les séries chronologiques et nons avons rappelé les principales

dé�nitions notamment les résultats que nons avons vu dans la théorie des séries temporelles,

dont la densité spectrale des fonctions d�autocovariance et d�autocorrélation, la stationnar-

ité, la modelisation d�une série temporelle, et l�éstimation non paramétriques de la tendance

qui ne suppose rieu sur celle-ci.A priori nous avous approximisé la tendance par la moyenne

mobile arithémetique en utilisant les modéles: AR, MA, ARMA, ARIMA. Le type de modéle

ARMA a été utilisé pour étudier la �uctation des prix de pétrole.
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 ملخص  
الأدوات الرياضية الأساسية المستخدمة لتقدير المعلمية لاتجاه من خلال  هذه المذكرة   في  ناتتناول

يعرض في الجزء الأول   . تطبيقيمن جزأين نظري و  مذكرةتتكون هذه ال.  نماذج الانحدار الذاتي
ويتناول الجزء الثاني  الجانب التطبيقي، دراسة تطور أسعار  . الأساسية للسلسلة الزمنية  مابين  المف اهيم

 .4102و ديسمبر   4102النفط خلال الفترة يناير  
 : مفتاحيةكلمات  

دالة تغاير   - الكثافةالطيفية - المتحركالمتوسط    -نموذج الانحدار الذاتي   -السلاسل الزمنية  
 .السكون  -دالة الارتباط الذاتي   -الذاتي  

 

 

 

Summary 

This work presents the basic mathematical tools used for nonparametric estimation of 

the trend by autoregressive models.This workis composed of two parts (theoretical 

and practical). The first part introduces the fundamental concepts of a temporal series.  

The second part deals with the practical aspect, the study of the evolution of the price 

of oil during the period January 2014 - December 2016. 

 

Keywords: 

Temporal serie- autoregressive model - moving average - spectral density - 

autocovariance function - autocorrelation function –stationary. 

 

 

 

Résume 

L'objet de ce mémoire est de présenter les outils mathématiques de bases utilisés pour  

l'estimation non paramétrique de la teudauce par modèles autorégressifs.e mémoire 

est composé de deux parties (théorique et pratique).La première partie introduise les 

concepts fondamentaux d'une série temporelle.La deuxième partie traite l'aspect 

pratique, l’étude de l'évolution du prix de pétrole pendant la période janvier 2014- 

décembre 2016. 

Mots-clés: 

Série temporelle- modèle autorégressif- moyenne mobile - densité spectrale- fonction 

d'autocovariance- fonction d'autocorrélation- la stationnarité. 


