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INTRODUCTION

Introduction générale :

La méthode d’homogénéisation est une technique qui consiste a approcher un matériau
qui présente de fortes hétérogénéités matérielles ou géométriques par un matériau (ou une
structure) homogéne asymptotiquement équivalent. En effet, faire des calculs de charges
critiques ou de modes de flambage etc, par des méthodes standards telles que la méthode
des éléments finis ou la méthodes des différences finies, est beaucoup plus complexe et
peut conduire & des résultats erronés. Ce n’est qu’aprés une étude par homogénéisation
qui discerne 1’échelle macroscopique que 'on peut implémenter sous une forme ou une
autre les effets de ces phénoménes locaux dans les éléments finis. En calcul de structure,
on montre qu’il y a une grande influence de ces hétérogénéités sue le comportement de la
structure globale. Souvent la présence de ces hétérogénéités permet de renforcer la rigidité
de la structure.

L’homogénéisation permet donc de définir un milieu homogéne équivalent. Cette tech-
nique s’est bien développée depuis les années 1970. Les travaux de E.Sanchez-Palencia
[10] A. Bensoussan, J.Lions, G.Papanicolaou [!] et d’autres présentent une premiére for-
mulation claire et simplifiée des problémes d’homogénéisation sous forme d’un probléme

asymptotique avec petit parametre.
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Présentation de ce travail

Dans le premier chapitre de ce travail nous allons faire un rappel des techniques
d’homogénéisation qui représentent un outil considérable permettant de rendre compte
du role de certaines hétérogénéités dans le renforcement des rigidités des structures. On

citera aussi quelques domaines d’utilisation de ces techniques.

Au deuxiéme chapitre on considére dans le cadre de la visco-élasticité une plaque
visco-élastique tridimensionnelle non homogéne et anisotrope dont 1’épaisseur est du méme
ordre que la taille de la période, sachant que les forces appliquées sont de type surfacique
sur la face supérieure. L’objet de ce chapitre est d’étudier le comportement de la solution
tridimensionnelle d’un probléme visco-élastique de plaque fissuré. On utilise, d'une fagon
formelle, la technique des développements asymptotiques, appliquée a la formulation va-
riationnelle du probléme posé dans un domaine. Il s’agit donc d’étudier le comportement
de cette plaque grace a une approche asymptotique a deux échelles de variations, le but
escompté de cette étude est donc de trouver pour la structure en question un modéle

équivalent (modeéle bidimensionnel).




CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES
METHODES
D’HOMOGENEISATION

1.1 METHODE D’HOMOGENEISATION CAS PERIODIQUE

On considére un probléme aux limites thermique simple et classique posé sur une

structure périodique de période €, on pose le petit parametre d’échelle du probléme

1.1.1 Position du probléme

Les coefficients physiques du matériau constitutif de la structure, a;; varient rapide-

ment en fonction de €. le probléme se formule de la fagon suivante :

d du
(Pﬁ){ iz {afj(x).dmj = f(x), zeq. .

u¢ =0 sur 9Of.



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION
1.1. METHODE D’HOMOGENEISATION CAS PERIODIQUE

Ou f désigne un terme de source qui est supposé donné.
On utilise la convention de sommation par rapport aux indices répétés.
x
On définit y = —.
€
. x
%‘(f) = %‘(g) = ai;(y).

£ : un petit parameétre représentant la dimension de la cellule.

x = (x1,23,...,x,) variable macroscopique (globale).

y= (Y192, Yn) = (ﬂ, . ﬁ) variable microscopique (locale).
€ 5

Hypothéses :

H1. a;;(y) est réguliére, Y-périodique.

H2. a;; = aj; est symétrique.

H3. a;; est elliptique :

IM >0 tel que : ay;(y)&& > M|EP, VEER?, VyeY.

Y la cellule de base.

H4. f e L3(Q)

1.1.2 Formulation variationnelle du probléme

La premiére étape de la méthode de I’énergie consiste a trouver une formulation va-

riationnelle du probléme. En effet on cherche u* dans un espace V' de Hilbert tel que :

V={veH(Q), vjpo=0}. (1.2)




CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION
1.1. METHODE D’HOMOGENEISATION CAS PERIODIQUE

En multipliant ’équation (1.1) par v appartenant a I’ensemble V', on obtient la formulation

variationnelle suivante apres des intégrations par parties :

a(u®,v) = L(v), YveV. (1.3)
ou :
x, 0u® Ov
a(u®,v) /Qa”(g)a_xia_%dx (1.4)
L(v)= | fudx (1.5)
Q

1.1.3 Existence et unicité de u°

On est bien dans le cadre d’application du théoréme de Lax-Milgram, se qui établit

I'existence et I'unicité de la solution du probléme (1.1).

1.1.4 Mise en oeuvre de I’homogénéisation asymptotique
On suppose que u®(z) admet un développement asymptotique a double échelles,

uf(z) = u’(z,y) +eul(z,y) + -+ Fuf(z,y) + ... (1.6)

avec u®(x,.) Y-périodique. Vk € N.
On utilise la régle de dérivation :
Soit ®¢(z) = P(z, E) = ®(z,y),

€

9% 9d 19D

= o 1.
ox ox +58y (17)

On remplace (1.6) dans la 1 équation de (P€) et en tenant compte de (1.7) on obtient

AN RS B L0 04 eu _
oz, [aw(y){axi(u +eu —l—...)+€ayi(u +eu +...)

1o 9 o 1 10 4 1 _
= 3y, [aw(y){axi(u + cu +...)+80yi(u +euw +...) | =1

(1.8)




CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION
1.1. METHODE D’HOMOGENEISATION CAS PERIODIQUE

A Tordre e2

) ou’
— ~ a () =] =0. 1.
oG | =0 (19)
A Vordre e71
9 ol ol  au] o !
~|a — ay ) o | = = |a; —0 1.10
aQJJ [aJ(y) ay]] ay] &](y> axl ay] [aj<y) ayz] ( )
A Tordre €°

a auo a aul a aul a au2
T oz, [aij(?/)a_l«i] Oz [aij(y)a_yi] ~ oy, [aij(y)a—xi] oy, [aij(y)a—yi] = f. (1.11)

J

Résolution de I’équation (1.9)

On utilise le Lemme suivant :

Lemme 1.1.1 Considérons le probléme aux limites

Ap=F  sur Y
0 0

Y une période de référence, avec A = ——/a;;(y)=—).
ayi< il ayj>
¢ est Y-périodique, F € L*(Y).

Alors on a :

1. 1l existe une solution faible unique de notre probléme si et seulement si (F) =
1
— |, F'dy = 0.
i dr £
2. 57l existe une solution faible du probléme, alors elle unique a une constante additive

pres.

1.1.5 Formulation variationnelle de (1.9)
On définit :

H;(Y) ={ve H(Y),Y — priodique}.

7



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION
1.1. METHODE D’HOMOGENEISATION CAS PERIODIQUE

Trouver u° € H;(Y) telle que

ou® v (1.12)
)2 gy =0, Wo e HYY).
[ a5y =0, Vo€ Hy)
On choisit v = u® et on utilise l'ellipticité de (a;;), on obtient :
o\ 2
M/ <0u ) dy <0.
y \ 9
ou°
= 4o 0V =
9y
u’ = u’(z). (1.13)
Lorsque on remplace (1.13) dans (1.10) on obtient 1’équation local
9, ou! 9] ou® 9, ou®
— ai () o | = = lay(y) = | = [ =—ai(y) ) .. 1.14
" [axy) ayi] - [axy) ” ] (poest) 5o iy
N

0
Etude de ’équation locale

Supposons que u° est connue, d’aprés le Lemme 1.1.1 on a Pexistence et unicité (a une

constante additive prés) dans H; (Y) d’une solution faible du probléme local, car

B ou’ 1 Jai;(y)

Alors
oul (z R
way) = S ) + ), (1.15)

avec x*(y) € H)(Y), est solution de

d X" . Oa;(y)
_a_yj[“”(y) 3yi] ~ oy (1.16)
(x*) =0.

1.1.6 Equation homogénéisé

On applique l'opérateur moyenne (.) a 'équation (1.11)

oot (G + G ) = o (w5 =t =1 )

8



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION
1.2. METHODE DE I’ENERGIE DE TARTAR

On introduit (1.15) dans (1.17) on obtient

s, ou’  ou’ ox*
_ = ! a. = f. 1.1
8$z‘<aw<y) (axi * Oz, ayi) > d ( 8)
=
s, ox* ou®
_ = {a. . () 22 - f 1.1
al‘j <a2j (y> (ak‘] (y) + Qi (y) 8% ) >8xk f ( 9)
Alors I’équation homogénéisé est :
9 | pou
— | == =t 1.2
axj [ak] axk] f ( O)
avec :
H_L/ | W)
akj - |Y| v akj(y) +azy(y> ayZ dy (121)

1.2 METHODE DE L’ENERGIE DE TARTAR

Convergence de u° vers u’ lorsque (¢ — 0)

La formulation variationnelle de (P€) est :

Trouver u® € H)(S2) telle que

ouf Ov
€ - Hy ().
/Qa”(x)a% axidas /vadx, Vv € Hy(Q2)

On prend dans (1.22) v = u® et on utilise Pellipticité des (a;)

(1.22)

€ |12 € 112 € aus aua € €
M| w5 = M || Vu© [[12(0) < Qaij(x)ax' 8x-dy = qu dr < Co || f 2@l v |22
j i

=Co || f Izl v |20

(1.23)
d’ou
| w ([ gp < C. (1.24)
Alors u® admet une sous-suite qu’on note u° qui converge faiblement :
u® — u* dans Hj(Q). (1.25)

9



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION
1.2. METHODE DE I’ENERGIE DE TARTAR

H(Q)) = L?(Q) toute suite convergente faiblement dans H}(Q) est convergente fortement

dans L?(Q).
1 as(). 2% (i< € = a5,(2). 25 = dans L2(9) (1.26)
ij '&L’j L2 Q)= ij '81’]- p; . .
On pose
s = a5 (x) 0w s dans L*(Q) (1.27)
Y2 ij '&L‘j b; . .
On sait
8—f:>a =f (1.28)
si
ou*
f=ajl 1.2
p; a’Lj axj ( 9)
alors u* est solution du méme probléme que u°.
Montrons maintenant que (1.29) est satisfaite.
Soit w* la solution de (méme formulation variationnelle de x*)
ow* v / 0
a;i(y)———=—dy = —a;:(y)vdr, Vv e HYQ).
[ esGgits= [ Sastw @) o
(wh) =0
On pose w®(z,y) = xx(x) + cw*(y).
o _9d0y_19
or  Oydr edy
B T B
89@- gl al'j N 8[)3Z g kg 8yj
0 owk
= "oz |:aik(y) + aij(y)a_y:| (1.31)
i j
10 ow*
-2 g, s | =0
-9y [a k(Y) + aii(y) 8y]l
Donc
0 ow®
— — la&.—| =0. 1.32
o |3, | ¢ a2
La formulation variationnelle de (1.32)
ow® Jv
s dr =0, Vve Hy(Q). 1.33
/Qazjaxjaxix ) v € Hy(2) ( )

10



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION

1.2. METHODE DE I’ENERGIE DE TARTAR

on choisit v = pu® dans (1.33) avec ¢ € D(Q2) on obtient

0w (D¢ . ou® B 1
/Qaij o, (8xiu —Hpé)xi) de =0, Yve Hy(Q).

Dans la formulation variationnelle de u°

/ e u avd:v:/fvdx, Vv € HE ().
Q Q

as .
K 8:15]- (9.1'1

on choisit v = pw®, ¢ € D(§2) on obtient

/aey (9<pw5+
Q ij@xj 8901 14

On soustrait (1.47) de (1.36)

aua 8g0 awa aQO /
Z T T ) de = : D(Q).
/Qaz] (03:j 3$C¢w oz, 8xiu ) dx Qf(pw dr, Vo€ D)

ow*
830,-

w® — xy dans L?(Q).
— pf dans L*(Q).

du
p; = aij(x)'dxj

piws — XiDpj

£ £ ago * £ €
(pjw 7ax'>L2(Q) — (xwp; Diw >L2(Q)-

D’autre par on a :

ows

R Ow® Thao4 , .
(@ () 5

as. — -
ij c%cj ij

) dans L*(Q).

D’ou
ow* ows
—\

ueafj(x)

D’ou
., Ow _ Op o Owe , Oy
<aij($) 8xju ' O )L @) — <<aij(37) 8:cj>u ; xj>

J

/ fo wide — / Foxude
0~ Q
eD(Q)

> dx = / fowsdx, Yo € D).
Q

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

Alors quand € — 0, en utilisant (1.40), (1.41) et (1.42) on obtient que l'équation (1.39)

A la limite :

9 w0
/ {X,fp;f LA N i @}d:p: / Foxedr Vo € D).
Q Q

(1.43)

11



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION
1.3. ELASTICITE LINEAIRE

=

owe 0
/ Xkpi — (aij (5kj + i) Y u* 14 de = | foxrdx Yo € D(Q). (1.44)
Q 3%‘ J Ox; Q

Au sens des distributions, on obtient

)
— 5. Dol — ag’] = fe (1.45)
=
9 . Hy*1 =0 1.46
_&Cipi_f _pk‘*‘[aiku}* . (1.46)
0
=
* a H_
= 5 [aju’] . (1.47)

Conclusion : u* = u°.

1.3 ELASTICITE LINEAIRE

On va considérer un probléme classique d’élasticité linéaire posé sur une structure
périodique. Désignons par ¢ la longueur de la période, ainsi & une nouvelle échelle que 'on
qualifiera de microscopique. Dans la cellule de base (une période) régne donc des champs
de déplacements, de déformation et de contraintes (u, e®, 0¢). Le matériau constitutif de
la structure est supposé¢ étre anisotrope de coefficients d’élasticité a;,. Le parametre e
étant petit, on cherche s’il existe (u’, e’ 0%) limite de (u®, e, 0°) quant € tend vers 0.
Si c’est le cas, la loi de comportement homogénéisée sera par définition la relation liant

ces limites. C’est la technique adoptée par E. Sachez-Palencia [10] et D. cioranescu et J.

saint-jean-paulin |3]

12



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION

1.3. ELASTICITE LINEAIRE

1.3.1 Position du probléme

Supposons que la structure, occupant un volume €2, est soumise & des efforts vo-

lumiques imposée f;, des efforts surfaciques F; sur une partie I'r de sa frontiére OS2,

un déplacement nul étant imposé sur la partie complémentaire I'y de 9€). Le champ de

contrainte o; et de déplacement u® sont solution du probleme d’élastostatique suivant :

( Jo; .
— + ;=0 dans Q, i=1,2,3.
al'j

(P) { 05 = aijpn(T)ern(u®) dans ©Q (Loi de comportement ou loi de Hooke).

ij
ogn; = F; sur I'p

u® =0 sur Iy

avec :

a;jkn les coefficients élastique.

Propriétés de A = (a;;n)

1. La symétrie :

Qi5kh = Qjikh = Qkhij = Qkhji-
aiknéendi; > C&ii&i (= AL 1 € > CE - §).
3. Qij5kh € LOO(Q)

1.3.2 Formulation variationnelle de (P¢)

Soit :
V ={ve (L*N)? Vuve (L*(Q)* v=0sur Ty}

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

13



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION
1.3. ELASTICITE LINEAIRE

qui est un espace de Hilbert (sous espace fermé de H'(2)),

)

0os;
Lv;dr = / fividx, Yv e V. (1.52)
o O0z; Q

On suppose que f; € L*(Q), F; € L*(Tp).

On applique la formule de Green a (1.52) on obtient

81}1»
/Uigj dx—/ U?j”jvidSZ/fiUz’d% Vo eV (1.53)
o 70z 0 Q
Of-n'?}idé’:/ oLng v ds+/ oin; vds.
/8Q Y To ’ ]\0// FF\]/-J’
F;

ov; 1 ov; 1 ov;
e Vg — 2 | ge DY 2 o2y
/Qa”ascj * 2/£)JZ]81’J' T 2/90318:@- *
1 (%i c%j
2/;20'1](856]' + 6:1:1) .
:/afjeij(v)dx.
Q

Alors la formulation variationnelle de (P¢) est

Trouver u® €V telle que
/ijeij(v)da::/afjkh(:n)ekh(ua)eij(v)da::/fvdx+/ Fuds, YveV.
Q Q Q Tr
(1.54)

ou

{Trouver u® €V telle que (1.55)

a(u®,v) = L(v), YveV.

avec

alu, v) = /Q Ae(u) : e(v)dz.

L(v):/vadij/F Fuds.

Propriétés de af.,.)

1. a(.,.) forme bilinéaire symétrique (car a;j,, symétrique).

14



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION
1.3. ELASTICITE LINEAIRE

2. a(.,.) continue

mwMSMLMWMMM
< Mle(w)l] 2oy le(®) | 2oy (1.56)

< Mlullv[ollv

3. af(.,.) est coercive.
On utilise ’inégalité de Korn'
D’ou
a(v,v) = / (v) : e(v)dx

>M/ (v)dz = Mle(v) 220 (1.57)

> Cllv]|3 (par I'inégalité de Korn ).

Propriétés de L(.)

1. L(.) est forme linéaire sur V' (évident).
2. L(.) est continue :
L) < Ifllz@llvllz@ + 1 Fllzwp 0]l
< I fllez@llvllv + ClE 2@ llv]lv
= (Iflle2@ + ClE N2 lIvllv

= Clvllv-

1.3.3 Existence et unicité de u°

Ce probléme, étant bien défini, admet donc une solution faible unique (d’aprés le

théoréme de Lax-Milgram).

1. Voir annexe A
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION
1.3. ELASTICITE LINEAIRE

1.3.4 Développements asymptotiques

L’idée est chercher (uf,afj) sous forme d'un développement asymptotique a double
échelle (z,y) en . On développe les champs de déplacement et contrainte de la fagon

suivante :

u(z) = u'(z,y) + eul(z,y) + 2 (z,y) + ..., Jy = z, Y — périodique.

€
€ ..
o5i(z) = J?j(x, y) + EJZ-Ij(Jf, y) + 5203]- (T, 9)+...,/y= = Y — périodique.
x ..
e =ete N (w,y) +e(wy) +eei(z,y) + - +feli(zy) + ... Jy = = Y — périodique.

(1.58)
L’étape suivante consiste a substituer ces développements dans I’équation d’équilibre et la
loi de comportement en tenant du faix que la dérivation par rapport a la variable globale
x sera remplacé par une formule qui tient compte de la dépendance en la variable locale

1y soit :
(0 0

_ 9,10
ox; Ox; ey
ou;

i=1,23.

o1 o5
U[ous 10w Oui  10u5
=5 |a T Za ~ 1.59
N ARCANN S WA
€ ]‘ £
\ - eijm(u )+ Eeijy(u )
1
e5; = eij(u®) = ejo(u’ +eu' +%u+...) + geijy(uo +eut 2P +..0) oo,
1 .
= geijy(uo) + e%eiju (u°) + iy (u')) + - -+ + ¥ (esju(UF) + iy (W) + ...
e (z,y) = ey (u”), /alordre e ', (1.61)
egj(% y) = (eiju(u’) + eijy(u')), /a lordre & (1.62)
et en général
efj(wa Yy) = (eiju(u”) + i, (u")), k € N* /a Dordre ”. (1.63)
T . . X
0 = aijkh(g)eih = 04 (z,y) = aiyrn(v)emn(x,y), Ym e N (1.64)
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION
1.3. ELASTICITE LINEAIRE

On applique (1.58) et (1.61) a I’équation d’équilibre on obtient alors :

0 0 0
19 0 (9 9 0 i —0
€ 8yj0” + (0ng” + axjaw —l—f) +

op +eol + = airn(y) [£ ey (u°) + (eije(u°) + iy (u')) + ... ]

(1.65)

On procede ensuite par une identification successive des termes de méme puissance en €.
Ainsi a 'ordre —1 nous déduisons en premiére approximation que la champ de contrainte
est localement auto-équilibré et le champ de déplacement ne dépend que de la variable

lente x soit :

9
250 —0, i=1,2,3.

Ay, (1.66)
u® = u(z)

Ce résultat est tres classique en homogénéisation. Le champ de déplacement & 1'ordre 0
caractérise en fait le champ de déplacement macroscopique.

A Tordre suivant on trouve que le champ de contrainte a ’ordre 0 s’écrit :
0 _ 0 1
05 = ijkn(eije(u”) + ey (u)). (1.67)

On constate donc que est solution du probléme suivant qui est posé sur la cellule de base

et ou la variable globale z joue le réle d’un paramétre :

(O

—0% =0 i=1,23.

ayj 7,] ) )

o = agjrn(€ije(u®) 4 iy (u')) (1.68)

u! Y — périodique en y

0 C
| 03;n; Y — antipériodique en y

1.3.5 Localisation

On définit
Hy = {u € L},.(R*), Y— périodique}.

Vy = {u € H..(R?*), Y— périodique}.
Le probleme local est

Trouver u' € Vi tel que

0

(Pue) —aiyj o (9)euny ()] = 5 (@) 1) (1.69)

u! Y — périodique en y.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION
1.3. ELASTICITE LINEAIRE

Formulation variationnelle de (Pi.)

Trouver u' € Vy tel que
0
- / ijn (Y)erny (U )erny (V)dy = exna(u®) / —— (aijin(y)) vidy, Yv € Vy.
Y v 0y;

Pour I'existence et 'unicité on utilise le Lemme de Korn pour l'ellipticité et la continuité,

(1.70)

qui sont des problémes posés sur la cellule de base et admettent une solution unique a
une constante additive prés dans Vy-.

Ce probléme étant linéaire il existe donc x*" et wfjh tel que

u' = XM (y)erna (W (z)) + T (2),
{U%@% y) = Pl epnq (u®(x)). (1.71)

Les nouvelles inconnues y*" et wfjh sont appelés tenseurs de localisation et sont donc

solution des problémes locaux suivants :

(O

—_— i :0’ Z:1,273
Oyj J
Zh = a/ijkhekh (th + th) ou (th)z — yh(gkz (172)
x*" Y — périodique en y.
\ fjh.nj Y — antipériodique en .

1.3.6 Homogénéisation

kh

Une fois que les fonctions y** et i sont connues, les coefficients homogénéisés se

kh

déduisent par application de l'opérateur moyenne a ;7"

L’opérateur moyenne est défini par :
1
()= V] [ ()dY ou [Y] est la mesure de Y.

La moyenne sur la cellule de base de o7;(z, y) s'écrit :

(o5 (@ 9)) = (W () ewn(u’). (1.73)

Cette équation défini la loi de comportement homogénéisée ol les coefficients de compor-

tement homogénéisé (G. Duvaut |7] ) s’écrivent :

H o kh o ]‘ kh kh
ol = W) = 1 /Y [ (1) ey (PP + X)) . (1.74)
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES METHODES D’HOMOGENEISATION
1.3. ELASTICITE LINEAIRE

Maintenant appliquons I'opérateur moyenne a 1’équation équilibre a ’ordre zéro qui s’écri-

vait :
0 9
—0 =—fi— —o0', i=1,23. 1.75
8yj az] f axj Uzy t ( )
Par Y-antipériodicité de a}j.nj sur les bords de Y, on obtient ’équation d’équilibre ho-
mogénéisée suivante :
9, o

— (0} ;= 0. 1.76

5 (o (1.76)
En posant alors (of;) = 75;(x).

On obtient que le couple (u’, 7;;) est solution du probléme homogénéisé suivant :

( ..
@ﬁ+ﬁ:0 dans Qi=1,23,
axj
(P { Tij = ajhenern(u’) dans €, (1.77)
u =0 sur g,
[ 7ij-n = F; sur I'p.

Ainsi on a substitué au milieu initial un milieu élastique homogéne de coefficients constants
agkh. Les champs de contraintes 7;; et de déformation ey, (u’) solutions de ce probléme
sont appelés champs de contraintes et de déformation macroscopique. On peut dire qu’un
développement asymptotique cohérent en échelles multiples = et y = £ permet d’établir
les équations globales du comportement du milieu (comportement en x) dont les lois de
comportement s’obtiennent a ’aide des équations en .

Les premiers termes non nuls des développements asymptotiques des champs e® et o sont
e’ et 0¥ : ils constituent en fait les champs de déformations et de contraintes microsco-

piques.
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CHAPITRE 2

HOMOGENEISATION ASYMPTOTIQUE DES
PLAQUES HETEROGENES
VISCO-ELASTIQUE AFFAIBLIES PAR DES
MICRO-FISSURES

2.1 POSITION DU PROBLEME

Les notations générales sont standard dans ce genre de problémes. Les vecteurs en
présence d’entités physiques de I'espace R3, comme les espaces de Sobolev ! standard cor-

respondants :

u = (ulau27u3); ﬂl = (H1>3

Les indices supérieurs sont utilisés en général pour les termes d'un développement et les

indices inférieurs pour les composantes d’un vecteur :

1. Serguel Lovovitch Sobolev, (1908-1989) est un mathématicien russe.
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CHAPITRE 2. HOM ASY PLAQ HET VISCO-ELASTIQUE AFFAIBLIES PAR DES
2.1. POSITION DU PROBLEME MICRO-FISSURES

w=ul +eut + 2P+ ...

Nous utilisons des lettres grecques pour des indices prenant leurs valeurs dans 1’ensemble
{1,2}, des lettres latines pour des indices prenant leurs valeurs dans ’ensemble {1,2,3}
et nous adoptons la convention de sommation des indices répétés utilisée, de 1 a 3 pour

les indices latins et de 1 & 2 pour les indices grecques :

3 2
U; €; — E Ui €Eq, UnCo — E UaCa-
i=1 a=1

ol e; désignent les vecteurs unitaires des axes.

Nous considérons une plaque hétérogene visco-élastique définie comme suit :

Soit w un domaine ouvert borné de R? (avec des variables 1, z5) avec une frontiére dw.
Soit € un paramétre qui tendra vers zéro.

La plaque est formée par le domaine Q¢ de R? (des variables xy, 79, 73) :
O ={z eR}7T = (21,29) Ew, z3€]—¢,+e[} (2.1)

I est clair que §2° est un domaine cylindrique d’épaisseur 2¢.

Les surfaces supérieure et inférieure de la plaque sont définies par :
% = {2 = (1,79, 73) €R*|T = (21,75) Cw , x3=Fe}. (2.2)
La surface latérale est définie par :
I ={r € R®|z = (z1,22) € Ow, 3 €] —¢,+¢[}. (2.3)

nsidérons également un a uxiliaire ve variables v, yo un parallé-
Considérons également espace auxiliaire R3 avec des variables 41, y2, 3 et arallé

lépipede Y avec des arétes aq, as, 2
Y ={y € Ry, €]0,a,], a=1,2 , y3€]—1,+1[} (2.4)

A Pintérieur de Y (ou méme allant a sa frontiére), nous considérerons une partie d’une
surface lisse I, qui sera considérée comme une fissure.

Soit Y (voir FIGURE 2.2)le domaine obtenu de Y en supprimant F' ji.e. Yr = Y\ F.
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CHAPITRE 2. HOM ASY PLAQ HET VISCO-ELASTIQUE AFFAIBLIES PAR DES
2.1. POSITION DU PROBLEME MICRO-FISSURES

Soient €Y et €Yy les homothétiques de Y et Yr avec le rapport e.
Le domaine €2° sera considéré divisé en €Y périodes.

La plaque fissurée sera définie par (voir FIGURE 2.1) :

Z=0\UeF (2.5)

// ,;. ...... A m
\_z/ ',.:-%‘___/-I:/
FIGURE 2.1 - Q%. FIGURE 2.2 - Yp.

2.1.1 Equation d’équilibre d’une plaque fissurée hétérogéne visco-
élastique

La plaque est formé d’un corps anisotrope visco-élastique , a structure périodique de
la variable x1, 9, la période est de l'ordre d’un petit parameétre . Les coefficients sont
définis de la maniére suivante :

Soit agg,z,h (resp. ag,)m) les coefficient d’élasticité (resp. de viscosité) définies sur Yp. C’est -

a-dire ag',i)h(y) (m=0,1) des fonctions bornées de y définies sur Yz (et en suite Ypr-périodique
a Y1, Y2, puisque Yr peut étre étendue par périodicité). On suppose que les coefficients

agﬂ)h € L>(Q5) vérifient la propriété de la symétrie et la propriété de 'ellipticité i.e :

afin(®) = afin@) = afi ), m=0.1 (2.6)
az(;rli)hekheij > cejieij,  Veij, avec e = e
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CHAPITRE 2. HOM ASY PLAQ HET VISCO-ELASTIQUE AFFAIBLIES PAR DES
2.1. POSITION DU PROBLEME MICRO-FISSURES

ol ¢ désigne une constante strictement positive.

On définit alors sur 2° de la variable x, les coefficients élastiques et viscosités donnés par
agg,lh(y) et ag;,lh(y) sous l'application y = g .

Nous désignons par u;, @ =1,2,3, les composantes du champ de déplacement des points
de coordonnées x1, 9, r3 de la plaque.

On définit le champ de déformation linéarisé associé au champ de déplacement u® de

Composantes 'Ll,f par :
L Lou o

On définit le champ de contrainte par :

i,j=1,2,3. (2.7)

Oexn (uf)
0 1 kh
03 () = al)), e (uf) + agjz)mT

Nous allons appliquer a la surface supérieure de la plaque une force normale de densité

(2.8)

e3F3(wy, z9)es la surface inférieure est libre de tout effort, ici, bien stir 'indice 3 tient
compte du fait que la force est dans la direction eg (c’est-a-dire normale a la plaque).

Le coefficient €2 implique que les forces appliquées diminuent en €3 lorsque ¢ tend vers zéro.

2.1.2 L’état cinématique sur la fissure

Pour décrire I’état de frontiére sur les fissures, on définit les lévres de la fissure F' avec
les indices 1 et 2 et on note N la normale unitaire avec sens du coté 1 vers le coté 2. L’état

cinématique sur la fissure est :
[u;N;] >0 sur eF (2.9)

avec [¢] = ¢a — ¢y le saut.

Les conditions aux limites de forces sont : 0;;n; doit disparaitre des deux cotés aux points
ou la fissure est ouverte, i.e. pour 7 > 07 dans (2.9), a des points ou la fissure est fermée,
i.e. pour 7 = 0" dans (2.9), o;;n; est une contrainte normale de compression. Ce qui peut

étre exprimée par :

aijnj|1 = O_NN|1Ni7 O'Z'jnjlg = _UNN|1Ni> UNN|1 S 0 sur EF, (210)
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CHAPITRE 2. HOM ASY PLAQ HET VISCO-ELASTIQUE AFFAIBLIES PAR DES
2.2. FORMULATION VARIATIONNELLE DE (P¢) MICRO-FISSURES

7 >(0" dans (2.9) = onn|1 =0 dans (2.10) (2.11)

Donc les équations d’équilibre et le comportement de la structure sont :

( 0ot

_aTij =0 dans
u®(z,0) = 0.
(P7) u(x,t) =0 sur I (2.12)
E e3Fses sur [+
\ 7i = {0 sur ['™¢

et bien sir (2.9)-(2.11) sur chaque ¢F.

2.2 FORMULATION VARIATIONNELLE DE (P¢)

Pour donner la formulation variationnelle de ce probléme, nous définissons I’espace de

Hilbert V¢ (sous-espace de H'(€5.)) par

VeE={ve HY(O5)|lv=0 sur T} (2.13)

et on définit K% un sous ensemble convexe fermé non vide de V* par :
K5 ={v eV [uN;] >0 sur chaque eF'} (2.14)

Considérons u(z,t) comme une fonction de ¢ & valeurs dans un espace fonctionnel défini
sur €2%. Plus précisément, si l’on se donne un temps final 7" > 0, on considére que u° est
définie par

w20, T[ — H'(Q5)

t— u(t)
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2.3. EXISTENCE ET UNICITE DE U® MICRO-FISSURES

et nous notons u®(z,t) = u*(t)(x). Nous multiplions donc I’équation d’équilibre par une
fonction test (v(t) — u®(t))(z)

( Trouver wu(t) € Ky telle que :

x x ou®
/Q 5 [aE?,lh(g)ekhmf) + aﬁjih(g)ekh(E)] (v —)da > / € Fy.(v3 — u5)dz
F w

Yve Kp,0<t<T,
[ u®(0) = 0.

(2.15)

On introduit alors le produit scalaire de L*(25,) et la forme bilinéaire a™(w, v) définis par

(va)LQ(QEF) - /Q

Soit un temps final 7' > 0, on se donne £3F3 € L?(]0,T[; L*(w)). La formulation varia-

w;(z, t)v;(z)dr et am(w,v):/ agﬁ),lekh(w)eij(v)dx.

£ £
F QF

tionnelle de (2.12) est donc :

Trouver u® € Ky telle que :
a®(uf(t),v — uf) 4+ a'(u(t),v — u®) > (e3F3, (vg — u3)) (s s Y0 € K,V €]0,TT.
u®(0) = 0.

(2.16)

2.3 EXISTENCE ET UNICITE DE u°

Théoréme 2.3.1 Le probleme (2.16) admet une solution unique u®, par le moyen du

théoréeme de Stampacchia .

Preuve.

Propriétés de a"(.,.),m =0, 1.

1. a™(.,.) est une forme bilinéaire (évident).
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2. a™(.,.) est continue :

o™ (47, w) | = ' /Q alheun(u)es (w)dr
F

<M lexn (u®)e;;(w)|dx
Q%
1

<M </QF (enn(u%))? dx) 2 (/Q (exn(w))? dx) :

< MHUSHE(QEF)

(Wl g1 (s (d’apres 'inégalité de Korn ).
3. a™(.,.) est coercive. En effet,

am(w,w):/ afﬂ%ekh(w)eu(w)dﬂc

QO

>C [ antwles(wits

€
F

En utilisant I'inégalité de Korn? on obtient :

a™(w,w) > CH“’HQE(Q%)-

Propriétés de L(v)

1. L(v) est une forme linéaire (évident).

2. L(v) est continue, sur Ve. En effet on a :

; ;
| / 5 Fyoadi| < ( / |53F3|2d;z) < / \v3]2df)

< Clfv]|r2(0s)

< Cloll g as)-
[ ]
Dans la section suivante, nous étudions le comportement asymptotique de u® quand € — 0.
Pour une utilisation ultérieure, nous définirons ici le cadre du probléme local.

Soit H:

ver(YF) Vespace des fonctions vectorielles Y-périodiques de la classe H ! (cela corres-

pond au sous-espace de H 1(Yp) des fonctions ayant la méme trace sur des faces verticales

2. Voir annexe A
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2.4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE MICRO-FISSURES

opposées de la frontiére).

~1
De plus, soit H,,,,(Yr) I'espace des fonctions de H,,(Yr) de moyenne nulle | i.e.

~1

e (Yr) = {v € H,,.,(Yp)[0 = 0}, (2.17)
U= a11a2 /Y v(y)dy. (2.18)

On note que la valeur moyenne est définie ici par rapport a la surface dans le plan hori-
zontal, mais ceci n’est pas essentiel.

En outre, soit Ky ’ensemble convexe fermé

Kyp={ve H, (V&) [vN] >0 sur F}. (2.19)
Les problémes locaux auront la forme :
Trouver u € K- vr telle que :
ou -
[ |etmento) + dumen G| esto = iy > L, w) Vo € Ry
Yr
(2.20)

. . . 71 e, ar s
ot L désigne une forme linéaire et continue sur H . (Yr). Et le bilinéaire du co6té gauche

~1
qui est continue et coercive sur H,..(Yr), les problémes de la forme (2.20) jouissent de

l'existence et de 'unicité de la solution.

2.4 DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

On prend z = .
L’idée est de chercher u® sous la forme d’un développement asymptotique a double échelle

(z,y) en e. On développe le champs de déplacement de la fagon suivante :

uf(x,t) = u(Z,y,t) + eut (2, y,t) + (2, y,t) +...,u"(Z,.,t) Yp-périodique, Vk € N.
(2.21)
ou chaque terme du développement dépend de zZ = (21, 29) défini sur w et de y = (y1, Y2, Y3)

défini sur la période de référence Yrnet du temps t.
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2.4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE MICRO-FISSURES

La dépendance de x est décrite par la variable macroscopique z et par la variable micro-
scopique .
La régle de dérivation :
0 0 10
= + -,
0

ol z3 n’existe pas dans la réalité, nous avons — = 0.

02’3

Le développement asymptotique du tenseur de déformation pour chaque terme u

i=1,23. (2.22)

k.

1 ouf  Ouj 1

ey (u*) = 50 Y3 = e (u®) + gez’jy(uk) (2:23)

j )

on plus explicitement

1

Caplth) = caps(ub) + ~eap (), B =12 (2.24)
1out 1
Ca3(u®) = egq(u) = 50—23 + g@gay<uk), a=1,2. (2.25)
1

633(Uk) = g@ggy(uk). (226)

ou la variable Z (resp.y) joue le role d'un paramétre.

En considérant le développement (2.21), nous avons

eij(us) = e et e +eel + ..., €li(2,.,t) Yp-périodique (2.27)

avec
e = eijy(u”), (2.28)
ei; = eij=(u’) + ey (u'), k> 0. (2.29)

Le développement correspondant du tenseur des contraintes est simplement.

e (1) Depy (u°)
B 0 € 1 kh - 0 - L
Oij(u ) = az('jl)fhekh(u ) + a’gj])fh at =& 1 az(jl)chekfg (UO) + az('jl)fh kgt —+ ... )

Yr-périodique
(2.30)

Pour obtenir le développement asymptotique des expressions intégrales, nous utiliserons
la proposition suivante qui se démontre facilement en décomposition l'intégrale sur €2° en

intégrale sur les périodes €Y.
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CHAPITRE 2. HOM ASY PLAQ HET VISCO-ELASTIQUE AFFAIBLIES PAR DES
2.5. COMPORTEMENT LOCAL MICRO-FISSURES

Proposition 2.4.1 Soit ®(z,y) une fonction définie sur w XY, Y -périodique par rapport
ay. Alors

/5 o(z, g)dx - g/wcf(z)dzld@ = o(e), (2.31)

B(z) =

/Y O(z,y)dy (2.32)

et o(e) désigne un terme tendant vers 0 plus rapide que €.

ai1az

2.5 COMPORTEMENT LOCAL

Conformément a des considérations générales sur ’analogie avec la flexion de la plaque
homogeéne, nous postulons un développement asymptotique de la solution u®(x,t) de la
forme (2.21). Afin d’éviter des calculs inutiles, nous commencerons par un terme principal

u? dépendant uniquement de la variable macroscopique z et de la direction es :
uf(x,t) = ud(z, t)es + eut (2, y,t) + (2, y,t) +... . (2.33)
En conséquence, les termes e et o;' dans (2.29) et (2.30) disparaitront. Nous prendrons.

u'(z,.,t) € H

per

(Yr), ¥t € [0, 7). (2.34)

i.e. les fonctions u’ sont des fonctions de z définies sur w avec des valeurs dans H ;GT(YF).
Ceci garantit que, en prenant z = Z, y = g, le coté droit de (2.33) appartient a K%,
comme u” est continue & travers les fissures.

Pour obtenir la structure locale (c’est-a-dire la dépendance de y des termes successifs dans

(2.33)), soit
0 € D(w) et we Kyp (2.35)

étant des fonctions de I'espace correspondant, satisfaisant la condition
0<0(z2) <1 sur w. (2.36)
Nous considérons ensuite les fonctions test

v (z,t) = uy(Z, t)es +eu'(Z,y,t) + eO(w(y, t) — u'(Z,y,t)) (2.37)
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2.5. COMPORTEMENT LOCAL MICRO-FISSURES

I'étape suivante consiste a substituer (2.33), (2.23) et (2.37) dans l'expression générale
(2.15). Ceci est possible parce que v défini par (2.37) appartient & K7 (aprés avoir pris

x
z =17 et y = —). L’identité intégrale (2.15) devient
£

/ [a?j +.. ] [eijz(w(w —ut) 4.+ 1ez-jy(aﬁ(w —ut)+...) | dz >
; c (2.38)

83/F3 [69(11)3 —Ué) + } dz.

€ {/QE oy (0(w —u ))dx} +

. {/ 73y [e=(0(w —u')) - ez‘jy(u2)}} +... (2.39)

264/F39(w3—u%)>+55/....

lorsque € — 0 dans (2.39) on obtient

/ (09,645 (w — u')] 6z > 0,6 € D(w). (2.40)
Q%

D’aprés la Proposition 2.4.1 on obtient

—— [/ oyeiy(w — ul)dy] 0dz1dze > 0,V0 € D(w). (2.41)
ajaz J,, Yi
=
/ {/ {oDeijy(w—u")} dy} Odz1dzy > 0,V6 € D(w). (2.42)
w Yr

Et comme 6 est arbitraire (satisfaisant (2.35), (2.36)), son coefficient dans l'intégrante de

(2.42) doit étre non négatif. Cela donne

/ opeiy(w—ut)dy >0 Vw e Kyr, (2.43)
Yr
Telle est I’équation locale (inéquation variationnelle, pour étre plus précis).

0

Cette inéquation, quand on considére u® = ujes comme connue et u' € Kyp est de la

forme (2.20),
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Probléme local :

Trouver u' € [?YF tel que

o ~ 2.44
( loc) / O'Z(')jeijy(w _ ul)dy >0 ,VU} € Kyp. ( )
Yr
avec
de z uO e ul
oi; = az(’;)l)ch(y) [ernz(u”) + ey (u')] + ag;,lh(y) e * ) (2:49)

ot ot

ol Z joue le role d'un parameétre.

Existence et inusité de u!

Théoréme 2.5.1 Le probleme local (2.44) admet un solution unique.

Preuve. On peut écrire I'inéquation variationnelle de (PL.) sous forme :

0/ 1 1 ou' =
a (u,w)—i—a E,w > 0. Yw € Kyp.

On pose a™(u',w) = [, agﬁ)hekh(ul)eij(w)dx.
a™(u',w) est une forme bilinéaire continue coercive. En effet, a™(u', w) est une forme
bilinéaire (qui est déja démontrée dans le théoréme 2.3.1 ) Donc par le moyen du théoréme
de Stampacchia®, cette inéquation admet une solution unique.
n
Par conséquent, (2.44) et (2.45) définissent u' (& une constante additive prés, considérée
comme une fonction) lorsque u° est considéré comme connue. 11 suffit de démontrer que
le champ : .

ut = —g—:jygea. (2.46)
satisfait (2.44) et u! € Kyp

3. Voir annexe A

31



CHAPITRE 2. HOM ASY PLAQ HET VISCO-ELASTIQUE AFFAIBLIES PAR DES
2.5. COMPORTEMENT LOCAL MICRO-FISSURES

1. u' satisfait (2.44)7
oud  Oul
O na u'((2),y) = (a—zfys, a—z;)’y?,,O) et u®(z) = (0,0,u3(2)).

On simplifie egp, (u') de la fagon suivante :

633y(ul) + 633Z(U0) = 0 + O = O

10u)  10ul

1 oy _ - ~™3 -3
Cosy (1) + €az= (1) = 20z, + 20z,

Capy(U') + eap(u”) =0+ 0= 0.

= 0. (2.47)

D’ou
ekhy(ul) = —ekhz(uo).
D’apres (2.46) of; = 0 alors u' vérifié (2.44).

2. Ul S IA{'YF?
0

0
Par hypothese (2.34), u'(z,.,t) € H,,,(Yr) = —a—ugygea c H! (Yr), de plus
Za

-pET

_ 1 oul
u' = — ——2yseqdy
araz Jy, 0z,

ou

87604 a1 [ pra2 1

= —L/ / (/ ysdy3> dyz} dy,
aiaz Jo LJo -1

oud
ZBe

52’ (6] al [ a2
0 1 ] o
a1a2 0 LJO

u® € K& est équivalent dans le développement asymptotique a [u!N] >0 sur F

d’oul ul S f{vyp.
Par conséquent, en tant que fonction, la solution est celle-ci plus une constante (par

rapport aux variables locales), c’est-a-dire

4, Oud
ut =u'(z) — a—z?’ygea. (2.48)

La vérification que (2.48) est la solution de (2.44) et (2.45) consiste simplement & remar-
quer que

e = e?jz(uo) +e (u)y=0 = o) =0. (2.49)
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non seulement (2.48) est une solution, mais les termes d’ordre zéro de la contrainte et du
déformation disparaissent.

Le champ ! défini par (2.48) est le champ Love-Kirchhoff qui est classiquement prescrit
comme une hypothése dans la théorie des plaques classique*. Ici, il apparait comme une
conséquence du processus asymptotique.

La signification cinématique de (2.48) est que, a cet ordre, les segments matériels normaux
au plan x3 = 0 restent, aprés déformation, normaux au plan déformé, et de méme longueur.
Comme la contrainte ¢ = 0, il faut passer a l'ordre suivant pour obtenir les contraintes
dans la plaque.

Pour obtenir u?, nous considérons encore 6 et w comme dans (2.35) et nous considérons

les fonctions test

v (z,t) = ul(Z, t)es + eul (2, y,t) + €20’ (2,y, 1) + €20(2) [w(y, t) —v*(z,y,8)] . (2.50)

o x
Z=z, y=-—.

€
Ce qui appartient & K% (en particulier, le saut a travers les fissures est non négatif pour
e > 0 ). Nous remplagons (2.50) et (2.34) et en utilisant (2.23) dans 'identité intégrale

(2.15). On obtient une expression analogue a (2.38) mais avec ¢® = 0 et u* au lieu de u'.

> 53/F3 [£%0(ws —u3) —...] dz.

=
;! {/Q 0 11y (B — u2))dx} T

F

2 0'(-)'6" w—U2 X 0'-1-6“ w—u2 X (252>
: { | obentote =i+ [ oles, 0w =) }+

F F
255/F39(w3—u§)d:i+56/....

4. Théorie des plaques est une théorie permettant de calculer les déformations et les contraintes dans
une plaque soumise & des charges. Elle s’inspire de la théorie des poutres.

1
o0 +eop; + ... ] |i€ijz(€26(w —u?) — .. )+ geijy(é:ZQ(w —u?) —...)|dw
(2.51)
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On divise (2.52) sur €2 et lorsque € —» 0 on obtient :

/ [03;€i5y(w — u?)] Odz > 0,0 € D(w). (2.53)
Q%

D’apres la Proposition 2.4.1

< {/ [/ 055y (W — u2)dy} Hdzldzg} dz > 0,Y0 € D(w). (2.54)
w Yr

aras
=
/ [/ {oeijy(w—u?)} dy} Odz1dzy > 0,V0 € D(w). (2.55)
= o
/Y olieijy(w—u?)dy >0, Ywe Kyp. (2.56)
"

L’équation locale (microscopique), analogue a (2.44) et (2.45), est :

Trouver u? € [?YF tel que

P? ~ 2.57
( IOC) / al-ljel-jy(w — U2)dy > 0, Yw € KYF- ( )
Yp
avec
8ekhz(u1) 8ekh (U2)
7ty = agn(v) [ewns(u') + eany (u)] + a (o) | =2 — + —% (2:58)

ol nous prenons u? € Ky parce que u® et u! sont continues & travers les fissures. Nous
considérons cela comme une équation pour I'inconnue u? avec ey, (u') pris comme connu.
Existence et inucité de u?

On applique le méme Théoréme (2.3.1) (voir la section 2.3) sur I'équation de (P2.).

On utilise (2.48) on obtient

1 [Oul, Ouj
conetu) = 3 (G224 52)

Ous (A . 0ud )
u'(z) — 2 o ut(z) — =—2yse
1 0 (u ) 8zay36a>a . (%) Gzﬁy?’ B ,
a 2 825 aza
(2.59)
1 P (ufys), L oy, 0” (ujys) 4 . oul,
2 025%a 0z 0za23 0%q

R 0%ul
= cap:(') — 5 agzﬁy?’
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0%l 1 0ut
1y _ 1y _ ~1\ 3 _ 10us 9
€a3z(u ) eSaz(u ) €a3z(u ) 8za823 Y3 9 aza7 ( 60)
0
ess.(u') = 0. (2.61)

2.5.1 L’étude de I’équation microscopique

Comme dans le cas de I'équation (2.43) et (2.45), I'équation locale (2.57) et (2.58)
définit u* a une constante additive prés (dépende de z) lorsque les données (2.59), (2.60)
et (2.61) sont connues. Cela définit egp, (u?) d’une maniére unique.

Alors, nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.5.1 L’inéquation variationnelle locale (2.57) et (2.58) définit (& chaque
point Z) u? & une constante additive pres, quand on connait les valeurs des ey, (ut) (qui
sont données en (2.59), (2.60) et (2.61) d’une maniére explicite). Les valeurs de o};(Z,y)

sont alors définies d’une maniére unique.

1

Lemme 2.5.1 les valeurs de eqs.(u') n'ont aucune influence sur o' et par conséquent

elles peuvent étre prises nulle dans le contexte de la Proposition 2.5.1

Preuve. Soit s, = F.3 les valeurs (constantes par rapport a y) de eqs.(u'). On voit
immédiatement que la solution de (2.57) lorsque les autres valeurs de e;;,(u') sont nulles
est la solution u? qui satisfait o}, = 0 = egn.(u') + exny(u?) = 0 sur Y. Comme seul les

€as-(u') sont considérés non nul alors

=  FEs,y3 = —u’e, (par I'intégration),
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donc la solution est

u? = —Fs3,y3€q (2.62)

De plus, Fj3, et (2.62) peuvent étre ajoutés & n’importe quelle solution sans modifier la
valeur de ¢!, ni le fait d’appartenir a Kyp (comme chaque terme est continu sur F') m
De plus, lorsque les ailj (y) sont connus (c’est-a-dire les termes principaux de la contrainte

sont connus), on peut calculer les intégrales

1
T? = — L(y)d 2.63
1) a,as Yo Uzj(y> Y, ( )

1
VB — 1 du. 2.64
Y ajas /YF %(y)yg v ( )

Ce qui définit une sorte de tensions et de moments homogénéisés.

Lemme 2.5.2 Les quantités Ty et M3, définies en (2.63), (2.64) disparaissent pour i =
1,2,3.

1
Preuve. Prenons w = u? + yze; (resp. w = u? + §y§ei) dans (2.57). Ceci est possible
parce que u? € [?yp et yze; sont continues sur F.
Pour i = o (v = 1, 2) cela donne

6a3(w - u2) = 63a(w - UQ) = 63a(y3€a)

1 8(y36a)a + a(y3ea)3
2 y3 Yo
Hlf_/ \‘0/—/
1 1
) (resp. 51/3)-

alors que les autres ey, sont zéro. Alors, (2.57) donne que T3, = 0 (resp. M3, = 0).

De méme, ¢+ = 3 donne que

eg3(w — u?) =

1 0(y363)3+0(y363)3)
2 0y3 0y3

3
=1 (resp. §y§),
et l'autre e, = 0. Ensuite, (2.57) donne Ty = 0 (resp. M3; = 0). =

En vertu du Lemme 2.5.1, on peut supposer que les données du probléme local sont

€ap=(u') = Eag + Cagys, (2.65)
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Lorsque E,3 et Cyp sont des tenseurs symétriques de 2 x 2, on note

0?u
020025

Eag = eagz(ﬂl), C’aﬁ = — (267)

Le probléme local définit alors, par la Proposition 2.5.1, les valeurs de TO%B et M gﬂ (notez
que les autres composantes T4 et M3 disparaissent par le Lemme 2.5.2). De plus, TO%B,
Mgﬁ sont également des tenseurs symétriques.

Soit R?*? ’espace des matrices symétriques 2 X 2. Alors, nous avons la Proposition sui-

vante.

Proposition 2.5.2 Le probleme local (2.57), avec (2.62) - (2.67), définit un opérateur

(non linéaire) de (R*?)? dans lui-méme par
(E,C)— (T,M) (2.68)
(Ici et dans la suite, T, M dénotent T?, M3, sans ambiguité).

La section suivante est consacrée a 'étude de la loi non linéaire (2.68).

2.6 LA LOI DE COMPORTEMENT HOMOGENEISE

Pour étudier les propriétés de la loi de comportement non linéaire (2.68), définissons
une fonction W sur (R?*2)? comme suit.
Soit (E,C) € (R*?)? donné, on compléte ensemble des composantes E,z, Cop avec

E;3 = C;3 = 0. Nous résolvons alors le probléme local, i.e.

[ Trouver u € IN(Y r tel que

1
{ (/Y az(?z)fh(y) [En + Crays + exn(u)] +

a10a2

&E;I)Ch( ) |:8(Ekh ;C’khy?;) n 5’61;;(@] )eij(w — u)dy} >0, VYwe Ky p.

(2.69)
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Ou nous avons écrit u au lieu de u? et e;; au lieu de e;5, et nous définissons

W(E,C) = ! { (/Y aE?;lh(y) [Ekn + Crnys + exn(u)] +

2a1a2

(2.70)

N ) B+ it + e55(u) dy}
Nous notons que u est définie comme une fonction, & une constante additive prés, mais W
est définie de fagon unique. Clairement, W désigne le terme principal de ’énergie visco-
élastique par unité de surface de la plaque.

Nous étudions les propriétés de la fonction W, qui seront utilisées dans la section sui-
vante. Cette étude est analogue a celle d'un corps fissuré a trois-dimension (voir Sanchez-

Palencia|l0]) avec des modifications mineures, et ne sera pas prouver en détails.

Lemme 2.6.1 La fonction W définie dans (2.70) est continue, convexe, et (T, M) définie
dans (2.68) est un sous-gradient de celle-ci.

Preuve. Nous notons d’abord que la solution u de (2.69) est continue de (R2*2)? dans
H ' (Yr). Ceci est facilement prouvé en prenant les points (E', C1) et (E?, C?) et en prenant
comme fonction de test w en (2.69) pour chacun la solution de l'autre, et en ajoutant les
expressions correspondantes. Ensuite, en remplacant u pour définir W, on voit que W est
continue.

De plus, soit (E,C) et (E + §E,C + 6C) deux points de R?*%. Soient u et u + du les

solutions correspondantes. On note par e;‘j

6;-;- = El'j + C,;jyg + eij (u)
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et par e* + de* I'expression analogue avec ¥+ 0F, C' + 6C et u + du, nous avons

SW =W(E +6E,C + 6C) — W(E,C)

1 0 (1) ae;;h 1 / 0 (1) anh
[ Q- 6* a. ., , —=— (Se*d al. (56* a'l (56*(1
a1asy va ( ijkh“kh + ijkh ot ] Yy + 2&1@2 v ikh9Ckh + ijkh _8t ij Y

*
1 0 o 4 ol o€k
= Q;iikhCkh aijkh_at

a a2 Jyy,

1 0 s () <0 5 .
a1as /YF (aijkh(sekh+aijkh o de;;dy

1 oes
= T,30E.3 + MypdCop + — [a%khezh + agjkh%l e;j(ou)dy+

a1a2 Jyg

1 0 s () <0 5 .
a1ay /YF <aijkh§€kh+aijkh ot oe;;dy.

Mais la premiére intégrale dans le coté droit n’est pas négative comme on le voit en

prenant w = u + du en (2.69). Ainsi

1 0 s o) 0 s
5W 2 Taﬁ(SEa/j + Maﬁécaﬁ + 2a1a2 LF <aijkh56kzh + aijkh W 6€Z]dy (271)

Comme l'intégrale dans le coté droit de (2.71) est évidemment non négative, nous avons
que (T, M) est un sous-gradient de W. En outre, une fonction ayant un sous-gradient en

tout point est convexe. m

Théoréme 2.6.1 La fonction W est convexe, de classe C* et (M, T) est son gradient,

c.-a-d.
oW oW
= MOé = .
OF.5’ ToN

Tos (2.72)

Preuve. Nous avons vu dans la preuve du Lemme 2.6.1 que u est une fonction continue
de R?*2 avec des valeurs en El(Yp). Puis, en la substituant aux (2.58), (2.63) et (2.64),
on voit que (7, M) est une fonction continue de (£, C).

Mais si une fonction (w dans notre cas) est continue et elle a en tout point un sous-gradient

qui est continue, la fonction est de classe C! et le sous-gradient est un gradient. m
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Lemme 2.6.2 W est non négatif et ne s’annule qu’a l’origine.

Preuve. la premiére assertion est évidente. Supposons que W (E, C) = 0. Par la positivité

des coefficients (2.7), nous avons
Evn + Crnys + ekh(u) =0 dans Yr. (2.73)

Ou bien str F;3 = C;3 = 0 et u est la solution correspondante. Comme les ey, sont donnés

par (2.73), u est définie & un déplacement solide prés par (2.73). Il est immédiatement vu

que
eap(tt) = —Eap — Copys
Ouy,
= LB — CaByIS
0y
1 (2.74)
Uo = —Eapys — Capysys + §Ca5y3
1
u = —FEqygyseq — CoplYsysea — §Ca,8yay,863

satisfait (2.73). Ensuite, c’est la solution correspondante (& un déplacement solide preés).
Mais alors, u est Yp-périodique, et de (2.74), nous remarquons que E,z et C,p doivent
étre nulles. m

Le théoréeme suivant donne d’autres propriétés supplémentaires de W.

Théoréme 2.6.2 (a) W est positive et homogéne de degré 2, i.e.
W(AE,\C) = X*W(E,C), >0, (2.75)

et
ZW(E, C) = TagEalg + Magcag. (276)

(b) Il existe deux constantes positives « et (3 telle que

BIE,C]? < W(E,C) < o] B, CP2. (2.77)
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(c) W est strictement convezxe, i.e.
SW > TugbBas + MagClas. (2.78)

avec” =7 = 0F =06C =0.

(d) (T, M) est strictement monotone, i.e.
(T35 — Tap) (Eas — Eap) + (M5 — Myp) (Cag — Cag) 2 0. (2.79)

avec” =7 = FE?*=F' C*=C"

2.7 LE PROBLEME HOMOGENEISE

Dans cette section, nous donnons I’équation homogénéisée (c’est-a-dire macroscopique)
et les conditions aux limites. Nous remarque dans (2.67) que la relation entre le tenseur des
contraintes-tenseur des déformations généralisées (2.68) implique que les trois fonctions
ud(2), ui(z), us(z) deéfinies sur w. On obtient des équations macroscopiques pour elles.
Avant de continuer, nous notons que, en vertu de (2.48), le développement asymptotique

de la solution (2.48) prend la forme

e 0 ~1 Ous 2
u® = uges + ¢ |u;e; — .. Ysta + O(e?) (2.80)

«

Ensuite, pour satisfaire la condition limite u* = 0 sur la surface latérale I'§ (voir (2.13))

i.e. pour zZ € dw et y3 €] — 1, +1], les inconnues u3, U, doivent satisfaire

o_ -~ _ Oug
Us = Uy = =

= . =0 sur Jw (2.81)

En particulier, on voit que la condition u* = 0 sur I

Par conséquent, 'inconnue définissant le comportement limite sera
@€YV avec @ = (u3,u,Uy), ¥ = H(w) x Hy(w) x Hy(w). (2.82)
Pour obtenir I’équation macroscopique, on prend la fonction de test

€ € 0 -~ 8Ug
V" =u° 4+ vse3 + € |Valn — aTygea (2.83)
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Ceci est possible parce que le v° juste défini appartient & K%. Ainsi, les termes correspon-

dants du tenseur de déformation e;; sont

5 e\ __ 0 ~ avg
eap(V° —Uu°) = eqp| vze3 + € |Unln — gygea

N oY o
0 Voo — _3y360c 0 /U\aea - ﬁyiiea
<0)+1 (v5es) + ! Oz NS Oz )+
= €qB82 (V€ — €q Vq€ 1SN
NS RPN Sl 0z 02
0 0

N ovd
€apBy (Uea) —€apy a Ys€n
——— 2o

0

_ o~ a2vgy3 8Ug a(y3€a)ﬁ a(yf&ea)a
- [eaﬁz(v)  024075| 20z, +

Ya Ys
d’ou
= 82,00 £ £
eap(v° —u) =¢ |:€aﬁz('l)) ~ 5 (‘;Zj , esi(vv—ut) =0. (2.84)

On remplace (2.80),(2.83) et (2.84) dans (2.15) on obtient

J

On applique la Proposition 2.4.1

€ 1 ~ 821)gy3 / 3 0=
—_— o eass — dy ¢ dzydzy > Fsuidz.
o ). {/YF [EO’aﬂ + ] [e 3:(0) R edy ¢ dzidzo w&t 3.03dZ

a%g Y3

[eoas+---]- |:€agz(@\) -3 82’5] edx > /€3F3.v§d:i Vv € K.

£
F

¥ 821)gy3

5_{ loag+---]- {ea,gz(i}\) ~ 5 8z5] dy}dzmlzz > 53/F3.vgdz (2.85)

@102

On divise (2.85) sur €® et lorsque ¢ — 0 on obtient :

b ~ _ "y _
10 { /YF O'iﬁ |:ea52(v> - aza(925:| dy dzi1dze > /WF3_UgdZ (286)

Etude de 'inéquation variationnelle (2.86) :

2,,0
(%&@/P%M@—M%ﬁz]ﬁz/ﬁﬁﬁ Ve V. (2.87)
w al<p3 w
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2.7. LE PROBLEME HOMOGENEISE MICRO-FISSURES
2 3 8211:(3) 0

T2 e.5(0) — M dz — | Fyuddz =0, YieV. 2.88

/w { ap€ap (V) aﬁazaazﬁ] z /w 3.U342 v E ( )

En effet, on a le signe > dans (2.88), prenant ¥ et —t on voit que le singe est en fait =.

Avec une notation évidente, (2.88) peut étre récrit comme suit :

/ T(@)E() + M(@)C/(#)] d= / Foaldz =0, VieV. (2.89)

w

Il est facile de montrer que cette équation équivaut a la minimisation d’une certaine

fonctionnelle sur 'espace #'. Définition de la fonctionnelle

v (@) = | W(E©z), y(g):/gspg_vgdz (2.90)

ou

W(w(2) =W <ea5(@1(2)) 0 ”3@) . (2.91)

" 02,023

Lemme 2.7.1 La fonctionnelle W — % est strictement convexe et continue sur l’espace

V. De plus, elle tend vers +o0o quand ||U]|y — oo.

Preuve. La stricte convexité est une conséquence du théoréme 2.6.2 (c) par I'intégration

sur w. La continuité sur
W (U) — W (i) lorsque |U—uly — 0. (2.92)

reste vraie par passage a la limite d’apreés le théoréme 2.6.1 et la convergence dominée, en

utilisant le théoréme 2.6.2(b) la limite & oo lorsque ||U]]y — 0.

[ (352

la norme sur ¥ est

Lemme 2.7.2 L’équation (2.89) équivaut & la minimisation de la fonctionnelle W — F

sur V.
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CHAPITRE 2. HOM ASY PLAQ HET VISCO-ELASTIQUE AFFAIBLIES PAR DES
2.7. LE PROBLEME HOMOGENEISE MICRO-FISSURES

L’existence et 'unicité de @ minimisant # — .% est alors classique sous les hypothéses
vérifiées dans le Lemme 2.7.1 (voir Ekeland et Temam [11]). Nous avons donc le théoréme

suivant.

Théoréme 2.7.1 I existe un seul U € ¥ résolvant le probléme homogénéisé (2.90). 1l

minimise la fonctionnelle W — F sur V.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire on a présenté un résultat d’étude sur I’homogénéisation des plaques
visco-élastiques quasi statiques affaiblies par des micro-fissures. Cette étude est basée sur
I’analyse asymptotique d'un probléme 3D par application de la méthode des développe-
ment asymptotique a double échelle au probléme considéré.

Ce travail modeste a pour ojectivf d’étude le travail de Chacha and Sanchez Palencia [1]
sur I’homogénéisation des plaque élastiques affaiblies par des micro-fissures au cas visco-

élastique quasi statique.
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CHAPITRE 3

ANNEXE A

Dans toute la suite, €2 désigne un ouvert borné de R™ muni de la mesure de Lebesgue

dzx, et de frontiere 0f) suffisamment réguliére. V et H sont deux espaces de Banach des

normes respectives || . ||v, || . ||z -

Lemme 3.0.1 Korn :
Soit Q un domaine de R3 et Ty C O , (mesly # @)
Soit V.={ve H(Q); v=0 sur [y}

qui est un sous-espace fermé de H'(Q). Alors il existe C telle que :
CHollae) < lle@)lr2@)ll < Cllvllag), YveV.

Théoréme 3.0.1 Stampacchia :

Soit H un espace de Hilbert et soit a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive sur
H. Soit K un sous ensemble fermé et convexe de H . Ensuite, étant donné f € H il
existe un unique u € K telle-que

a(u,v —u) > (f,v—u), Vv € K

Preuve. voir. [2| =
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CHAPITRE 3. ANNEXE A

Définition 3.0.1 Soient V et H deux espaces de Banach, on dit que V s’injecte d’une
fagon continue dans H et on note V— H si :

-V CH.

30> 0 - lullg < Cllully

On dit que V' s’injecte d’une fagon compacte dans H, et on note V.—. H si :

V—H

-Limage de tout borné de V' est relativement compact dans H .

Théoréme 3.0.2 (Rellich'-Kondrachov?).On suppose que §) est borné de classe C*. On

a

(1)- sip < N, alors W'?(Q) C LY(Q), Vq € [1,p*[ ou ]% = %

=

(2)- sip= N, alors WHP(Q) C L1(Q), Vq € [1,+o0],
(3)- sip> N, alors W' () C C(S), avec injections compactes .

En particulier W?(Q) C LP(Q)avec injection compacte pour tout p.

Preuve. voir|2| =

Considérons le probléme
Mingex f(x)

Définition 3.0.2 Soient une fonction convere f : X — R ou X C R" et un point
z € X ou f prend une valeur finie. Un vecteur v € R™ est un sous-gradient de f a x si

pour tout x € X
f(x) > f(@) + " (z — 7).

1. Franz Rellich (14 septembre 1906 - 25 septembre 1955) était un mathématicien allemand. Il contri-
bua aux fondements de la mécanique quantique et au développement de la théorie des EDP.
2. Vladimir Josifovich Kondrashov était un mathématicien soviétique. Il est mort le 26 février 1971.
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CHAPITRE 4

ANNEXE B

LA CONVERGENCE FAIBLE ET FAIBLE « DANS UN ES-
PACE DE BANACH

Soit (B, ] . ||3) un espace de Banach et (B',]| . || z) son dual.

| wllpr= supgz<1(u, f)p B

Définition 4.0.1 On dit que la suite (u,)nen+ C B converge fortement vers u € B quand
n—> 00 Si:

n—aoo

|u,—ul — 0 (4.1)

on note u,, — u dans B

Définition 4.0.2 On dit que la suite (uy,)nens C B converge faiblement vers uw € B quand

n— 00 St :

* n——o0

(Wun)g g — (U u)p g, VU eB (4.2)
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4.0. CV FAI ET FAI « DS ESPACE DE BANACH CHAPITRE 4. ANNEXE B

n—oo
on note u, — u dans B

Cas particulier

B = L?(Q2),Q un domaine borné de R”

1. w, — w dans L?(Q)

=0 laniy= ([ anto) - wlerae ) (43
2. w, "= w dans LP(Q)
/ wapdz —> / wedz, Vo€ LUQ), (D) = L9Q), 2+ 2 = 1. (44)
Q Q qg P
Théoréme 4.0.1 Supposons (u,)nen C B (Banach) tel que :
Up — U, (4.5)

alors
1. (up)nen+ est bornée dans B.
2. ullp < lim infllunlls.

(La norme dans B est semi-continue inférieurement par rapport & la topologie faible).

Résultat de convergence d’un produit de fonctions

1 <p < oo alors

si f, — f dans L¥ et ¢, —¢ dans L= f,.g, — fg dans L' (4.6)

Remarque 4.0.1 Si B est un Banach réflexif (B = B) et u, — u dans B avec
limy oo ||tn|| = ||ul|s alors

u, — u dans B. (4.7)
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4.0. CV FAI ET FAI « DS ESPACE DE BANACH CHAPITRE 4. ANNEXE B

Théoréme 4.0.2 (Eberlin-Smuljan) :

Soient B un espace de Banach réflexif et (uy)nens C B avec ||u,||p < C (bornée)alors :
1. Il existe une sous-suite (unj)jeN* de (Up)nen+ et u € B tel que Up;, — u dans B.

2. Si chaque sous-suite extraite converge faiblement vers u € B, alors toute la suite

(u,) converge faiblement vers w.

Définition 4.0.3 On dit que (up)nen C B’ converge faiblement * vers u € B’ si
(Un,u") g p — (u,u"), Vu" € B. (4.8)

*
on note u, — u

Remarque 4.0.2 Si B est réflexif la convergence faible x coincide avec la convergence

faible dans B.

Théoréme 4.0.3 Soit Q@ C R"™, un ouvert bornée (fy)neny C LP(Q2)
(i) fo = f dans LP(Q) = f, — [ dans LP(9).
(4i) fn — [ dans LP(Q) = || fullp — [[f]lp-
(1) Si1<p<ooetf,—f dans LP(QQ) alors il existe C > 0 tel que :

[fnllp < C (4.9)
de plus
11y < limn—soo infl fullp (4.10)

Le résultat reste vrai si p = 400 a condition que f, — f dans L>(12)

() fn — f dans LP(Q), (1 <p < o0)
I(fi;) C (fi) tel que fx — f p.p et | fi; |[< h, p.p avec h € LP.

Lemme 4.0.1 Soient Q C R™, un ouvert et u € L'(Q) tel que

/Qu(x)go(x)dx =0, Vo e D). (4.11)
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4.0. CV FAI ET FAI « DS ESPACE DE BANACH CHAPITRE 4. ANNEXE B

alors u =0, p.p.

Théoréme 4.0.4 Soient Q = [[;_,]a;, b et f € LP(2), 1 <p < o0.
On suppose que f est étendue par périodicité de €2 a R™.
Soit f, = f(nx) et f = mfﬂ f(x)dx alors

fo— f dans LP(Q),(1 <p < o). (4.12)

sip =400 :
fo = f dans L>™(Q). (4.13)

Lemme 4.0.2 Soit B un espace de Banach séparable alors de toute suite borné dans B’

on peut extraite une sous-suite qui converge faible .
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Résume

Nous étudions dans ce mémoire I'homogénéisation asymptotique des plaques visco-élastiques
linéaires affaiblies par des micro-fissures (la plaque contenant un grand nombre de petites fissures
distribuées périodiquement) la période étant du méme ordre que I'épaisseur de la plaque. Nous
supposons que les constituants du matériau sont anisotropes et non homogeénes. Les forces
appliquées sont de type surfaciques sur la face supérieure et la face inférieure est libre de tout effort.
On impose une contrainte unilatérale du type Signorini dans les fissures. Le comportement
macroscopique fait intervenir une loi de comportement non linéaire monotone, et il apparait un
couplage entre les tensions et les flexions.

Mots Clés : Homogénéisation asymptotique, Plaque, Visco-élasticité, Fissure, Signorini,

comportement macroscopique.

Abstract

We study in this memory the asymptotic homogeneization of linear visco-elastic plates
weakened by micro-cracks (the plate containing many small fissures distributed
periodically), the period being of the same order as the thickness of the plate. We assume
that the constituents of the material are anisotropic and non homogeneous. The applied
forces are of surface type on the upper face and the lower face is free of any effort. In the
fissures a one-side constraint of the Signorini's kind is prescribed. The macroscopic
behavior involves a nonlinear monotone strain-stress law, and there appears a coupling
between the tensions and the flexions.

Keywords : Asymptotic homogenization, Plate, Visco-elasticity, Fissure, Signorini,
macroscopic behavior.
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