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NOTATION ET CONVENTIONS

NOTATION :

Ωε :Configuration de référence d’une plaque mince.

ω :Surface moyenne de la plaque.

Γε± :Les faces supérieure et inférieure réspectivement de Ωε.

δij : Symbole de Kronecker.

σij :Tenseur des contraintes.

γ̄εij :Tenseur de déformation non linéaire.

eij :Tenseur de déformation linéaire.

u(x) :Champ de déplacement.

f ε(x) :Forces volumiques.

gε(x) :Forces de surface agissant sur les faces supérieure et inférieure.

hε(x) :Forces de surface agissant sur les face latérale.

ε :Paramètre de la période.

aijkl :Les coefficients élastiques.

|Y | :La mesure de Y .

Indices α, β = 1, 2.

x̄ = (x1, x2).

∂yα=
∂
∂yα

.
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CONVENTIONS :

γ̄εij(u
ε) =

1

2
(
∂uεi
∂xεj

+
∂uεj
∂xεi

) +
1

2

∂uεk
∂xεi

∂uεk
∂xεj

eεij = 1
2

(
∂εi u

ε
j + ∂εju

ε
i

)
.

a(u, v) est continue : ∃k≥ 0 tel que a(u, v) 6 k‖u‖2
H1

0
.‖v‖2

H1
0
.

aHij est dit elliptique : ∃C > 0 : aHij ζjζi ≥ Cζjζj

aHij :est dite symétrique : aHij = aHji

L’opérateur moyenne Q̃ = 1
|Y |

∫
Y
Qdx.

1



Introduction

Introduction générale :

Les équations de von Karman, qui constituent un modèle mathématique de l’équilibre

d’une plaque , ont été proposées par T. von Karman en 1910 , elles se caractérisent par

leur non linéarité d’une part et par leur aspect bidimensionnel d’autre part, en ce sens que

les inconnues s’expriment en fonction de deux variables seulement (les coordonnées des

points de la surface moyenne de la plaque). Dans ce mémoire l’objectif est homogénéiser

ce modèle à partir du modèle de l’élasticité 3D non linéaire classique. Nous considérons

le cas ou la taille de la période de l’hétérogénéité est de même ordre de grandeur que

l’épaisseur de la plaque. La méthode que nous employons est celle de la méthode des

développements asymptotiques à double échelle d’une façon purement formelle.

Notre objectif dans ce travail nous essayons de compter sur les résultats de G.Duvaut

[3] au cas des plaques en théorie "non linéaire" de Von Karman dans le milieu 2D afin

d’atteindre des résultats au milieu 3D . Par une méthode d’homogénéisations asympto-

tique on a réussi réduire un problème tridimensionnel posé sur une plaque de type de

von Karman en un problème bidimensionnel posé sur le plan moyen d’une même plaque

équivalente lorsque l’épaisseur de la plaque tend vers zéro.
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Base d’homogénéisation

L’homogénéisation se fait en suivant trois grandes étapes :

1. . Représentation

2. . Localisation

3. . Homogénéisation

Représentation

Cette étape est la plus importante. Elle consiste en la description mathématique

du matériau hétérogène. On décrira le comportement, la forme, la fraction volumique de

chacune des phases. De plus, outre les cas des structures périodiques, comme les tissus,

on devra introduire des statistiques pour représenter un matériau composé de plusieurs

phases distribuées. Dans la majeure partie des cas, il ne sera pas possible de fournir une

description complète et exacte du matériau. Il faudra donc introduire des hypothèses sim-

plificatrices.

Localisation

Une fois la définition du problème d’homogénéisation à résoudre établie, on doit arriver

à obtenir un lien entre les quantités à l’échelle microscopique (σ, ε) et celles à l’échelle ma-

croscopique (
∑
, E). L’étape de localisation vise principalement à définir deux tenseurs :

• Le tenseur de localisation des déformations.

• Le tenseur de concentration des contraintes.

2
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Homogénéisation

L’homogénéisation est la dernière étape du processus. Elle vise à la détermination de

la relation entre les contraintes macroscopiques et les déformations macroscopique afin de

déterminer les propriétés élastiques effectives à échelle macroscopique.

L’étape d’homogénéisation a pour objectif d’établir le lien entre
∑

etE. Pour ce faire,

nous allons introduire le concept de phase. Une phase va être définie comme un élément

du matériau hétérogène qui a un ensemble de caractéristiques unique.

Nous partageons ce travaille à trois chapitre. Le premier c’est une introduction à l’ho-

mogénéisation. Le deuxième il se compose de deux sections, une section sur les matériau

élastiques non linéaire, et l’autre il défini une problème élastique non linéaire d’un plaque

hétérogène de von Karman . Le dernier chapitre c’est la formulation d’un problème élas-

tique 3D dans un domaine de référence fixé 2D. Et nous finalisée se travail par une

conclusion.

3



Chapitre 1

Exemple introductif à
l’homogénéisation

1.1 Concepts de base pour l’homogénéisation

Avant la formulation, plusieurs concepts et notations de base doivent être définis. Pour

faire face à deux échelles différentes de longueur associés à des comportements microsco-

piques et macroscopiques, coordonnée globale est désignée par x et coordonnée locale par

y. Les coordonnées globales et locales sont liés les unes aux autres par un paramètre réel

positif ε.

y =
x

ε

A partir d’une fonction f(y) Y-périodique dans le repère local, une fonction εY-périodique

f ε(x) dans la coordonnée globale peut être définie comme suit : f ε(x) = f(
x

ε
) = f(y).
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1.2. POSITION DU PROBLÈME CHAPITRE 1. EXP INT A HOM

1.2 Position du problème

On propose un exemple unidimensionnel qu’on trouve dans la plupart des livres (par

exemple [8]) sur l’homogénéisation qui illustre bien la méthode de l’homogénéisation .

(Pε)

{
− d

dx
[a(
x

ε
).
duε

dx
] = f(x), x ∈]0, 1[

uε(0) = uε(1) = 0
(1.1)

sous hypothèse que a(x
ε
) est régulière, périodique et elliptique.

1.2.1 Existence et unicité de uε

Formulation variationnelle du problème

Pour tout v régulier : (Pε).

−
∫ 1

0

d

dx

[
a(
x

ε
)
duε

dx

]
.vdx =

∫ 1

0

f.vdx ⇐⇒
∫ 1

0

a(
x

ε
)
duε

dx
.
dv

dx
dx−

[
a(
x

ε
)
duε

dx
v

]1

0

=

∫ 1

0

fvdx

supposons que a ∈ L∞(0, 1), f ∈ L2(0, 1) .

Soit

V =

{
v ∈ L2(0, 1),

dv

dx
∈ L2(0, 1), v(1) = v(0) = 0

}
= H1

0 (0, 1). (1.2)

Donc la formulation variationnelle du problème (Pε) est :

{
trouver uε ∈ H1

0 (0, 1)tel que∫ 1

0
a(
x

ε
)
duε

dx
.
dv

dx
dx =

∫ 1

0
fvdx ∀v ∈ H1

0 (0, 1).
(1.3)

Posons :  a(uε, v) =
∫ 1

0
a(
x

ε
)
duε

dx
.
dv

dx
dx

l(v) =
∫ 1

0
f.vdx

(1.4)

Il est facile de vérifier que aε(, ) est bilinéaire, symétrique, continue et coercive sur V, et

L(, ) est linéaire continue sur V.

Donc d’après le théorème de Lax-Milgram on a l’existence et l’unicité de uε ∈ H1
0 (0, 1).

Donc maintenant la question qui se pose c’est le comportement lorsque (ε ↓ 0) .

Comme a(
x

ε
)est périodique de période 1 on a la proposition suivante :
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1.2. POSITION DU PROBLÈME CHAPITRE 1. EXP INT A HOM

Proposition 1.2.1 soit a ∈ L∞(R) périodique de période 1 alors la suite de fonction

a(
.

ε
) converge faiblement (*) vers la fonction constante 〈a〉 =

∫ 1

0
adx.

Proposition 1.2.2 La solution uε ∈ H1
0 (0, 1) de (Pε) converge fortement dans L2 vers

u∗ ∈ H1
0 (0, 1) solution de − d

dx

[
1

〈1/a〉
du∗

dx

]
=f.

Preuve. On a :

∫ 1

0

a(
x

ε
)
duε

dx
.
dv

dx
dx =

∫ 1

0

fvdx ∀v ∈ H1
0 (0, 1) (1.5)

si on prend v = uε alors on a∫ 1

0

a(
x

ε
)
duε

dx
.
duε

dx
dx =

∫ 1

0

fuεdx 6 ‖f‖L2‖uε‖L2

( d’après l’inégalité de Cauchy Schwartz).

En utilisant l’inégalité de Poincaré on obtient :

a0

c2
‖uε‖2

L2 6 a0‖
duε

dx
‖2
L2 6 ‖f‖L2 .‖uε‖2

L

(i) ‖uε‖L2 6 c

(ii) ‖du
ε

dx
‖L2 6 C

Ceci implique la premier inégalité (i) est majorée implique qu’ il existe une sous suite (uε)

qui converge faiblement vers u∗ dans L2.

La même pour la deuxième inégalité (ii) elle converge faiblement vers ξ dans L2 on montre

ensuite que ξ =
du∗

dx
.

H1(0, 1) ↪→ L2(0, 1) =⇒ uε converge fortement vers u∗ dans L2.

− d

dx

[
a(
x

ε
)
duε

dx

]
= f ⇐⇒ −a(

x

ε
)
duε

dx
=

∫ 1

0

f.dx+ cε.

6



1.3. HOMOGÉNÉISATION PAR LA MÉTHODE
DOUBLE ÉCHELLE CHAPITRE 1. EXP INT A HOM

cε reste bornée ∀ε =⇒ cε → c.

−du
ε

dx
=

1

a
(
x

ε
)

(∫ 1

0

f.dx+ cε

)
.
1

a
∈ L∞ et périodique =⇒ 1

a
converge faiblement étoile vers

〈
1

a

〉
.

Donc :

−du
ε

dx
=

1

a
(
x

ε
)

(∫ 1

0

f.dx+ cε

)
⇀

〈
1

a

〉(∫ 1

0

f.dx+ c

)
=⇒ du∗

dx
= −

〈
1

a

〉(∫ 1

0

f.dx+ c

)
.

− 1〈
1

a

〉 du∗
dx

=
∫ 1

0
f.dx+ c.

− d

dx

 1〈
1

a

〉 du∗
dx

 = f .

Alors le problème homogénéisé (PH)est

(PH)

 −
d

dx

[
1

〈1/a〉
du∗

dx

]
= f.

u∗(0) = u∗(1) = 0
(1.6)

1.3 Homogénéisation par la méthode
double échelle

1.3.1 Conditions d’applications :

•Milieux hétérogènes à structure périodique lorsque la période est petite par rapport

aux dimensions du milieux.

•Milieux composites .

•Mélanges solides, fluides-solides,fluides,milieux poreux.
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1.3. HOMOGÉNÉISATION PAR LA MÉTHODE
DOUBLE ÉCHELLE CHAPITRE 1. EXP INT A HOM

•Cas aléatoire.

Soit Ω un ouvert de Rn, de frontière ∂Ω régulière.

On considère le problème aux limites

(Pε)

 −
∂

∂xi
(aij

∂uε

∂xj
) = f(x) x ∈ Ω ⊂ Rn

uε|∂Ω = 0
(1.7)

1.3.2 Développement asymptotique

Sous l’hypothèse que les aij sont régulières et périodiques et aij(y) sont elliptiques, la

solution du problème (Pε) dépendra de x et ε .

On prend uε.

uε = u0(x,
x

ε
) + εu1(x,

x

ε
) + ...+ εkuk(x,

x

ε
) + ... (1.8)

si

φε(x) = ψ(x,
x

ε
)

alors
d

dx
φε =

∂ψ

∂x
+

1

ε

∂ψ

∂y
.

On substitue uε(x) par (1.8)dans l’équation (Pε) , et on utilise la règle de la chaine

(dérivation d’une fonction composée ). On obtient :

−(
∂

∂xi
+

∂

ε∂yi
)

[
aij(y)(

∂

∂xj
+

∂

ε∂yj
)(u0 + εu1 + ε2u2 + ...)

]
= f

= − 1

ε2

[
∂

∂yi
(aij(y)

∂

∂yj
)(u0 + εu1 + ...)

]
−1

ε

{[
∂

∂xi
(aij(y)

∂

∂yj
)

]
+

[
∂

∂yi
(aij(y)

∂

∂xj
)

]
(u0 + εu1 + ...)

}

−
{
∂

∂xi

(
aij(y)

∂

∂xj

)
(u0 + εu1 + ...)

}
= f

.

8



1.3. HOMOGÉNÉISATION PAR LA MÉTHODE
DOUBLE ÉCHELLE CHAPITRE 1. EXP INT A HOM

Posons

Aε =
1

ε2
A−2 +

1

ε
A−1 + A0 + εA1 + .....

A−2u0 = − ∂

∂yi

[
aij(y)

∂u0

∂yj

]
= 0. (1.9)

A−1(u0, u1) = − ∂

∂yi

[
aij(y)

∂u1

∂yj

]
− ∂

∂xi

[
aij(y)

∂u0

∂yj

]
− ∂

∂yi

[
aij(y)

∂u0

∂xj

]
= 0. (1.10)

A0(u0, u1, u2) = − ∂

∂xi

[
aij(y)

∂u0

∂xj

]
− ∂

∂xi

[
aij(y)

∂u1

∂yj

]
− ∂

∂yi

[
aij(y)

∂u1

∂yj

]
− ∂

∂yi

[
aij(y)

∂u2

∂yj

]
= f.

(1.11)

Etude de l’équation (1.9)

A−2u0 = − ∂

∂yi

[
aij(y)

∂u0

∂yj

]
= 0

. On définit :

Hy = {v ∈ L2
loc(Rn), Y − periodique}.

Vy = {v ∈ H1
loc(Rn), Y − periodique}

Lemme 1.3.1 Soit Aφ = F un problème aux limites posé sur une période de référence Y

, A = − ∂

∂yi
(aij(y)

∂

∂yj
).

Les hypothèses : φ est Y-périodique, F ∈ Hy alors :

-∃ une solution faible φ Y-périodique si et seulement si 〈F 〉 =
1

|Y |
∫
Y
Fdy = 0.

- Si la solution φ existe , alors il est unique a une constante additive prés .

Alors multiplions (1.9) par v ∈ VY :

−
∫
Y

∂

∂yi

[
aij(y)

∂u0

∂yj

]
v =

∫
Y

0v.

=

∫
Y

aij(y)
∂u0

∂yj

∂v

∂yi
−
∫
∂Y

aij(y)
∂u0

∂yj
v.ndσ.

9



1.3. HOMOGÉNÉISATION PAR LA MÉTHODE
DOUBLE ÉCHELLE CHAPITRE 1. EXP INT A HOM

La formulation variationnelle de (1.9) est :trouver u0 ∈ Vy

ay (u0, v) =
∫
Y
aij(y)

∂u0

∂yj

∂v

∂yi
dy ∀v ∈ Vy

(1.12)

Par application du lemme précédent notre problème admet une solution unique (à une

constante additive près ) dans Vy.

Dans la formulation variationnelle on prend v = u0, on obtient :

.

c‖∂u
0

∂yi
‖2
Hy ≤ ay(u

0, u0) =

∫
Y

aij(y)
∂u0

∂yj

∂u0

∂yi
dy = 0

.

=⇒ ∂u0

∂yi
≡ 0 =⇒ u0 ≡ u0(x)

1.3.3 Etude de l’équation microscopique

D’après l’équation (1.11)

A−1(u0, u1) = − ∂

∂yi

[
aij(y)

∂u1

∂yj

]
− ∂

∂xi

[
aij(y)

∂u0

∂yj

]
− ∂

∂yi

[
aij(y)

∂u0

∂xj

]
= 0.

On a le deuxième terme est nulle par ce que u0 dépend seulement de x .

L’équation microscopique (locale)

− ∂

∂yi

[
aij(y)

(
∂u1

∂yj
+
∂u0

∂xj

)]
= 0 (1.13)

Soit

〈φ〉 = φ̃ =
1

|Y |

∫
Y

φdy

l’opérateur moyenne.

Résolution de (1.13) : on suppose que u0 est donné, alors l’équation microscopique sert à

chercher u1 en fonction de u0 alors :

(Ploc)

 −
∂

∂yi

[
aij(y)

(
∂u1

∂yj

)]
=

∂

∂yi
aij(y)

∂u0

∂xj
u1 est Y-périodique

(1.14)

10



1.3. HOMOGÉNÉISATION PAR LA MÉTHODE
DOUBLE ÉCHELLE CHAPITRE 1. EXP INT A HOM

D’après le lemme précèdent le problème (Ploc) admet une solution unique u1 à une

constante additive près dans Vy si et seulement si :

〈F 〉 =

[
∂

∂yi
aij(y)

∂u0

∂xj

]̃
= 0.

〈F 〉 =
1

|Y |

∫
Y

∂

∂yi
aij(y)

∂u0

∂xj
dy =

∂u0

∂xj

1

|Y |

∫
Y

∂

∂yi
aij(y)dy

=
∂u0

∂xj

1

|Y |

∫
∂Y

aij(y)nidσ

(d’après la formule de Green).

Soit ψ = (ψk) ∈ VY solution de :
− ∂

∂yi

[
aij(y)

ψ(k)

∂yj

]
=

∂

∂yi
(aik)

ψk est Y-périodique
ψ̃k = 0

(1.15)

Alors :

u1(x, y) =
∂u0

∂xk
ψk(y) + ŭ1(x) (1.16)

1.3.4 Etude de l’équation macroscopique
(globale)

D’après l’équation(1.11)

A0u0 = f ⇐⇒ A0(u0, u1, u2) = − ∂

∂xi

[
aij(y)

[
∂u0

∂xj
+
∂u1

∂yj

]]
− ∂

∂yi

[
aij(y)

[
∂u1

∂xj
+
∂u2

∂yj

]]
= f

(1.17)

On a la moyenne du deuxième terme est égal à zéro d’après la périodicité. Alors l’équation

macroscopique(1.12) revient

− ∂

∂xi

[
aij(y)(

∂u0

∂xj
+
∂u1

∂yj
)

]̃
= f̃ = f (1.18)

On remplace u1 par sa valeur (1.16) on obtient

− ∂

∂xi

[
aij(y)(

∂u0

∂xj
+
∂u0

∂xk

∂ψ(k)

∂yj
)

]̃
= f (1.19)
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1.3. HOMOGÉNÉISATION PAR LA MÉTHODE
DOUBLE ÉCHELLE CHAPITRE 1. EXP INT A HOM

− ∂

∂xi

[
aij(y)

(
δjk +

∂ψ(k)

∂yj

)
∂u0

∂xk

]̃
= f (1.20)

− ∂

∂xi

[
aij(y)

(
δjk +

∂ψ(k)

∂yj

)]̃
∂u0

∂xk
= f (1.21)

Soit

aHik =
1

|Y |

∫
Y

[
aij(y)(δkj +

∂ψ(k)

∂yj
)

]
dy

Alors on obtient à la fin

− ∂

∂xi

[
aHik.

∂u0

∂xk

]
= f (1.22)

C’est l’équation homogénéise .

aHik : les coefficients homogénéises qui vérifient des propriétés d’ellipticité et de symétrie.
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Chapitre 2

Matériaux élastiques non linéaire

2.1 matériau élastiques

Définition 2.1.1 (voir [9])

On dira qu’un matériau est élastique s’il existe un état de référence sans contrainte et si ,

après déformation , le tenseur des contraintes ne dépend que du tenseur des déformations

calculé à partir de cet état de référence .

2.1.1 Problème dans le cadre de l’élasticité

On suppose que Ω est un domaine de R3 , ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 , Γ1 ∩ Γ2 = ∅

On applique deux forces :

f :force volumique sur Ω

g :force extérieure sur Γ2
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2.1. MATÉRIAU ÉLASTIQUES
CHAPITRE 2. MAT ÉLAS NON LINÉ

Cas : élasticité linéaire

On considère (PL) un problème d’élasticité linéaire :

(PL)



trouver u = (ui)1≤i≤3

−∂jσij = fi , (i = 1, 2, 3)

σij = aijkl(x)ekl(u)

u |Γ1= 0

σn = (σijnj) = gi sur Γ2

eij =
1

2
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

) (tenseur des déformations linéaire )

aijkl dépend de x :les coefficients élastiques non homogène

aijkl est indépendant de x :cas homogène

• corps isotrope :symétrique dans toutes les directions

• corps anisotrope :il n’ya pas de symétrique

Cas : élasticité non linéaire

On considère (PNL) un problème d’élasticité non linéaire :

(PNL)



trouver u = (ui)1≤i≤3

−∂j[σij + σkj∂kui] = fi , (i = 1, 2, 3)

σij = aijkl(x)γ̄kl(u)

u |Γ1= 0

σn = (σijnj) = gi sur Γ2

γ̄ij(u) =
1

2
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

+
∂um
∂xj

∂um
∂xi

) (tenseur des déformations non linéaire )

Propriétés de A = (aijkl)

1-La symétrie :

aijkl = ajikl = aklij = aklji
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2.1. MATÉRIAU ÉLASTIQUES
CHAPITRE 2. MAT ÉLAS NON LINÉ

2-Ellipticité :

∃c > 0 ∀ξij = ξji, (ξ = (ξij))

aijklξklξij ≥ c ξijξij

3- aijkl ∈ L∞(Ω)

2.1.2 Les plaques du type de von Karman

On considère dans le cadre de l’élasticité non linéaire une plaque élastique tridimension-

nelle non homogène et anisotrope dont l’épaisseur constante d’une façon non symétrique

par rapport au plan moyen en général.

On suppose que l’épaisseur de la plaque est de même ordre de grandeur ε que la taille de

la période , si la surface supérieure et inférieure sont planes alors on s’appelle la plaque

une plaque élastique de von Karman .

Si les forces volumiques et surfaciques sont verticales alors on obtient la formulation varia-

tionnelle du problème bidimensionnel des plaques élastiques, non linéaires, non homogènes

et anisotropes de von Karman.

Définition 2.1.2 (Forces du type de von Karman) voir [5]

Ces forces spécifiques forcent à agir sur la frontière Γε0 = γ×[−ε, ε] de sa face latérale sont

horizontales , en conséquence les déplacements admissibles sont ceux dont les composantes

horizontales sont indépendantes de la variable verticale et dont la composante verticale

disparaît. Ces conditions aux limites sont les suivantes :u
ε
3 = 0 sur Γε0 et uεα indépendants de xε3 sur Γε0
1

2ε

∫ ε
−ε(σ

ε
αβ + σεkβ

∂uεα
∂xεk

)νβ = hεα sur Γε0
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2.2. HOMOGÉNÉISATION D’UNE PLAQUE DE VON KARMAN
CHAPITRE 2. MAT ÉLAS NON LINÉ

2.2 Homogénéisation d’une plaque de von Karman

2.2.1 Position du problème

Soit ω un domaine dans le plan parcouru par les vecteurs eα.

Nous désignons par (να) et (τα) le vecteur normal de l’unité et le vecteur tangent unitaire

le long de la frontière γ de ω, lié par ν1 = τ2,−ν2 = τ1 . Etant donné ε > 0 , soit :
Ωε = ω × {−ε,+ε}
Γε± = ω × {±ε}
Γε0 = γ×]− ε,+ε[

(2.1)

De sorte que la frontière ∂Ωε de l’ensemble Ωε est partitionnée en la face latérale γ×[−ε, ε]

et les faces supérieure et inférieure Γε+ et Γε−.

Enfin on désigne par (nεi ) : ∂Ωε −→ R3 , le vecteur normal extérieur de unitaire le long

de ∂Ωε , Donc (nεi ) = (ν1, ν1, 0) le long de la face latérale γ× [−ε, ε] . Nous supposons que

pour chaque ε > 0 , l’ensemble Ω̄ε est la configuration de référence d’une plaque élastique

non linéaire, soumise à trois types de forces appliquées

•Les forces volumiques de densité (f εi ) : Ωε −→ R3

• Forces de surface agissant sur les faces supérieure et inférieure, de densité

(gεi ) : Γε+ ∪ Γε− −→ R3

•Forces de surface appliquées parallèlement au plan parcouru par les vecteurs qui agissent

sur la face latérale γ × [−ε, ε], dont seule la densité résultante :

(hε1, h
ε
2, 0) : γ −→ R3

Comme le montre la figure :
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2.2. HOMOGÉNÉISATION D’UNE PLAQUE DE VON KARMAN
CHAPITRE 2. MAT ÉLAS NON LINÉ

Figure 2.1 –

Par unité de longueur, obtenue par intégration à travers l’épaisseur, est connue le long

de la frontière γ de la surface moyenne ω de la plaque.

Nous supposons à ce stade que 
f εi ∈ L2(Ωε).

gεi ∈ L2(Γε+ ∪ Γε−)

hεα ∈ L2(γε)

(2.2)

Pour les indices grecs (α, β = 1, 2) et les indices latins (i, j = 1, 2, 3)

Les conditions aux limites impliquant le champ de déplacement uε = (uεi ) : Ωε −→ R3

sont : uεi indépendant de xε3 et uε3 = 0 sur γ × [−ε, ε].

Nous supposons que la plaque est constituée d’un matériau de St Venant-Kirchhoff, mais

l’analyse actuelle porte sur des matériaux élastiques non linéaires

Le problème tridimensionnel consiste alors à trouver le champ vectoriel de déplacement

uε = (uεi ) : Ωε −→ R3 et le second champ de tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff

Hε = (σεij) :−→ S3 (S3 désigne l’ensemble de toutes les matrices symétriques d’ordre 3)

qui satisfont les équations d’équilibre :

− ∂

∂xεj
(σεij + σεkj

∂uεi
∂xεk

) = f εi dans Ωε

(Aσε)ij = γ̄ij(u
ε) dans Ωε

(σεi3 + σεk3

∂uεi
∂xεk

)nε3 = gεi sur Γε+ ∪ Γε−, .

1

2ε

∫ ε
−ε(σ

ε
αβ + σεkβ

∂uεα
∂xεk

)νβ = hεα sur Γε0

(2.3)
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2.2. HOMOGÉNÉISATION D’UNE PLAQUE DE VON KARMAN
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et les conditions aux limites

uε3 = 0 sur Γε0 et uεα indépendants de xε3 sur Γε0 (2.4)

Les équations tridimensionnelles sont caractérisées par des conditions aux limites spéci-

fiques sur toute la face latérale γ × [−ε, ε], où γ = ∂ω. Des forces de surface appliquées

parallèlement au plan parcouru par les vecteurs eα agissent sur la face latérale à travers

leur résultat (hεα) : γ −→ R2 obtenu par intégration à travers l’épaisseur de la plaque.

Les déplacements admissibles sont indépendants de xε3 et uε3 = 0 le long de γ× [−ε, ε], en

d’autres termes, tout segment "vertical" le long de la face latérale ne peut subir que des

déplacements "horizontales".

Enfin, toutes les forces appliquées sont "verticales", c’est-à-dire f εα = 0 et gεα = 0 .

Les coefficients sont définis de la manière suivante :

Soit aijkh(y) des fonctions bornées définies pour y ∈ R2×]−1, 1[ et Y-périodique sur y1, y2

et (Y =]0, y1[×]0, y2[) .

On pose Y = Y×]− 1, 1[.

Ces fonctions satisfont les conditions suivantes :
aijkh(y) = ajikh(y) = akhij(y) p.p y ∈ Y
∃m > 0 tel que ∀τ = (τij), τij = τji

mτijτij ≤ aijkh(y)τijτkh p.p y ∈ Y .
∃M > 0 tel que M = sup aijkh(y), y ∈ Y , (k, h = 1, 2, 3).

(2.5)

On suppose que l’épaisseur de la plaque est de même ordre de grandeur ε que la taille de

la période.

18



2.2. HOMOGÉNÉISATION D’UNE PLAQUE DE VON KARMAN
CHAPITRE 2. MAT ÉLAS NON LINÉ

2.2.2 Problème d’équilibre d’une plaque hétérogène
de Von Karman

Le problème d’équilibre d’une plaque 3D hétérogène de Von Karman est :

(P ε)



− ∂

∂xεj
(σεij + σεkj

∂uεi
∂xεk

) = f εi dans Ωε

(Aσε)ij = γ̄ij(u
ε) dans Ωε

(σεi3 + σεk3

∂uεi
∂xεk

)nε3 = gεi sur Γε+ ∪ Γε−, .

1

2ε

∫ ε
−ε(σ

ε
αβ + σεkβ

∂uεα
∂xεk

)νβ = hεα sur Γε0 .

uε3 = 0 sur Γε0
uεα indépendants de xε3 sur Γε0

(2.6)

En "première approximation", on peut chercher des lois de comportement dans lesquelles

la relation entre σεij(xε) et γ̄kl(uε(xε)) est linéaire :

σεij(x
ε) = aijkl(x

ε)γ̄εkl(u
ε(xε)) (2.7)

Définition 2.2.1 La application A : S3 −→ S3, S3 est l’espace des tenseurs symétriques

d’ordre 3 , est définie par : (AX)ij = bijklXkl,∀X = (Xij) ∈ S3. la application A−1 :

S3 −→ S3 est définie par : (A−1Y )ij = aijklYkl, ∀Y = (Yij) ∈ S3 , les fonctions aijkl sont

les coefficient élastique , ils vérifient les propriétés de symétrie (2.5)

voir ([1])

et les composantes du tenseur de déformation non linéaire :

γ̄εij(u
ε) =

1

2
(
∂uεi
∂xεj

+
∂uεj
∂xεi

) +
1

2

∂uεk
∂xεi

∂uεk
∂xεj

(2.8)

2.2.3 Formulation variationnelle mixte du problème

Nous définissons également les espaces :{
Hε = {τ ε = (τ εij) ∈ L2(Ωε)s (s pour "symétrique"), }
V ε = {vε ∈ W 1,4(Ωε) | vεα est indépendant de xε3 sur Γε0 et vε3 = 0 sur Γε0}

(2.9)
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2.2. HOMOGÉNÉISATION D’UNE PLAQUE DE VON KARMAN
CHAPITRE 2. MAT ÉLAS NON LINÉ

Le problème consiste à trouver un couple (σε, uε) ∈ Hε × V ε tel que :

(Aσε)ij = γ̄εij(u
ε). dans Ωε (2.10)

alors :

∫
Ωε

(Aσε)ijτ
ε
ij =

∫
Ωε
γ̄εij(u

ε)τ εij , ∀τ ε ∈ Hε. (2.11)

−
∫

Ωε

∂

∂xεj
(σεij + σεkj

∂uεi
∂xεk

)vεi dx
ε =

∫
Ωε
f εi v

ε
i dx

ε , ∀vε ∈ V ε (2.12)

En appliquant la formule de Green à l’équation, (2.12) on obtient :

−
∫
∂Ωε

(σεij + σεkj(
∂uεi
∂xεk

))nεjv
ε
i ds

ε +

∫
Ωε

(σεij + σεkj(
∂uεi
∂xεk

))
∂vεi
∂xεj

dxε =

∫
Ωε
f εi v

ε
i dx

ε,∀vε ∈ V ε

(2.13)

d’où :

−
∫

Γε+∪Γε−

gεi v
ε
i ds

ε −
∫

Γε0

hεiv
ε
i ds

ε +

∫
Ωε

(σεij + σεkj(
∂uεi
∂xεk

)
∂vεi
∂xεj

dxε =

∫
Ωε
f εi v

ε
i dx

ε,∀vε ∈ V ε.

(2.14)

En ce qui concerne les données , nous ferons désormais l’hypothèse plus commode :

f εα = 0 , gεα = 0

Le problème consiste à trouver un couple (σε, uε) ∈ Hε × V ε alors :

(P ε)



trouver (σε, uε) ∈ Hε × V ε∫
Ωε

(Aσε)ijτ
ε
ij =

∫
Ωε
γ̄ij(u

ε)τ εij , ∀τ ε ∈ Hε.

∫
Ωε
σεij

∂vεi
∂xεj

dxε +
∫

Ωε
σεkj

∂uεi
∂xεk

∂vεi
∂xεj

dxε =
∫

Ωε
f ε3v

ε
3dx

ε +
∫

Γε+∪Γε−
gε3v

ε
3ds

ε+∫
γ
(
∫ ε
−ε v

ε
αdx

ε
3)hεα , ∀vε ∈ V ε

(2.15)

2.2.4 Existence et unicité de uε

Nous allons donner un résultat d’existence pour le problème non-linéaire tridimension-

nel dans un cas particulier .
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Théorème 2.2.2 ( voir [4][p.19− 20])

On suppose que Γ0 = Γ (et que Γ est "aussi régulière que nécessaire"), auquel cas l’espace

V ε est l’espace (W 1,4
0 (Ωε))3. Pour p > 3 , il existe un voisinage F de 0 dans (Lp(Ωε))3 et il

existe un voisinage U de 0 dans (W 2,p(Ωε)∩W 1,p
0 (Ωε))3 tel que pour tout f ε = (f εi )3

i=1 ∈ Hε

, il existe une et une seule solution du problème (σε, uε) ∈ Hε × V ε.

Preuve. ( voir [4][p.20− 21])
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Chapitre 3

Formulation du problème dans un
domaine de référence

Nous allons définir un problème équivalent au problème (2.15) mais posé sur un ouvert

indépendant de ε :

3.1 La mise à l’échelle

Notons par : {
Ω = ω × ]−1, 1[ ,Γ0 = γ × [−1, 1]

Γ+ = ω × {+1} ,Γ− = ω × {−1}
(3.1)

A tout point x ∈ Ω on associe le point xε ∈ Ωε par la correspondance

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω −→ xε = (x1, x2, εx3) ∈ Ωε

et à tout élément τ ε = (τ εij) ∈ Hε et tout vε ∈ V ε, nous faisons correspondre l’élément

τ = (τij) ∈ H et l’élément v = (vi) ∈ V par :
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{
H = {τ = τij ∈ L2(Ω)s}
V = {v ∈ W 1,4(Ω) | vα est indépendant de x3 sur Γ0 et v3 = 0 sur Γ0}

(3.2)

Nous suivons Ciarlet et Destuynder [7],nous effectuons les mise à l’échelle sur les dépla-

cements, les contraintes, les forces volumiques est les forces surfaciques :
τ εαβ(xε) = ε2ταβ(ε)(x).

τ εα3(xε) = ε3τα3(ε)(x).

τ ε33(xε) = ε4τ33(ε)(x).

(3.3)

{
vεα(xε) = ε2vα(ε)(x).

vε3(xε) = εv3(ε)(x)
(3.4)

En ce qui concerne les données, nous ferons désormais l’hypothèse plus commode :

f εα = 0 ; gεα = 0.

Définissons enfin les fonctions

f3 , g3 et hα :


f ε3 (xε) = ε3f3(ε)(x).

gε3(xε) = ε4g3(ε)(x).

hεα(y) = ε2hα(y).

(3.5)

Dans ces conditions, il est clair que l’on a : fi ∈ L2(Ω) ; gi ∈ L2(Γ+ ∪ Γ−) ;hα ∈ L2(γ)

On utilise le règle de dilatation : 
∂

∂xεα
=

∂

∂xα
∂

∂xε3
=

1

ε

∂

∂x3

(3.6)

∫
Ωε
τ εij γ̄

ε
ij(v

ε)dxε =

∫
Ωε
τ εαβγ̄

ε
αβ(vε)dxε + 2

∫
Ωε
τ εα3γ̄

ε
α3(vε)dxε +

∫
Ωε
τ ε33γ̄

ε
33(vε)dxε (3.7)

γ̄αβ(v(ε)) = ε2 1

2

[
∂vα(ε)

∂xβ
+
∂vβ(ε)

∂xα
+
∂v3(ε)

∂xα

∂v3(ε)

∂xβ

]
+ ε4 1

2

∂vδ(ε)

∂xα

∂vδ(ε)

∂xβ

γ̄α3(v(ε)) = ε
1

2

[
∂vα(ε)

∂x3

+
∂v3(ε)

∂xα
+
∂v3(ε)

∂xα

∂v3(ε)

∂x3

]
+ ε3 1

2

∂vδ(ε)

∂xα

∂vδ(ε)

∂x3

γ̄33(v(ε)) =
1

2

[
∂v3(ε)

∂x3

+
∂v3(ε)

∂x3

+
∂v3(ε)

∂x3

∂v3(ε)

∂x3

]
+ ε2 1

2

∂vδ(ε)

∂x3

∂vδ(ε)

∂x3

(3.8)
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où : 
γ̄αβ(v(ε)) = ε2Iαβ(ε) + ε4Kαβ(ε)

γ̄α3(v(ε)) = εIα3(ε) + ε3Kα3(ε)

γ̄33(v(ε)) = I33(ε) + ε2K33(ε)

(3.9)

Avec :
Iij(v(ε)) =

1

2

[
∂vi(ε)

∂xj
+
∂vj(ε)

∂xi

]
+

1

2

∂v3(ε)

∂xi

∂v3(ε)

∂xj
= eij(ε) +

1

2

∂v3(ε)

∂xi

∂v3(ε)

∂xj

Kij(v(ε)) =
1

2

∂vδ(ε)

∂xi

∂vδ(ε)

∂xj
(δ = 1, 2)

(3.10)

Avec ces notations, il est aisé que les composantes de le deux équations (2.15) deviennent :∫
Ωε
τ εij γ̄

ε
ij(v

ε)dxε = ε

∫
Ω

[ε4ταβ(ε)Iαβ(ε) + ε6ταβ(ε)Kαβ(ε)]dx+ 2ε

∫
Ω

[ε4τα3(ε)Iα3(ε)+

ε6τα3(ε)Kα3(ε)]dx+ ε

∫
Ω

[ε4τ33(ε)I33(ε) + ε6τ33(ε)K33(ε)]dx =

ε5

∫
Ω

τij(ε)Iij(v(ε))dx+ ε7

∫
Ω

τij(ε)Kij(v(ε))dx

(3.11)∫
Ωε
f ε3v3dx

ε +

∫
Γε+∪Γε−

gε3v3ds+

∫
γ

(

∫ ε

−ε
vαdx

ε
3)hεα = ε5

{∫
Ω

f3v3dx+

∫
Γ+∪Γ−

g3v3ds+∫
γ

(

∫ +1

−1

vαdx3)hα

}
(3.12)

d’autre part

(Aσε)ijτ
ε
ij = bijklσ

ε
klτ

ε
ij (3.13)∫

Ωε
(Aσε)ijτ

ε
ij =

∫
Ωε

[bαβγδσ
ε
γδτ

ε
αβ + 2bαβγ3σ

ε
γ3τ

ε
αβ + bαβ33σ

ε
33τ

ε
αβ + 2bα3γδσ

ε
γδτ

ε
α3 + 4bα3γ3σ

ε
γ3τ

ε
α3+

2bα333σ
ε
33τ

ε
α3 + b33γδσ

ε
γδτ

ε
33 + 2b33γ3σ

ε
γ3τ

ε
33 + b3333σ

ε
33τ

ε
33]dxε

= ε

∫
Ω

[ε4bαβγδσγδταβ + 2ε5bαβγ3σγ3ταβ + ε6bαβ33σ33ταβ + 2ε5bα3γδσγδτα3 + 4ε6bα3γ3σγ3τα3+

2ε7bα333σ33τα3 + ε6b33γδσγδτ33 + 2ε7b33γ3σγ3τ33 + ε8b3333σ33τ33]dx

Proposition 3.1.1 (voir [1])

Soit (σ(ε), u(ε)) ∈ H × V obtenu à partir d’une solution

(σε, uε) ∈ (Hε × V ε) du problème (2.15) par les formules (3.3)− (3.6). Alors, (σ(ε), u(ε))

est solution des équations variationnelles :
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3.1. LA MISE À L’ÉCHELLE
CHAPITRE 3. FORM DU PROB DANA UN DOM DE RÉFÉ

(P (ε))


trouver (σ, u) ∈ (H × V ) tels que :

∀τ ∈ H : A0(σ, τ) + εA1(σ,τ) + ε2A2(σ, τ) + ε3A3(σ, τ) + ε4A4(σ, τ)−
E(τ, u)− B(τ, u, u)− ε2C(τ, u, u) = 0

∀v ∈ V : E(σ, v) + 2B(σ, u, v) + 2ε2C(σ, u, v) = F(v)

(3.14)

ou, pour des éléments génériques σ ,τ ∈ H et u , v ∈ V , on a posé

A0(σ, τ) =

∫
Ω

bαβγδσγδταβdx (3.15)

A1(σ, τ) = 2

∫
Ω

[bαβγ3σγ3ταβ + bα3γδσγδτα3] dx (3.16)

A2(σ, τ) =

∫
Ω

[bαβ33σ33ταβ + 4bα3γ3σγ3τα3 + b33γδσγδτ33] dx (3.17)

A3(σ, τ) = 2

∫
Ω

[bα333σ33τα3 + b33γ3σγ3τ33] dx (3.18)

A4(σ, τ) =

∫
Ω

b3333σ33τ33dx (3.19)

E(τ, u) =

∫
Ω

τijeij(u)dx (3.20)

B(τ, u, v) =
1

2

∫
Ω

τij
∂u3

∂xi

∂v3

∂xj
dx (3.21)

C(τ, u, v) =
1

2

∫
Ω

τij
∂uδ
∂xi

∂vδ
∂xj

dx (3.22)

F(v) =

{∫
Ω

f3v
ε
3dx+

∫
Γ+∪Γ−

g3v
ε
3ds+

∫
γ

(

∫ +1

−1

vαdx3)hεα

}
(3.23)

les fonctions f3, g3 et hα étant obtenues par les formules (3.5).

eij(u) =
1

2
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
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3.2. DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE
CHAPITRE 3. FORM DU PROB DANA UN DOM DE RÉFÉ

3.2 Développement asymptotique

Nous sommes naturellement conduits à définir une série formelle d’"approximations"

d’une solution (σ(ε), u(ε)) en posant à priori :

(σ(ε), u(ε)) = (σ0, u0) + ε(σ1, u1) + ε2(σ2, u2) + ...... (3.24)

On postule que u(ε), σij(ε) et γ̄ij(ε) admettent des développements asymptotiques

tels que :

σij(ε) = σ0
ij(x̄, y1, y2, y3) + εσ1

ij(x̄, y1, y2, y3) + ε2σ2(x̄, y1, y2, y3) + .... où σkij est Y-périodique

en y1 et y2

(3.25)

u(ε) = u0(x̄) + εu1(x̄, y1, y2, y3) + ε2u2(x̄, y1, y2, y3) + ....où uk est Y-périodique

en y1 et y2

(3.26)

γ̄ij(ε) = γ̄0
ij(x̄, y1, y2, y3) + εγ̄1

ij(x̄, y1, y2, y3) + ε2γ̄2
ij(x̄, y1, y2, y3) + ...où γ̄kij est Y-périodique

en y1 et y2

(3.27)

avec : x̄ = (x1, x2) on prend u0 = u0(x̄) = u0(x1, x2)

donc
∂u0

∂x3

et
∂u0

∂yi
sont égaux à zéro.

Et si on applique la règle de la chaine sur (2.8) on a donc :
∂

∂xα
=

∂

∂xα
+

1

ε

∂

∂yα
∂

∂x3

=
∂

∂y3

(3.28)

alors :

γ̄αβ(ε) =
1

2

(
∂

∂xβ
+

1

ε

∂

∂yβ

)
(u0

α + εu1
α + ...) +

1

2

(
∂

∂xα
+

1

ε

∂

∂yα

)
(u0

β + εu1
β + ...)+

1

2

(
∂

∂xα
+

1

ε

∂

∂yα

)
(u0

m + εu1
m + ...)

(
∂

∂xβ
+

1

ε

∂

∂yβ

)
(u0

m + εu1
m + ...)
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γ̄αβ(ε) =

{
1

2
(
∂u0

α

∂xβ
+
∂u1

α

∂yβ
) +

1

2
ε(
∂u1

α

∂xβ
+
∂u2

α

∂yβ
) + ...

}
+

{
1

2
(
∂u0

β

∂xα
+
∂u1

β

∂yα
) +

1

2
ε(
∂u1

β

∂xα
+
∂u2

β

∂yα
) + ...

}

+

{
1

2
(
∂u0

m

∂xα
+
∂u1

m

∂yα
)(
∂u0

m

∂xβ
+
∂u1

m

∂yβ
) +

1

2
ε

[
∂u0

m

∂xα
(
∂u1

m

∂xβ
+
∂u2

m

∂yβ
) +

∂u1
m

∂xα
(
∂u0

m

∂xβ
+
∂u1

m

∂yβ
)+

∂u1
m

∂yα
(
∂u1

m

∂xβ
+
∂u2

m

∂yβ
) +

∂u2
m

∂yα
(
∂u0

m

∂xα
+
∂u1

m

∂yβ
)

]
+ ....

}

γ̄α3(ε) =
1

2

∂

∂y3

(u0
α + εu1

α + ...) +
1

2

(
∂

∂xα
+

1

ε

∂

∂yα

)
(u0

3 + εu1
3 + ...)+

1

2

(
∂

∂xα
+

1

ε

∂

∂yα

)
(u0

m + εu1
m + ...)

∂

∂y3

(u0
m + εu1

m + ...)

γ̄α3(ε) =

{
1

2
ε
∂u1

α

∂y3

+ ........

}
+

{
1

2
(
∂u0

3

∂xα
+
∂u1

3

∂yα
) +

1

2
ε(
∂u1

3

∂xα
+
∂u2

3

∂yα
) + ...

}
+{

1

2
ε

[
∂u1

m

∂y3

(
∂u0

m

∂xα
+
∂u1

m

∂yα
) +

∂u2
m

∂y3

]
+ ...

}

γ̄33(ε) =
∂

∂y3

(u0
3 + εu1

3 + ...) +
1

2

∂

∂y3

(u0
m + εu1

m + ...)
∂

∂y3

(u0
m + εu1

m + .....)

γ̄0
αβ(x̄, y) =

1

2
(
∂u0

α

∂xβ
+
∂u1

α

∂yβ
) +

1

2
(
∂u0

β

∂xα
+
∂u1

β

∂yα
) +

1

2
(
∂u0

m

∂xα
+
∂u1

m

∂yα
)(
∂u0

m

∂xβ
+
∂u1

m

∂yβ
)

γ̄1
αβ(x̄, y) =

1

2
(
∂u1

α

∂xβ
+
∂u2

α

∂yβ
) +

1

2
(
∂u1

β

∂xα
+
∂u2

β

∂yα
) +

1

2

[
∂u0

m

∂xα
(
∂u1

m

∂xβ
+
∂u2

m

∂yβ
)+

∂u1
m

∂xα
(
∂u0

m

∂xβ
+
∂u1

m

∂yβ
) +

∂u1
m

∂yα
(
∂u1

m

∂xβ
+
∂u2

m

∂yβ
) +

∂u2
m

∂yα
(
∂u0

m

∂xα
+
∂u1

m

∂yβ
)

]

γ̄0
α3(x̄, y) =

1

2
(
∂u0

3

∂xα
+
∂u1

3

∂yα
)

γ̄1
α3(x̄, y) =

1

2

∂u1
α

∂y3

+
1

2
(
∂u1

3

∂xα
+
∂u2

3

∂yα
) +

1

2

∂u1
m

∂y3

(
∂u0

m

∂xα
+
∂u1

m

∂yα
)γ̄

0
33(x̄, y) = 0

γ̄1
33(x̄, y) =

∂u1
3

∂y3

On suppose que les fonctions test v ,τ admettent le développement :

{
v = v0(x̄) + εv1(x̄, y1, y2, y3) + .....

τ = τ 0(x̄, y) + ετ 1(x̄, y1, y2, y3) + ....
(3.29)
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Proposition 3.2.1 Soit Y = πni=1]ai, bi[ et ξ une fonction de Lp(Ω× Y ), 1 ≤ p ≤ ∞.

Prolongeons ξ(x, .) par périodicité de Y à Rn tout entier.

Soit ξε = ξ(x, x
ε
) définie sur Ω alors :

ξε
ε→0
⇀ ξ̃ = 1

|Y |

∫
Y
ξ(x, y)dy dans Lp(Ω), 1 ≤ p <∞

et

ξε
ε→0
∗
⇀ ξ̄ dans L∞(Ω) si p = +∞

.

Preuve. voir Sanchez Palencia [8]

En remplaçant dans l’expression (3.14) les relations (3.25), (3.26) et (3.29) et en égalant

les termes du même ordre par rapport à ε.

Nous obtenons :

(P (ε))



A0((σ0 + εσ1 + ...), (τ 0 + ετ 1 + ...)) + εA1((σ0 + εσ1 + ...), (τ 0 + ετ 1 + ...))+

ε2A2((σ0 + εσ1 + ...), (τ 0 + ετ 1 + ...)) + ε3A3((σ0 + εσ1 + ...), (τ 0 + ετ 1 + ...))+

ε4A4((σ0 + εσ1 + ...), (τ 0 + ετ 1 + ...))− E((τ 0 + ετ 1 + ...), (u0 + εu1 + ...))−
B((τ 0 + ετ 1 + ...), (u0 + εu1 + ...), (u0 + εu1 + ...))−
ε2C((τ 0 + ετ 1 + ...), (u0 + εu1 + ...), (u0 + εu1 + ...)) = 0 ∀τ ∈ H
E((σ0 + εσ1 + ...), (v0 + εv1 + ...))+

2B((σ0 + εσ1 + ...), (u0 + εu1 + ...), (v0 + εv1 + ...))+

2ε2C((σ0 + εσ1 + ...), (u0 + εu1 + ...), (v0 + εv1 + ...)) = F((v0 + εv1 + ...)) ∀v ∈ V
(3.30)

A l’ordre ε0 on trouve :

(P (ε0))


trouver(σ0, u0) ∈ (H × V )

∀τ ∈ H : A0(σ0, τ 0)− E(τ 0, u0)− B(τ 0, u0, u0) = 0

∀v ∈ V : E(σ0, v0) + 2B(σ0, u0, v0) = F(v0)

(3.31)

On définit :

Hy = {v ∈ L2
loc(R3) ,Y-périodique en y1, y2 } .
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Vy =
{
v ∈ W 1,4

loc (R3) ,Y-périodique en y1, y2

}
Nous avons pour l’ordre (ε0) :

trouver (σ0, u0) ∈ (Hy × V )∫
Ω
bαβγδσ

0
γδτ

0
αβdx−

∫
Ω
τ 0
ije

0
ij(u

0)dx− 1

2

∫
Ω
τ 0
ij

∂u0
3

∂xi

∂u0
3

∂xj
dx = 0 ,∀τ 0 ∈ H.∫

Ω
σ0
ije

0
ij(v)dx+

∫
Ω
σ0
ij

∂u0
3

∂xi

∂v0
3

∂xj
dx = F(v) ,∀v ∈ V.

(3.32)

où :

σ0
ij = aijklγ̄

0
kl (3.33)

donc :

σ0
ij = aijλµγ̄

0
λµ(u) + 2aijλ3γ̄

0
λ3(u) (3.34)

alors :

σ0
ij = aijλµ

[
1

2
(
∂u0

λ

∂xµ
+
∂u1

λ

∂yµ
) +

1

2
(
∂u0

µ

∂xλ
+
∂u1

µ

∂yλ
) +

1

2
(
∂u0

m

∂xλ
+
∂u1

m

∂yλ
)(
∂u0

m

∂xµ
+
∂u1

m

∂yµ
)

]
+

2aijλ3

[
1

2
(
∂u0

3

∂xλ
+
∂u1

3

∂yλ
)

] (3.35)

e0
αβ(v) =

1

2
(
∂v0

α

∂xβ
+
∂v1

α

∂yβ
) +

1

2
(
∂v0

β

∂xα
+
∂v1

β

∂yα
) = exαβ(v0) + eyαβ(v1)

e0
α3(v) =

1

2

∂v0
α

∂y3

+
1

2
(
∂v0

3

∂xα
+
∂v1

3

∂yα
) =

1

2
∂xαv

0
3 +

1

2
∂yαv

1
3 car

∂v0
α

∂y3

= 0

e0
33(v) =

∂v0
3

∂y3

= 0

on applique la proposition (2.3.1) à (3.32) :
1

|Y |
∫
ω×Y bαβγδσ

0
γδτ

0
αβdx̄dy −

1

|Y |
∫
ω×Y τ

0
ije

0
ij(u

0)dx̄dy − 1

2

1

|Y |
∫
ω×Y τ

0
ij

∂u0
3

∂xi

∂u0
3

∂xj
dx̄dy = 0 ,∀τ 0 ∈ H.

1

|Y |
∫
ω×Y σ

0
ije

0
ij(v)dx̄dy +

1

|Y |
∫
ω×Y σ

0
ij

∂u0
3

∂xi

∂v0
3

∂xj
dx̄dy = F(v) ,∀v ∈ V.

(3.36)

Prenons le choix v0 = 0 dans (3.36) alors :
∫
ω×Y

[
bαβγδσ

0
γδτ

0
αβ − [τ 0

αβ(exαβ(u0) + eyαβ(u1)) + τ 0
α3(∂xαu

0
3 + ∂yαu

1
3)]− 1

2
τ 0
αβ

∂u0
3

∂xα

∂u0
3

∂xβ

]
dx̄dy = 0 ,

∀τ 0 ∈ H.∫
ω×Y

[
σ0
αβe

y
αβ(v1) + σ0

α3∂
y
αv

1
3

]
dx̄dy = 0 ,∀v ∈ V (Équation microscopique)

(3.37)
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3.3 L’étude de l’équation microscopique

On prend v1 = θ(x̄)W (y), θ ∈ D(ω), W ∈ VY .

W = (W1,W2,W3) , x̄ = (x1, x2) et θ > 0∫
ω×Y

[
σ0
αβe

y
αβθ(W ) + σ0

α3∂
y
αθW3

]
dx̄dy = 0 ,∀ θ ∈ D(ω).

⇒ ∫
ω

(∫
Y

σ0
αβe

y
αβ(W )dy

)
θdx̄+

∫
ω

(∫
Y

σ0
α3∂

y
αW3dy

)
θdx̄ = 0 ∀ θ ∈ D(ω)

⇒ ∫
Y

σ0
αβe

y
αβ(W )dy +

∫
Y

σ0
α3∂

y
αW3dy = 0 ∀ W ∈ VY

⇒∫
Y

[aαβλµγ̄
0
λµ(u) + 2aαβλ3γ̄

0
λ3(u)]eyαβ(W )dy +

∫
Y

[aα3λµγ̄
0
λµ(u) + 2aα3λ3γ̄

0
λ3(u)]∂yαW3dy = 0

∀ W ∈ VY
⇒

Le problème local est :

(P 1
loc)



trouver u1(x, .) ∈ Vy (en supposant que u0 est connue)∫
Y

[aαβλµ[γ̄yλµ(u1) +
1

2
[∂xλu

0
m∂

y
µu

1
m + ∂yλu

1
m∂

x
µu

0
m]] + aαβλ3∂

y
λu

1
3]eyαβ(W )dy+∫

Y

[aα3λµ[γ̄yλµ(u1) +
1

2
[∂xλu

0
m∂

y
µu

1
m + ∂yλu

1
m∂

x
µu

0
m]] + aα3λ3∂

y
λu

1
3]∂yαW3dy =

−
∫
Y

[aαβλµγ̄
x
λµ(u0) + aαβλ3∂

x
λu

0
3]eyαβ(W )dy −

∫
Y

[aα3λµγ̄
x
λµ(u0) + aα3λ3∂

x
λu

0
3]∂yαW3dy

∀ W ∈ VY
u1 est Y − périodique

On prend W = (0, 0,W3) alors le problème locale devient :

(P 1
loc)



trouver u1(x, .) ∈ Vy (en supposant que u0 est connue)∫
Y

[aα3λµ[γ̄yλµ(u1) +
1

2
[∂xλu

0
m∂

y
µu

1
m + ∂yλu

1
m∂

x
µu

0
m]] + aα3λ3∂

y
λu

1
3]∂yαW3dy+∫

Y

[aα3λµγ̄
x
λµ(u0) + aα3λ3∂

x
λu

0
3]∂yαW3dy = 0

∀ W3 ∈ VY
u1 est Y − périodique

30
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CHAPITRE 3. FORM DU PROB DANA UN DOM DE RÉFÉ

Remarque 3.3.1 Le problème (P 1
loc) est un problème non linéaire, il a besoin d’une étude

plus approfondie pour résoudre

3.4 L’étude de l’équation macroscopique

L’équation macroscopique nécessite la connaissance de u1(x̄, y).

Si on prend dans (3.36) le choix v1 = 0∫
ω×Y

[σ0
αβe

x
αβ(v0) + σ0

α3∂
x
αv

0
3]dx̄dy +

∫
ω×Y

σ0
αβ

∂u0
3

∂xα

∂v0
3

∂xβ
dx̄dy = F (v0)

⇒

∫
ω

[σ̃0
αβe

x
αβ(v0) + σ̃0

α3∂
x
αv

0
3]dx̄+

∫
ω

σ̃0
αβ

∂u0
3

∂xα

∂v0
3

∂xβ
dx̄ = F (v0)

⇒

∫
ω

[
[qαβλµγ̄

0
λµ(u) + 2qαβλ3γ̄

0
λ3(u)]exαβ(v0) + [qα3λµγ̄

0
λµ(u) + 2qα3λ3γ̄

0
λ3(u)]∂xαv

0
3

]
dx̄+∫

ω

[qαβλµγ̄
0
λµ(u) + 2qαβλ3γ̄

0
λ3(u)]

∂u0
3

∂xα

∂v0
3

∂xβ
dx̄ = F (v0)

Avec qijkl = 〈aijkl〉 : les coefficients de comportement homogénéisé

⇒

D’où l’équation homogénéise :

∫
ω

[
[qαβλµ[γ̄xλµ(u0) + γ̄yλµ(u1) +

1

2
[∂xλu

0
m∂

y
µu

1
m + ∂yλu

1
m∂

x
µu

0
m]] + qαβλ3[∂xλu

0
3 + ∂yλu

1
3]]exαβ(v0)+

[qα3λµ[γ̄xλµ(u0) + γ̄yλµ(u1) +
1

2
[∂xλu

0
m∂
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté un résultat d’étude sur l’homogénéisation des

plaques élastique de von Karman .Cette étude est basée sur développement asymptotique

d’un problème 3D vers un problème 2D, et l’application de la méthode d’homogénéisa-

tion à double échelle au problème limite. Comme perspective de ce travail on peut posé

plusieurs questions reliées au sujet :

— plaques de von Karman.

— plaques hétérogène .
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3.4. L’ÉTUDE DE L’ÉQUATION MACROSCOPIQUE
CHAPITRE 3. FORM DU PROB DANA UN DOM DE RÉFÉ

Résumé :

On s’intéresse dans ce travail à l’homogénéisation d’une plaque mince, périodiquement

hétérogène, non linéairement élastique de type von Karman, considérée comme un milieu

3D. On propose un modèle mathématique pour les plaques hétérogène élastiques type

von Karman par une étude asymptotique lorsque l’épaisseur tend vers zéro. La méthode

a été appliquée à l’estimation de l’efficacité des modules avec des micro-structures pério-

diques.Un milieu hétérogène peut être remplacé par un effet homogène, à condition que

la période est très petite par rapport à la longueur de l’échelle mondiale. Les modules

efficaces sont alors obtenus par l’étude du comportement asymptotique de la moyenne

comme la période de l’approche de la micro-structure à zéro.

Mots clés : Von Karman, élasticité,développement asymptotique , homogénéisation

Abstract :

We are interested in the homogenization of a thin, periodically heterogeneous, nonlinear

elastic plate of the von Karman type, considered as a 3D middle. We propose a mathema-

tical model for heterogeneous elastic of von Kármáns type plates by an asymptotic study

when the thickness tends to zero. The method was applied to estimate the efficiency of

the modules with microstructures périodiques.Un heterogeneous medium may be replaced

with a uniform effect, provided that the period is very small compared to the length of

the world. Effective modules are then obtained by the study of the asymptotic behavior

as the average period of the microstructure approach zero.

Keywords : Von Karman , Elasticity , asymptotic development, homogenization.
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