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أن حيث

U =


u00 u01 . . . u0n
u10 u11 . . . u1n... ... ... ...
un0 un1 . . . unn

 (13)

العمليات مصفوفة .4
للتكامل العمليات مصفوفة يف بتعر نقوم الجزء هذا في

: [3] كالتالي وهي الـكسري
: لدينا لوجندر حدود كثيرات أساس Φ(x) ليكن

IυΦ(x) ≃ AυΦ(x), (14)
الـكسري للتكامل العمليات مصفوفة هي Aυ أن حيث

(N + 1)(N + 1) درجة من

Aυ =



∑0
k=0 ξ0,0,k

∑0
k=0 ξ0,1,k . . .

∑0
k=0 ξ0,N,k∑1

k=0 ξ1,0,k
∑k=1

k=0 ξ1,1,k . . .
∑1

k=0 ξ1,N,k... ... . . .
...∑i

k=0 ξi,0,k
∑i

k=0 ξi,1,k . . .
∑i

k=0 ξi,N,k... ... . . .
...∑N

k=0 ξN,0,k
∑N

k=0 ξN,1,k . . .
∑N

k=0 ξN,N,k


,

أن: حيث
ξi,j,k = (2j+1)

j∑
l=0

(−1)i+j+k+l(i + k)!(l + j)!

(i− k)!k!(k + α + 1)(j − 1)!(l!)2(k + l + α + 1)
.

عددي تطبيق .5
باستخدام تكاملية معادلات بحل الفصل هذا في نقوم

الانجاز) طور (في لوجندر حدود كثيري

الملخص
عددية يقة طر تقديم هو العمل هذا من الرئيسي الهدف إن
كثير باستعمال ية الـكسر الرتب ذات تكاملية معادلة لحل
به الخاصة العمليات مصفوفات مختلف و لوجندر جملةحدود إلى التكاملية التفاضلية المعادلات تلك نحول معروفة.حيث ية تكرار يقة بطر تحل خطية غير ية جبر معادلات
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Dα
∗ I

αu(t) = u(t),

IαDα
∗u(t) = u(t)−

∑r−1
k=0 u

(k)(0+)t
k

k!, t > 0,

Dα
∗ (λf (t) + µg(t)) = λDα

∗ (f (t)) + µDα
∗ (g(t)).

خصائصه بعض و لوجندر حدود كثيرات .2
بالعلاقة [0, 1] المجال على لوجندر حدود كثيرات تعرف

:[2] (6)التالية
Pi+1(t) =

(2i + 1)(2t− 1)

(i + 1)
Pi(t)−

i

i− 1
Pi−1(t), i = 1, 2, . . . ,

كثير كتابة أيضا ويمكن .P0(t) = 1, P1(t) = 2t−1 أن حيث
كمايلي: i درجة من لوجندر حدود

Pi(t) =
i∑

k=0

(−1)i+k
(i + k)!

(i− k)!

tk

(k!)2
. (7)

أساس تشكل n الدرجة من لوجندر حدود كثيرات ان
ليكن: L2(0, 1) الفضاء

Φ(t) = [P0(t), P1(t), . . . , Pn(t)]
T , (8)

على (6) لوجندر حدود كثير معادلة عن التعبير يمكن
كالتالي: مصفوفة شكل

Φ(t) = ATn(t), (9)
: أن جيث

A =

1 0 0 · · · 0

−1 (−1)22! 0 . . . 0

(−1)2 (−1)3
3!

1!
(−1)4

4!

2!
. . . 0... ... ... ... ...

(−1)n (−1)n+1
(n + 1)!

(n− 1)!
(−1)n+1

(n + 2)!

(n− 2)!2!
. . . (−1)2n

(2n)!

n!


,

Tn(t) = [1, t, . . . , tn]T .

أن الواضح من
Tn(t) = A−1Φ(t). (10)

تابع تقريب .3
u(t) ∈ L2(0, 1) الدالة لتكن

النحو على n الدرجة من لوجندر بدوال بتقريبها نقوم
التالي:

u(t) ∼=
n∑
i=0

ciPi(t) = cTΦ(t), (11)
c = [c0, c1, . . . , cn]

T أن حيث
هي , ci = (2i + 1)

∫ 1
0 u(t)Pi(t)dt, (i = 0, 1, 2, . . . , n)

. لوجندر معاملات
على الحصول أيضًا يمكننا ,u(x, t) ∈ L2([0, 1] × [0, 1]) الدالة

: لوجندر حدود كثير باستخدام تقريبها
u(x, t) ∼=

n∑
i=0

n∑
j=0

uijPi(x)Pj(t) = ΦT (x)UΦ(t), (12)

الاشتقاق , الـكسري التكامل المفتاحية: الكلمات
العمليات. مصفوفة , لوجندر حدود كثيرات , الـكسري

مقدمة
حل في بارزا دورا تلعب التفاضلية التكاملية المعادلات
أكان سواء لحلها الطرق تعددت لقد و يائية الفيز المشاكل
جملة بحل العمل هذا في سنهتم عدديا، حلا أو تحليليا حلا
الـكسرية الرتب ذات الجزئية التفاضلية المعادلات من

يلي: كما
a(x)

∂αu(x, t)

xα
+ b(x)

∂βu(x, t)

xβ
= f (x, t)

u(x, 0) = g(x) u(0, t) = h(t)
(1)

لكابيتو ية كسر مشتقات ∂βu(x, t)

xβ
و ∂αu(x, t)

xα
ان حيث

u(x, t) و معلومة دوال b(x) و ,a(x),f (x, t) ,β ≤ 1 ,α > 0 مجهول., تابع
السابقة المعادلات جملة يل تحو على تعتمد يقة الطر هذه
معادلات جملة إلى ، لوجندر حدود كثيرات معروفة.باستعمال بطرق بسهولة للحل قابلة خطية غير ية جبر

الـكسري الإشتقاق و التكامل في تعاريف .1
الدرجة من يكون والاشتقاق التكامل أن المعروف من
الى نتطرق الفصل هذا في أما طبيعي عدد n حيث n

عشري عدد α حيث α درجة من والاشتقاق التكامل
مايلي: منه ونذكر

ليوفيل يمان لر الـكسري التكامل يعرف 1.1
: [1] التالي النحو على (α ≥ 0) ,α الرتبة ذي

Iαu(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ )α−1u(τ )dτ, t > 0,

I0u(t) = u(t),

(2)

غاما. دالة هي Γ(α) =
∫∞
0 tα−1e−tdt أن حيث

التالية الخصائص تحقق ليوفيل يمان لر الـكسري :التكامل
IαIβu(t) = IβIαu(t),

IαIβu(t) = Iα+βu(t),

Iαtr =
Γ(r + 1)

Γ(α + r + 1)
tα+r.

(3)

ذي لكابيتو الـكسري الإشتقاق يعرف 1.2
:[1] التالي النحو على α ≥ 0 ,α الرتبة

Dα
∗u(t) =

1

Γ(r − α)

∫ t

0

ur(τ )

(t− τ )α−r+1
dτ,

0 ≤r − 1 < α < r.

(4)
التالية: الخواص Dα

∗ المؤثر يحقق خاص وبشكل
Dα
∗ c = 0,

Dα
∗ t

β =


0, β ∈ N0, β < ⌈α⌉,
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
tβ−α, β ∈ N0, β ≥ ⌈α⌉; β /∈ N, β > ⌊α⌋,

(5)
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