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الـكسري للتكامل العمليات مصفوفة تسمى Fα أن حيث .h = 1/m̂ و موجب عدد m̂ مع
النبضية القطع للدوال

Fα = hα
1

Γ(α + 2)


1 ξ1 ξ2 . . . ξm̂−1
0 1 ξ1 . . . ξm̂−2
0 0 1 . . . ξm̂−3
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 ,

القطع دوال بين علاقة هناك k = 1, 2, . . . , m̂− 1. ,ξk = (k + 1)α+1− 2kα+1 + (k − 1)α+1 و
أي ، لوجندر النبضيةومويجات

Ψ(x) = ΦB(x), (11)
xi = i/m̂, i = 0, 1, . . . , m̂− 1., Φ = [Ψ(x0),Ψ(x1), . . . ,Ψm̂−1] حيث

JαΨ(x) ≈ PαΨ(x) على:ولدينا نحصل حسابية عمليات بإستعمال
Pα = ΦFαΦ−1 (12)

لوجندر لمويجات الـكسري للتكامل العمليات مصفوفة Pα حيث
كسرية رتب من -تكاملية تفاضلية معادلات حل في لوجندر مويجات .4

الخطية كسرية رتب من -تكاملية تفاضلية معادلات حل 4.1
بتقريب نقوم الآن خطيةالمعادلة(1) كسرية رتب من -تكاملية تفاضلية معادلات نعتبر

يلي كما لوجندر مويجات شرط g(x)و u1(x, y), u2(x, y) Dαf (x),

Dαf (x) ≈ CTΨ(x), u1(x, y) ≈ ΨT (x)U1Ψ(y), u2(x, y) ≈ ΨT (x)U2Ψ(y) (13)
و

g(x) ≈ GTΨ(x). (14)
G = [g1, g2 . . . , gm̂]T . و i, j = 1, 2, . . . , m̂ U2 = [u

(2)
ij ], U1 = [u

(1)
ij ], على:حيث نحصل حسابية عمليات بواسطة ثم

CTΦ = λ1φ̃
T +

λ2
m̂
EΦTUT

2 Φ +GTΦ (15)
معروفة. بطرق بسهولة للحل قابلة ية جبر معادلات جملة وهي

خطية الغير ية الـكسر الرتب ذات -التكاملية التفاضلية للمعادلات بالنسبة يقة الطر (2)وبنفس
عددي تطبيق .5

خلال من دقيقة حلول إلى الوصول في يقة الطر هذه معرفةفعالية المرحلة هذه من الهدف
(في عددية الأمثلة من مجموعة بعرض سنقوم اخرى طرق مع يقة الطر هذه نتائج مقارنة

الانجاز) طور
الملخص

تفاضلية-تكاملية معادلة لحل عددية يقة طر تقديم هو العمل هذا من الرئيسي الهدف إن
الخاصة العمليات مصفوفات مختلف و لوجندر مويجات يةباستعمال الـكسر الرتب ذات
معادلات جملة يةإلى كسر رتب ذات التكاملية التفاضلية المعادلات تلك نحول حيث به

معروفة. ية تكرار يقة بطر تحل ية جبر
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مقدمة
طرق تعددت لقد و يائية الفيز المشاكل لحل بارزا دورا التفاضلية التكاملية للمعادلات
للمعادلة عددية لدراسة خصصت المذكرة هذه عدديا، حلا أو تحليليا حلا كان سواء لحلها

: خطية الـكسرية الرتب ذات التكاملية التفاضلية
Dαf (x) = λ1

∫ x

0
u1(x, y)f (y)dy + λ2

∫ x

0
u2(x, y)f (y)dy + g(x) (1)

و u1(x) حيث r − 1 < α ≤ r, r ∈ N ,s = 0, 1 . . . , r − 1,f (s)(0) = 0 الأولية للشروط تخضع
ثوابت. λ1, λ2 معلومة، دوال f (x) , u2(x):خطية وغير

Dαf (x) = λ1

∫ x

0
u1(x, y)[f (y)]

pdy + λ2

∫ x

0
u2(x, y)[f (y)]

qdy + g(x). (2)
p, q ∈ N f (s)(0) = 0 الأولية للشروط تخضع

من يقة الطر هذه خلال من نتمكن حيث ، لوجندر مويجات على تعتمد يقة الطر هذه
معروفة. بطرق بسهولة للحل قابلة ية جبر معادلات جملة إلى المعادلة هذه يل تحو

الـكسري الحساب عن عامة تعاريف .1
[1] Caputo بمفهوم الـكسري المشتق 1.1

. α, a, t ∈ R , α > 0 أن لنفرض
Dαf (x) =

 1
Γ(r−α)

∫ x
0

f (r)(τ )
(x−τ )α+1−rdτ, 0 ≤ r − 1 < α < r,

dr

dxrf (x), α = r ∈ N,
(3)

[1] ليوفيل ريمان بمفهوم الـكسري التكامل 1.2
Jαf (x) =

1

Γ(α)

∫ x

0
(x− τ )α−1f (τ )dτ, α > 0, (4)

J0f (x) = f (x) (5)

تابع وتقريب لوجندر مويجات .2
لوجندر[2] مويجات 2.1

التالية: بالمساواة معطاة Ψnm(x) لوجندر مويجات
Ψnm(x) =


(
2m+1

2

)
1/22k/2pm(2kx− n̂), n̂−1

2k
≤ x < n̂+1

2k

0 غيرذلك (6)
حدود كثير رتبة هو m = 0, 1, . . . ,M − 1 k = 1, 2, . . . , n̂ = 2n − 1, n = 1, 2, . . . , 2k−1, حيث

m رتبة ذات لوجندر حدود كثير هو pm(x) ، ثابت و موجب عدد M و لوجندر
f (x) ≈

2k−1∑
n=1

M−1∑
m=0

cnmΨnm(x) = CTΨ(x), (7)
كمايلي: (7) المساواة نكتب للتبسيط

f (x) ≈
m̂∑
i=1

ciΨi(x) = CTΨ(x), (8)
Ψiو = Ψnm و ci = cnm =< f (x),Ψnm(x) > حيث

C = [c1, c2, . . . , cM , cM+1, . . . , c2M , . . . , cM(2k−1−1)+1, . . . , cm̂]T ,

Ψ = [Ψ1,Ψ2, . . . ,ΨM ,ΨM+1, . . . ,Ψ2M , . . . ,ΨM(2k−1−1)+1, . . . ,Ψm̂]T ,

العمليات مصفوفة .3
نفرض B(x) = [b0(x), b1(x), . . . , bm̂−1(x)]

T ليكن
Jα(B(x)) ≈ FαB(x) (9)

الشكل: من والتي [0, 1) المجال على معرفة النبضية القطع دوال bi(x) حيث
bi(x) =

{
1, ih ≤ x < (i + 1)h i = 0, 1, 2, . . . , m̂− 1

0 غيرذلك (10)
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