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Introduction générale

Les calculs fractionnaires sont des outils précieux dans la modélisation de nombreux phé-
nomènes dans divers domaines de l’ingénierie, de la physique et de l’économie. De nombreux
livres et articles sur le fractionnaire calcul, équations différentielles fractionnaires et équations
intégrales fractionnaires sont apparus [3, 16, 17, 18, 21].

Récemment, la théorie sur l’existence et l’unicité des solutions d’équations différentielles
fractionnaires ont été étudiés par de nombreux auteurs (voir par exemple [21, 12, 15, 20, 22].

Les équations différentielles fractionnaires avec conditions intégrales aux limites constituent
un trés intèressant et une classe importante de problèmes. Plusieurs applications de conditions
intégrales aux limites ont souvent été rencontré. Ils ont été mentionnés par exemple dans l’étude
de la dynamique des populations [23] et systèmes cellulaires [24].

De plus, un certain nombre d’auteurs ont discuté des problèmes aux limites avec des limites
intégrales telles que, Infante [10] , Peciutyle et al. [19], Benchohra et ses collaborateurs [13, 14],
Arara et Benchohra [9].

Les conditions non locales ont été initiées par Bitsadze [25]. Byszewski à remarquer que la
condition non locale peut être plus utile que la condition initiale standard pour décrire certains
phénomènes physiques. Comme exemples sur des travaux récents sur les équations fraction-
naires avec conditions non locales , le lecteur intéressé se réfère à [26, 27, 28, 29].

Le travail effectué dans le présent mémoire se décompose en trois chapitres organisé de la
façon suivante :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous présentons quelques outils de base sur les dérivées et les
intégrales fractionnaires et quelques fonctions spéciales utiles à la suite de ce travail ainsi que
quelques définitions et propriétés de la mesure de non compacité de Kuratowski.

Chapitre 2 : Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence et l’unicité de solutions du
problème aux limites suivant :

Dαu(t) = f(t, u(t)), 1 < α ≤ 2, J = [0, T ],

Dα−2u(0)−Dα−1u(0) =
∫ T

0
g(s, u(s))ds,

Dα−2u(T ) +Dα−1u(T ) =
∫ T

0
h(s, u(s))ds

1



où Dα désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α, f, g, h : J × E −→ E
sont trois fonctions données qui satisfont quelques hypothèses qui seront donnée après et E est
un espace de Banach muni de la norme ‖.‖.

Chapitre 3 : Ce chapitre à pour but, l’étude de l’existence et l’unicité de solution du pro-
blème : 

CDqx(t) = f(t, x(t)), 1 < q ≤ 2, t ∈ J = [0, 1],

x(0) = g(x) + α

∫ ξ

0

x(s)ds, 0 < ξ < 1,

x(1) = h(x) + β

∫ η

0

x(s)ds, 0 < η < 1.

avec CDq est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre q, f : J × R −→ R est une fonction
continue donnée, g, h : [0, 1] −→ R sont deux fonctions données vérifiant quelques hypothèses
qui seront définies par la suite.

Phrases et mots clés :Dérivées fractionnaires, intégrales fractionnaires, Riemann-Liouville,
Caputo, espace de Banach, équation intégrale, mesure de non compacité, condition intégrale,
condition non locale.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Fonctions utiles pour le calcul fractionnaire

Définition 1.1.1 [3] On appelle fonction Gamma d’Euler la fonction notée Γ définie par :

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt,

où z est un nombre complexe tel que Re(z) > 0.
Cette intégrale est absolument convergente dans le demi-plan complexe où la partie réelle de z est stric-
tement positive.
Des intégrations par parties donne :

Γ(α + 1) = αΓ(α), Re(α) > 0.

En particulier,
Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N.

Définition 1.1.2 [3] La fonction Bêta est définie par :

B(z, w) =

∫ +∞

0

τ z−1(1− τ)w−1dτ, Re(z) > 0, Re(w) > 0.

Une relation entre les fonctions Gamma et Bêta est la suivante :

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, Re(z) > 0, Re(w) > 0.

1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires

Dans cette section, nous présentons quelques définitions et lemmes utiles pour la suite de
nos résultats.

Définition 1.2.1 [3] L’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ R+ de la fonction h ∈ C([a, b]) est définie
par :

Iαa h(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1h(s)ds.
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Lorsque a = 0, on écrit Iαh(t) = h(t) ∗ φα(t),

où φα(t) = tα−1

Γ(α)
, pour t > 0, φα(t) = 0, pour t ≤ 0 et φα −→ δ, quand α −→ 0.

Exemple 1.2.1 Soit f(t) = (t− a)µ, µ > −1.

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1(s− a)µds.

En effectuant le changement de variables s = a+ (t− a)x, nous obtenons :

Iαa f(t) =
(t− a)µ+α

Γ(α)

∫ t

a

(1− x)α−1xµdx

=
(t− a)µ+α

Γ(α)
B(α, µ+ 1)

=
(t− a)µ+αΓ(α)Γ(µ+ 1)

Γ(α)Γ(µ+ α + 1)
. (1.1)

C’est-à-dire :
Iαa (t− a)µ =

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ α + 1)
(t− a)µ+α.

1.2.1 Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.2.2 [3] La dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Riemman-Liouville d’une fonction
continue f : [a, b] −→ R est définie par :

RLDαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s)ds,

=
dn

dtn
In−αf(t),

où n = [α] + 1.

Exemple 1.2.2 Soit α un nombre non entier tel que 0 ≤ n− 1 < α < n, alors on a :

RLDα(t− a)µ =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)µdτ.

Un changement de variables τ = a+ s(t− a), donne :

RLDα(t− a)µ =
1

Γ(n− α)

dn

dtn
(t− a)n+µ−α

∫ 1

0

(1− s)n−α−1sµds

=
Γ(n+ µ− α + 1)B(n− α, µ+ 1)

Γ(n− α)Γ(µ− α + 1)
(t− a)µ−α

=
Γ(n+ µ− α + 1)Γ(n− α)Γ(µ+ 1)

Γ(n− α)Γ(µ− α + 1)Γ(n+ µ− α + 1)
(t− a)µ−α

=
Γ(µ+ 1)

Γ(µ− α + 1)
(t− a)µ−α.
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Propriétés[17]
1. Composition avec les intégrales fractionnaires
• L’opérateur de dérivation fractionnaire de Riemman-Liouville est un inverse gauche de l’opé-
rateur d’intégration fractionnaire, autrement dit :

RLDα(Iαf(t)) = f(t),

et d’une manière générale, nous avons :
RLDα(Iβf(t)) = RLDα−βf(t)

• Dans le cas général, la dérivation et l’intégration fractionnaire ne commutent pas, et on a :

RLD−α
(
RLDβf(t)

)
= RLDβ−αf(t)−

m−1∑
k=1

(t− a)α−k

Γ(α− k + 1)

[
RLDβ−kf(t)

]
t=a
.

avec m− 1 ≤ β < m.
2. Composition avec les dérivées d’ordre entier

Soit α nombre non entier, pour tout entier positif n tel que n− 1 < p < n, on a :

dn

dtn

(
RLDαf(t)

)
= RLDn+αf(t),

et

RLDα
( dn
dtn

f(t)
)

= RLDn+αf(t) +
n−1∑
k=0

fk(a)(t− a)k−α−n

Γ(k − α− n− 1)
.

Alors, on en déduit que la dérivation d’ordre fractionnaire et La dérivation conventionnelle
ne commutent que si :

f (k)(a) = 0,pour tout k = 0, 1, 2, ..., n− 1.

3. Composition avec les dérivées fractionnaires
Soient n− 1 ≤ α < n et m− 1 ≤ β < m, alors, on a :

RLDα
(
RLDβf(t)

)
= RLDα+βf(t)−

m∑
k=1

(t− a)−α−k

Γ(−α− k + 1)

[
RLDβ−kf(t)

]
t=a
.

et

RLDβ
(
RLDαf(t)

)
= RLDα+βf(t)−

n∑
k=1

(t− a)−β−k

Γ(−β − k + 1)

[
RLDα−kf(t)

]
t=a
.

Par conséquent, deux opérateurs de dérivation fractionnaire RLDα et RLDβ, ne commmutent
que si

[
RLDβ−kf(t)

]
t=a

= 0 pour tout k = 1, 2, ..., n, et
[
RLDα−kf(t)

]
t=a

= 0 pour tout
k = 1, 2, ...,m.

4. La dérivée d’ordre non entier d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n’est
pas nulle ni constante, en effet :

RLDαC =
C

Γ(1− α)
(t− a)−α.
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1.2.2 Approche de Caputo

Définition 1.2.3 [3] La dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 de Caputo d’une fonction f définie sur un
intervalle [a, b] est donnée par :

CDαf(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ,

avec n = [α] + 1.

Exemple 1.2.3 Soient f(t) = (t− a)α, p non entier et 0 ≤ n− 1 < p < n avec α > n− 1, alors, on a :

f (n)(τ) =
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(τ − a)(α−n)dτ,

donc
CDp(t− a)α =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

en effectuant le changement de variables τ = a+ s(t− a), on obtient :

CDp(t− a)α =
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

=
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

∫ 1

0

(1− s)n−p−1sα−nds

=
Γ(α + 1)B(n− p, α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p.

Propriétés[17]
1. Relation avec la dérivée fractionnaire de Riemman-Liouville
Soit p ≥ 0 et n− 1 ≤ p < n n ∈ N?. Supposons que CDp(t− a)pf(t) et RLDp(t− a)pf(t) existent,
alors on a :

CDpf(t) = RLDpf(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
.

On en déduit que si f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, ..., n− 1 alors CDpf(t) = RLDpf(t).

2. Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire
Pour une fonction continue f, on a :

CDpIpf(t) = f(t)

et

Ip CDpf(t) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k

k!
,
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donc l’opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur
d’intégration fractionnaire, mais il n’est pas un inverse à droite.

3. La dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction constante est nulle, c’est-à-dire :

CDαC = 0.

Remarque 1.2.1 Un avantage principal de la dérivée fractionnaire de Caputo est que les conditions
initiales des équations différentielles fractionnaires avec les dérivées de Caputo acceptent la même forme
que pour les équations différentielles d’ordre entier des fonctions inconnues en la borne inférieure x = a.

1.2.3 Propriétés des dérivés fractionnaires

1. Linéarité
La dérivation fractionnaire est une opération linéaire :

Dα(λf(t) + µg(t)) = λDαf(t) + µDαf(t),

où Dα désigne n’importe quelle approche de dérivation fractionnaire considérée dans ce mé-
moire.

2. Règle de Leibniz
Pour n entier, on a :

dn

dtn
(f(t)g(t)) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(t)g(n−k)(t)

Cette formule se généralise en remplaçant l’entier n par un paramètre réel p

Lemme 1.2.1 [1] Pour α > 0, la solution générale de l’équation homogène Dαu(t) = 0 est donnée par :

u(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + ....+ cn−1t

n−1,

où ci sont des constantes réelles (i = 1, 2, ..., n− 1), n = [α] + 1.

Lemme 1.2.2 [1] Soit u ∈ C([0, T ]) telle que Dαu ∈ C([0, T ]). Alors :

IαDαu(t) = u(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + ....+ cn−1t

n−1,

pour un certain ci ∈ R, (i = 1, 2, ..., n− 1) n = [α] + 1.

Lemme 1.2.3 [1] Soient α, β ≥ 0 et u ∈ L1([0, T ]). Alors :

IαIβu(t) = Iα+βu(t) = IβIαu(t),

DαIαu(t) = u(t), ∀t ∈ [0, T ],

et
I0u(t) = u(t), ∀t ∈ [0, T ].
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Lemme 1.2.4 [1] Soit β > α > 0 et u ∈ L1([0, T ]). Alors, pour tout t ∈ [0, T ], on a :

DαIβu(t) = Iβ−αu(t).

L1([0, T ],R) est l’espace de Banach de fonctions Lebesgue intégrables de [0, T ] à valeurs dans R.

Lemme 1.2.5 [1] Soit α > 0 , λ > −1 et n = [α]. Alors, on a les relations suivantes :

Dαtλ =
Γ(λ+ 1)

Γ(λ− α + 1)
tλ−α

et

Dαtα−k = 0, k = 1, 2, ..., n.

Dans un cas particulier, on a :

Dα1 =
1

Γ(1− α)
t−α, α /∈ N

et

Dα1 = 0, α ∈ N.

1.3 Définitions et notations

Dans cette section, nous introduisons quelques définitions, notations et théorèmes nécessaires à la
suite de ce chapitre.
Soit J = [0, T ], T > 0 et E un espace de Banach, muni de la norme ‖.‖. On note par C(J,E) l’espace
de Banach des fonctions continues u définies sur J à valeurs dans E, muni de la norme :

‖u‖∞ = sup{‖u(t)‖, t ∈ J}.

Pour t ∈ J, on définit : ur(t) = tru(t), r ≥ 0.
Soit Cr(J,E) l’espace des fonctions u tel que, ur ∈ Cr(J,E) qui est un espace de Banach pour la norme :

‖u‖r = sup{tr‖u(t)‖, t ∈ J}.

Définition 1.3.1 [4] Une fonction u : J −→ E est dite intégrable au sens de Bochner si il existe une
suite {un} de fonctions en escalier qui converge vers u presque par tout et telle que :

lim
n−→∞

∫ T

0

‖un(s)− u(s)‖ds = 0,

Si u est intégrable au sens de Bochner, alors on a :∫ T

0

u(s)ds = lim
n−→∞

∫ T

0

un(s)ds.

8



L’espace de Banach des fonctions mesurables u : J −→ E qui sont Bochner intégrables est noté L1(J,E),
il est muni de la norme :

‖u‖L1 =

∫ T

0

‖u(s)‖ds.

On note L∞(J,E) l’espace de Banach des fonctions mesurables u : J −→ E qui sont essentiellement
bornées, muni de la norme :

‖u‖L∞ = inf{c > 0, ‖u(t)‖ ≤ c, p.p. t ∈ J}.

Proposition 1.3.1 [4] Soit u : J −→ E une fonction mesurable. u est Bochner intégrable si et seulement
si, la fonction scalaire t 7−→ ‖u(t)‖ est Lebesgue intégrable.

Définition 1.3.2 [3] Une application f : J × E −→ E est dite de Carathéodory si :
1) t −→ f(t, u) est mesurable pour tout u ∈ E,
2) t −→ f(t, u) est continue pour tout t ∈ J,
De plus, si :
3) pour tout ε > 0, il existe une fonction φε ∈ L1(J,R?

+) telle que pour tout u ∈ E avec ‖u‖ ≤ ε :

‖f(t, u)‖ ≤ φε(t);

alors l’application f est dite L1- Carathéodory

Théorème 1.3.1 (Ascoli-Arzelà)[7] Soit A un sous-ensemble de C(J,E). A est relativement compact
dans C(J,E) si et seulement si les hypothèses suivantes sont vérifiées :
1) L’ensemble A est borné. C’est-à-dire, il existe une constante K > 0 telle que :

‖f(x)‖ ≤ K, pour tout x ∈ J et tout f ∈ A,

2) L’ensemble A est équicontinu. C’est-à-dire, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que :

|t1 − t2| < δ =⇒ ‖f(t1)− f(t2)‖ ≤ ε pour tout t1, t2 ∈ J et tout f ∈ A,

3) Pour tout x ∈ J, l’ensemble {f(x), f ∈ A} ⊂ E est relativement compact.

1.4 Mesure de non compacité de Kuratowski

Dans cette section, nous rappelons la définitions et quelques propriétés fondamentales de la mesure
de non compacité au sens de Kuratowski.

Définition 1.4.1 [5] La mesure de non compacité au sens de Kuratowski est l’application α : ΩE −→ R?
+

définie par :

α(B) = inf{ε > 0, B ⊆
n⋃
i=1

Bi, diam(Bi) ≤ ε},

où ΩE est la famille des sous espaces bornés de E avec B ∈ ΩE.
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Proposition 1.4.1 [5] La mesure de non compacité α au sens de Kuratowski vérifie les propriétés sui-
vantes :
a) α(B) = 0⇐⇒ B est compact (B est relativement compact).
b) α(B) = α(B).
c) A ⊆ B =⇒ α(A) ≤ α(B).
d) α(A+B) ≤ α(A) + α(B).
e) α(cB) = |c|α(B), c ∈ R
f) α(conv(B)) = α(B).
g) α(A ∪B) = max{α(A), α(B)}.
h) α(A ∩B) = min{α(A), α(B)}.

Lemme 1.4.1 [6] Soit D un sous espace fermée, borné et convexe d’un espace de Banach C(J,E), Soient
G une fonction continue sur J × J, et f : J × E −→ E une fonction qui satisfait les conditions de
Carathéodory, et il existe pf ∈ L1(J,R+) telle que pour tout t ∈ J, et tout sous ensemble borné B ⊂ E,
on a :

lim
k→0+

γ
(
f(Jt,k ×B)

)
≤ pf (t)γ(B); où Jt,k = [t− k, t] ∩ J. (1.2)

Si V un sous ensemble équicontinu de D, alors :

α
(∫

J

G(t, s)f(s, u(s))ds, u ∈ V
)
≤
∫
J

‖G(t, s)‖pf (s)α(f(s, V (s)))ds.

Théorème 1.4.1 (Mönch, [4, 8]) SoitD un sous ensemble fermé, borné et convexe d’un espace de Banach
tel que 0 ∈ D et soit N une application continue dans D à valeur dans D. Si l’application

V = convN(V ), ou V = N(V ) ∪ {0} =⇒ α(V ) = 0.

à lieu pour tout sous ensemble V de D, alors N admet un point fixe.
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Chapitre 2

problème aux limites pour une équation
différentielle fractionnaire avec conditions
intégrodifférentielles

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence et l’unicité de solution du problème aux limites avec
des conditions intégrodifférentielles suivant :

Dαu(t) = f(t, u(t)), 1 < α ≤ 2, t ∈ [0, T ] (2.1)

Dα−2u(0)−Dα−1u(0) =

∫ T

0

g(s, u(s))ds (2.2)

Dα−2u(T ) +Dα−1u(T ) =

∫ T

0

h(s, u(s))ds, (2.3)

où Dα est la dérivée fractionnaire de Caputo, f, g, h : J×E −→ E sont trois fonctions données vérifiant
certaines hypothèses qui seront précisées plus tard et E est un espace de Banach pour la norme ‖.‖.

2.1 Existence et unicité de solution

Lemme 2.1.1 Soit 1 < α ≤ 2 et σ, ρ1, ρ2 : J −→ E des fonctions continues. Alors, le problème aux
limites linéaire :

Dαu(t) = σ(t), 1 < α ≤ 2, t ∈ [0, T ] (2.4)

Dα−2u(0)−Dα−1u(0) =

∫ T

0

ρ1(s)ds (2.5)

Dα−2u(T ) +Dα−1u(T ) =

∫ T

0

ρ2(s))ds (2.6)

11



admet une solutions unique donnée par :

u(t) =
(α− 1)(T + 1)tα−2 − tα−1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

ρ1(s)ds+
(α− 1)tα−2 + tα−1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

ρ2(s)ds

+

∫ T

0

G(t, s)σ(s)ds, (2.7)

où,

G(t, s) =
1

(T + 2)Γ(α)


(T + 2)(t− s)α−1 + (s− T − 1)

[
(α− 1)tα−2 + tα−1

]
, 0 ≤ s ≤ t,

(s− T − 1)
[
(α− 1)tα−2 + tα−1

]
, t ≤ s ≤ T.

(2.8)

Preuve :

Pour t ∈ [0, T ] et 1 < α ≤ 2, on a :

Dαu(t) = σ(t) ⇐⇒ Dαu(t) = DαIασ(t)

⇐⇒ Dαu(t)−DαIασ(t) = 0

⇐⇒ Dα[u(t)− Iασ(t)] = 0.

En appliquant le lemme 1.2.1, nous obtenons :

u(t)− Iασ(t) = c0t
α−2 + c1t

α−1

c’est-à-dire :

u(t) = c0t
α−2 + c1t

α−1 + Iασ(t). (2.9)

En exploitant l’expression (2.9) et le lemme 1.2.5, nous obtenons :

Dα−1u(t) = c1Γ(α) + I1σ(t). (2.10)

Ce qui donne :

Dα−1u(0) = c1Γ(α). (2.11)

et

Dα−1u(T ) = c1Γ(α) +

∫ T

0

σ(s)ds. (2.12)

Maintenant, appliquons l’opérateur Dα−2 à (2.9), nous trouvons :

Dα−2u(t) = c0D
α−2(tα−2) + c1D

α−2(tα−1) + I2σ(t). (2.13)

On a :

Dα−2(tα−1) = Γ(α)t

12



et

Dα−2(tα−2) = Γ(α− 1),

alors,

Dα−2u(t) = c0Γ(α− 1) + c1Γ(α)t+ I2σ(t).

c’est-à-dire :

Dα−2u(t) = c0Γ(α− 1) + c1Γ(α)t+

∫ t

0

(t− s)σ(s)ds (2.14)

Ceci donne :

Dα−2u(0) = c0Γ(α− 1) (2.15)

et

Dα−2u(T ) = c0Γ(α− 1) + c1Γ(α)T +

∫ T

0

(T − s)σ(s)ds. (2.16)

En exploitant les conditions aux limites (2.5) et (2.6), nous arrivons à :

c0Γ(α− 1)− c1Γ(α) =

∫ T

0

ρ1(s)ds. (2.17)

et

c1Γ(α)T + c0Γ(α− 1) +

∫ T

0

(T − s)σ(s) + c1Γ(α) +

∫ T

0

σ(s)ds =

∫ T

0

ρ2(s)ds. (2.18)

Donc, de (2.17) et (2.18), on tire :

c1Γ(α)(T + 2) +

∫ T

0

(T − s)σ(s)ds+

∫ T

0

ρ1(s)ds+

∫ T

0

σ(s)ds =

∫ T

0

ρ2(s)ds.

Par conséquent,

c1 =
1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

ρ2(s)ds− 1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

ρ1(s)− 1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

(1 + T − s)σ(s)ds,

et

c0Γ(α− 1) =
1

T + 2

∫ T

0

ρ2(s)ds− 1

T + 2

∫ T

0

ρ1(s)− 1

T + 2

∫ T

0

(1 + T − s)σ(s)ds

+

∫ T

0

ρ1(s)ds

=
1

T + 2

∫ T

0

ρ2(s)ds+
T + 1

T + 2

∫ T

0

ρ1(s)ds− 1

T + 2

∫ T

0

(1 + T − s)σ(s)ds,
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c’est-à-dire :

c0 =
1

(T + 2)Γ(α− 1)

∫ T

0

ρ2(s)ds+
T + 1

(T + 2)Γ(α− 1)

∫ T

0

ρ1(s)ds

− 1

(T + 2)Γ(α− 1)

∫ T

0

(1 + T − s)σ(s)ds.

Par substitution dans (2.9), on arrive à :

u(t) =
tα−2

(T + 2)Γ(α− 1)

∫ T

0

ρ2(s)ds+
(T + 1)tα−2

(T + 2)Γ(α− 1)

∫ T

0

ρ1(s)ds− tα−1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

ρ1(s)ds

− tα−2

(T + 2)Γ(α− 1)

∫ T

0

(1 + T − s)σ(s)ds+
tα−1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

ρ2(s)ds

− tα−1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

(1 + T − s)σ(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1σ(s)ds,

autrement écrit :

u(t) =
(α− 1)(T + 1)tα−2 − tα−1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

ρ1(s)ds+
(α− 1)tα−2 + tα−1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

ρ2(s)ds

+

∫ T

0

G(t, s)σ(s)ds,

avec,

G(t, s) =
1

(T + 2)Γ(α)


(T + 2)(t− s)α−1 + (s− T − 1)

[
(α− 1)tα−2 + tα−1

]
, 0 ≤ s ≤ t,

(s− T − 1)
[
(α− 1)tα−2 + tα−1

]
, t ≤ s ≤ T.

�

Lemme 2.1.2 Si u ∈ C2−α(J,E) est solution du problème aux limites (2.1)-(2.3), alors u satisfait l’équa-
tion intégrale

u(t) = Pu(t) +

∫ T

0

G(t, s)f(s, u(s))ds,

où

Pu(t) =
(α− 1)(T + 1)tα−2 − tα−1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

g(s, u(s))ds+
(α− 1)tα−2 + tα−1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

h(s, u(s))ds

et

G(t, s) =
1

(T + 2)Γ(α)


(T + 2)(t− s)α−1 + (s− T − 1)

[
(α− 1)tα−2 + tα−1

]
, 0 ≤ s ≤ t,

(s− T − 1)
[
(α− 1)tα−2 + tα−1

]
, t ≤ s ≤ T.

Remarque 2.1.1 La fonction (t, s) 7−→ G(t, s) est continue sur [0, T ]× [0, T ], alors elle est bornée.
Soit

G? = sup
{
t2−α‖G(t, s)‖, (t, s) ∈ J × J

}
.
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Notre premier résultat est une application du théorème de point fixe de Banach :

Théorème 2.1.1 Supposons que l’hypothèse (H1) Soit satisfaite. Si :
(H1) Il existe trois constantes M1,M2,M3 telles que :

‖f(t, u)− f(t, v)‖ ≤M1‖u− v‖, pour tout t ∈ J et u, v ∈ E,
‖g(t, u)− g(t, v)‖ ≤M2‖u− v‖, pour tout t ∈ J et u, v ∈ E,
‖h(t, u)− h(t, v)‖ ≤M3‖u− v‖, pour tout t ∈ J et u, v ∈ E.

si

Tα−1

α− 1

[
(α− 1)(T + 1)M2

(T + 2)Γ(α)
+

(α− 1 + T )M3

(T + 2)Γ(α)
+M1G

?

]
< 1, (2.19)

alors, le problème aux limites (2.1)-(2.3) admet une seule solution dans C2−α(J,E).

Preuve :
Premièrement, nous considérons l’opérateur N : C2−α(J,E) −→ C2−α(J,E) defini par :

(Nu)(t) = Pu(t) +

∫ T

0

G(t, s)f(s, u(s))ds,

avec

Pu(t) =
(α− 1)(T + 2)tα−2 − tα−1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

g(s, u(s))ds+
(α− 1)tα−2 + tα−1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

h(s, u(s))ds,

et G(t, s) est la fonction définie par (2.8).
Pour tout t ∈ J et (u, v) ∈ E2 :

t2−α‖(Nu)(t)− (Nv)(t)‖ ≤ (α− 1)(T + 1)

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

‖g(s, u(s))− g(s, v(s))‖ds

+
α− 1 + T

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

‖h(s, u(s))− h(s, v(s))‖ds

+

∫ T

0

t2−α‖G(t, s)‖‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds.

En utilisant la condition (H1) et la définition de la norme ‖.‖2−α, nous obtenons :

‖(Nu)(t)− (Nv)(t)‖2−α ≤[
(α− 1)(T + 1)M2

(T + 2)Γ(α)
‖u− v‖2−α +

(α− 1 + T )M3

(T + 2)Γ(α)
‖u− v‖2−α +M1G

∗‖u− v‖2−α

] ∫ T

0

sα−2ds,

c’est-à-dire :

‖(Nu)(t)− (Nv)(t)‖2−α ≤
Tα−1

α− 1

[
(α− 1)(T + 1)M2

(T + 2)Γ(α)
+

(α− 1 + T )M3

(T + 2)Γ(α)
+M1G

∗
]
‖u− v‖2−α,

De la dernière estimation et (2.19), le suit que l’opérateur N est une contraction. Donc, par le théorème
du point fixe de Banach, on déduit que N admet un unique point fixe, ce qui implique que (2.1)-(2.3)
admet une seule solution dans C2−α(J,E).
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Exemple 2.1.1 Considérons le problèmes aux limites suivant :

D
3
2u(t) = 1 + cos t− 1

25
arctanu(t), J = [0, 1],

D
−1
2 u(0)−D 1

2u(0) =

∫ 1

0

1 + u(s)

1 + e2s
ds,

D
−1
2 u(1) +D

1
2u(1) =

∫ 1

0

1 + u(s) cos s

3 + e4s
ds.

(2.20)

f(t, u) = 1 + cos t− 1

25
arctanu, (t, u) ∈ [0, 1]× R

g(t, u) =
1 + u

1 + e2t
, (t, u) ∈ [0, 1]× R

h(t, u) =
1 + u cos t

3 + e4t
, (t, u) ∈ [0, 1]× R.

T = 1, α =
3

2
, M1 =

1

25
, M2 =

1

2
, M3 =

1

4
.

G̃(t, s) =
√
tG(t, s) =

1

3Γ
(

3
2

)
 3
√
t2 − st+ (s− 2)(1

2
+ t), 0 ≤ s ≤ t,

(s− 2)(1
2

+ t), t ≤ s ≤ 1.

Un simple calcul donne :
Pour 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

|G̃(t, s)| < 2

Γ
(

3
2

) =
4√
π
, (2.21)

et pour 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

|G̃(t, s)| < 2

Γ
(

3
2

) =
4√
π
. (2.22)

Donc, (2.21) et (2.22) implique que :

G? <
2

Γ
(

3
2

) =
4√
π
.

Maintenant, il reste à vérifier la condition (2.19). Avec les valeurs numériques de T, α,M1,M2 et M3,
nous avons :

Tα−1

α− 1

[
(α− 1)(T + 1)M2

(T + 2)Γ(α)
+

(α− 1 + T )M3

(T + 2)Γ(α)
+M1G

?

]
= 2

[
1

6Γ
(

3
2

) +
1

8Γ
(

3
2

) +
1

25
G?

]
<

2

3
√
π

+
1

4
√
π

+
8

25
√
π

< 1.

Alors par le Théorème 2.1.1 le problème (2.20) a une solution unique C 1
2
([0, 1],R).
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Maintenant, pour plus de commodité nous introduisons les hypothèses suivantes :
(H2) Les fonctions f, g, h : J × E −→ E satisfont aux conditions de Carathéodory .
(H3) Il existe des fonctions pf , pg, ph ∈ L∞(J,R+), telles que :

‖f(t, u)‖ ≤ pf (t)‖u‖, p.p. t ∈ J et tout u ∈ E,
‖g(t, u)‖ ≤ pg(t)‖u‖, p.p. t ∈ J et tout u ∈ E, (2.23)
‖h(t, u)‖ ≤ ph(t)‖u‖, p.p. t ∈ J et tout u ∈ E.

(H4) Pour p.p t ∈ J et tout ensemble borné B ∈ E, nous avons :

lim
k→0+

γ
(
f(Jt,k ×B)

)
≤ pf (t)γ(B),

lim
k→0+

γ
(
g(Jt,k ×B)

)
≤ pg(t)γ(B), (2.24)

lim
k→0+

γ
(
h(Jt,k ×B)

)
≤ ph(t)γ(B).

où Jt,k = [t− k, t] ∩ J.

Théorème 2.1.2 On suppose que les hypothèses (H2)− (H4) sont vérifiées. Si :

Tα−1

α− 1

[
(α− 1)(T + 1)

(T + 2)Γ(α)
‖pg‖L∞ +

(α− 1 + T )

(T + 2)Γ(α)
‖ph‖L∞ +G∗‖pf‖L∞

]
≤ 1 (2.25)

Alors le problème aux limite (2.1)-(2.3) admet au moins une solution des C2−α(J,E). On a vu que les
point fixes de l’opérateur N sont les solutions du problème (2.1)-(2.3) .
Pour R > 0, on définit l’ensemble DR par :

DR = {u ∈ C2−α(J,E), ‖u‖2−α ≤ R}.

Nous allons montrer donc queN satisfait les hypothèses du théorème et la preuve sera fait en trois étapes.
Étape 1 : On montre que N est continue. Soit {un} une suite qui converge vers u dans C2−α(J,E).
Alors, pour tout t ∈ J, on a :

t2−α‖(Nun)(t)− (Nu)(t)‖ ≤ (α− 1)(T + 1)

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

‖g(s, un(s))− g(s, u(s))‖ds

+
α− 1 + T

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

‖h(s, un(s))− h(s, u(s))‖ds

+

∫ T

0

t2−α‖G(t, s)‖‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖ds

C’est-à-dire :

‖(Nun)(t)− (Nu)(t)‖2−α ≤
(α− 1)(T + 1)

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

‖g(s, un(s))− g(s, u(s))‖ds

+
α− 1 + T

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

‖h(s, un(s))− h(s, u(s))‖ds

+G∗
∫ T

0

‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖ds
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Soit ρ > 0,tel que :

‖un‖∞ ≤ ρ et ‖u‖∞ ≤ ρ.

En utilisant la condition (H3), on trouve :

‖g(s, un(s))− g(s, u(s))‖ ≤ ‖g(s, un(s))‖+ ‖g(s, u(s))‖
≤ pg‖un(s)‖+ pg‖u(s)‖
≤ 2ρpg(s) = ϕ1(s).

D’une manière analogue :

‖h(s, un(s))− h(s, u(s))‖ ≤ 2ρph(s) = ϕ2(s).

‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖ ≤ 2ρpf (s) = ϕ3(s).

Clairement, ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ L1(J,R+)
Comme f, g et h sont des fonctions Carathéodory , alors f, g, h sont mesurables par rapport à u, donc on
peut appliquer le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, ce qui nous donne :

lim
n−→+∞

‖(Nun)(t)− (Nu)(t)‖2−α ≤
(α− 1)(T + 1)

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

lim
n−→+∞

‖g(s, un(s))− g(s, u(s))‖ds

+
α− 1 + T

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

lim
n−→+∞

‖h(s, un(s))− h(s, u(s))‖ds

+ G∗
∫ T

0

lim
n−→+∞

‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖ds

≤ 0

C’est-à-dire

‖(Nun)(t)− (Nu)(t)‖2−α −→ 0, quand n −→ +∞.

D’où la continuité de l’opérateur N.

Étape 2 : On montre que N applique DR dans DR, c’est-à-dire que NDR ⊂ DR. Par l’hypothèse
(H3) et la condition (2.25), on a pour tout u ∈ DR et t ∈ J :

t2−α‖(Nu)(t)‖ ≤ (α− 1)(T + 1)

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

‖g(s, u(s))‖ds

+
(α− 1 + T )

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

‖h(s, u(s))‖ds

+

∫ T

0

|G̃(t, s)|‖f(s, u(s))‖ds

c’est-à-dire :

‖N(u)‖2−α ≤ R
Tα−1

α− 1

[
(α− 1)(T + 1)

(T + 2)Γ(α)
‖pg‖L∞ +

α− 1 + T

(T + 2)Γ(α)
‖ph‖L∞ +G?‖pf‖L∞

]
.

≤ R.
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Ceci implique que N(DR) ⊂ DR.

Étape 3 :
On montre que N(DR) est borné et équicontinu.
• Nous avons N(DR) =

{
N(u) : u ∈ DR

}
, alors ∀u ∈ DR : ‖N(u)‖2−α ≤ R. Par consééquent,

N(DR) est borné dans C2−α(J,E).
• Soient t1, t2 ∈ J, t1 < t2 et u ∈ DR, donc nous avons :

‖t2−α2 (Nu)(t2)− t2−α1 (Nu)(t1)‖ =

∥∥∥∥∥ t1 − t2
(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

g(s, u(s))ds+
t2 − t1

(T + 2)Γ(α)

∫ T

0

h(s, u(s))ds

+

∫ T

0

[
G̃(t2, s)− G̃(t1, s)

]
f(s, u(s))ds

∥∥∥∥∥.
Par la condition (H3), nous obtenons :

‖t2−α2 (Nu)(t2)− t2−α1 (Nu)(t1)‖ ≤ t2 − t1
(T + 2)Γ(α)

TR‖pg‖L∞ +
t2 − t1

(T + 2)Γ(α)
TR‖ph‖L∞

+R‖pf‖L∞
∫ T

0

∣∣G̃(t2, s)− G̃(t1, s)
∣∣ds. (2.26)

Comme (t, s) −→ G̃(t, s) est continue, alors le membre à droite de l’inégalité (2.26) tend vers zéro, quand
t1 −→ t2. Par conséquent, N(DR) est équicontinu.
Maintenant, soit V un sous ensemble de DR tel que

V ⊂ conv
(
N(V ) ∪ {0}

)
.

L’ensemble V est borné et équicontinu et la fonction v −→ v(t) = γ(V (t)) est continue sur J. En
utilisant

(H4), lemme 1.4.1 et quelques propriétés de la mesure γ, on trouve pour tout t ∈ J :

v(t) = γ(V (t))

γ
(
N(V )(t) ∪ {0}

)
≤ γ(N(V )(t)).

Donc, nous avons :

t2−αv(t) ≤
∫ T

0

∣∣∣∣∣(α− 1)(T + 1)− t
(T + 2)Γ(α)

∣∣∣∣∣pg(s)γ(V (s))ds+

∫ T

0

∣∣∣∣∣ α− 1 + t

(T + 2)Γ(α)

∣∣∣∣∣ph(s)γ(V (s))ds

+

∫ T

0

t2−α|G(t, s)||pf (s)γ(V (s))ds,

ce qui implique que :

‖v‖2−α ≤
Tα−1

α− 1

[
(α− 1)(T + 1)

(T + 2)Γ(α)
‖pg‖L∞ +

α− 1 + T

(T + 2)Γ(α)
‖ph‖L∞ +G?‖pf‖L∞

]
‖v‖2−α,

19



ceci veut dire que :

‖v‖2−α

(
1− Tα−1

α− 1

[
(α− 1)(T + 1)

(T + 2)Γ(α)
‖pg‖L∞ +

α− 1 + T

(T + 2)Γ(α)
‖ph‖L∞ +G?‖pf‖L∞

])
≤ 0.

En exploitant (2.25), on en déduit que ‖v‖2−α = 0, c’est-à-dire que v(t) = 0, pour tout t ∈ J. Donc V (t)
est relativement compact dans E. En utilisant le théoréme d’Ascoli-Arzela , V est relativement compact
dans DR. En appliquant le théorème 1.4.1, on conclut que N admet un point fixe qui est une solution du
problème aux limites (2.1)-(2.3).

�
Maintenant, nous illustrons l’utilité de nos principaux résultats par un exemple :

2.2 Exemple

Nous considérons le problème aux limites suivant :

D
5
3u(t) =

3

20 + et
|u(t)|, J = [0, 1],

D
−1
3 u(0)−D 2

3u(0) =

∫ 1

0

1

6 + e6s
|u(s)|ds,

D
−1
3 u(1) +D

2
3u(1) =

∫ 1

0

1

2 + e2s
|u(s)|ds.

(2.27)

f(t, x) =
3

20 + et
x, (t, x) ∈ [0, 1]× R+

g(t, x) =
1

6 + e6t
x, (t, x) ∈ [0, 1]× R+

h(t, x) =
1

2 + e2t
x, (t, x) ∈ [0, 1]× R+.

pf (t) =
3

20 + et
, pg(t) =

1

6 + e6t
, ph(t) =

1

2 + e2t
.

Il est clair que f, g et h satisfont (H2), et l’hypotnèse (H3) est vérifiée avec pf , pg et ph.
Pour α = 5

3
et T = 1, nous avons :

G̃(t, s) = t
1
3G(t, s) =

1

3Γ
(

5
3

)
 3t

1
3 (t− s) 2

3 + (s− 2)(t− 1
3
), 0 ≤ s ≤ t,

(s− 2)(t− 1
3
), t ≤ s ≤ 1.

Pour 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

|G̃(t, s)| < 13

9Γ
(

5
3

) (2.28)
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et pour 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

|G̃(t, s)| < 2

9Γ
(

5
3

) . (2.29)

Alors, (2.28) et (2.28) impliquent que :

G? <
13

9Γ
(

5
3

) .
Ensuite, nous vérifions la condition (2.25). Nous avons :

‖pf‖L∞ =
1

7
, ‖pg‖L∞ =

1

7
, ‖ph‖L∞ =

1

3
,

alors,

Tα−1

α− 1

[
(α− 1)(T + 1)

(T + 2)Γ(α)
‖pg‖L∞ +

(α− 1 + T )

(T + 2)Γ(α)
‖ph‖L∞ +G∗‖pf‖L∞

]

<
3

2

[
17

63Γ
(

5
3

) +
5

27Γ
(

5
3

)]
< 1.

Maintenant, toutes les hypothèses du théorème 1.4.1 sont satisfaites, donc notre problème aux limites
(2.27) admet une solution dans C 1

3
([0, 1],R+).
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Chapitre 3

Problème aux limites pour une équation
différentielle fractionnaire avec conditions
intégrales non locales

Le but de ce chapitre est l’étude de l’existence et l’unicité de solution du problème :

CDqx(t) = f(t, x(t)), 1 < q ≤ 2, t ∈ J = [0, 1],

x(0) = g(x) + α

∫ ξ

0

x(s)ds, 0 < ξ < 1,

x(1) = h(x) + β

∫ η

0

x(s)ds, 0 < η < 1.

(3.1)

avec CDq est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre q, f : J × R −→ R est une fonction continue
donnée, g, h : [0, 1] −→ R sont deux fonctions données vérifiant quelques hypothèses qui seront définies
par la suite.

3.1 Existence et unicité de solution

Dans le contexte de l’étude de nos résultats d’existence et d’unicité, nous avons besoin du lemme
auxiliaire suivant :

Lemme 3.1.1 Soit σ : [0, 1] −→ R une fonction continue donnée. La solution x(t) du problème aux
limites : 

CDqx(t) = σ(t), 1 < q ≤ 2, t ∈ J = [0, 1],

x(0) = g(x) + α

∫ ξ

0

x(s)ds, 0 < ξ < 1,

x(1) = h(x) + β

∫ η

0

x(s)ds, 0 < η < 1.

(3.2)

est donnée par l’équation intégrale :
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x(t) =
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1σ(s)ds

− α

γΓ(q)

[
2− βη2

2
+ (1− βη)t

] ∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1σ(m)dm

)
ds

+
β

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

] ∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1σ(m)dm

)
ds (3.3)

− 1

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

] ∫ 1

0

(1− s)q−1σ(s)ds

−1

γ

[
2− βη2

2
+ (1− βη)t

]
g(x) +

1

γ

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]
h(x),

où
γ =

1

2

[
(1− αξ)(2− βη2) + αξ2(1− βη)

]
6= 0.

Preuve :
Par le lemme 1.2.3 , nous pouvons écrire :

CDqx(t) = σ(t) ⇐⇒ CDqx(t) = CDqIqσ(t)

⇐⇒ CDq(x(t)− Iqσ(t)) = 0,

puis, en vue du lemme 1.2.1, nous avons :

x(t) = c0 + c1t+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1σ(s)ds. (3.4)

En intégrant l’expression (3.4) sur [0, ξ], et en ajoutant g(x) aux deux côtés après l’avoir multipliée par
α, on trouve que :

g(x) + α

∫ ξ

0

x(s)ds = g(x) + αc0ξ + αc1
ξ2

2
+

α

Γ(q)

∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1σ(m)dm

)
ds.

De la même manière, nous obtenons :

h(x) + β

∫ η

0

x(s)ds = h(x) + βc0η + βc1
η2

2
+

β

Γ(q)

∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1σ(m)dm

)
ds.

En utilisant les conditions aux limites du problème (3.2), on obtient :

(1− αξ)c0 − α
ξ2

2
c1 = g(x) + αA (3.5)

(1− βη)c0 +

(
1− β η

2

2

)
c1 = h(x) + βB − C, (3.6)
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où,

A =
1

Γ(q)

∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1σ(m)dm

)
ds, (3.7)

B =
1

Γ(q)

∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1σ(m)dm

)
ds,

C =
1

Γ(q)

∫ 1

0

(1− s)q−1σ(s)ds.

La résolution du système (3.5)-(3.6), donne :

c0 =
1

γ

[
αβ

ξ2

2
B − αξ

2

2
C − α

(
1− βη

2

2

)
A+ α

ξ2

2
h(x)−

(
1− β η

2

)
g(x)

]
,

et

c1 =
1

γ

[
β(1− αξ)B − (1− αξ)C − α(1− βη)A+ (1− αξ)h(x)− (1− βη)g(x)

]
.

En substituant les valeurs de c0 et c1 dans (3.4), on obtient (3.3).

�
Maintenant, nous équipons l’espace de Banach C([0, 1],R) de toutes les fonctions continues de

[0, 1] −→ R doté d’une topologie de convergence uniforme avec la norme définie par ‖x‖ = sup{|x(t)|, t ∈
[0, 1]}, et avant d’annoncer nos théorèmes, nous avons besoin des hypothèses suivantes :
(H1) : |f(t, x)− f(t, y)| ≤ L|x− y|, ∀t ∈ [0, 1], L > 0, x, y ∈ R,

(H2) : |g(x)− g(y)| ≤ l1|x− y|, l1 > 0, ∀x, y ∈ R,

(H3) : |h(x)− h(y)| ≤ l2|x− y|, l2 > 0, ∀x, y ∈ R,

(H4) : |f(t, x)| ≤ µ(t), ∀(t, x) ∈ [0, 1]× R and µ ∈ C([0, 1],R+).
Maintenant, pour plus de commodité, nous utilisons les notations suivantes :

A0 =
1

Γ(q + 1)

(
1 +

A1 + A2

2|γ|(q + 1)

)
+
A3 + A4

2|γ|
(3.8)

A1 = |α|
(
|2− βη2|+ 2|1− βη|

)
ξq+1,

A2 =
(
|α|ξ2 + 2|1− αξ|

)(
|β|ηq+1 + q + 1

)
,

A3 = |2− βη2|+ 2|1− βη|,

A4 = |α|ξ2 + 2|1− αξ|.
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Théorème 3.1.1 Supposons que f : [0, 1]× R −→ R est une fonction continue qui satisfait l’hypothèse
(H1) et g, h : C([0, 1]) −→ R sont deux fonctions qui satisfont respectivement les hypothèses (H2) et
(H3). Si L?A0 < 1, où L? = max{L, l1, l2} etA0 est donné par (3.8). Alors le problème aux limites (3.1)
a une solution unique.

Preuve :
Pour la preuve du theorème 3.1.1 et en vue du lemme 3.1.1, nous définissons l’opérateur :
N : C([0, 1],R) −→ C([0, 1],R) par :

(Nx)(t) =
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1f(s, x(s))ds

− α

γΓ(q)

[
2− βη2

2
+ (1− βη)t

] ∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1f(m,x(m))dm

)
ds

+
β

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

] ∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1f(m,x(m))dm

)
ds

− 1

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

] ∫ 1

0

(1− s)q−1f(s, x(s))ds

−1

γ

[
2− βη2

2
+ (1− βη)t

]
g(x) +

1

γ

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]
h(x)., (3.9)

Posons
M = sup

t∈[0,1]

|f(t, 0)|, M1 = sup
x∈R
|g(x)|, M2 = sup

x∈R
|h(x)|,

et choisissons ρ ≥ A0M
?

1− L?A0

, où M? = max{M,M1,M2}.

Premièrement, on montre que NBρ ⊂ Bρ, où Bρ =
{
x ∈ C([0, 1],R) : ‖x‖ ≤ ρ

}
. Pour tout x ∈ Bρ,

nous avons :

|(Nx)(t)| ≤ 1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1|f(s, x(s))|ds

+

∣∣∣∣ α

γΓ(q)

[
2− βη2

2
+ (1− βη)t

]∣∣∣∣ ∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1|f(m,x(m))|dm
)
ds

+

∣∣∣∣ β

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]∣∣∣∣ ∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1|f(m,x(m))|dm
)
ds

+

∣∣∣∣ 1

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]∣∣∣∣ ∫ 1

0

(1− s)q−1|f(s, x(s))|ds

+

∣∣∣∣1γ
[

2− βη2

2
+ (1− βη)t

]∣∣∣∣|g(x)|+
∣∣∣∣1γ
[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]∣∣∣∣|h(x)|
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≤ 1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1
(
|f(s, x(s))− f(s, 0)|+ |f(s, 0)|

)
ds

+

∣∣∣∣ α

γΓ(q)

[
2− βη2

2
+ (1− βη)t

]∣∣∣∣ ∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1
(
|f(m,x(m))− f(m, 0)|

+|f(m, 0)|
)
dm

)
ds

+

∣∣∣∣ β

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]∣∣∣∣ ∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1
(
|f(m,x(m))− f(m, 0)|

+|f(m, 0)|
)
dm

)
ds

+

∣∣∣∣ 1

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]∣∣∣∣ ∫ 1

0

(1− s)q−1
(
|f(s, x(s))− f(s, 0)|+ |f(s, 0)|

)
ds

+

∣∣∣∣1γ
[

2− βη2

2
+ (1− βη)t

]∣∣∣∣(|g(x)− g(0)|+ |g(0)|
)

+

∣∣∣∣1γ
[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]∣∣∣∣(|h(x)− h(0)|+ |h(0)|
)

≤
(
Lρ+M

)[
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1ds

+
|α|
|γ|Γ(q)

(
|2− βη2|

2
+ |1− βη|

)∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1dm
)
ds

+
|β|
|γ|Γ(q)

(
|α|ξ2

2
+ |1− αξ|

)∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1dm
)
ds

+
1

|γ|Γ(q)

(
|α|ξ2

2
+ |1− αξ|

)∫ 1

0

(1− s)q−1ds

]
+

1

|γ|

(
|2− βη2|

2
+ |1− βη|

)
(l1ρ+M1)

+
1

|γ|

(
|α|ξ2

2
+ |1− αξ|

)
(l2ρ+M2)

≤ (L?ρ+M?)

[
1

Γ(q + 1)

(
1 +

A1 + A2

2|γ|(q + 1)

)
+
A3 + A4

2|γ|

]
= (L?ρ+M?)A0 ≤ ρ,
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c’est-à-dire que ‖Nx‖ ≤ ρ.
De plus pour tout t ∈ [0, 1] et x, y ∈ C([0, 1],R), nous avons :

|(Nx)(t)− (Ny)(t)| ≤
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

+

∣∣∣∣ α

γΓ(q)

[
2− βη2

2
+ (1− βη)t

]∣∣∣∣ ∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1|f(m,x(m))− f(m, y(m))|dm
)
ds

+

∣∣∣∣ β

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]∣∣∣∣ ∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1|f(m,x(m))− f(m, y(m))|dm
)
ds

+

∣∣∣∣ 1

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]∣∣∣∣ ∫ 1

0

(1− s)q−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

+

∣∣∣∣1γ
[

2− βη2

2
+ (1− βη)t

]∣∣∣∣|g(x)− g(y)|+
∣∣∣∣1γ
[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]∣∣∣∣|h(x)− h(y)|

≤ L|x− y|
[

1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1ds

+
|α|
|γ|Γ(q)

(
|2− βη2|

2
+ |1− βη|

)∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1dm
)
ds

+
|β|
|γ|Γ(q)

(
|α|ξ2

2
+ |1− αξ|

)∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1dm
)
ds

+
1

|γ|Γ(q)

(
|α|ξ2

2
+ |1− αξ|

)∫ 1

0

(1− s)q−1ds

]
+l1|x− y|

1

|γ|

(
|2− βη2|

2
+ |1− βη|

)
+l2|x− y|

1

|γ|

(
|α|ξ2

2
+ |1− αξ|

)
≤ L?|x− y|

[
1

Γ(q + 1)

(
1 +

A1 + A2

2|γ|(q + 1)

)
+
A3 + A4

2|γ|

]
= L?A0|x− y|.

Par conséquent,
‖Nx−Ny‖ ≤ L?A0‖x− y‖.

Le nombre L? ne dépend que des paramètres indiqués dans notre problème. Puisque L?A0 < 1, alors N
est une contraction. Ainsi, par le théorème du point fixe de Banach, il s’ensuit que notre problème aux
limites (3.1) a une solution unique.

�
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3.2 Exemple

Considérons le problème aux limites suivant :

CD
3
2x(t) =

1

(t+ 4)2

‖x‖
1 + ‖x‖

+ 1 + cos2 t, t ∈ J = [0, 1],

x(0) =
1

16
x(µ) +

1

2

∫ 1
4

0

x(s)ds, µ ∈ [0, 1],

x(1) =
1

12
x(ν) +

∫ 3
4

0

x(s)ds, ν ∈ [0, 1].

(3.10)

Dans cet exemple, nous avons :

q =
3

2
, α =

1

2
, β = 1, ξ =

1

4
, η =

3

4
,

et
f(t, x) =

1

(t+ 4)2

‖x‖
1 + ‖x‖

+ 1 + cos2 t, g(x) =
1

16
x(µ), h(x) =

1

12
x(ν).

Alors,

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ 1

16
‖x− y‖, L =

1

16
,

‖g(x)− g(y)‖ ≤ 1

16
‖x− y‖, l1 =

1

16
,

‖h(x)− h(y)‖ ≤ 1

12
‖x− y‖, l2 =

1

12
.

En outre,

L? =
1

12
, γ =

81

128
, A1 =

31

1024
, A2 =

513
√

3 + 4560

1024
, A3 =

31

16
, A4 =

57

32
,

2|γ|(q + 1) =
405

128
, 2|γ| = 162

128
,

par suite,

L?A0 =
1

9
√
π

(19
√

3

120
+

7831

3240

)
+

119

1944
≈ 0.337498344 < 1.

Donc, toutes les hypothèses du théorème 3.1.1 sont satisfaites et par conséquent le problème aux limites
(3.10) a une solution unique.

Notre deuxième résultat est basé sur le théorème du point fixe de Krasnoselskii.

Théorème 3.2.1 [24]( théorème du point fixe de Krasnoselskii) Soit M un sous-ensemble non vide
convexe et fermé d’un espace de Banach X. Soient A,B deux opérateurs tels que :
(i) Ax+By ∈M pour tout x, y ∈M ,
(ii) A est compact et continu,
(iii) B est une contraction.
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Alors, il existe z ∈M tel que z = Az +Bz.

Théorème 3.2.2 Soit f : [0, 1]× R −→ R une fonction continue joignant les sous-ensembles bornés de
[0, 1]× R en sous-ensembles relativement compact de R, et soient les hypothèses (H1)− (H4) ont lieu.
Si

L?

[
1

Γ(q + 1)

(
A1 + A2

2|γ|(q + 1)

)
+
A3 + A4

2|γ|

]
< 1, (3.11)

alors, le problème aux limites (3.1) admet une solution unique dans [0, 1].

Preuve :
Posons M3 = sup

t∈[0,1]

|µ(t)|, et fixons :

ρ ≥ M̃

[
1

Γ(q + 1)

(
1 +

A1 + A2

2|γ|(q + 1)

)
+
A3 + A4

2|γ|

]

avec M̃ = max{M1,M2,M3} et considérons Bρ = {x ∈ C([0, 1],R) : ‖x‖ ≤ ρ}. Pour appliquer le
théorème 3.2.1, nous déffinissons deux opérateurs P et Q par :

(Px)(t) =
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1f(s, x(s))ds,

(Qx)(t) = − α

γΓ(q)

[
2− βη2

2
+ (1− βη)t

] ∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1f(m,x(m))dm

)
ds

+
β

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

] ∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1f(m,x(m))dm

)
ds

− 1

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

] ∫ 1

0

(1− s)q−1f(s, x(s))ds

−1

γ

[
2− βη2

2
+ (1− βη)t

]
g(x) +

1

γ

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]
h(x),

• Pour x, y ∈ Bρ, nous trouvons que :

‖Px+Qy‖ ≤ M3

Γ(q + 1)

(
1 +

A1 + A2

2|γ|(q + 1)

)
+
M1A3 +M2A4

2|γ|

≤ M̃

[
1

Γ(q + 1)

(
1 +

A1 + A2

2|γ|(q + 1)

)
+
A3 + A4

2|γ|

]
≤ ρ.

Donc, Px+Qy ∈ Bρ.

• Pour x, y ∈ C([0, 1],R) et tout t ∈ [0, 1], nous avons :

|(Qx)(t)− (Qy)(t)| ≤ L?

[
1

Γ(q + 1)

(
A1 + A2

2|γ|(q + 1)

)
+
A3 + A4

2|γ|

]
|x− y|.

29



ce qui implique que :

‖(Qx)− (Qy)‖ ≤ L?

[
1

Γ(q + 1)

(
A1 + A2

2|γ|(q + 1)

)
+
A3 + A4

2|γ|

]
‖x− y‖.

Alors, il en résulte par la condition (3.11) que Q est une contraction.

• La continuité de f implique que l’opérateur P est continu. En outre, nous avons :

‖Px‖ ≤ M3

Γ(q + 1)
,

ce qui signifie que P est uniformément borné dans Bρ.

•Maintenant, nous prouvons que l’opérateur P est compact.

En tenant compte de la condition (H1), nous définissons f ? = sup
(t,x)∈[0,1]×Bρ

|f(t, x)|, alors on peut

écrire :

|(Px)(t1)− (Px)(t2)| =
1

Γ(q)

∣∣∣∣∣
∫ t1

0

[
(t1 − s)q−1 − (t2 − s)q−1

]
f(s, x(s))ds

−
∫ t2

t1

(t2 − s)q−1f(s, x(s))ds

∣∣∣∣∣
≤ f ?

Γ(q + 1)

∣∣∣∣2(t2 − t1)q + tq1 − t
q
2

∣∣∣∣. (3.12)

Le second membre de (3.12) est indépendant de x et tend vers zéro quand t2 − t1 −→ 0, alors P est
équicontinu. En utilisant le fait que f joignant des sous-ensembles bornés en sous-ensembles relativement
compacts, on obtientP(B)(t) est relativement compact dans R pour chaque t, (où B est un sous-ensemble
de C([0, 1]× R)). Donc P est relativement compact dans Bρ. Par conséquent, par le théorème d’Ascoli-
Arzela, nous concluons que P est compact dans Bρ. Ainsi, toutes les hypothèses de Théorème 3.2.1 sont
satisfaites. Donc le problème aux limites (3.1) admet une solution unique dans [0, 1].

�
Notre prochain résultat principal est basé sur le lemme suivant établi par O’Regan dans [9].

Lemme 3.2.1 Notons U un ensemble ouvert dans un ensemble convexe fermé C d’un espace de Banach
E. Supposons 0 ∈ U. Supposons aussi que F (U) soit borné et que F : U −→ C est donné par F =
F1 + F2, dans lequel F1 : U −→ E est continu et complètement continu et F2 : U −→ E est une
contraction non linéaire (i.e. il existe une fonction non décroissante non négative φ : [0,+∞) −→
(0,+∞) satisfaisant φ(z) < z for z > 0, telle que ‖F2(x)− F2(y)‖ ≤ φ(‖x− y‖) pour tous x, y ∈ U ).
Alors soit
(C1) F a un point fixe x ∈ U ; ou
(C2) il existe un point u ∈ ∂U et λ ∈ (0, 1) avec u = λF (u), où U et ∂U, représentent respectivement
la fermeture et le bord de U.
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Maintenant, pour plus de commodité, nous définissons :

Ωr = {x ∈ C([0, 1],R) : ‖x‖ < r},

et
Mr = max{|f(t, x)| : (t, x) ∈ [0, 1]× [−r, r]}.

Théorème 3.2.3 Soit f : [0, 1]×R −→ R une fonction continue. Supposons que (H1) a lieu. En outre,
nous supposons que :

(H5) il existe deux constantes positives ρ1, ρ2 et deux fonctions continues φ1, φ2 : [0,+∞) −→
(0,+∞) telles que :
• φ1(z) ≤ ρ1z, et |g(u)− g(v)| ≤ φ1(|u− v|), pour tous u, v ∈ R.
• φ2(z) ≤ ρ2z, et |h(u)− h(v)| ≤ φ2(|u− v|), pour tous u, v ∈ R.

(H6) g(0) = 0 et h(0) = 0.

(H7) Il existe une fonction non-négative p ∈ C([0, 1],R+) et une fonction non décroissante
ψ : [0,+∞) −→ (0,+∞) telles que :

|f(t, u)| ≤ p(t)ψ(|u|), pour tous (t, u) ∈ [0, 1]× R.

(H8) sup
r∈R+

r

p0ψ(r)
>

|γ|
|γ| − ρ1A3 − ρ2A4

, avec

p0 =
1

Γ(q)

[∫ t

0

(t− s)q−1p(s)ds+
A1

2|γ|

∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1p(m)dm

)
ds

+
|β|(|α|ξ2 + 2|1− αξ|)

2|γ|

∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1p(m)dm

)
ds

+
|α|ξ2 + 2|1− αξ|

2|γ|

∫ 1

0

(1− s)q−1p(s)ds

]
.

Alors, le problème aux limites (3.1) a au moins une solution sur [0, 1].

Preuve :
En premier lieu, nous considérons l’opérateur N : C([0, 1],R) −→ C([0, 1],R) défini par (3.9) et nous
posons :

(Nx)(t) = (N1x)(t) + (N2x)(t), t ∈ [0, 1],

où,

(N1x)(t) =
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1f(s, x(s))ds

− α

γΓ(q)

[
2− βη2

2
+ (1− βη)t

] ∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1f(m,x(m))dm

)
ds

+
β

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

] ∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1f(m,x(m))dm

)
ds

− 1

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

] ∫ 1

0

(1− s)q−1f(s, x(s))ds
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et

(N2x)(t) = −1

γ

[
2− βη2

2
+ (1− βη)t

]
g(x) +

1

γ

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]
h(x),

De (H8) il existe un nombre strictement positif r0 (r0 > 0) tel que :

r0

p0ψ(r0)
>

|γ|
|γ| − ρ1A3 − ρ2A4

(3.13)

Maintenant, pour la preuve de notre théorème, nous allons prouver que les opérateurs N1 et N2 satisfont
toutes les hypothèses du lemme3.2.1. Donc, la preuve est faite en quatre étapes.

étape 1 : L’opérator N1 est continu et complètement continu.
Nous montrons que N1(Ωr0) est borné. pour tout x ∈ Ωr0 , nous avons :

|(N1x)(t)| ≤ 1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1|f(s, x(s))|ds

+
|α|
|γ|Γ(q)

[
|2− βη2|

2
+ |1− βη|

] ∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1|f(m,x(m))|dm
)
ds

+
|β|
|γ|Γ(q)

[
|α|ξ2

2
+ |1− αξ|

] ∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1|f(m,x(m))|dm
)
ds

+
1

|γ|Γ(q)

[
|α|ξ2

2
+ |1− αξ|

] ∫ 1

0

(1− s)q−1|f(s, x(s))|ds

≤ Mr

Γ(q + 1)

(
1 +

A1 + A2

2|γ|(q + 1)

)
. (3.14)

Donc,

‖N1x‖ ≤
Mr

Γ(q + 1)

(
1 +

A1 + A2

2|γ|(q + 1)

)
.

Cela signifie que N1(Ωr0) est uniformément borné. De plus, pour chaque t1, t2 ∈ [0, 1], t1 < t2, nous
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avons :

|(N1x)(t1)− (N1x)(t2)| ≤ 1

Γ(q)

∫ t1

0

[
(t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1

]
|f(s, x(s))|ds

+
1

Γ(q)

∫ t2

t1

(t2 − s)q−1|f(s, x(s))|ds

+
|α|
|γ|Γ(q)

|1− βη|(t2 − t1)

∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1|f(m,x(m))|dm
)
ds

+
|β|
|γ|Γ(q)

|1− αξ|(t2 − t1)

∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1|f(m,x(m))|dm
)
ds

+
|1

|γ|Γ(q)
|1− αξ|(t2 − t1)

∫ 1

0

(1− s)q−1|f(s, x(s))|ds

≤ Mr

Γ(q)

{∫ t1

0

[
(t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1

]
ds+

∫ t2

t1

(t2 − s)q−1ds

+
|α||1− βη|(t2 − t1)

|γ|

∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1dm

)
ds

+
|β||1− αξ|(t2 − t1)

|γ|

∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1dm

)
ds

+
|1− αξ|(t2 − t1)

|γ|

∫ 1

0

(1− s)q−1ds

}
,

qui est indépendant de x et tend vers zéro quand t2 − t1 −→ 0. Alors N1 est équicontinu. Par
conséquent, par le théorème d’Ascoli-Arzela, nous concluons que

N1(Ωr0) est un ensemble relativement compact.

Soit {xn} ⊂ Ωr0 où ‖xn− x‖ −→ 0. Donc |xn(t)− x(t)| −→ 0 sur [0, 1]. De la continuité uniforme
de (t, x) 7→ f(t, x) sur l’ensemble compact [0, 1]× Ωr0 il s’ensuit que
|f(t, xn(t))−f(t, x(t))| −→ 0 uniformément sur [0, 1]. Par conséquent ‖N1xn−N1x‖ −→ 0 lorsque

n −→ +∞, ce qui signifie que N1 est complètement continu.

Étape 2 : L’opérateur N2 : Ωr0 −→ C([0, 1],R) est une contraction. Ceci est déduit directement
de la condition (H5).

Étape 3 : L’ensemble N(Ωr0) est borné.
De l’hypothèse (H5), nous obtenons que :

‖N2x‖ ≤
2

|γ|

[
|2− βη2|

2
+ |1− βη|

]
ρ1r0 +

2

|γ|

[
|α|ξ2

2
+ |1− αξ|

]
ρ2r0

=
ρ1A3 + ρ2A4

|γ|
r0 (3.15)

pour chaque x ∈ Ωr0 . Comme l’ensemble N1(Ωr0) est borné, alors l’ensemble N(Ωr0) est aussi borné.

Étape 4 : Enfin, il suffit simplement de montrer que la condition (C2) dans le lemme 3.2.1, ne se
produit pas. Pour ce faire, nous procédons par contradiction. Nous supposons que (C2) a lieu. Alors, il
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existe λ ∈ (0, 1) et x ∈ ∂Ωr0 telles que x = λNx. Donc nous avons ‖x‖ = r0 et

x(t) = λ

{
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1f(s, x(s))ds

− α

γΓ(q)

[
2− βη2

2
+ (1− βη)t

] ∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1f(m,x(m))dm

)
ds

+
β

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

] ∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1f(m,x(m))dm

)
ds

− 1

γΓ(q)

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

] ∫ 1

0

(1− s)q−1f(s, x(s))ds

−1

γ

[
2− βη2

2
+ (1− βη)t

]
g(x) +

1

γ

[
αξ2

2
+ (1− αξ)t

]
h(x)

}
, t ∈ [0, 1].

avec les hypothèses (H6)− (H8), nous avons :

r0 ≤
ψ(r0)

Γ(q)

[∫ t

0

(t− s)q−1p(s)ds+
A1

2|γ|

∫ ξ

0

(∫ s

0

(s−m)q−1p(m)dm

)
ds

+
|β|(|α|ξ2 + 2|1− αξ|)

2|γ|

∫ η

0

(∫ s

0

(s−m)q−1p(m)dm

)
ds

+
|α|ξ2 + 2|1− αξ|

2|γ|

∫ 1

0

(1− s)q−1p(s)ds

]
.

+
ρ1A3 + ρ2A4

|γ|
r0.

Cela signifie que :

r0 ≤ p0ψ(r0) +
ρ1A3 + ρ2A4

|γ|
r0.

Ainsi,
r0

p0ψ(r0)
≤ |γ|
|γ| − ρ1A3 − ρ2A4

,

c’est une contradiction avec (3.13). par conséquent, les opérateurN1 etN2 satisfont toutes les hypothèses
du lemme 3.2.1. D’où l’opérateur N a au moins un point fixe x dans Ωr0 , qui est la solution du problème
aux limites (3.1).

�
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Conclusion générale

L’objectif de ce travail consiste à présenter plusieurs résultats d’existence et d’unicité pour certaines
classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire aux sens de Riemann-Liouville et de Caputo dans
des espaces de Banach de dimension fini ou infinie. Ces résultats ont été obtenus en utilisant les théo-
rèmes de point fixe de Banach, de Krasnoselskii et de Mönch combiné avec la mesure de noncompacité
de Kuratowskii. Pour cela, nous avons commencé par des préliminaires où nous avons rappelé quelques
définitions des dérivées fractionnaires telles que, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et de Ca-
puto, et quelques outils de base du calcul fractionnaire, ainsi que les démonstrations détaillées, qui nous
ont permis de prouver l’existence et l’unicité de solutions
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 ملخص

 المعادلات التفاضلية بعض  درسنا الوجود و الوحدانية لحلول لعمل في هذه ا  

ليوفيل  و كابيتو. بشروط حدية تكاملية   -الكسرية بمفهوم  ريمان ذات الرتب 

و غير محلية  و ذلك باستعمال نظرية النقطة الثابتة  لبناخ ونظرية مونش و 

.كراسنوسلسكي  

 

Abstract 

     In this work, we studied the existence and uniqueness of 

solutions of some Riemann-Liouville and Caputo fractional 

differential equations with integral and non-local boundary 

conditions using fixed point theorem of  Banach, Mönch and 

Krasnoselskii. 

 

Résumé 

    Dans ce travail, nous avons étudié l’existence et l’unicité 

de solutions de quelques équations différentielles fraction- 

naires aux sens de Riemann-Liouville et de Caputo avec con- 

ditions aux limites intégrales et non locales en utilisant les 

théorèmes du point fixe de Banach, Mönch et Krasnoselskii.
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