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Notations

äX Variable aléatoire

ä}[t0,t] = exp(1
2
A · t2)

ä(}−1[t0,t]
)′ Dérivation (}−1[t0,t]

)

ä‖.‖ : La norme

äT Le ensemble Les temps

äX =£ Y X et Y ont même lois
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Introduction

Le concept d’équation différentielle stochastique à bruit additif généralise celui d’équa-

tion différentielle ordinaire aux processus stochastiques. ou définit l’équation différentielle

stochastique à bruit additif pour le mouvement brownien Wt par{
dXt = (a(t)Xt + c(t))dt+ b(t)dWt

X0 = x
(1)

ou a(t) et b(t) sont deux fonction avec b(t) indépendante de Xt{
a : t ∈ R+ 7−→ a(t) ∈ R
b : t ∈ R+ 7−→ b(t) ∈ R

La résolution de l’équation différentielle stochastique ( 1 ) à élè prise par des scienti-

fiques.

Cela à permis aux chercheurs de trouver une solution à cette équation .

La résolution de l’équation conduit à une question plus large , c’est ce que nous allons

discuter dans ce mêmoire , qui est la résolution de l’équation différentielle stochastique

multidimensionnelle .

formulation de la problématique

-Comment résoudre l’équation différentielle stochastique à bruit additif multidimension-

nelle ?

les sous- problémes :

2
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1-S’assurer de l’existence d’une telle solution

2-La solution trouvée est-t-elle unique ?

-Hypothèses : La condition du théorème d’Itô pour la forme multidimensionnelle s’as-

sure de

1-l’existence de la solution

2- l’unicité d’une telle solution
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Chapitre 1

Revue de Littérature

Auteur :Bahram Houchmandzadeh

Titre :les processus stochastique

Chapitre-9 :les équations différentielles stochastiques et calcul d’Itô

Résume : Dans ce chapitre du livre,l’auteur met l’accent sur le processus de Wiener, qui

est inclus dans l’équation différentielle stochastique,qui est pris en compte .

et il est donc nécessaire de définir des conditions sur le processus de Wiener pour faciliter

l’accès à la solution. de l’équation différentielle stochastique

Mots-clés : formule dItô, processus Wiener, processus stochastique

Résultat : 
dw(t) =

√
dt

(dw(t))2 = dt

dtdt = dBtdt = dtdBt = 0

w(t) =
∫ t

0
dw(t)

Auteur :Karaouzene Naila

titre :Équations différentielles stochastiques
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chapitre–2 :Équations différentielles stochastiques

Résume :Ce chapitre du livre se concentre sur la théorie d’Itô de la solution de l’équation

différentielle Stochastique

Mots-clés :Integrale d’Itô,formule d’Itô,processus d’Itô

Résultat :

d(XtYt) = YtdXt +XtdYt + dXtdYt

Auteur :Monique jeanblanc,Thomas simon

titre :Éléments de calcul stochastique

chapitre :Équation différentielles stochastique

Résume : Dans ce chapitre, l’auteur du livre à reliée l’équation différentielle ordinaire

à l’équation différentielle stochastique et explique que l’équation différentielle stochas-

tique est une généralisation de l’équation différentielle ordinaire.Il a introduit la théorie

de l’existence et l’unité de l’équation différentielle stochastique

Résultat : L’un des résultats les plus importants dans la théorie est l’existence

des constants KetD positives


1− (condition de lipschitz)

| b(t, x)− b(t, y) | + | a(t, x)− a(t, y) |≤ K | x− y |
2− (condition de croissance)

| a(t, x) | + | b(t, x) |≤ D(1+ | x |)

Alors l’équation accepte une solution

synthèse

La lecture précédente aide à la résolution l’équation différentielle stochastique
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Chapitre 2

Aperçu théorique

2.1 calcul stochastique

2.1.1 Processus stochastiques

Définition 2.1.1 (1)

Un processus stochastique X = (Xt)t∈T est une famille de variables aléatoires Xt in-

dexée par un ensemble T .

Remarque 2.1.2

En général T = R ou R+ et on considére que le processus est indexé par le temps t. Si

T est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire. Si T = N alors le processus

est une suite de variables aléatoires. Plus généralement quand T ∈ Z, le processus est

dit discret. Pour T ∈ Rd, on parle de champ aléatoire (drap quand d = 2), Un processus

6



2.1. CALCUL STOCHASTIQUE

dépend de deux paramétres : Xt(ω) dépend de t(en général le temps) et de l’aléatoire

ω ∈ Ω.

Pout t ∈ T fixé, ω ∈ Ω 7→ Xt(ω)est une variable aléatoire sur l’espace de probabilité

(Ω,F ,P).

Pout ω ∈ Ω fixé, t ∈ T 7→ Xt(ω)est une fonction à valeurs réelles, appelée trajectoire du

processus. C’est un enjeu que de savoir si un processus admet des trajectoires mesurables,

continues, dérivables ou encore plus réguliéres.

Dans la suite, sauf mention contraire, on prendra T = R+ ou [0; 1]

Définition 2.1.3 (2)

Égalités de processus Deux processus X et Y ont même lois s’ils ont même lois fini-

dimensionnelles : pour tout n ∈ Nett1, ..., tn ∈ T ,

(Xt1 , ..., Xtn) =£ (Yt1 , ..., Ytn)

On ècrira X =£ Y .

On dira que Y est une version (ou une modification) du processus X si pour tout t ∈ T ,

P (Xt = Yt) = 1.

Deux processus X et Y sont dit indistinguables s’il existe N nègligeable tels que pour

ω /∈ N on a Xt(ω) = Yt(ω) pour tout t ∈ T ; de façon un peu abusive (parce que

Xt = Yt,∀t ∈ T n’est pas nécessairent un évènement), on écrit :P (Xt = Yt,∀t ∈ T ) = 1.

Exemple Soit N ∼ N(0, 1) et pour tout t : Xt = N, Yt = −N. Alors (Xt)t≥0 et (Yt)t≥0

ont même lois fini-dimensionnelles tandis que P (Xt = Yt) = P (2N = 0) = 0, ie. X, Y ne

sont pas version l’un de l’autre.

2) Soit l’espace de probabilité ([0, 1];B([0, 1]), λ) et T = [0, 1]. Considérons D la diagonale

de [0; 1]× [0; 1] et définissons

X(t, ω) = 0 ∀(t, ω) Y (t, ω) = 1D(t, ω)

Pour t fixé, on a X(t, ω) = 0 et Y (t, ω) = 1{t}(ω). On a donc X(t, ω) = Y (t, ω) pour

tout ω 6= t, c’est à dire ps : les processus X, Y sont versions l’un de l’autre. Pourtant,

P (ω : X(t, ω) = Y (t, ω),∀t) = 0 : les processus Xet Y ne sont pas indistinguables.

7



2.1. CALCUL STOCHASTIQUE

2.1.2 Le mouvement brownien

Définition 2.1.4 (3)

Soit X = {Xt, t ≥ 0} un processus issu de 0 et à valeurs dans R. On dit que X est un

mouvement brownien s’il vérifie l’une des deux conditions suivantes (équivalentes) :

(a) X est un processus gaussien centré et de fonction de covariance E[XsXt] = s ∧ t :

(b)X est un processus à accroissements indépendants et stationnaires tel que Xt ∼ N(0; t)

pour tout t ≥ 0

Proposition 2.1.5

Un processus W est un mouvement brownien de matrice de covariance C si et seule-

ment si

(i)W0 = 0,

(ii)W est continu,

(iii)W est gaussien,

(iv) pour tout t, s > 0, E(Wt) = 0 etE(WtW
tr
s ) = (t ∧ s)C.

Dans le paragraphe qui suit, nous introduisons la notion de filtrations utile pour la défi-

nition des processus de Markov et des martingales.

2.1.3 Filtration

Définition 2.1.6 (4)

Une filtration sur un espace de probabilité (Ω,F ,P)est un famille (Ft)t≥0 de sous-

tribus telle que pour s ≤ t, on a Fs ⊂ Ft

Si on considére un processus (Xt)t≥0, on considére souvent la filtration canonique

qu’il engendre : Fx = σ(Xs : s ≤ t), t ≥ 0. Dans ce cas, il est utile d’interpréter une

filtration comme une quantité d’information disponible à une date donnée : Fx
t représente

l’information véhiculée par le processus X jusqu’ à la date t. Une filtration est P -compléte

8



2.1. CALCUL STOCHASTIQUE

pour une mesure de probabilité P si F0 contient tous les événements de mesure nulle, ie.

N = {N ∈ F tel que P (N) = 0} ⊂ F0.

Proposition 2.1.7 (5)

1. On a toujours FT− ⊂ FT ⊂ FT+ . Si la filtration est continue à droite FT = FT+ .

2. Une variable aléatoire T :Ω → R+ est un(Ft+)t temps d’arret ssi pour tout t ≥

0, {T 〈t} ∈ Ft. Cela equivaut encore à dire que T ∧ t est FT -mesurable pour tout t ≥ 0.

3. Si T = t alors , FT = Ft, FT+ = Ft− et FT− = Ft−

4. Pour A ∈ F∞, posons TA(ω) = T (ω)si ω ∈ A, +∞ sinon. Alors A ∈ FT ssi TA est un

temps d’arrét.

5. Le temps d’arrét T est FT -mesurable.

6. Si S ≤ T sont deux temps d’arrét alors FS ⊂ FT . Pour S, T des temps d’arrét,

S ∧ T et S ∨ T sont des temps d’arrét et FT∧S = FT ∩ FS . De plus {S ≤ T} ∈ FT∧S .

7. Si Sn est une suite croissante de temps d’arrét alors S = limn→+∞ Sn est aussi un

temps d’arrét et FS− = ∨n,eq1FS−n
.

8. Si Sn est une suite décroissante de temps d’arrét alors S = limn→+∞ Sn est aussi un

temps d’arrét de (Ft+)t≥0 et FS+ = ∩n≥1FS+
n
.

9. Si Sn est une suite décroissante stationnaire de temps d’arrét (ie.∀ω,∃N(ω),

∀n ≥ N(ω), Sn(ω) = S(ω)) alors S = limnSn est aussi un temps d’arrét pour (Ft)t≥0 et

FS = ∩nFSn (comparer avec 8))[6].

2.1.4 Martingale

Définition 2.1.8

Un processus X = {Xt; t ∈ τ} est une Ft-martingale (resp.sous-martingale, surmar-

tingale) si

E[Xt] <∞,∀t ∈ τ ,

X est Ft-adapté,
6Jean-Ghristople Breton :processus stochastiques-2017-page(70)
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2.1. CALCUL STOCHASTIQUE

∀s, t ∈ τ, 0 6 s 6 t : E(Xt/Fs) = Xs p.s. (resp . ≥ Xs,≤ Xs).

Si X est une martingale (resp.sous-martingale, sur-martingale), alors l’application t ∈ τ

t 7−→ E(Xt) est constante (resp. croissante, décroissante).

Exemple si B = (Bt)t ≥ 0 un mouvement brownien et θ ∈ C ,alors les processus

(Bt)t≥0, (B
2
t − t)t≥0

E |Bt| = 0 <∞

Bt est adapté à Ft = σ(Bt)

E(Bt/Fs) = Bs

E |B2
t − t| ≤ E |B2

t |+ t = t+ t <∞

B2
t est adapté à Ft = σ(Bt)

(B2
t − t) est adapté à Ft = σ(Bt)

E((B2
t − t)/Fs) = E((Bt −Bs +Bs)

2 − (t+ s− s)/Fs)

= E((Bt −Bs)
2 − (t− s)/Fs) + E((Bs)

2 − s/Fs) + 2E((Bt −Bs)Bs/Fs)

= (t− s)− (t− s) +B2
s − s+ 0 = B2

s − s

E((B2
t − t)/Fs) = E((Bt −Bs +Bs)

2 − (t+ s− s)/Fs)

= E((Bt −Bs)
2 − (t− s)/Fs) + E((Bs)

2 − s/Fs) + 2E((Bt −Bs)Bs/Fs)

= (t− s)− (t− s) +B2
s − s+ 0

= B2
s − s

sont des martingales par rapport à la filtration naturelle de B.

Proposition 2.1.9

Soit (Ω,F ,Ft;Wt) un mouvement brownien standard, les processus suivants sont des Ft

- martingales

Wt,

10



2.1. CALCUL STOCHASTIQUE

WtW
tr
t –tI (à valeurs dans Rd×d),

Ma
t = exp(aWt −

1

2
a2).pour tout a ∈ Rd

2.1.5 Formule d’Itô

Définition 2.1.10 (7)

Un processus d’Itô est un processus de la forme

Xt = X0 +

∫ t

0

a(s)ds+
d∑

i=0

∫ t

0

ϕi(s)dB
(i)
S

–où X0 est une variable aléatoire F0-mesurable, de carré intégrable : E[X2
0 ] < +∞,

–est un processus adapté intégrable sur tout[0, T ] :
∫ T

0
|a(s)| ds < +∞,

–B = (B(1), . . . , B(d)) est un mouvement brownien standard dans Rd à composantes indé-

pendantes,

–ϕ = (ϕ1, . . . , ϕd) est un vecteur de processus adaptés vérifiant
∫ T

0
‖a(s)‖2 ds < +∞.

–Le terme (
∫ t

0
a(s)ds)t≥0 s’appelle la partie à variation finie du processus X.

–Le terme (
∫ t

0
ϕ(s)dBs)t≥0s’appelle la partie martingale locale du processus X.

Exemple 1- Montrons que tBt est un processus d’Itô. Remarquons que

lim
n→∞

n−1∑
k=0

k

n
t

(
B

(
k + 1

n
t

)(
k + 1

n
− k

n

)
t

)

où la limite est prise dans L2(p).

Puisque les trajectoires du mouvement brownien sont presque partout continues, on a

similaire ment

∫ t

0

Bsds = lim
n→∞

n−1∑
k=0

k

n
t

(
B

(
k + 1

n
t

)(
k + 1

n
− k

n

)
t

)

11



2.1. CALCUL STOCHASTIQUE

En additionnant les deux quantités, on trouve que∫ t

0

Bsds+

∫ t

0

sdBs = tBtj

ce qui se réecrit

d (tBt) = tdBt +Btdt

2.1.6 L’intégrale stochastique

Définition 2.1.11

soit ϕ =
∑n−1

k=0 ak1[tk,tk+1](t) un processus en escalier, l’intégrale stochastique de ϕ est

définie par

It(ϕ) =

∫ t

0

ϕdWs +
n−1∑
k=0

ak(Wt∧tk+1
−Wt∧tk), t ≥ 0

On considère l’opérateur linéaire

{
I : ε→ L2(Ω, C([0, T ]))

ϕ→ I(ϕ)

défini par :

It(ϕ) =

∫ t

0

ϕsdWs, 0 ≤ t ≤ T

ε est dense dans M2(0, T ),on on peut alors prolonger I de manière unique en une ap-

plication linéaire continue I dé nie sur M2(0, T ) à valeurs dans L2(Ω, C([0, T ])),Cette

application sera également notée

It(ϕ) =

∫ t

0

ϕsdWs

12



2.1. CALCUL STOCHASTIQUE

Définition 2.1.12 (Processus simples) [8]

Une fonction aléatoire adaptée ϕ est dite en escalier si elle est constante par intervalles

c’est à dire qu’elle s’écrit

ϕ(t, ω) =
n−1∑
i=0

Xt(ω)1[ti,ti+1](t)

où Xi est une variable aléatoire Fti-mesurable.

Si en plus pour chaque 0 ≤ i ≤ n−1, E [X2
I ] < +∞, ϕ est dite de carré intégrable.L’ensemble

des fonctions aléatoires adaptées, en escalier et carré intégrable est notée S.

Définition 2.1.13 (Martingale locale)

Soient (Ω,F , (Ft)t≥0 , P ) un espace de probabilité filtré,X = (Xt)t≥0 un processus

continu. On dit que X est une (Ft, P )-martingale locale, s’il existe une famille de temps

d’arrêt {Tn, n ≥ 1} . telle que

i) la suite (Tn)n≥1 est croissante et limt→∞ Tn = +∞ p.s

ii) Pour tout n, le processus XTn1 {Tn〉0}t≥0 est une (Ft, P ) martingale uniformément

intégrable.

Proposition 2.1.14

Toute martingale continue est une martingale locale.

Une martingale locale positive est une surmartingale.

une martingale locale bornée est une martingale.

Généralisation de l’intégrale stochastique

soit φ ∈ L2(Ω× R+), on considére le processus défini par

Xt =

∫ t

0

φ(t)dBs, tsxt t ≥ 0.

8Monique Jeanblanc, Thomas Simon :element de calcul stochastique :2005 :page(43)
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2.1. CALCUL STOCHASTIQUE

Proposition 2.1.15

Soit ϕ ∈ S une fonction en escalier et de carré intégrable. Alors

E
[∫

ϕ(t)dBt

]
= 0

E

[(∫
ϕ(t)dBt

)2
]

= E
[∫

(ϕ(t))2 dt

]
Proposition 2.1.16 [9]

La variation quadratique d’un processus d’Itô est donnée par

d〈X,X〉t =
d∑

i=1

ϕi(t)
2dt

En général pour des processus d’Itô X;Y , on calcule la variation quadratique 〈X, Y 〉

, par bilinéarité avec la régle de calcul formel suivante :

〈dt, dt〉 = 0 〈dBt, dBt〉 = dt.

Ainsi vnewline

d〈X, Y 〉t =
d∑

i=1

ϕt(t)φi(t)dt

9Jean-Ghristople Breton :processus stochastiques-2017-page(3)
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2.2. CALCUL MATRICIEL

2.2 calcul matriciel

Définition 2.2.1

Soit m et n deux entiers . Une matrice de taille m× n est un tableau de nombres avec m

lignes et n colonnes de la formes :

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
...

... . . . ...
am,1 am,2 . . . am,n


les aij sont des réels appelés coefficients de A . On notera aussi A = (aij)1≤i≤m1≤n ou

A = (aij)

2.2.1 Type de Matrice

Définition 2.2.2 [10] [Matrice de Wigner]

Soit Wij,1≤i≤j des variables aléatoires indépendantes telles que E(Wij) = 0 pour tout

1 ≤ i ≤ j et E(|Wij|2) = 1 pour tout1 ≤ i ≤ j On suppose de plus que

∀k, sup
i,j

E(|Wij|k) = C(k) < +∞

La matrice WN est une matrice N ×N symétrique telle que (WN)ij = Wij est définit par

WN =

{
Wi,i si i = j

Wi,j si i 6= j

Définition 2.2.3 (Matrice Carrée)

Une matrice de taille n × n est dite carrée. L’ensemble de toutes ces matrices est noté

Mn(R), pour une matrice A = (aij) ∈ Mn(R) les coefficients aij, 1 ≤ i ≤ n sont appéles

les coefficients diagonaux de A.
10les plus graudes valeurs propres de matrice aléatoires
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2.2. CALCUL MATRICIEL

Définition 2.2.4 (Matrice Diagonale)

On appelle matrice diagonale une matrice carrée dont tous les éléments en dehors de la

diagonale sont nuls

A =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1


Définition 2.2.5 (Matrice Identité)

La matrice identité de taille n est la matrice de Mn(R) dont les coefficients diagonaux

valent 1 et tous les autres coefficients valent 0. On la noté In , Idn
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
... . . . ...
0 . . . 0 1


Définition 2.2.6 (Matrice Triangulaire)

Soit A = (aij) ∈Mn(R)

• si aij = 0 dés que i > j alors la matrice A est dite triangulaire supérieure.

• si aij = 0 dés que i < j alors la matrice A est dite triangulaire inférieure.

• si aij = aji pour tous 1 < i, j < n (autrement dit siAt = A ) alors A est dite

symétrique .

• si aij = −aji pour tous 1 < i, j < n (autrement dit siAt = −A ) alors A est dite

antisymétrique

En particulier les coefficients diagonaux de A sont nuls.

Définition 2.2.7 (Matrice Inverse)

Une matrice A ∈Mn(R) est dite inversible s’il existe B ∈Mn(R) tel que

AB = BA = In
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Dans ce cas , B est appelé inverse de A et noté A−1. L’ensemble des matrices inversible

deMn(R) est désigné par GIn(R).

Remarque 2.2.8 Si A et B sont dans GIn(R) alors l’inverse de le produit AB est :

(AB)−1 = B−1A−1

Définition 2.2.9 (Trace de matricielle)

on appelle trace d’un matrice carré A = (aij)i,j=1...n,qu′ un note TrA, la somme de ses

éléments diagonaux

TrA =
n∑

i=1

aii

Définition 2.2.10 (valeur propres)

(λ) est une valeur propre de A si et seulement si

det(A− λI) = 0

Définition 2.2.11 (vecteur propres)

Si (λ) est une valeur propre de A, les vecteurs propres pour la valeur propre (λ) sont les

solutions non nulles du système linéaire homogène

(A− (λ)I)X = 0

. On sait que A possède des valeurs propres et qu’en résolvant ce système par la méthode

du pivot, on pourra trouver des vecteurs propres pour faire les colonnes de P .

Remarque s’il existe D matrice diagonale et P matrice inversible et M = PDP−1 alors

M est semblable à D

2.2.2 Matrice exponentielle :

Définition 2.2.12 (matrices exponentielle )

17



2.2. CALCUL MATRICIEL

soit A ∈Mn(K).la série
∑+∞

n=0 est normalement convergente sur tout compact ;donc a un

sens .on l’appelle exponentielle de la matrice A et on la note exp(A) = eA =
∑n−1

i=0

Ai

i!
Exponentielle d’une matrice diagonale

D =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · ·
...

...
... . . . 0

0 · · · 0 λn


une matrice diagonale d’ordre n. On vérifie facilement que

exp (D) =


exp(λ1) 0 · · · 0

0 exp(λ2) · · ·
...

...
... . . . 0

0 · · · 0 exp(λn)


si A = PDP−1 alores

expA = P exp(D)P−1

Proposition 2.2.13

1-pour tout opérateur linéaire A : Rn → Rn :

det eA = eTrA

3-si AB = BA alors eA+B = eA ∗ eB

4-pour toute matrice A on a
(
eA
)−1

= e−A

5-A−1 = 1
detA

(comA)T avec detA 6= 0

6-P (λ) = det(A− λI) = 0

7-λ les valeur propres

si A set une matrice triangulaire on diagonale alors P (λ)

λi = aii

8- Si P est une matrice non singuliére, alors

ePBP−1

= Pe−BP−1

18



2.2. CALCUL MATRICIEL

2.2.3 Formulaire de dérivation matricielle

Proposition 2.2.14

1-soit v ∈ Rk et aRk

∂(vTa)

∂v
=
∂(aTv)

∂v
= a (2.1)

2-soit un vecteur v ∈ Rk et une matrice M ∈ Rk×k

∂(vTMv)

∂v
= (M +MT )v (2.2)

En particulier, si M est symétrique, MT = M et

∂(vTMv)

∂v
= 2Mv (2.3)

3-soit M ∈ Rk×k

∂(log(det(M)))

∂M
= M−1 (2.4)

4- soit M ∈ Rk×k et A ∈ Rk×k symétrique :

∂(Tr(AM))

∂M
= A (2.5)

5-soit un vecteur v ∈ Rk et matrice M ∈ RK×K

∂

∂v
(Mv)T (Mv) = 2MTMv (2.6)

2.2.4 normes matricielles

Définition 2.2.15
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2.2. CALCUL MATRICIEL

Une norme d’un espace vectoriel E est une application ‖.‖ de E dans R+ qui vérifie

les propriétés suivantes :

∀x ∈ E, ‖x‖ ≥ 0,

∀λ ∈ R, x ∈ E, ‖λX‖ = |λ| ‖X‖ ,

∀x, y ∈ E, ‖X + Y ‖ ≤ ‖X‖+ ‖Y ‖ .

Définition 2.2.16

Une norme matricielle de Rn×n est une norme qui vérifie

∀A,B ∈ Rn×n, ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ .

Définition 2.2.17

Pour toute matrice A = (aij) ∈ Rn×m, on définit sa norme de Frobenius par :

‖A‖F =

√√√√ n∑
i=1

m∑
j=1

a2ij =
√
tr(ATA),

Proposition 2.2.18

Pour tout vecteurx ∈ R+, on a les inégalités :

‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤
√
n ‖x‖2 ,

Proposition 2.2.19

La norme de Frobenius est une norme matricielle. Elle vérifie les inégalités suivantes

‖A‖2 ≤ ‖A‖F ≤
√
n ‖A‖2 ,
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2.2. CALCUL MATRICIEL

‖AB‖F ≤ ‖A‖F ‖B‖2 ,

‖AB‖F ≤ ‖A‖2 ‖B‖F ,

‖AB‖F ≤ ‖A‖F ‖B‖F ,

pour tout couple de matrices (A,B) ∈ Rn×m × Rm×p

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n ‖x‖∞

‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n ‖x‖∞ .

Soit A = (aij) ∈ Rm×n. Alors :

‖A‖1 = max
j=1,...,n

m∑
i=1

|aij|,

‖A‖∞ = max
i=1,...,n

m∑
j=1

|aij|,
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Chapitre 3

l’équation différentielle
stochastique à bruit additif

multidimensionnelle

3.1 Introduction

L’équation différentielle stochastique à bruit additif multidimensionnelle est généra-

lisation des équation différentielle stochastique unidimensionnelle dans ce chapitre nous

preseution quelques théorèmes à fin de résoudre ces équation différentielle stochastique à

bruit additif multidimensionnelle

Nous utilisons par un ils exemples cites dons les domaines tel que Croissance démo-

graphique Achat et vente .. et autres

1-Équation différentielle stochastique à bruit additif unidimensionnelle

Avant d’aborder la résolution des équation différentielle stochastique à bruit additif

unidimensionnelle ,on présent la forme des solution des équation différentielle stochastique

à bruit additif unidimensionnelle
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3.2. THÉORÈME UTILISÉES

3.2 Théorème utilisées

pour l’équation différentielle stochastique à bruit additif unidimensionnelle

Théorème 3.2.1 (Existence et unicité)

considérons les fonction f : [0, T ]× R→ R ,g : [0, T ]× R→ R

1-

| b(t, x)− b(t, y) | + | a(t, x)− a(t, y) |6 K | x− y |

2-

| b(t, x) |6 D(1+ | x |)

et

| a(t, y) |6 D(1+ | x |)

pour 0 ≤ t < T ,x, y ∈ Rn , k,D est une constant positive .

Théorème 3.2.2 (Formule d’Itô)

[1] Soient X une semi-martingale et F : R =⇒ R une fonction de classe C2. Alors

F (Xt) = F (X0) +

∫ t

0

F ′(Xs)dXs +
1

2

∫ t

0

F ′′(Xs)d < X,X >s

preuve Existence et unicité de la solution

3.3 les types de l’équation différentielle stochastique à
bruit additif unidimensionnelle

preuve Existence et unicité la solution{
dXt = (a(t)Xt + c(t))dt+ b(t)dWt

X0 = x
(3.1)

1Jean-Ghristople Breton :processus stochastiques-2017-page(150)
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3.3. LES TYPES DE L’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE STOCHASTIQUE À
BRUIT ADDITIF UNIDIMENSIONNELLE

f(t,Xt) = (a(t)Xt + c(t))

g(t,Xt) = b(t)

f, g : [0, T ]× R→ R

a, b, c : [0, T ]→ R

|f(t,X)− f(t, Y )|+ |g(t,X)− g(t, Y )| = |(a(t)X + c(t))− (a(t)Y + c(t))|+ |b(t)− b(t)|

= |a(t)(X − Y )|

≤ |a(t)| |(X − Y )|
(3.2)

1-Da ferme et borne

2-a fonction contine sur Da

(1) et (2) ∃k ∈ R et k ≤ ∞

sup
t∈Da

|a(t)| = k

alors

|f(t,X)− f(t, Y )|+ |g(t,X)− g(t, Y )| ≤ k |X − Y |

|f(t,X)| = |a(t)X + c(t)|

≤ |a(t)| |X|+ |c(t)|

≤ sup
t∈[0,T ]

(|a(t)| , |c(t)|)(1 + |X|)

≤ k′(1 + |X|)

(3.3)

∃k′′ ∈ R et k′′ ≤ ∞

sup
t∈Db

|b(t)| = k′′

|g(t,X)| = |b(t)|

≤ sup
t∈[0T ]

(|b(t)|)

≤ k′′(1 + |X|)

(3.4)
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3.3. LES TYPES DE L’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE STOCHASTIQUE À
BRUIT ADDITIF UNIDIMENSIONNELLE

3.3.1 L’équation différentielle stochastique à bruit additif homo-
géne à coefficient constant

{
dXt = aXtdt+ bdWt

X0 = x

la forme de solution

Xt = e−at(X0 + b

∫ t

0

easdWs)

preuve

dXt = −aXtdt+ bdWt (3.5)

X(t) = f(t, x) (3.6)

dXt =

(
∂f

∂t
+

1

2

∂2f

∂x2

)
dt+

∂f

∂x
dBt (3.7)

−af =
∂f

∂t
+

1

2

∂2f

∂x2
=⇒ −af =

∂f

∂t
∂f

∂x
= b =⇒ ∂2f

∂x2
= 0

(3.8)

f(t,X) = L(Xt)e
−at =⇒ ∂f

∂x
= L′(Xt)e

−at = b (3.9)

L′(Xt) = beat =⇒ L(Xt) =

∫ t

0

beatdWs +X0

=⇒ Xt = f(t,Xt) = e−at(X0 + b

∫ t

0

easdWs)

=⇒ Xt = X0e
−at + b

∫ t

0

ea(s−t)dWs

(3.10)

3.3.2 L’équation différentielle stochastique à bruit additif homo-
géne à coefficient constant à coefficient variable

{
dXt = a(t)Xtdt+ b(t)dWt

X0 = x
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3.3. LES TYPES DE L’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE STOCHASTIQUE À
BRUIT ADDITIF UNIDIMENSIONNELLE

si b(t) = 0

l’équation différentielle ordinaire homogène

dXt = a(t)Xtdt

solution

Xt = X0exp(

∫ t

t0

a(t)ds)

on pose φ[t0,t] = exp(
∫ t

t0
a(s)ds) et X0 = Yt =⇒ Xt = φ[t0,t]Yt

φ−1[t0,t]
= exp(−

∫ t

t0

a(s)ds)

(φ−1[t0,t]
)
′
= −a(t)φ−1[t0,t]

Yt = Xtφ
−1
[t0,t]

=⇒ dYt = φ−1[t0,t]
dXt +Xt(φ

−1
[t0,t]

)
′
dt

=⇒ dYt = φ−1[t0,t]
(a(t)Xtdt+ b(t)dWt) +Xt(φ

−1
[t0,t]

)
′
dt

=⇒ dYt = b(t)φ−1[t0,t]
dWt

=⇒ Yt − Y0 =

∫ t

0

b(t)φ−1[t0,t]
dWt

=⇒ Yt = X0 +

∫ t

0

b(t)φ−1[t0,t]
dWt

=⇒ Xt = φ[t0,t](X0 +

∫ t

0

b(t)φ−1[t0,t]
dWt)

3.3.3 L’équation différentielle stochastique à bruit additif non
homogéne à coefficient constant

{
dXt = (aXt + c)dt+ bdWt

X0 = x

la forme de solution

Xt = e−at[(X0 +
c

a
(1− e−at)) + b

∫ t

0

e−asdWs]

preuve

l’équation différentielle stochastique non homogène

dXt = (aXt + c)dt+ bdWt
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c = 0 équation différentielle ordinaire homogène

dXt = aXtdt (3.11)

dXt

Xt

= adt 7−→
∫ t

0

dXs

Xs

=

∫ t

0

ads 7−→ lnXt − lnX0 = at

Xt = X0e
at

solution de la équation 3.11

Xt = X0e
at

on pose X0 = Yt

Xt = Yte
at =⇒ Yt = Xte

−at

dYt = e−atdXt − ae−atXtdt

dYt = e−at(cdt+ bdWt)

dYt = e−at(cdt+ bdWt) =⇒
∫ t

0

dYs =

∫ t

0

e−as(cds+ bdWs)

=⇒ Yt − Y0 = c

∫ a

c

e−asds+

∫ t

0

be−asdWs

=
−c
a

∫ t

0

−ae−asds+

∫ t

0

be−asdWs

=⇒ Yt − Y0 =
−c
a

(e−at − 1) +

∫ t

0

be−asdWs

=⇒ Xt = eatYt = eat(X0 +
c

a
(1− e−at) + b

∫ t

0

e−asdWs)

(3.12)

3.3.4 L’équation différentielle stochastique à bruit additif non
homogéne à coefficient variable

{
dXt = (a(t)Xt + c(t))dt+ b(t)dWt

X0 = x

équation différentielle ordinaire homogène

dXt = a(t)Xtdt
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solution

Xt = X0exp(

∫ t

t0

a(t)ds)

on pose φ[t0,t] = exp(
∫ t

t0
a(s)ds) et X0 = Yt =⇒ Xt = φ[t0,t]Yt

Y0 = X0

φ−1[t0,t]
= exp(−

∫ t

t0

a(s)ds)

(φ−1[t0,t]
)
′
= −a(t)φ−1[t0,t]

Yt = Xtφ
−1
[t0,t]

=⇒ dXt = φ[t0,t]dYt + Yt(φ[t0,t])
′
dt

=⇒ φ[t0,t]dYt + Yt(φ[t0,t])
′
dt = (a(t)ytφ[t0,t] + c(t))dt+ b(t)dWt

=⇒ φ[t0,t]dYt = c(t)dt+ b(t)dWt

=⇒ dYt = (c(t)dt+ b(t)dWt)(φ[t0,t])
−1

=⇒
∫ t

t0

dYs =

∫ t

t0

(c(s)ds+ b(s)dWs)(φs,t0)
−1

=⇒ Yt = Y0 +

∫ t

t0

(c(s)ds+ b(s)dWs)(φs,t0)
−1

=⇒ Xt = (φ[t0,t])(X0 +

∫ t

t0

(c(s)ds+ b(s)dWs)(φs,t0)
−1)
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3.4 Position du problème

De nombreux phénomènes ont incité les scientifiques à rechercher en particulier, les phéno-

mènes physiques et autres sont traduits à une équation différentielle et si les phénomènes

aléatoires sont traduits en une équation différentielle stochastique{
dXt = (a(t)Xt + c(t))dt+ b(t)dWt

X0 = x

Cependant, il existe de nombreux phénomènes basés sur plusieurs parties de l’infor-

mation, ce qui nous amène à réfléchir à l’extension du premier concept et à l’étude de

l’équation différentielle stochastique multidimensionnelle :

Soit A ∈Mn×n et X ∈ Rn et C,B ∈ Rn Obtenons l’équation à résoudre.

{
dXt = (A(t)Xt + C(t))dt+B(t)dWt

X0 = x

Ou sous la forme d’une matrice

 dx1t
...
dxnt

 =


 a1,1(t) . . . a1,n(t)

... . . . ...
an,1(t) · · · an,n(t)


 x1t

...
xnt

+

 c1(t)
...

cn(t)


 dt+

 b1t (t)
...

bnt (t)

 dWt

 X1
0
...
Xn

0

 =

 x10
...
xn0
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3.5 les types de l’équation différentielle stochastique à
bruit additif multidimensionnelle

l’équation différentielle stochastique à bruit additif multidimensionnelle ho-

mogéne à coefficient constant

{
dXt = AXtdt+BdWt

X0 = x

l’équation différentielle stochastique à bruit additif multidimensionnelle ho-

mogéne à coefficient variable

{
dXt = A · t ·Xtdt+B · t · dWt

X0 = x

l’équation différentielle stochastique à bruit additif multidimensionnelle non

homogéne à coefficient constant

{
dXt = (AXt + C)dt+BdWt

X0 = x

l’équation différentielle stochastique à bruit additif multidimensionnelle non

homogéne à coefficient variable

{
dXt = (A · t ·Xt + C · t)dt+B · t · dWt

X0 = x

3.6 Théorème utilisées

pour l’équation différentielle stochastique à bruit additif multidimensionnelle

Théorème 3.6.1 (Existence et unicité)

considérons les fonction f : [0, T ]× Rn → Rn ,g : [0, T ]× Rn → Rn

1-

‖ f(t, x)− f(t, y) ‖ + ‖ g(t, x)− g(t, y) ‖6 K ‖ x− y ‖
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2-

‖ f(t, x) ‖6 D(1+ ‖ x ‖)

et

‖ g(t, y) ‖6 D(1+ ‖ x ‖)

pour 0 ≤ t < T ,x, y ∈ Rn , k,D est une constant positive .

Théorème 3.6.2 (Formule d’Itô)

[2] Si on considére p semi-martingales continuesX1, . . . , Xp etF : Rp =⇒ R de

classeC2alors,

F (X1
t , ...., X

P
t ) = F (X1

0 , ...., X
P
0 )+

p∑
i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(X1

s , ..., X
p
s )dX i

s+
1

2

p∑
i,j=1

∫ t

0

∂2F

∂xi∂xj
(X1

s , ..., X
p
s )d〈X i, Xj〉s

preuve(existe et unicité){
dXt = (A(t)Xr + C(t))dt+B(t)dWt

Xt = x
(3.13)

f(t,Xt) = A(t)Xr + C(t)

g(t,Xt) = B(t)

f(t,Xt) ∈ [0, T ]× Rn → Rn

g(t,Xt) ∈ [0, T ]× Rn → Rn

A ∈Mn×n B,C,X ∈Mn

‖f(t,X)− f(t, Y )‖F + ‖g(t,X)− g(t, Y )‖F = ‖(A(t)X + C(t))− (A(t)Y + C(t))‖F + ‖B(t)−B(t)‖F

= ‖A(t)(X − Y )‖F

≤ ‖A(t)‖2 ‖(X − Y )‖F

≤

√√√√ n∑
i,j=1

sup
t∈[0,T ]

|aij(t)|2 ‖(X − Y )‖F

∃L ∈ R
√∑n

i,j=1 supt∈[0,T ] |aij(t)|
2 ≤ L

2Jean-Ghristople Breton :processus stochastiques-2017-page(150)
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‖f(t,X)− f(t, Y )‖F + ‖g(t,X)− g(t, Y )‖F ≤ L ‖(X − Y )‖F
‖f(t,X)‖ = ‖A(t)X + C(t)‖

≤ ‖A(t)‖ ‖X‖+ ‖C(t)‖

≤ sup
t∈[0,T ]

(‖A(t)‖ , ‖C(t)‖)(1 + ‖X‖)

≤ L′(1 + ‖X‖)
et

‖g(t,X)‖ = ‖B(t)‖

≤
√∑

i

( sup
t∈[0,T ]

|bi(t)|2)

√∑
i

( sup
t∈[0,T ]

|bi(t)|2) ≤ L′′

‖g(t,X)‖ ≤ L′′(1 + ‖X‖)

3.6.1 Solutions de l’équation différentielle stochastique à bruit
additif multidimensionnel

l’équation différentielle stochastique à bruit additif multidimensionnelle ho-

mogéne à coefficient constant

{
dXt = AXtdt+BdWt

X0 = x

Solutions

dXt = AXtdt

Xt = exp(A · t)X0

on pose

X0 = Yt

Xt = exp(A · t)Yt =⇒ Yt = exp(−A · t)Xt (3.14)
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dYt = −A exp(−A · t)Xtdt+ exp(−A · t)dXt

dYt = −A exp(−A · t)Xtdt+ exp(−A · t)(AXtdt+BdWt)

dYt = exp(−A · t)BdWt

Yt = Y0 +

∫ t

0

exp(−A · t) ·B · dWt

Xt = eAt(

∫ t

0

e−AsB · dWs +X0)

Xt = eAtX0 +
∫ t

0
eA(t−s)B · dWs

l’équation différentielle stochastique à bruit additif multidimensionnelle

homogéne à coefficient variable

{
dXt = A · t ·Xtdt+B · t · dWt

X0 = x

L’équation différentielle ordinaire homogène

dXt = A · t ·Xtdt

Xt = exp(
1

2
A · t2)X0

on pose exp(1
2
A · t2) = }[t0,t]

(}−1[t0,t]
) = exp(−1

2
A · t2)

(}−1[t0,t]
)′ = −A · t · (}−1[t0,t]

) on pose X0 = Yt

Yt = (}−1[t0,t]
)Xt

dYt = (}−1[t0,t]
)dXt − A · t · (}−1[t0,t]

)Xtdt

dYt = (}−1[t0,t]
)(A · t ·Xtdt+B · t · dWt)− A · t · (}−1[t0,t]

)Xtdt

dYt = (}−1[t0,t]
)B · t · dWt

Yt = Y0 +

∫ t

0

(}−1st0
)B · s · dWs

Xt = (}[t0,t])(X0 +

∫ t

0

(}−1st0
)BsdWs)
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Xt = (}[t0,t])X0 + (}[t0,t])
∫ t

0
(}−1st0)BsdWs

l’équation différentielle stochastique à bruit additif multidimensionnelle

non homogéne à coefficient constant

{
dXt = (AXt + C)dt+BdWt

X0 = x

équation différentielle ordinaire homogène

dXt = AXtdt

Xt = exp(A · t)X0

on pose X0 = Yt

dYt = exp(−At)dXt − A exp(−At)Xtdt

= exp(−At)((AXt + C)dt+BdWt)− A exp(−At)Xtdt

dYt = exp(−At)(Cdt+BdWt)

Yt = Y0 +

∫ t

0

exp(−As)Cds+

∫ t

0

exp(−As)BdWs

Xt = exp(At)(X0 +

∫ t

0

exp(−As)Cds+

∫ t

0

exp(−As)BdWs)

Xt = exp(At)X0 + exp(At)(

∫ t

0

exp(−As)Cds+

∫ t

0

exp(−As)BdWs)

Xt = exp(At)X0 +
∫ t

0
exp(A(t− s))Cds+

∫ t

0
exp(A(t− s))BdWs

l’équation différentielle stochastique à bruit additif multidimensionnelle

non homogéne à coefficient variable

{
dXt = (A · t ·Xt + C · t)dt+B · t · dWt

X0 = x

L’équation différentielle ordinaire homogène

dXt = A · t ·Xtdt =⇒ Xt = exp(
1

2
A · t2)X0
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on pose

X0 = Yt =⇒ Xt = exp(
1

2
A · t2)Yt

}[t0,t] = exp(
1

2
A · t2)

Yt = }−1[t0,t]
Xt

(}−1[t0,t]
)′ = −A · t · (}−1[t0,t]

)

dYt = }−1[t0,t]
dXt − A · t · (}−1[t0,t]

)Xtdt

dYt = }−1[t0,t]
(((A · t ·Xt + C · t)dt+B · t · dWt)− A · t · }−1[t0,t]

Xtdt

dYt = }−1[t0,t]
(C · t · dt+B · t · dWt)

Yt = Y0 +

∫ t

0

}−1st0
(C · s · ds+B · s · dWs)

Xt = }[t0,t](X0 +

∫ t

0

}−1st0
(C · s · ds+B · s · dWs))

Xt = }[t0,t] ·X0 + }[t0,t]
∫ t

0
}−1st0(C · s · ds+B · s · dWs))

3.6.2 Exemple

 dX1t

dX2t

dX3t

 =

 8 0 9
−3 −1 −3
−6 0 −7

 X1t

X2t

X3t

 dt+

 1
0
−1

 dWt

on pose

A =

 8 0 9
−3 −1 −3
−6 0 −7

 et B =

 1
0
−1


dXt = AXtdt+ bdWt

équation différentielle ordinaire homogène

dXt = AXtdt⇒ Xt = exp(A · t)X0
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on pose

X0 = Yt

Xt = exp(A · t)Yt =⇒ Yt = exp(−A · t)Xt

dYt = −A exp(−A · t)Xtdt+ exp(−A · t)dXt

dYt = exp(−A · t)BdWt

Yt = Y0 +

∫ t

0

exp(−A · s)BdWs

Xt = exp(−A · t)X0 +

∫ t

0

exp(A(t− s))BdWt

les valeurs propres de A

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
8− λ 0 9
−3 −1− λ −3
−6 0 −7− λ

∣∣∣∣∣∣
= (8− λ)(−1− λ)(−7− λ) + 9× 6× (−1− λ)

= −(1 + λ)2(λ− 2)

les valeurs propres sont λ = −1 valeur propre double et λ = 2 valeur propre simple

les vecteurs propres

pour λ = −1

(A− λI)X = 0⇔ (A+ I)

 x
y
z

⇔


9x+ 9z = 0

−3x− 3z = 0

−6x− 6z = 0

⇒ x+ z = 0

alors

v1 =

 1
0
−1

 et v2 =

 0
1
0


pour λ = 2

(A− 2I)

 x
y
z

 = 0⇔


6x+ 9z = 0

−3x− 3y − 3z = 0

−6x− 9z = 0

⇔ 2x = −3z, x = −3y, x = x

36



3.6. THÉORÈME UTILISÉES

v3 =

 3
−1
−2


alors

P =

 1 0 3
0 1 −1
−1 0 −2

 , D =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 et P−1 =

 −2 0 3
1 1 1
1 0 1


 8 0 9
−3 −1 −3
−6 0 −7

 =

 1 0 3
0 1 −1
−1 0 −2

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 −2 0 3
1 1 1
1 0 1


exp(A · t) = P exp(D · t)P−1

exp

 8 0 9
−3 −1 −3
−6 0 −7

 · t
 =

 1 0 3
0 1 −1
−1 0 −2

 exp(−t) 0 0
0 exp(−t) 0
0 0 exp(2t)

 −2 0 3
1 1 1
1 0 1



exp

 8 0 9
−3 −1 −3
−6 0 −7

 · t
 =

 −2e−t + 3e2t 0 −3e−t + 3e2t

e−t − e2t e−t e−t − e2t
−2e−t − 2e2t 0 −3e−t − 2e2t


exp(A · t)B =

 −2e−t + 3e2t 0 −3e−t + 3e2t

e−t − e2t e−t e−t − e2t
−2e−t − 2e2t 0 −3e−t − 2e2t

 1
0
−1


=

 5e−t

0
e−t

 = e−t

 5
0
1


exp(A · t)X0 =

 −2e−t + 3e2t 0 −3e−t + 3e2t

e−t − e2t e−t e−t − e2t
−2e−t − 2e2t 0 −3e−t − 2e2t

 x10
x20
x30


=

 (−2e−t + 3e2t)x10 + (−3e−t + 3e2t)x30
(e−t − e2t)x10 + e−tx20 + (e−t − e2t)x30
(−2e−t − 2e2t)x10 + (−3e−t − 2e2t)x30


 X1t

X2t

X3t

 =

 (−2e−t + 3e2t)x10 + (−3e−t + 3e2t)x30
(e−t − e2t)x10 + e−tx20 + (e−t − e2t)x30
(−2e−t − 2e2t)x10 + (−3e−t − 2e2t)x30

+

∫ t

0

e−(t−s)

 5
0
1

 dWt X1t

X2t

X3t

 =

 (−2e−t + 3e2t)x10 + (−3e−t + 3e2t)x30
(e−t − e2t)x10 + e−tx20 + (e−t − e2t)x30
(−2e−t − 2e2t)x10 + (−3e−t − 2e2t)x30

+

 5
0
1

∫ t

0

e−(t−s)dWt
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conclusion

Dans ce mémoire, le travail a été divisé en trois chapitres, qui comprenaient l’étude de

l’équation différentielle stochastique multidimensionnelle à bruit aditif.

le premier chapitre, les personnes ayant la même idée ont été discutées avec le titre

du sujet et en extrayant les points et les résultats les plus importants mentionnés dans la

mémoire.

Dans le deuxième chapitre, j’ai présenté tous les concepts dont j’avais besoin, ce qui

m’a aidé à simplifier Le problème.

Dans le troisième chapitre, l’existence et l’unicité de la solution a été prouvée de

l’équation différentielle stochastique multidimensionnelle à bruit aditif , La solution a été

donnée à toutes sortes d’équations, puis j’ai donné un exemple
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Abstract

The purpose of this note is to study the multidimensional stochastic differential equa-

tion to additive noise, we read the topics discussed in the same idea and introduced some

of the concepts we need, then presented in providing the problem mode and some theorems

used in the solution Then provide a general solution, then we gave an example

Keywords : Ito formula Wiener process, stochastic process, stochastic differential equa-

tions

Résumé

L’objectif de ce mémoire est l’étude d’une équation différentielle stochastique mul-

tidimensionnelle à bruit aditif, Nous avons lu les sujets discutés dans la même idée et

présenté certains des concepts dont nous avons besoin, puis présenté le modèle du pro-

blème et quelques théories. Utilisé en solution. Puis fournissez une solution générale et

donnez un exemple

Mots-clés : formule dIto, processus Wiener, processus stochastique, l’équations diffé-

rentielles stochastiques
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