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سف(" ،ي حني ،عبد الحفيظ،ب فيق،مبر د،ت تي)محم  "إخ

ت ح في حي النج فيق  أتمنى ل الت كيت  كل كت تي ،  اج  إخ  إلى أز

اأحب إلى ر  اأق  كل اأهل 

ء ،إلى من مع  العط ء  ف ل ب تميز  دهن أمي إلى من تح   ا التي ل ت إلى اأخ
الخير إلى من عرف كيف أجده  ح  ى طريق النج ا معي ع ن سعد ،إلى من ك

ني أن ا أضيع  م لذكرع  أخص ب

تي ) ، "صدي طم  ("مري ، ربيع ، ف

س يزة ...... ("ا أنسى ") ل ، ف  ي ،حكيم ، ام

ه من كل إلى مي نس ه ل ق بي ينس  ...ق
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مقدمة
علم ، ية النظر ياء الفيز مثل ، الـكسرية التفاضلية المعادلات بواسطة بنجاح المجالات مختلف في المشاكل من العديد صياغة يمكن
الـكسرية التفاضلية المعادلة جذبت ، الأخير العقد في الأخرى. يائية الفيز والعمليات الـكهربائية الـكيمياء ، اللزوجة ، الأحياء
تحدي بحث هي التفاضلية المعادلات لحل الدقيقة الطرق فإن ، لذلك .[3, 2] والمهندسين ياء والفيز ياضيات الر علماء انتباه
التفاضلية المعادلات لحل المستخدمة العددية الطرق من العديد أيضا هناك التحليلية. الطرق من العديد هناك الأيام. هذه
نتائج أظهرت حيث كسرية رتب ذات تفاضلية معادلات لحل عددية طرق العلماء من العديد قدم الـكسرية. الرتب ذات

النتائج. هذه على للحصول للتكامل التنفيذية المصفوفة منهم العديد استعمل وقد جيدة

معادلة حل في المعدلة لوجندر حدود بكثيرات الخاصة الـكسري للتكامل التنفيذية المصفوفات باستخدام نقوم ، مذكرة هذه في
، حلها يسهل ية جبر معادلات جملة على النهاية في لنحصل تكاملية معادلة الى يلها تحو بعد ذلك و كسرية رتبة ذات تفاضلية

التفاضلية. للمعادلات التقريبية حلول لنجد

التالية: الترتيب متعددة الـكسرية الرتبة ذات التفاضلية معادلة لحل عددية يقة طر تقديم هو المذكرة هذه من الغرض إن

Dαy(x) =
k∑

i=1

aiD
βiy(x) + ak+1y(x) + g(x), (1)

الأولية الشروط مع
y(i)(0) = di, i = 0, 1, . . . , n− 1, (2)

كالتالي: المذكرة قسمت قد و

التكاملية. و التفاضلية المعادلات يف تعر كذا و الـكسري الحساب يف بتعر قمنا الاول الفصل

التنفيذية المصفوفة وكذا وخصائصه المعدلة لوجندر حدود وكثيرات لوجندر حدود كثيرات يف بتعر قمنا الثاني الفصل أما
الـكسري. للتكامل

ية. كسر رتب ذات تفاضلية معادلة لحل جديدة عددية يقة طر باستخدام قمنا الثالت الفصل اخيرا و
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الأول الفصل
المعادلات و الـكسري الحساب عن لمحة

التكاملية و التفاضلية
المحتويــات قائمة

3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الخاصة الدوال 1 . 1
6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الـكسرية الرتب ذي الإشتقاق 2 . 1
9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الـكسرية الرتب ذي التكامل 3 . 1
10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . التفاضلية: المعادلات 4 . 1
12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . التكاملية: المعادلات 5 . 1
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والتكاملية التفاضلية المعادلات و الـكسري الحساب عن لمحة الأول الفصل

الخاصة الدوال 1 . 1
أنها كما , المذكرة هذه في عليها نعتمد التي الخاصة للدوال الأساسية المفاهيم بعض إلى الجزء هذا في نتطرق

وهي: الـكسري الحساب في هاما دورا تلعب
غاما دالة 1 . 1 . 1

: [1] التالي النحو على غاما دالة تعرف

Γ(n) = lim
M 7−→∞

∫ M

0

xn−1e−xdx n > 0 , x ∈ R

غاما دالة تمثيل :1 . 1 شكل

3



والتكاملية التفاضلية المعادلات و الـكسري الحساب عن لمحة الأول الفصل
Γ(2) لإيجاد فمثلا

Γ(2) = lim
M 7−→∞

∫ M

0

x2−1e−xdx

= lim
M 7−→∞

∫ M

0

xe−xdx

= lim
M 7−→∞

[
−xe−x − e−x

]M
0

= lim
M 7−→∞

(
−M

eM
− 1

eM
+ 0 + e0

)
= 1

غاما[1]: للدالة الأساسية قواعد
Γ(n+ 1) = nΓ(n) ∀n ̸= 0 .1

Γ(n+ 1) = n! فإن: صحيحا عددا n كانت إذا .2
Γ(12) =

√
π .3

. سالبا صحيحا عددا n كان إذا Γ(n) إيجاد لايمكن 1.1.1 ملاحظة
Γ(1) = 1, Γ(0+) = +∞

0 < n ≤ 1 أجل من متناقصة Γ(n)دالة
1.1.1 مثال

Γ(5) = 4! = 1× 2× 3× 4 = 24

Γ(5)

2Γ(4)
=

4!

2× 3!
=

4× 3!

2× 3!
=

4

2
= 2

4



والتكاملية التفاضلية المعادلات و الـكسري الحساب عن لمحة الأول الفصل

Γ(
1

2
) =

∫ +∞

0

x−
1
2e−xdx

Γ(
1

2
) =

∫ +∞

0

e−y2dy

Γ(
1

2
) =

∫ +∞

0

e−x2

dx[
Γ(

1

2
)

]2
= 4

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x2+y2)dxdy[
Γ(

1

2
)

]2
= 4

∫ π
2

0

∫ +∞

0

e−r2drdθ = π

Γ(
1

2
) =

√
π

بيتـا دالة 2 . 1 . 1
: [1] كمايلي بيتا الدالة تعرف

B(m,n) =

∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1dx, n > 0 m > 0

لإيجاد فمثلا
B(2, 3) =

∫ 1

0

x(1− x)2dx

=

∫ 1

0

x(1− 2x+ x2)dx

=

∫ 1

0

(x− 2x2 + x3)dx =
x2

2
− 2x3

3
+

x4

4
|10

=
1

2
− 2

3
+

1

4
=

1

12

2.1.1 ملاحظة
B(m,n) = B(n,m)

غاما بدالة بيتا دالة علاقة

B(m,n) =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)

B(2, 3) =
Γ(2)Γ(3)

Γ(2 + 3)
=

1!2!

4!
=

1

12

5



والتكاملية التفاضلية المعادلات و الـكسري الحساب عن لمحة الأول الفصل

وغاما[1] بيتا الدالتين بإستعمال إيجادها يمكن تكاملات
.1∫ π

2

0

sin2m−1 θ cos2n−1 θdθ =
1

2
B(m,n)

.2∫ ∞

0

xp−1

1 + x
dx = Γ(p)Γ(1− p) =

π

sin pπ
, 0 < p < 1

الـكسرية الرتب ذي الإشتقاق 2 . 1
-ليوفيل[1] يمان لر الـكسري الإشتقاق 1 . 2 . 1

اليميني: الـكسري الإشتقاق

R
t D

α
b f(t) =

1

Γ(n− α)

(
− d

dt

)n ∫ b

t

(τ − t)n−α−1f(τ)dτ (∀t < b)

اليساري: الـكسري الإشتقاق

R
aD

α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(τ − t)n−α−1f(τ)dτ (∀t > a)

6



والتكاملية التفاضلية المعادلات و الـكسري الحساب عن لمحة الأول الفصل

ليوفيل ريمان صيغة باستعمال الدوال لبعض الـكسري الاشتقاق

f(t) = (t− a)β

R
aD

α
t (t− a)β =

(
d

dt

)m [
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)
(t− a)β+m−α

]
=

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)

(
d

dt

)m

(t− a)β+m−α(
d

dt

)m

(t− a)β+m−α = (β +m− α)(β +m− α− 1) . . . (β − α+ 1)(t− a)β−α

R
aD

α
t (t− a)β =

Γ(β + 1)(β +m− α)(β +m− α− 1) . . . (β − α+ 1)

Γ(β + 1 +m− α)
(t− a)β−α

=
Γ(β + 1)(β +m− α)(β +m− α− 1) . . . (β − α+ 1)

(β +m− α)(β +m− α− 1)− (β − α+ 1)Γ(β − α + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α

α = 1

R
aD

1
t (t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β)
(t− a)β−1 = β(t− a)β−1

=
d

dt
(t− a)β

ليوفيل ريمان بواسطة ثابتة دالة الاشتقاق β = 0

R
aD

α
t 1 =

(t− a)−α

Γ(1− α)

R
aD

α
t C =

C

Γ(1− α)
(t− a)−α

كابيتو[1] ل الـكسري الإشتقاق 2 . 2 . 1

C
a D

α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ (n− 1 < α < n)

= In−α

(
dn

dtn
f(t)

)

7



والتكاملية التفاضلية المعادلات و الـكسري الحساب عن لمحة الأول الفصل

غرينوالد-ليتنيكوف[1] ل الـكسري الإشتقاق 3 . 2 . 1
: التالي الشكل على معرفة غرينوالد-ليتنيكوف ل الـكسرية المشتقات

aD
α
t f(t) = lim

h7−→0
h−α

b− a

n

∑
j=0

(−1)j

(
α

j

)
f(t− jh)

غرينوالد-ليتنيكوف بواسطة الدوال لبعض الـكسري الإشتقاق

f (n)(τ) =
Γ(α+ 1)

Γ(α− n+ 1)
(τ − a)α−n

إذن

aD
p
t (t−a)α =

Γ(α+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t−τ)n−p−1(τ−a)α−ndτ 0 < n−1 < p < n

τ = a+ s(t− a) نجد متغير بتغيير

aD
p
t (t− a)α =

Γ(α+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

=
Γ(α+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

∫ 1

0

(1− s)n−p−1sα−nds

=
Γ(α + 1)B(n− p, α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

الـكسري[1] الإشتقاق خواص 4 . 2 . 1
كابيتو: و ليوفيل ريمان ل الـكسري الإشتقاق بين العلاقة

نجد إذا موجودة C
a D

p
t f(t) و R

aD
p
t f(t) ،المشتقات n ∈ N∗ مع n− 1 < p < n و p ≥ 0 .1

:[12]
R
aD

p
t f(t) =

C
a Dp

t f(t) +
n−1∑
k=1

fk(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)

8



والتكاملية التفاضلية المعادلات و الـكسري الحساب عن لمحة الأول الفصل

أن نجد فإننا k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 أجل من fk(a) = 0 كانت إذا نستنتج
R
aD

p
t f(t) =

C
a Dp

t f(t)

:[12] فإن مستمرة دالة f كانت إذا .2
C
a D

p
t f(t)I

p
a = f(t)

و
Ipa(

C
a D

p
t f(t)) = f(t)−

n−1∑
k=1

fk(a)(t− a)k

k!

الـكسرية الرتب ذي التكامل 3 . 1
: ليوفيل ريمان ل الـكسرية الرتب ذي التكامل 1 . 3 . 1

:[1 ,8] يلي كما ليوفيل يمان لر الـكسري التكامل نعرف
Iαf(t) =

1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1f(t)dt. α > 0, x > 0, (1 . 1)
I0f(x) = f(x) (2 . 1)

مايلي: Iα المؤثر خواص من 1.3.1 خاصية
Iαxγ =

Γ(γ + 1)

Γ(α + γ + 1)
xα+γ (3 . 1)

إذن m− 1 < α ≤ m,m ∈ N, كان إذا 1.3.1 توطئة
DαIαf(x) = f(x),

IαDαf(x) = f(x)−
m−1∑
i=0

f (i)(0+)
xi

i!
, x > 0. (4 . 1)

و f(t) التونسوري جداء شكل على كتابته يمكن ليوفيل يمان لر الـكسري التكامل 1.3.1 ملاحظة
[12] gα(t) = tα−1

Γ(α)

(Iαa f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ

= gα(t) ∗ f(t)
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والتكاملية التفاضلية المعادلات و الـكسري الحساب عن لمحة الأول الفصل

: اليساري ليوفيل يمان لر ية الـكسر الرتب ذي التكامل 2 . 3 . 1

∀t > a R
aD

−α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ

اليميني: ليوفيل يمان لر ية الـكسر الرتب ذي التكامل 3 . 3 . 1

∀t < b R
t D

−β
b f(t) =

1

Γ(β)

∫ b

t

(τ − t)β−1f(τ)dτ

: ليوفيل يمان لر الدوال لبعض الـكسرية الرتب ذي التكامل 4 . 3 . 1

f(t) = (t− a)β β > −1

Iαa (t− a)β =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1(τ − a)βdτ

: نجد متغير بتغيير
τ = a+ (t− a)s

Iαa (t− a)β =
(t− a)β+α

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1tβdt

=
(t− a)β+α

Γ(α)
B(α, β + 1)

=
(t− a)β+α

Γ(α)

Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + α)

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + α)
(t− a)β+α

[1]: ليوفيل يمان لر الثابتة لدالة ية الـكسر الرتب ذي التكامل 5 . 3 . 1

R
aD

−α
t c = Iαa c =

c

Γ(α+ 1)
(t− a)α

التفاضلية: المعادلات 4 . 1
متغيرات بشكل فيها وتظهر ياضية الر التوابع لبعض وتفاضلات مشتقات تحوي معادلة هي التفاضلية المعادلة
هذه مشتقاتها تحقق التي ياضية الر التوابع هذه إيجاد هو المعادلات هذه حل من الهدف يكون للمعادلة.و
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والتكاملية التفاضلية المعادلات و الـكسري الحساب عن لمحة الأول الفصل
ياضية الر النماذج وحتى والـكيمياء، ياء الفيز تطبيقات في كبير بشكل التفاضلية المعادلات تبرز المعادلات.

والاقتصادية[11]. والاجتماعية ية الحيو بالعمليات المتعلقة

المعادلة إحتوت فإذا المعادلة : هذه في موجود لمشتق رتبة أعلى أنها على التفاضلية المعادلة رتبة تعرف
تحتوي الأولى الرتبة من التفاضلية المعادلات وهكذا. الثانية الرتبة من تعتبر فقط ثانيا ومشتقا أولا مشتقا

[11] في تفاضل أعلى إليها رفع التي الأس بأنها المعادلة درجة وتعرف فقط. أولى مشتقات على

التفاضلية: المعادلة درجة 1 . 4 . 1
التفاضلية المعادلة كانت إذا مثلا الأعلى. الرتبة ذو المشتق أس حسب التفاضلية المعادلة درجة تتحدد
هذا أس حسب تتحدد المعادلة فدرجة الثالث، التفاضل هو فيها تفاضل أعلى أن أي الثالثة، الرتبة من

.[11] دواليك وهكذا الخامسة، الدرجة من المعادلة تكون مثلا 5 للأس مرفوعا كان فإذا التفاضل،
التفاضلية: المعادلات أنواع 2 . 4 . 1

والجزئية: العادية
قسمين [11]: إلى التفاضلية المعادلات تقسيم يمكن

المتغير. هذا ومشتقات واحد مستقل متغير ذات توابع على تحتوي اعتيادية تفاضلية معادلات -1
. الجزئية مشتقاتها مع مستقل متغير من لأكثر ياضية ر دوال تحتوي جزئية تفاضلية معادلات -2

الخطية: وغير الخطية
المعادلة وتكون خطية. وغير خطية إلى تصنف أن يمكن والجزئية العادية التفاضلية المعادلات من كل

بشرطين : خطية التفاضلية
ثوابت. أو فقط المستقل المتغير في دوال فيها والمشتقات التابع المتغير معاملات كانت إذا .1

الأولى. الدرجة من كلها أي لأسس، مرفوعة غير والمشتقات التابع المتغير كان إذا .2
ذلك. عدا فيما خطية غير وتكون

الدرجة من التفاضلية المعادلات كل ليست بينما الأولى، الدرجة من هي خطية تفاضلية معادلة كل
التفاضلات تكون أن الممكن ومن الأعلى، التفاضل أس حسب تتحدد الدرجة لأن خطية، هي الأولى
الخطية. المعادلة بشرط يخل وهذا الدرجة، على ذلك يؤثر أن دون الواحد غير لأسس مرفوعة الأقل

خطية: معادلة وليست الأولى والدرجة الأولى الرتبة من معادلة برنولي معادلة
y′ + a(x)y = b(x)yn n ̸= 1 (5 . 1)
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والتكاملية التفاضلية المعادلات و الـكسري الحساب عن لمحة الأول الفصل

التكاملية: المعادلات 5 . 1
التالية: بالعلاقة تعطى [7] تكاملية معادلة أي أن نعلم

u(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)

K(x, t)u(t)dt (6 . 1)

u(x) أن و التكامل. حدود هما β(x) و α(x) ، (6 . 1) للعلاقة التكاملية النواة يسمى K(x, t) حيث
عدد هو λ و معلومين، (6 . 1) العلاقة في f(x) التابع و K(x, t) نواة أن إلى ونشير . معروف غير تابع

ثابت.
عن وذلك (6 . 1) العلاقة حل يمكن خلاله من الذي u(x) المجهول التابع تحديد هو هذا من الهدف

الحلول. تقنيات بعض استخدام يق طر
لفولتيرا التكاملة المعادلات 1 . 5 . 1

: [7] التالي النموذج هو لفولتيرا الخطية التكاملية المعادلات من تقليدية الأكثر الشكل

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)u(t)dt (7 . 1)
خطية. بصيغة يظهر u(x) المجهول غير التابع ، a والعدد x المتغير على التكامل حدود تستند حيث

التالي: الشكل على ببساطة تصبح (7 . 1) المعادلة فإن ϕ(x) = 1 التابع كان إذا

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)u(t)dt (8 . 1)
الثاني، النوع من فولتيرا معادلة باسم معروفة المعادلة وهذه

: التالي الشكل على تصبح (7 . 1) المعادلة فإذا ، ϕ(x) = 0 أجل من أما

f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)u(t)dt = 0 (9 . 1)
الأول. النوع من فولتيرا معادلة باسم يعرف والذي

لفريدهولم التكاملية المعادلات 2 . 5 . 1
التالي[7]: بالشكل تعطى لفريدهولم الخطية التكاملية للمعادلة استعمالا الأكثر الشكل

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt (10 . 1)
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والتكاملية التفاضلية المعادلات و الـكسري الحساب عن لمحة الأول الفصل
. خطية بصيغة يظهر u(x) المجهول التابع و ثابثة b و a التكامل وحدود

التالي: بالشكل تصبح (10 . 1) العلاقة فإذا ϕ(x) = 1 التابع كان إذا

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt (11 . 1)
الثاني. النوع من لفريدهولم التكاملية المعادلة تسمى المعادلة هذه

التالي: بالشكل العلاقة تصبح ϕ(x) = 0 أجل من أما

f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt = 0 (12 . 1)
الأول. النوع من فريدهولم معادلة باسم تعرف والذي

التكاملية المعادلة و فولتيرا ثم الخ، . . . sinu(x) أو F (u(x)) = un(x), n ̸= 1 1.5.1 ملاحظة
خطية غير المعادلات التالية الأمثلة في كما خطية. غير أنها على تصنف لفريدهولم
u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)u2(t)dt

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)sin(u(t))dt

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)ln(u(t))dt

معادلة تسمى المعادلة هذه نهاية و ، لفريدهولم التكاملية أوالمعادلة فولتيرا f(x) = 0 عرفنا إذا بعد فيما
متجانسة. غير تكاملية بمعادلة تسمى لذالك وخلافا متجانسة، تكاملية
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الثاني الفصل
المصفوفات و لوجندر حدود التنفيذيةكثيرات

المحتويــات قائمة
15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوجندر حدود كثيرات 1 . 2
20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . : خصائصها و المعدلة لوجندر حدود كثيرات 2 . 2
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التنفيذية المصفوفات و لوجندر حدود كثيرات الثاني الفصل

لوجندر حدود كثيرات 1 . 2
لوجندر حدود كثيرات تعاريف 1 . 1 . 2

: لوجندر حدود لـكثيرات المباشر يف التعر
:[10] التالية بالعلاقة [1,−1] المجال على المعرفة الحدود كثيرات هي لوجندر حدود كثيرات

P0(x) = 1, Pn(x) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k
(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
(x)n−2k. (n ≥ 1) (1 . 2)

نورد يلي وفيما .x للمتغير n الدرجة من الحدود كثيرات Pn(x) الصحيح. الجزء تعني [ ] حيث
P10(x) إلى P0(x) من الأولى لوجندر حدود كثيرات

P0(x) = 1,

P1(x) = x,

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1),

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x),

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3),

P5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x),

P6(x) =
1

16
(23x6 − 315x4 + 15x2 − 5),

P7(x) =
1

48
(1287x7 − 2049x5 + 945x3 − 105x),

P8(x) =
1

128
(1237x8 − 16024x6 + 630x4 − 1260x2 + 35),

P9(x) =
1

256
(35530x9 − 51480x7 + 4036x5 − 105x3 + 630x),

P10(x) =
4

256
(24086x10 − 109395x8 + 360360x6 − 30030x4 + 3465x2 − 36).
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التنفيذية المصفوفات و لوجندر حدود كثيرات الثاني الفصل

لوجندر حدوديات لبعض تمثيل :1 . 2 شكل

: بالاشتقاق لوجندر حدود كثيرات يف تعر
التالية: المبرهنة خلال من لوجندر حدود كثير يف تعر يمكن

[9] رودريدج بعلاقة x ∈ [−1, 1] جل أ من لوجندر حدود كثيرات تعطى 1.1.2 مبرهنة

Xn(x) = Cn
dn

dxn
(x2 − 1)n n ≥ 0. (2 . 2)

ملائم. بشكل معطاة قيما تأخد أن يمكن كما كيفية Cn الثوابث حيث
عندها Cn = 1 نضع ولليسر [−1, 1] المجال في محتوى جدر n لها Xn(x) الحدود كثير 1.1 . 2 برهان
0, 1, 2, . . . , n−1 المراتب من الحد لهذا والمشتقات (x2−1)n = (x−1)n(x+1)n أن الواضح من
نقطتين في الأول المشتق ينعدم رول" " مبرهنة حسب وعندها x = 1, x = −1 النقطتين في تنعدم
و 1 بين تقعان نقطتين في ينعدم الثاني المشتق فإن المبرهنة نفس غلى إعتمادا وأيضا −1 و 1 بين تقعان
أي نقطة n− 1 في ينعدم n− 1 المرتبة من الثاني المشتق المبرهنة نفس على اعتمادا · · · وهكذا −1

جذرا n− 1 له
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التنفيذية المصفوفات و لوجندر حدود كثيرات الثاني الفصل

العلاقة نكتب أن يمكن الإشتقاق في "لايبنتز" قاعدة وحسب −1 و 1 بين تقع الجذور هذه جميع و
dn(x2 − 1)n

dxn
= (x+ 1)n

dn(x− 1)n

dxn
+ C1

n

d(x+ 1)n

dx

dn−1(x− 1)n

dxn−1

+ · · ·+ dn(x+ 1)n

dxn
(x− 1)n

Xn(−1) = و Xn(1) = 2nn! أن ينتج هذا وعن Ck
n =

(
n
k

)
=

n!

k!(n− k)!
بإعتبار

Pn(x) بالرمز لها نرمز حدود كثيرات نجد Cn =
1

2nn!
بالشكل الثابت بإختيار لذا (−1)n2nn!

التالية: بالعلاقة تعطى
Pn(x) =

1

2nn!

dn(x2 − 1)n

dxn
(n ≥ 0) (3 . 2)

بالشكل تعطى والتي [a, b] المجال على المعرفة لوجندر حدود كثيرات على الحديث يمكن 1.1.2 ملاحظة
: التالي

Pn(x) =
1

2nn!

dn[(x− a)n(x− b)n]

dxn
. (4 . 2)

أعلاه. أوردناه الذي للتعبير مماثل بتعبير لإعطائها العلاقة هذه على لايبنتز دستور تطبيق يمكن
الخطي يل التحو اختيار يمكن 2.1.2 ملاحظة

x = αt+ β (5 . 2)
أجل من x = b بوضع: وعندها ملائم بثابث ضربه بعد (3 . 2) الشكل إلى (4 . 2) الشكل من للإنتقال

المعادلتين نجد t = −1 أجل من x = a و t = 1

a = −α+ β, (6 . 2)

b = α+ β (7 . 2)
نجد (6 . 2)،(7 . 2) المعادلتين ومن

β =
a+ b

2
(8 . 2)

α =
b− a

2
(9 . 2)
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التنفيذية المصفوفات و لوجندر حدود كثيرات الثاني الفصل

التالي: الشكل الخطي يل التحو يأخد (5 . 2) المعادلة في (9 . 2) و (8 . 2) المعادلتين يض بتعو و
x =

b− a

2
t+

b+ a

2
, (10 . 2)

التاليتين: المعادلتين نجد (10 . 2) المعادلة من وعندها
x− b =

b− a

2
(t− 1) (11 . 2)

x− a =
b− a

2
(t+ 1), (12 . 2)

نجد: الأخير في و (12 . 2) المعادلة في (11 . 2) المعادلة بضرب

. (x− a)(x− b) =

(
b− a

2

)2

(t2 − 1) = c(t2 − 1) (13 . 2)

: بالمكاملة لوجندر حدود كثيرات يف تعر
:[10] التالية بالمبرهنة المكاملة على اعتمادا لوجندر حدود كثيرات يف تعر يمكن

كثيرات بدلالة x ∈ [a, b] أجل من n الدرجة من لوجندر حدود كثيرات تعرف 2.2.2 مبرهنة
من Q(x) حدود كثير لكل وبحيث . R(x) = R2n(x) بالرمز لها نرمز 2n الدرجة من حدود

أن يتحقق n من أقل درجة من هي التي لوجندر حدود ∫كثيرات b

a

Rn(x)Qn(x)dx = 0 (14 . 2)
و

(15 . 2)
R(a) = R′(a) = · · · = R(n−1)(a) = 0, R(b) = R′(b) = · · · = R(n−1)(b) = 0.

a, b باعتبار x ∈ [a, b] أجل من معرفة n الدرجة من Xn(x) حدود كثير ايجاد يمكن 1.2 . 2 برهان
أن يتحقق المجال نفس على ومعرفة n من أقل Qn(x) حدود كثير لكل وبحيث يان اختيار ∫ثابثان b

a

Xn(x)Qn(x)dx = 0

من حدود لـكثير n الدرجة من كمشتق إليها النظر يمكن n الدرجة من Xn(x) حدود كثير لكل إن
متتالية مرة n بالمكاملة Xn(x) من عليها الحصول يمكن Rn(x) أن أو . Rn(x) ولتكن 2n الدرجة
تؤول ولهذا R(a) = R′(a) = · · · = R(n−1)(a) = 0 أن بحيث التكامل ثابت نختار مرة كل وفي
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التنفيذية المصفوفات و لوجندر حدود كثيرات الثاني الفصل

درجة من Qn(x) حدود كثير لكل (14 . 2) الشرط يحقق الذي Rn(x) الحدود كثير ايجاد إلى المسألة
نجد بالتجزئة (14 . 2) في الأيسر الطرف مكاملة وباجراء n من ∫أقل b

a

Rn(x)Qn(x)dx = [Q(x)Rn−1(x)−Q′(x)Rn−2(x) + · · ·+ (−1)n−1Q(x)n−1R(x)]ba

+ (−1)n
∫ b

a

Qn(x)R(x)dx

نجد فإننا n من أصغر درجته حدود كثير لكل Qn(x) ≡ 0 كون الإعتبار بعين (15 . 2) أخدنا وإذا
Q(b)Rn−1(b)−Q′(b)Rn−2(b) + · · ·+ (−1)n−1Q(b)n−1R(b) = 0 أن

التساوي علاقات نجد وهكذا كيفية عددية قيم هي Q(b), Q′(b), Qn(b), · · · , Qn−1(b) والقيم
الجدران R(x) الحدود لـكثير أن نجد ومنه R(b) = R′(b) = Rn(b) = · · · = Rn−1(b) = 0

أن نجد وبالتالي R(x) = (x− a)n(x− b)n الشكل له يكون و n المرتبة من a, b
Xn(x) = Cn

dn[(x− a)n(x− b)n]

dxn

تعريف من P0(x) = 1 نختار وعادة (4 . 2) نجد Cn =
1

2nn!
و a = −1, b = 1 باختيار أو

فإن لوجندر حدود ∫كثيرات 1

−1

Pn(x)Qn(x)dx = 0

m ̸= n أجل من فإنه ولهذا n من أقل درجات من هي التي لوجندر حدود كثيرات Qn(x) حيث
∫نجد 1

−1

Pn(x)Qm(x)dx = 0

نجد بالتجزئة وبالمكاملة m = n أجل من ∫لـكن 1

−1

P 2
n(x)dx =

∫ 1

−1

dn(x2 − 1)n

dxn
dn(x2 − 1)n

dxn
dx

= (−1)n
∫ 1

−1

dx2n(x2 − 1)n

dx2n
(x2 − 1)n dx

= 2(2n)!

∫ 1

−1

(1− x2)ndx =
2

2n+ 1
.

: المولدة الدوال خلال من يف التعر
:[10] التالية المبرهنة في نورده المولدة الدالة على اعتمادا لوجندر حدود كثيرات يف تعر
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التالية: العلاقة وفق المولدة الدالة بدلالة لوجندر حدود كثيرات تعطى 3.3.2 مبرهنة

G(t, x) =
1

= (1− 2xt+ t2)1/2
= (1− 2xt+ t2)−1/2 =

∞∑
n=0

Pn(x)t
n. (16 . 2)

نجد حيث الحد ثنائي وفق G(t, x) الدالة لننشر 1.3 . 2 برهان
G(t, x) = (1− 2xt+ t2)−1/2

= [1− (2x+ t)t]−1/2

= −1[−t(2x− t)] +
−1
2 × −3

2

2!
+ [−t2(2x− t)2] + . . .

=
∞∑
r=0

(−1)r(2r + 1)!!

2n · r!
(−1)rtr(2x− t)r

=
∞∑
r=0

(2r)!

2r · r!

∞∑
q=0

Cr
q (−1)qtr(2x)r−q

هي tn أمام والمعاملات

Pn(x) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)(12)n

k!(n− 2k)!
(2x)k−2n

. لاثبات ا يتم وبهذا

: خصائصها و المعدلة لوجندر حدود كثيرات 2 . 2
:[8] التالية بالعلاقة المعدلة.وتكتب لوجندر حدود كثيرات x ∈ (0, 1);Pi(x) ليكن

Pi+1(x) =
(2i+ 1)(2x− 1)

(i+ 1)
Pi(x)−

i

i+ 1
Pi−1(x), i = 1, 2, . . . , (17 . 2)

على Pi(x) المعدلة لوجندر حدود كثيرات كتابة ويمكن .P1(x) = 2x− 1 و P0(x) = 1 أن حيث
:[8] كمايلي i الدرجة من تحليلي شكل

Pi(x) =
i∑

k=0

(−1)i+k (i+ k)!xk

(i− k)(k!)2
. (18 . 2)

.Pi(1) = 1 و Pi(0) = (−1)i أن حيث
هو: المعدلة لوجندر حدود لـكثيرات التعامد وشرط المتعامدة حدود كثيرات من لوجندر حدود ∫كثيرات 1

0

Pi(x)Pj(x)dx =


1

2i+ 1
i = j,

0 i ̸= j.
(19 . 2)
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تابع تقريب 1 . 2 . 2
النحو على i الدرجة من المعدلة لوجندر حدود بكثيرات بتقريبه نقوم , y(x) ∈ L2(0, 1) التابع ليكن

: [8] التالي
y(x) =

∞∑
i=0

ciPi(x),

التالي: الشكل على تكتب ci المعاملات أن حيث
ci = (2i+ 1)

∫ 1

0

y(x)Pi(x)dx, i = 1, 2, . . . (20 . 2)
: التالي التقريب نضع ومنه N وليكن الأساسات من منتهي عدد فقط نحتاج عمليا

yN(x) ≃
N∑
i=0

ciPi(x) = CTΦ(x), (21 . 2)

التالي: الشكل على ،تعطى المعدل لوجندر أساس شعاع Φ(x) و لوجندر معاملات شعاع يسمى C حيث
CT = [c0, c1, . . . , cN ],

Φ(x) = [P0, P1, . . . , PN ]
T . (22 . 2)

الـكسرية الرتب ذي للتكامل التنفيذية المصفوفة 2 . 2 . 2
وهي المعدلة لوجندر حدود لـكثيرات الـكسري للتكامل التنفيذية المصفوفة يف بتعر نقوم الجزء هذا في

:[8] كالتالي
: إذن لوجندر حدود كثيرات أساس Φ(x) ليكن 1.1.2 مبرهنة
IυΦ(x) ≃ AυΦ(x), (23 . 2)

(N + 1)(N + 1) درجة من الـكسري للتكامل التنفيذية مصفوفة هي Aυ أن حيث

Aυ =



∑0
k=0 ξ0,0,k

∑0
k=0 ξ0,1,k . . .

∑0
k=0 ξ0,N,k∑1

k=0 ξ1,0,k
∑k=1

k=0 ξ1,1,k . . .
∑1

k=0 ξ1,N,k... ... . . .
...∑i

k=0 ξi,0,k
∑i

k=0 ξi,1,k . . .
∑i

k=0 ξi,N,k... ... . . .
...∑N

k=0 ξN,0,k

∑N
k=0 ξN,1,k . . .

∑N
k=0 ξN,N,k


, (24 . 2)
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أن: حيث

ξi,j,k = (2j + 1)

j∑
l=0

(−1)i+j+k+l(i+ k)!(l + j)!

(i− k)!k!(k + α+ 1)(j − 1)!(l!)2(k + l + α+ 1)
. (25 . 2)

المعادلتين وباستخدام (2 . 18) المعدلة لوجندر حدود لـكثيرات التحليلي الشكل لدينا 2.1 . 2 برهان
: مايلي على نحصل (1 . 3) و (1 . 1)

IαPi(x) =
i∑

k=0

(−1)i+k(i+ k)!

(i− k)!(k!)2
Iα(xk)

=
i∑

k=0

(−1)i+k(i+ k)!

(i− k)!k!

xα+k

Γ(k + α+ 1)
, i = 0, 1, . . . , N. (26 . 2)

: كمايلي المعدلة لوجندر حدود بكثيرات (N + 1) الدرجة من xα+k بتقريب الآن نقوم

xα+k ≃
N∑
j=0

ak,jPj(x), (27 . 2)

حيث
ak,j = (2j + 1)

∫ 1

0

xα+kPj(x)dx

= (2j + 1)

j∑
i=0

(−1)i+l(j + l)!

(j − l)!(l!)2

∫ 1

0

xα+k+ldx

= (2j + 1)

j∑
l=0

(−1)i+l(j + l)!

(j − l)!(l!)2(k + l + α + 1)
. (28 . 2)

مايلي: على نحصل (2 . 28)− (2 . 26) المعادلات توظيف خلال من

IαPi(x) ≃
i∑

k=0

N∑
j=0

(−1)i+k(i+ k)!

(i− k)!k!Γ(k + α+ 1)
ak,jPj(x)

=
N∑
j=0

(
i∑

k=0

ξi,j,k

)
Pj(x), i = 0, 1, . . . , N (29 . 2)

: كمايلي شعاع شكل على السابقة المعادلة نكتب ,(2 . 25) المعادلة في معطى ξi,j,k أن حيث
22
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IαPi(x) ≃

[
i∑

k=0

ξi,0,k,
i∑

k=0

ξi,1,k, . . . ,
i∑

k=0

ξi,N,k

]
Φ(x), i = 0, 1, . . . , N (30 . 2)

المطلوب. وهو
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كسرية رتب ذات تفاضلية معادلة لحل عددية يقة طر الثالث الفصل

الـكسري: للتكامل التنفيذية المصفوفة تطبيق 1 . 3
التنفيذية المصفوفة باستعمال ية كسر رتبة دات تفاضلية معادلة لحل عددية يقة طر بعرض الان نقوم

لوجندر حدود كثيرات من الناتجة للتكامل
:[8] التالية الترتيب متعددة التفاضلية المعادلة لتكن

Dαy(x) =
k∑

i=1

aiD
βiy(x) + ak+1y(x) + g(x), (1 . 3)

الإبتدائية الشروط مع
y(i)(0) = di, i = 0, 1, . . . , n− 1, (2 . 3)

n− 1 < α ≤ n, وأيضا حقيقية ثابتة معاملات هي aj(j = 1, . . . , k + 1) حيث

α رتبة من ليوفيل يمان لر ية الـكسر المشتقات على تدل Dα و 0 < β1 < β2 < · · · < βk < α

(3 . 1) المعادلة على α الرتبة من للتكامل ليوفيل ريمان بتطبيق نقوم (3 . 2) و (3 . 1) المعادلة .لحل
على للحصول التوطئة واستخدام

(3 . 3)
y(x)−

n−1∑
i=0

y(i)(0+)
xi

i!
=

k∑
j=1

ajI
α−βj(y(x)−

nj−1∑
i=0

y(i)(0+)
xi

i!
)+ak+1I

αy(x)+Iαg(x),

y(i)(0) = di, i = 0, 1, . . . , n− 1,

بالتالي nj ∈ N, nj − 1 < α ≤ nj حيث

y(x) =
k∑

j=1

ajI
α−βjy(x) + ak+1I

αy(x) + f(x), (4 . 3)

y(i)(0) = di, i = 0, 1, . . . , n− 1,

حيث
f(x) = Iαg(x) +

n−1∑
i=0

di
xi

i!
−

k∑
j=1

ajI
α−βj

(
nj−1∑
i=0

di
xi

i!

)
.

المعدلة لوجندر حدود كثيرات بواسطة f(x) و y(x) التابع بتقريب نقوم

yN(x) ≃
N∑
i=0

ciPi(x) = CTΦ(x), (5 . 3)
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f(x) ≃
N∑
i=0

fiPi(x) = F TΦ(x), (6 . 3)

. مجهول شعاع CT = [c0, c1, . . . , N ] و معلوم F T = [f0, f1, . . . , fN ] الشعاع أن حيث
: كمايلي (3 . 5) التقريبي الحل مقاربة يمكن 1.1.2 المبرهنة باستخدام

IαyN(x) = CT IαΦ(x) = CTAαΦ(x), (7 . 3)
والمعادلة RN(x) نجد (3 . 7) - (3 . 5) المعادلات باستخدام . 1.1.2 المبرهنة في معرفة Aα أن حيث

: التالي الشكل على تكتب (3 . 4)

RN(x) =

(
CT − CT

k∑
i=1

aiA
α−βi − ak+1C

TAα − F T

)
Φ(x). (8 . 3)

الخطية ية الجـبر المعادلات N − n+ 1 ننتج فإننا ، ( [5] (انظر النموذجية tau يقة طر في الحال هو كما
تطبيق خلال من

⟨RN(x), Pj(x)⟩ =
∫ 1

0

RN(x)Pj(x)dx, j = 0, 1, . . . , N − n (9 . 3)

(3 . 2) بالمعادلة (3 . 5) المعادلة استبدال يق طر عن ، .أيضا معادلات من n− 1 نحتاج ci لتحديد
على نحصل

y(i)(0) = CTΦ(i)(x) =
N∑
i=0

ciP
(i)
i (0) = di, i = 0, 1, . . . , n− 1, (10 . 3)

كمايلي: معرفة P (n)
i أن حيث

P
(n)
i =

(−1)i+n(i+ n)!

(i− n)!n!
, n ≤ i. (11 . 3)

،ويمكن C معروف غير معامل وتحديد الخطية المعادلات من المجموعة هذه حل خلال من ، الآن
.(3 . 5) المعادلة في كما y(x) حساب

الخطأ تحليل 2 . 3
Pi(x) المعدلة لوجندر حدود كثيرات أن المعروف ومن يقتنا. لطر الخطأ تحليل تقديم يتم ، القسم هذا في
فضاء هو Hm(Ω) أن نذكر .Ω = [−1, 1] أن حيث ، [5] متعامدة L2(Ω) من كاملة مجموعة تشكل
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وتعريف L2(Ω) في هي m درجة من مشتقاته وكل u(t) ذلك مثل Ω على u(t) الدوال لجميع سوبوليف

:[8] كمايلي ∥.∥Hm(Ω)

∥u∥Hm(Ω) =

(
m∑
k=0

∥u(k)(t)∥2L2(Ω)

)1

2
.

كمايلي: يعرف نظيم ونصف

|u|2Hm;N (Ω) =
N∑

i=min(m,N)

∥u(i)(t)∥2L2(Ω).

لدينا ،N ≥ m− 1 كان كلما أنه نلاحظ
|u|Hm;N (Ω) = ∥u(m)∥L2(Ω) = |u|Hm(Ω) .

خطا فإن ، [5] في ثبت كما ،u ∈ Hm(Ω) للتابع لوجندر تقريب هو uN =
∑N

k=0 ûkPk أن نفرض
هو

∥u− uN∥Hm;N (Ω) ≤ CN−m |u|Hm;N (Ω) , (12 . 3)
الحل هو y(x) وليكن (3 . 4) المعادلة في النظر المقترح بنا لأسلو .m حسب موجب ثابت هو C حيث
سلسلة هي yN(x) =

∑N
k=0 ckPk(x) حيث ,eN(x) = y(x)− yN(x) اقتطاع خطأ لهذا الدقيق

التالي: النحو على تقديرها ويمكن ، y من المقتطعة لوجندر

eN(x) =
k∑

i=1

aiI
α−βieN(x) + ak+1I

αeN(x) + ef(x),

ينتج النظيم بادخال .ef(x) = f(x)− fN(x) حيث

∥eN(x)∥Hm(Ω) ≤
k∑

i=1

aiI
α−βi∥eN(x)∥Hm(Ω) + ak+1I

α∥eN(x)∥Hm(Ω) + ∥eN(x)∥Hm(Ω)

≤
k∑

i=1

ai
1

Γ(α− βi)

∫ x

0

∥(x− τ)α−βi−1eN(τ)∥Hm(Ω)dτ

+ ak+1
1

Γ(α)

∫ x

0

∥(x− τ)α−1eN(τ)∥Hm(Ωdτ + ∥ef(x)∥Hm(Ω

≤ M

∫ x

0

∥eN(τ)∥Hm(Ωdτ + ∥ef(x)∥Hm(Ω
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x ∈ Ω حيث ef(x) الخطأ نجد ،N الى (3 . 12) باستخدام .x عن مستقل ثابت هو M حيث

∥eN(x)∥Hm(Ω) ≤ M

∫ x

0

∥eN(τ)∥Hm(Ω)dτ +K.

∥eN(x)∥Hm(Ω) ≤ KeMx, ∀x ∈ Ω.

عددي تطبيق 3 . 3
التوضيحية. الأمثلة بعض نقدم ، يقة الطر هذه على واضحة عامة نظرة لإعطاء

:[8] التالية التفاضلية المعادلة لدينا 1.3.3 مثال
D

3
2y(x) + y(x) = x2 + 4

√
x

π
, y(0) = 0, (13 . 3)

.y(x) = x2 هو بالضبط وحلها

كالتالي: التقريبي الحل نكتب ، N = 2 مع 3 . 1 القسم في الموضحة يقة الطر تطبيق خلال من

y(x) =
2∑

i=0

ciPi(x) = CTΦ(x),

f(x) ≃
2∑

i=0

giPi(x) = F TΦ(x), (14 . 3)

لدينا ،1.1.2 المبرهنة من

A3/2 =
8√
π


1
15

3
35

1
63

−1
35

−1
45

1
77

1
315

−3
385

−1
117

 , F =


f0

f1

f2

 . (15 . 3)

على نحصل (3 . 9) المعادلة وباستخدام
c0 +

8√
π

( c0
15

− c1
35

+
c2
315

)
− f0 = 0, (16 . 3)

c1 +
8√
π

(
3c0
35

− c1
45

− 3c2
385

)
− f1 = 0. (17 . 3)
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على نحصل (3 . 10) المعادلة تطبيق خلال من

c0 − c1 + c2 = 0. (18 . 3)
على نحصل (3 . 18)-(3 . 16) المعادلات حل خلال من ، أخيرا

c0 =
1

3
, c1 =

1

2
, c2 =

1

6
.

نكتب أن يمكننا ثم ومن
y(x) =

2∑
i=0

ciPi(x) = x2,

بالضبط. الحل وهو

x N = 2 N = 4 N = 6

0.1 1.9× 10−2 7.7× 10−4 2.5× 10−3

0.2 9.5× 10−3 5.2× 10−3 7.3× 10−4

0.3 4.2× 10−3 2.4× 10−3 2.1× 10−3

0.4 1.6× 10−2 2.5× 10−3 3.5× 10−4

0.5 2.3× 10−2 5.2× 10−3 2.2× 10−3

0.6 2.4× 10−2 3.7× 10−3 7.0× 10−4

0.7 1.6× 10−2 1.4× 10−3 2.1× 10−3

0.8 4.9× 10−4 6.2× 10−3 1.3× 10−3

0.9 2.6× 10−2 3.7× 10−3 3.0× 10−3

1 6.3× 10−2 1.6× 10−2 7.9× 10−3

2.3.3 للمثال α = 0.85 أجل من المطلق الخطأ :1 . 3 جدول

:[8] التالية التفاضلية المعادلة لدينا 2.3.3 مثال
Dαy(x) + y(x) = 0, 0 < α ≤ 2, (19 . 3)

y(0) = 1, y′(0) = 0.

التالي: النحو على هو المعادلة لهذه الدقيق الحل فقط. α > 1 هو الثاني الشرط

y(x) =
∞∑
k=0

(−xα)k

Γ(αk + 1)
,
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α = 0.85 لعدد المطلق الخطأ يظهر ، المعادلة هذه وحل 3 . 1 القسم في الموضحة التقنية تطبيق خلال من
من جيد تقريبي حل تحقيق يمكن أنه نرى ، 3 . 1 الجدول في . 3 . 1 الجدول في 6 و N = 2, 4 و
في النتائج لتلك مشابهة النتائج هذه . المعدلة لوجندر حدود كثيرات شروط من قليل عدد أخذ خلال
.3 . 1 الشكل في 1 و α = 0.75, 0.85, 0.95 و N = 4 مع y(x) لـ العددية النتائج توضيح يتم . [4]

2.3.3 المثال في N = 4 و α قيم لمختلف y(x) مقارنة :1 . 3 شكل

α لأن نظراً أنه لاحظ . y(x) = exp(−x) بواسطة الدقيق الحل إعطاء يتم ، α = 1 إلى بالنسبة
يقترب ، الحدود في . y(x) = exp(−x) التحليلية الحلول مع العددية الحلول ،ٺتقارب 1 من تقترب
ذلك على علاوة .α −→ 0 مثل العادية التفاضلية المعادلات حل إلى الـكسرية التفاضلية المعادلات حل
α = 1.5, 1.75, 1.95 و N = 4 لما y(x) لـ العددية النتائج 3 . 2 الشكل يوضح .α > 1 لـ نتائج نقدم ،
الشكل من ، السابقة الحالة غرار على .y(x) = cos(x) لـ الدقيق الحلول إعطاء يتم ، α = 2 لما .2 و

العادية. التفاضلية المعادلة حل مع العددي الحل يتقارب ، 2 الى α تقترب عندما أنه نرى ، 3 . 2
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2.3.3 المثال في α = 1.5, 1.75, 1.95 مع N = 4 لما y(x) مقارنة :2 . 3 شكل

:[8] التالية المعادلة لدينا 3.3.3 مثال
D2

t y(x)− aDα
t y(x)− by(x) = 8, x > 0, 0 < α < 2, (20 . 3)

الإبتدائية الشروط مع
y(0) = 0, y′(0) = 0.

يمكن N = 4 مع 1.3.3 المثال في الموضحة يقة الطر باستخدام ،a = b = −1 خاصة الحالة في لنفترض
مع بالمقارنة 3 . 2 الجدول في العددية النتائج وتورد . 1.5 و α = 0.5 لـما التقريبي الحل على الحصول
حل 3 . 2 الجدول يبين .[6] في المقدمة الشكل مغلقة سلسلة حل إلى يشير الدقيق الحل الدقيق. الحل

الدقيق. الحل مع الجيد العددي تقريبي
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α = 1.5 α = 0.5

الدقيق الحل العددي الحل الدقيق الحل العددي الحل x

0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.0
0.125221 0.032615 0.039750 0.039995 0.1
0.033507 0.124678 0.157036 0.157331 0.2
0.267609 0.268427 0.347370 0.347274 0.3
0.455435 0.457321 0.604695 0.604066 0.4
0.684335 0.686033 0.921768 0.920928 0.5
0.950393 0.950455 1.290457 1.290060 0.6
0.249959 1.247710 1.702008 1.702643 0.7
1.579557 1.576113 2.147287 2.148833 0.8
1.935832 1.935220 2.617001 2.617766 0.9
2.315526 2.325795 3.101906 3.097559 1.0
3.3.3 للمثال الدقيق والحل العددي الحل بين مقارنة :2 . 3 جدول
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خاتمة
الحل لتقريب يقة الطر هذه استخدمنا الـكسري. للتكامل التنفيذية للمصفوفة عامة صيغة عرضنا لقد
لوجندر حدود كثيرات خصائص على ذلك في استند الـكسرية. التفاضلية المعادلات لفئة العددي
حاجة هناك ، ذلك على علاوة الحل. في بالدقة يقة الطر هذه تتميز ، الموضحة الأمثلة في رأينا كما المحولة.
دليل المدروسة الامثلة و مرضية نتيجة على للحصول المحولة لوجندر حدود كثيرات من فقط قليل عدد إلى

ذلك. على
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تاريخية لمحة الملاحق

 ملخص 

ف نطبق المذكرة هذه في مل التنفيذي المصف تك د لكثيرا الكسر ل جندر حد ارزمي اقترحن. ل ل خ حص  ل
دا تقريبي حل ع مع ي ل ض ستخدا الكسري رتب ذا التف س  ب د كثيرا أس جندر حد ل ل  ت. المح

دل حل ع الطريق هذه تطبيق ي المع ض ط مع الرت متعددة الكسري التف لي الشر ل إن ، اأ  الدقيق الح
ل ت التي ي الحص ضح اأمث لبعض ع ئج هذه  تكشف. الم ليً تقريبً تعطي الطريق هذه أن العددي النت  مث

دا مع ي ل ض  . الترتي متعددة التف

ل ، : المفتاحي الكلما جندر المح د ل ف التنفيذي ، كثيرا حد ي ذا رت كسري ، المصف ض دل تف مع
ن مل الكسر لريم فيل.-مؤثر التك  لي

Abstract 

 

In this article we implement an operational matrix of fractional integration for 

Legendre polynomials. We proposed an algorithm to obtain an approximation 

solution for fractional differential equations, described in Riemann-Liouville sense, 

based on shifted Legendre polynomials. This method was applied to solve linear 

multiorder fractional differential equation with initial conditions, and the exact 

solutions obtained for some illustrated examples. Numerical results reveal that this 

method gives ideal approximation for linear multi-order fractional 

differential equations. 

Keywords: Fractional-order differential equation; operational matrix; shifted 

Legendre polynomials; Riemann- 

Liouville fractional integral operator 

Résumé  

Dans cet article, nous implémentons une matrice opérationnelle d'intégration 

fractionnaire pour les polynômes de Legendre. Nous avons proposé un algorithme 

pour obtenir une solution d'approximation pour les équations différentielles 

fractionnaires, décrite dans le sens de Riemann-Liouville, basée sur des polynômes 

de Legendre décalés. Cette méthode a été appliquée pour résoudre l'équation 

différentielle fractionnaire multi-ordre linéaire avec des conditions initiales, et les 

solutions exactes obtenues pour certains exemples illustrés. Les résultats 

numériques révèlent que cette méthode donne une approximation idéale pour les 

équations différentielles fractionnaires multi-ordre linéaires. 

Mots-clés: Equation différentielle à ordre fractionnel; matrice opérationnelle; 

polynômes de Legendre décalés; Opérateur intégral fractionné Riemann-Liouville 

 

ii


	لمحة عن الحساب الكسري و المعادلات التفاضلية و التكاملية 
	الدوال الخاصة
	دالة غاما
	دالة بيتـــــا

	الإشتقاق ذي الرتب الكسرية
	الإشتقاق الكسري لريمان -ليوفيلrr1
	الإشتقاق الكسري ل كابيتوrr1
	الإشتقاق الكسري ل غرينوالد-ليتنيكوفrr1
	خواص الإشتقاق الكسريrr1

	التكامل ذي الرتب الكسرية
	التكامل ذي الرتب الكسرية ل ريمان ليوفيل :
	التكامل ذي الرتب الكسرية لريمان ليوفيل اليساري :
	التكامل ذي الرتب الكسرية لريمان ليوفيل اليميني:
	التكامل ذي الرتب الكسرية لبعض الدوال لريمان ليوفيل :
	التكامل ذي الرتب الكسرية لدالة الثابتة لريمان ليوفيل :rr1

	المعادلات التفاضلية:
	درجة المعادلة التفاضلية:
	أنواع المعادلات التفاضلية:

	 المعادلات التكاملية:
	المعادلات التكاملة لفولتيرا
	 المعادلات التكاملية لفريدهولم


	كثيرات حدود لوجندر و المصفوفات التنفيذية
	كثيرات حدود لوجندر 
	تعاريف كثيرات حدود لوجندر

	كثيرات حدود لوجندر المعدلة و خصائصها :
	تقريب تابع
	المصفوفة التنفيذية للتكامل ذي الرتب الكسرية 


	طريقة عددية لحل معادلة تفاضلية ذات رتب كسرية
	تطبيق المصفوفة التنفيذية للتكامل الكسري: 
	تحليل الخطأ 
	تطبيق عددي


