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1

Le formalisme de la géométrie non

commutative

1.1 Introducton

Les racines de la géométrie non-commutative (GNC) se trouvent dans la mécanique quan-

tique. Comme on le sait, la mécanique quantique a également motivé dans la première moitié

du 20�eme siècle un développement important dans la théorie des algèbres d�opérateur, nous

savons, que de la mécanique classique à la mécanique quantique, l�algèbre commutative des

fonctions sur l�espace des phases se change à une algèbre d�opérateur non-commutative sur

un espace de Hilbert. Une procédure similaire pouvait être réalisée en géométrie, où les no-

tions classiques perdent leur applicabilité et leur pertinence et pouvait aussi être remplacée

par une nouvelle idée de l�espace, représentée par les algèbres non-commutatives [1].

La représentation de l�espace non-commutatif, pouvait être réalisé par les opérateurs de

coordonnées ~x�; � = 0; 1; 2; 3 satisfaisant les relations de commutation:

[~x�; ~x� ] = i��� ; (En mettant ~ = c = 1) (1.1.1)

où ��� est une matrice anti-symétrique à (3+1)-dimensions avec ses éléments constants, où

la matrice anti-symétrique peut-être tout simplement choisie comme ��� = ���� et ��0 =

�0� = 0; où ��� est le symbole de Levi-Civita et � est un paramètre qui mesure la non-

commutativité sur l�espace-espace. Mais quand �ij = �ji = 0 qui s�appalle la GNC sur

l�espace-temps. (voir, par exemple, la référence de la base de la géométrie non-commutative

[2]).

1



1.2. Transformation de Weyl

1.2 Transformation de Weyl

Pour une autre dé�nition de la transformée de Weyl en physique théorique la transformation

de Weyl du non d�Hermann Weyl, est un redimensionnent local du tenseur métrique.

La connexion Levi-Civita ordinaire et les connexion de spin associées ne sont pas invari-

antes. Sous les transformation de weyl une notion invariante de maniére appropriée est la

connexion Weyl, qui est une façon de spéci�er la structure d�une connexion conforme.

On dé�ni un espace non commutatif comme en a décrit avant, en remplaçant les coor-

données locales xi par les opérateurs hermitien x̂i, obéissant aux relations de commutation:

dans eq. (1.1.1).

On dé�nit le symbole de Weyl par

ŵ [f ] =

Z
dDk

(2�)D
~f (k) eikix̂

i

: (1.2.1)

Où f (k) est la transformation de Fourier de f (x) par [3]

~f (k) =

Z
e�ikix

i

f (x) dDx: (1.2.2)

L�opèrateur de weyl est hermitien si f (x) est une fonction réelle.

ŵ+ [f ] =

Z
dDk

(2�)D
~f � (k) e�iKix̂

i

=

Z
dDk

(2�)D
~f (�k) e�ikix̂i

=

Z
dDk0

(2�)D
~f (k0) eik

0
ix̂
i

= ŵ [f ] : (1.2.3)

On peut écrire l�opèrateur de Weyl comme suit

ŵ [f ] =

Z
dDk

(2�)D
~f (k) eikix̂

i

=

Z Z
dDk

(2�)D
dDxf (x) e�ikix

i

eikix̂
i

=

Z
dDxf(x)�̂ (x) :

avec �̂ (x) =

Z
dDk

(2�)D
f(x)e�ikix

i

eikix̂
i

: (1.2.4)

�̂ (x) décrit une base mixte pour les opèrateurs et les champs sur un espce-temps, et comme

l�opèrateur de Weyl est hermitien donc �̂ (x) aussi est hermitiene �̂+ (x) = �̂ (x) :

On utilise la formule de Baker -Campbell -Hausdfor¤

2



1.3. Produit Star (Moyal)

eAeB = eA+B+
1
2
h[A;B]+ 1

12
h2[[A;B];B]� 1

12
h3[[A;B];A]+::::::: (1.2.5)

eikix̂
i

eik
0
ix̂
i

= ei(kik
0
i)x̂ie

1
2
(iki)(ik0j)[x̂i;x̂j] = ei(ki+k

0
i)x̂ie�

i
2
kik

0
j�
ij

: (1.2.6)

Pour trouver le produit des opèrateurs �̂ (x)

�̂ (x) �̂ (y) =

Z Z
dDk

(2�)D
dDk0

(2�)D
eikix̂

i

eik
0
ix̂
i

e�ikix
i

e�ik
0
iy
i

=

Z Z
dDk

(2�)D
dDk0

(2�)D
ei(ki+k

0
i)x̂ie�

i
2
kik

0
j�
ij

e�i(kix
i+k0iy

i): (1.2.7)

On a ŵ
h
eikix

i
i
= eikix̂

i
donc

�̂ (x) �̂ (y) =

Z Z
dDk

(2�)D
dDk0

(2�)D

Z
dDZei(ki+k

0
i)Zi�̂ (Z)

� e� i
2
kik

0
j�
ij

e�i(kix
i+k0iy

i): (1.2.8)

1.3 Produit Star (Moyal)

Enmathématiques, le produit Moyal (aussi appelé produit star ou produitWeyl-Groenewold)

est un exemple de plus connu d�un produit de l�espace des phases. C�est un produit associ-

atif, non-commutatif, sur les fonctions de R2n, muni de sa parenthèse de Poisson (avec une

généralisation aux variétés symplectiques, décrites ci-dessous). C�est un cas particulier du

produit de l�algèbre des symboles d�une algèbre enveloppante universelle.

Le produit star (noté ? ) est une déformation associative de la loi du produit habituelle.

Il apparit comme un outil pour exprimer les lois quantique en termes des variables de

commutation (xi ? xj) correspondant au produit d�opèrateur x̂i x̂j: La commutateur -

[xi; xj]? = xi ? xj � xj ? xi correspandant à [x̂i; x̂j]. Alors tel que le produit de deux

opèrateurs de weyl ŵ [f ] et ŵ [g] correspondant aux fonctions f(x) et g(x) égal à l�opèrateur

de weyl associe au produit star de deux fonction [3] ŵ [f ] ŵ [g] = ŵ [f ? g] : On commence

par le premiére terme:

ŵ [f ] ŵ [g] =
R dDk

(2�)D
~f(k)eiKix̂

i R dDk0

(2�)D
~g(k0)eik

0
ix̂
i

=

Z Z
dDk

(2�)D
dDk0

(2�)D
~f(k)~g(k0)eikix̂

i

eik
0
ix̂
i

: (1.3.1)
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1.3. Produit Star (Moyal)

En utilisant la formule de Baker -Campbell -Hausdor¤

eAeB = eA+B+
1
2
h[A;B]+ 1

12
h2[[A;B];B]� 1

12
h2[[A;B];A]+::: : (1.3.2)

On pose k + k0 = q; et on trouve:

ŵ [f ] ŵ [g] =

Z Z
dDk

(2�)D
dDk0

(2�)D
~f(k)~g(k0)ei(ki+k

0
i)x̂

i

e�
i
2
�ijkik

0
j

=

Z Z
dDk

(2�)D
dDq

(2�)D
~f(k)~g(q � k)ei(qi)x̂ie� i

2
�ij(kiqj�kikj): (1.3.3)

Est symétrique (kikj = kjki)

ŵ [f ] ŵ [g] =

Z Z
dDk

(2�)D
dDq

(2�)D
~f(k)~g(q � k)eiqix̂ie� 1

2
�ijkiqj : (1.3.4)

On passe au deuxiéme terme:

ŵ [f ? g] =

Z
dDq

(2�)D
(]f ? g)(q)eiqix̂i ; (1.3.5)

d�après

ŵ [f ] ŵ [g] = ŵ [f ? g] : (1.3.6)

L�espritd

(f̂ ? g)(q) =

Z
dDk

(2�)D
~f(k)~g(q � k)e� i

2
�ijkiqj : (1.3.7)

Où
�
]f ? g

�
(q) est la transformée de fourier de (f ? g) (q).

(f ? g) (q) =

Z
dDq

(2�)D

�
]f ? g

�
(q) eiqix

i

=

Z Z
dDk

(2�)D
dDq

(2�)D
~f (k) ~g (q � k) e� i

2
�ijkiqjeiqix

i

= f (x) exp

�
i

2

 �
@i �

ij�!@j
�
g (x)

= f (x) g (x) +
1X
n=1

�
i

2

�n
1

n!
�i1j1 :::�i1j1@i1 :::@jnf (x) @jn :::@jng (x) : (1.3.8)

On peut écrire le produit star de deux fonctions au premiére ordre de �;comme suit:

f ? g = f (x) exp

�
i

2

 �
@i �

ij�!@j
�
g (y) jx=y

= f (x) g (y) +
i

2
�ij@if (x) @jg (y) +O

�
�2
�
j x = y: (1.3.9)
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1.4. Transformations de Seiberg-Witten

1.4 Transformations de Seiberg-Witten

Pour résoudre le problème de la charge en gèomètrie non-commutatif en utilisant les groupe

unitaires U (N) ; SU (N) et SO (N), et pour conserver la forme des transformations de Jauje

avec di¤érents de la dynamiques des champs il faut travailler avec les Seiberg-Witten maps

de ces champs.
�
	̂ [	; A] ; Â� [A] ::::ect

�
:

D�abord on doit étudier la théorie abélienne de sorte que tous les commutateurs dis-

paraissent et les experessions simpli�ent , Quand on travaille avec une théorie non abélienne

la structure de Jauje sera alors codée dans les commutateurs et les anticommutateurs.

Du côté non commutatif, la multiplication habituelle des fonctions remplacée par le

produit star (f ? g), et on peut écrire les commutateur star au premier ordre de � comme

suit

[f; g]� = f � g � g � f

= fg +
i

2
���@�f @�g � gf �

i

2
���@�g @�f +O

�
�2
�

(1.4.1)

= fg � gf + i

2
���@�f @�g �

i

2
���@�g @�g +O

�
�2
�

= fg � gf + i

2
���@�f @�g +

i

2
���@�g @�f +O

�
�2
�

[f; g]� = [f; g] +
i

2
��� f@�f; @�gg+O

�
�2
�
: (1.4.2)

[f; g]� = [f; g] +
i

2
��� f@�f; @�gg+O

�
�2
�
:

Dans le cas abélien ([f; g] = 0), réduit:

[f; g]? = i �
��g�f @�g +O

�
�2
�
: (1.4.3)

Sur un espace non commutatif vit la théorie de jauje non commutative avec le potentiel de

jauje Â�et l�intensité de champ [4; 5].

F̂�� = @�Â� � @�Â� � i
h
Â�; Â�

i
?
: (1.4.4)

La transformation de Jauje �̂ a le paramêtre de Jauje �̂ [4, 5] et:

�̂Â� = @��̂+ i
h
�̂; Â�

i
?
� D̂��̂ (1.4.5)

�̂F̂�� = i
h
�̂; F̂��

i
?
: (1.4.6)
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1.4. Transformations de Seiberg-Witten

Les cartes de Seiberg-Witten sont des cartes entre la théorie de Jauje commutative et non

commutative, qui sont compatible avec des transformations de Jauje. Autrement,les cartes

des Seiberg-Witten nous permettent de cousiderer les champs non commutatifs 	̂; Â�; F̂�� ,

comme de fonctiennelles des champs ordinaires 	; A�; F�� . Les cartes se résument au dia-

gramme suivant:

�Â� = @��̂+ i
h
�̂; Â�

i
?
: (1.4.7)

Pour résoudre l�équation, on développe les varibles non commutatives ordre par en �:

Â� = A� + A
(1)
� + A(2)� + :::: (1.4.8)

F̂�� = F�� + F
(1)
�� + F

(2)
�� + :::: (1.4.9)

�̂ = �+ �(1) + �(2) + :::: (1.4.10)

Les équations de champ de Jauje U (1) [6]:

@�F̂�� � ie
h
Â�; F̂��

i
?
= 0: (1.4.11)

Avec

�Â� = @��̂+ ie
h
�̂; Â�

i
?
: (1.4.12)

F̂�� = @�Â� � @�Â� � ie
h
Â�; Â�

i
?
: (1.4.13)

Utilisant les cartes de Seiberg-Witten
�
Â�; F̂��

�
et le choix

�
@�F̂�� � ie

h
Â�; F̂��

i
?
= 0
�
,

nous pouvous obtenir le potentiel de coulomb déformé suivant

Â0 = �
e

r
� e

3

r4
�0jxj +O

�
�2
�
: (1.4.14)

Âi =
e3

4r4
�ijxj +O

�
�2
�
: (1.4.15)
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1.5. Le décalage de Bopp " Bopp-shift "

1.5 Le décalage de Bopp " Bopp-shift "

L�algèbre non commutative sur un espace des phases non commutatif peut être écrite comme

[x̂i; x̂j] = i�ij; [p̂i; p̂j] = i�ij; [x̂i; p̂j] = i�ij: (1.5.1)

Où �ij est liée à la non commutativité des coordonnées de l�espace alors que �ij re�éte la non

commutativité des moments et les deux sont des matrices antisymétriques avec des éléments

constants réels.

On peut trouver les opérateurs d�espace-temp non commutatifs x̂i et p̂i en termes des

opérateurs ordinaires des positions xi et d�impulisions pi en utilisant la transformation suiv-

ante:

x̂i = xi �
�ij
2
pj: (1.5.2)

p̂i = pi: (1.5.3)

On a

f (x) � g (x) = f (x) g (x) +
1P
n=1

�
i

2

�n
1

n!
�i1j1:::::�injn@i1 :::@inf(x)@j1 :::@jng (x)

= f (x) g (x) +
1P
n=1

�
�1
2

�n
1

n!
@i1 :::@inf(x)epi1 :::eping (x) : (1.5.4)

On a utilisé les relations suivantes:

@i = ipi epi = �ijpj: (1.5.5)

On a aussi

f (x) =

Z
dk ef (k) eikx ) @f (x) =

Z
dk ef (k) (ik) eikx: (1.5.6)

Donc

7



1.6. Conclusion

f (x) � g (x) = f (x) g (x) +
1P
n=1

�
�1
2

�n
1

n!

Z
dk ef (k) (iki1) ::: (ikin) epi1 :::eping (x) eikx

= f (x) g (x) +

Z
dk ef (k) 1P

n=1

�
�1
2

�n
1

n!
(kep) q (x) eikx

= f (x) g (x) +

Z
dk ef (k) eik(x� ep

2)g (x)�
Z
dk ef (k) eikxg (x)

=

Z
dk ef (k) eik(x� ep

2)g (x)

= f

�
x� ep

2

�
g (x) : (1.5.7)

Puisque ep et k commutent.
1.6 Conclusion

Dans ce chapitre on a montré que pour coder la non commutativité de l�espace-temps nous

pouvons utiliser deux méthodes, que ce soit en utilisant un produit ordinaire avec des opéra-

teurs de Weyl ou on doit déformer le produit ordinaire en un produit star et utiliser des

fonctions ordinaires dé�nies sur un espace-temps commutatif.
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2

L�equation de Klein-Gordon en

présence d�un champ Coulombien

dans le cadre de la géométrie non

commutative:

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier l�équation de Klein-Gordon non commutative dans un champ

coulembien
�
� e
r

�
. Avec l�utilisation des applications de Seiberg-Witten pour trouver cette

équation aprés on va examiner les niveaux d�énergie du systeme et à la �n de ce chapitre, on

va utiliser la théorie des perturbations pour trouver les corrections sur les niveaux d�énergie

au second ordre du paramètre �:

2.2 L�action

Pour commencer, nous considérons une théorie non commutative des champs d�un scalaire

chargé p en présence d�un champ de jauge électrodynamique dans un espace-tempsMinkowski.

Nous pouvons écrire l�action sous la forme

S =

Z
d4x

�
���
�
D̂�'̂

�y
� D̂�'̂+m

2'̂y � '̂� 1
4
F̂�� � F̂ ��

�
; (2.2.1)

Où la dérivée covariante de Jauge est dé�nie comme: D̂�'̂ =
�
@� + ieÂ�

�
� '̂:

9



2.3. L�équation de KG modi�ée

Ensuite, nous utilisons les transformations in�nitésimales de champ. En faisant varier

la densité scalaire sous la transformation de la Jauge et à partir de l�équation du champ et

le théorème de Noether, nous obtenons

@L
@'̂
� @�

@L
@ (@�'̂)

+ @�@�
@L

@ (@�@�'̂)
� @�@�@�

@L
@ (@�@�@�'̂)

+O
�
�3
�
: (2.2.2)

Cela signi�e que nous allons traiter des solutions des équations de champ non commutatives

sans jouer. Pour sela, nous utilisons le équation de champ et le champ générique Â�de sorte

que:

�Â� = @��̂� ieÂ� ? �̂+ ie�̂ ? Â�; (2.2.3)

Et les équations de champ libres non commutatives :

@�F̂�� � ie
h
Â�; F̂��

i
?
= 0; (2.2.4)

Et le potentiel de coulomb déformé suivant:

Â0 = �
e

r
� e

3

r4
�0jxj +O

�
�2
�
;

Âi =
e3

4r4
�ijxj +O

�
�2
�
; (2.2.5)

avec le champ générique ' de sorte que :

��'̂ = i�̂ ? '̂: (2.2.6)

2.3 L�équation de KG modi�ée

L�equation de KG dans un espace-temps non commutatif en présence du vecteur potentiel

Â� peut être dérivée à partir de (2.2.1) et (2.2.2)

�
���@�@� �m2

�
'̂+�

ie���@�Â� � e2���Â� ? Â� + 2ie���Â�@�
�
'̂ = 0: (2.3.1)

Maintenant, en utilisant le fait que:

���@�@� = �@20 +�; (2.3.2)
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2.3. L�équation de KG modi�ée

et

2ie���Â�@� = i
2e2

r
@0 � i

2e6

20r5
�
�ij
�2
@0 �

e4

2r4
�:L; (2.3.3)

et

�e2���Â� ? Â� =
e4

r2
� 2e8

20r6
�
�ij
�2 � e8

16r8
�
�ijxj

�2
: (2.3.4)

Pour démontrer l�equation (??), nous suivons les donneés suivantes:

�e2���Â� ? Â� = �e2���
�
Â�Â� +

i

2
���@�Â�@�Â� �

1

8
������@�@�Â�@�@�Â�

�
: (2.3.5)

D�autre part

�e2���Â� ? Â� = �e2�00Â0 ? Â0 � e2�ijÂi ? Âj (2.3.6)

= �e2
�
Â0Â0 +

i

2
���@�Â0@�Â0 �

1

8
������@�@�Â0@�@�Â0

�
+ e2

�
Âi ? Âi

�
: (2.3.7)

e2
�
Âi ? Âi

�
= e2

�
Â2i +

i

2
���@�Âi@�Âi �

1

8
������@�@�Âi@�@�Âi

�
: (2.3.8)

En remplaçant de Â0 et Âi on trouve:

�e2
�
Â0Â0 +

i

2
���@�Â0@�Â0 �

1

8
������@�@�Â0@�@�Â0

�
=
e4

r2
� 2e8

20r6
�
�ij
�2
; (2.3.9)

e2
�
Â2i +

i

2
���@�Âi@�Âi �

1

8
������@�@�Âi@�@�Âi

�
=

e8

16r8
�
�ijxj

�2
: (2.3.10)

Où
�!
L = �!r � �!p et �!� = (�1; �2; �3). Avec �ij = �ijk�k (�ijk est le Levi est le sympôle de

Levi-Civita) .

Alors l�équation de KG (??) jusqu�aO
�
�3
�
prend la forme:

"
�@20 +��m2

e +
e4

r2
+ i e

2

r
@0 � e4

2r4
�:L

� e8

16r8

�
�ijxj

�2 � i 4e6
20r5
�2@0 � 4e8

20r6
�2

#
'̂ = 0: (2.3.11)

La solution de l�équation.(2.3.11) en coordonnées sphériques(r; �; ') prend à la forme de

trois fonctions séparables.

'̂ (r; �; �; t) =
1

r
R (r)Y (�; �) exp (�iEt) : (2.3.12)

Alors Eq.(2.3.11) se réduit à l�équation radiale:
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2.4. La solution de l�équation de K-G ordinaire:

"
d2

dr2
� `(`+1)�e4

r2
+ 2Ee2

r
+ E2 �m2

e

� e4

2r4
�:L� e6

5r5
E�2 � e8

16r8

�
�ijxj

�2 � e8

5r6
�2

#
R (r) = 0: (2.3.13)

Dans l�Eq. (2.3.13) le potentiel de Coulomb dans l�espace non-commutatif apparaît dans les

termes de perturbation:

� e
4

2r4
�:L� e6

5r5
E �2 � e8

16r8
�
�ijxj

�2 � e8

5r6
�2: (2.3.14)

Le premier terme est obtenu dans les Refs.(2.2.3) et (2.2.5), alors que le deuxieme, troiséme

et le dernier terme sont des nouvelles corrections, et sont obtenues à partir des applications

de Seiberg -Witten au deuxième ordre, et induire de nouvelles separations dans l�état 1S,

dont le paramètre non-commutatif �2 joue le rôle du spin.

2.4 La solution de l�équation de K-G ordinaire:

Equation (2.3.13) n�a pas encore été résolue exactement en présence de la perturbation

terme (2.3.14), alors qu�en leur absence, sa solution exacte est dans Réfs.(2.2.5).

Pour obtenir la solution que nous choisissons � = 0 et on écrit�
d2

dr2
� ` (`+ 1)� e

4

r2
+
2Ee2

r
+ E2 �m2

e

�
R (r) = 0: (2.4.1)

Cette équation est une équation généralisée de type Hypergéométrique,

R
00
+
~� (r)

� (r)
R

0
+
~� (r)

�2 (r)
R = 0; (2.4.2)

Où

� (r) = r; ~� = 0; ~� =
�
Er + e2

�2 � r2m2
e � ` (`+ 1) : (2.4.3)

En utilisiant la transformation

R (r) = � (r) y (r) : (2.4.4)

Eq.(2.4.1) se réduit à une éqution de type Hypergéométrique,

� (r) y
00
+ � (r) y

0
+ �y = 0; (2.4.5)

On obtient
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2.5. Les corresctions d�énergie

E = E
0

n;` =

me

�
n+ 1

2
+
q�
`+ 1

2

�2 � �2���
n+ 1

2

�2
+
�
`+ 1

2

�2
+ 2

�
n+ 1

2

�q�
`+ 1

2

�2 � �2� 12 ; � = e
2: (2.4.6)

La fonction propre y (r) dans l�équation.(2.4.5) est de type hypergéométrique dont les solu-

tions polynomiales sont données par la formules de Rodriques

yn (r) =
Bn`

r2
q�
`+ 1

2

�2 � �2e�2pm2
e�E2r

dn

drn

�
rn+2

q
(`+ 1

2)
2��2e�2

p
m2
e�E2r

�
; (2.4.7)

Où Bn` est une constente de normalisation.ceci coinerde avec les polynômes de Laguerre

pour x = 2
p
m2
e � E2r; les fonctions radiales sont écrites comme

R (r) = Rn` (r) = Cn`x
1
2
+
q
(`+ 1

2)
2��2e�

x
2L

2
q
(`+ 1

2)
2��2

n (x) ; (2.4.8)

Où Cn` est la constante de normalisation déterminée par
+1R
0

R2n` (r) dr = 1. Ainsi, les

fonctions radiales normalisées correspondantes sont données:

Rn` (r) =

r
a

n+ � + 1

�
n!

� (n+ 2� + 2)

� 1
2

x�+1e�
x
2L2�+1n (x) ; (2.4.9)

avec

� = �1
2
+

s�
`+

1

2

�2
� �2; (2.4.10)

et a =
p
m2
e � E2:

2.5 Les corresctions d�énergie

Maintenant, pour obtenir les modi�cations des niveaux d�energie pour les termes (2.3.14)

non-commutatifs, nous utilisons la théorie des perturbations.

Pour simpli�er, on prend �3 = � et on suppose que les autres composantes sont toutes

nulles, tel que:

�:L = �Lz; et
�
�ijxj

�2
= �2

��
r2 � z2

�
� 2xy

�
; (2.5.1)

nous utilisons
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2.5. Les corresctions d�énergie

hn`m jLzjn`m0i = m`�mm0 ;�` � m` � `: (2.5.2)

Et aussi le fait que dans la théorie des perturbations de premier ordre les valeurs de 1=r4;

1=r5 et 1=r6 par rapport à la solution exacte.(??), sont données par



n`m

��r�k��n`m0� = 1R
0

R2n`r
�kdr�mm0

=
2kakn!

2 (n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)
�
1R
0

x2�+2�ke�x
�
L2�+1n (x)

�2
dx�mm0

= f (k) ; (k = 3; 4; 5; 6) : (2.5.3)

Nous utilisons la relation entre la fonction Hypergéometrique con�uent F (�n; � + 1; x) est
les polynômes de Laguerre associés L�n (x), à savoir

L�n (x) =
� (n+ � + 1)

� (n+ 1)� (� + 1)
F (�n; � + 1; x) ;

1R
0

x��1e�x [F (�n; ;x)]2 dx; (2.5.4)

= n!�(�)
(+1):::(+n�1)

n
1 + n(���1)(��)

12
+ n(n�1)(���2)(���1)(��)(��+1)

1222(+1)

+:::+ n(n�1):::1(���n):::(��+n�1)
1222n2(+1):::(+n�1)

o
: (2.5.5)

Equation (2.5.3) devient



n`m

��r�4��n`m0� = 1R
0

R2n` (r) r
�4dr�mm0

= 16a4n!
2(n+�+1)�(n+2�+2)

�
1R
0

x2��1�1e�x
�
L2�+1n (x)

�2
dx�mm0 (2.5.6)

= 8a4n!
(n+�+1)�(n+2�+2)

�
� (n+ 2� + 2)

� (n+ 1)� (2� + 2)

�2

�
1R
0

x2��2e�x [F (�n; 2� + 2; x)]2 dx�mm0

= 4a4

(2��1)�(2�+1)(n+�+1) �
h
1 + 3n

(�+1)
+ 3n(n�1)

(�+1)(2�+3)

i
�mm0 = f (4) ; (2.5.7)
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2.6. Conclusion



n`m

��r�5��n`m0� = 4a5

(2��1)(��1)�(n+�+1)

�
h
1 + 6n

(�+1)
+ 15n(n�1)

(�+1)(2�+3)
+ 5n(n�1)(n�2)

(�+1)(2�+3)(�+2)

i
�mm0 = f (5) ; (2.5.8)



n`m

��r�6��n`m0� = 4a5

(2��1)(��1)�(2�+1)(n+�+1)

h
1 + 6n

(�+1)
+ 15n(n�1)

(�+1)(2�+3)

+ 5n(n�1)(n�2)
(�+1)(2�+3)(�+2)

+ 15n(n�1)
(�+1)(2�+3)

+ 5n(n�1)(n�2)
(�+1)(2�+3)(�+2)

i
�mm0 = f (5) : (2.5.9)

Alors les corrections d�énergie sont:

�Enc = ��
2m`

2
f (4) � � �

3

5

�
E0n;`f (5) +

29

24
�f (6)

�
�2: (2.5.10)

Le changement d�energie est dû aux termes(2.3.14). En plus, le premier terme d�ordre �

multiplie par le nombre quantique magnétique indique la séparation des états avec le même

moment angulaire orbital dans les composantes correspandantes. Ce comportement est

similaire à l�e¤et Zeeman sans spin. Le reste des termes du second ordre � sont indépendants

du nombre quantique mgnétique ce qui re�ète clairement l�existence de spin. Alors il est

bien de noter que les termes de corrections contenant �2 sont trés similaire au couplage

spin-spin,donc le paramêtre non-commutatif � joue le rôle du spin et donc la dégénérescence

des niveaux est complétement enlevée. Les niveaux d�energie de l�atome d�Hydrogène dans

le cadre de la non-commutativité est :

Ê = E0n;` �
�2m`

2
f (4) � � �

3

5

�
E0n;`f (5) +

29

24
�f (6)

�
�2: (2.5.11)

2.6 Conclusion

En utilisant les applications de Seiberg-Witten et le produit star de Moyal, on a dérivé

l�équation de KG modi�ée en présence d�un champ coulombien et en utilisant la théorie des

perturbations, on a trouvé les corrections de l�énergie jusqu�au deuxième ordre de �.

La dégénérescence est complètement enlevée car l�énergie dépend de m`:
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3

L�éqution de Dirac dans la Gravité

Jaugée dans l�espace Non

Commutative cadré de De Sitter

3.1 Introduction

C�est un di¤érent de formuler une théorie de la gravitation sur une variété non commutative.

Le principal problème réside dans le fait qu�il est di¢ cile de mettre en �uvre des symétries

telles que la covariance de coordonnées générales et invariance de Lorentz locale, et pour

dé�nir des dérivées sans torsion et satisfaire à la condition de métricité pour obtenir des

théories de jauge locales non commutatives dans un espace-temps plat avec une symétrie de

Lorentz [[14]], une formulation dans l�approche de l�algèbre enveloppante a été proposée [15].

En suivant un chemin similaire, une formulation de jauge de gravité est proposée [16] c�est

une théorie de la relativité générale sur un espace-temps courbé avec conservation canonique

des relations de commutation espace-temps non commutatives, et elle est partiellement basée

sur des symétries sur un espace-temps plat non-commutatif. La théorie qui en résulte semble

être une extension non-commutative de la théorie unimodulaire de la gravitation.

Le but de cet chapitre est d�obtenir des transformations de Lorentz et des coordonnées

générales généralisées de l�espace-temps non-commutatif, qui sont des symétries exactes des

relations de commutation spatio-temporelles canoniques non commutatives sans contraintes

comme l�unimodularité. En tant qu�application, nous dérivons une équation de Dirac mod-

i�ée et nous montrons que la non-commutativité spatio-temporelle joue le rôle d�un champ

magnétique.
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3.2. L�équation de Dirac généralisée

Le chapitre est organisé de la manière suivante. Dans la section 3, nous présentons notre

formalisme et en déduisons l�équation de Dirac généralisée, et nous obtenons les solutions

de cette éqution en présence d�un champ gravitationnel de l�espace de de-Sitter.

3.2 L�équation de Dirac généralisée

Dans le cadre général d�une géométrie spatio-temporelle non-commutative et sous une vari-

ation in�nitésimale pour les applications de Seiberg-Witten d�un champ dynamique '̂A, on

peut écrire:

�̂'̂A = �̂ � ĜA + @��̂ � T̂A�: (3.2.1)

De plus, la densité scalaire L est une fonction des champs et de leurs première et seconde
dérivées, c�est-à-dire

L = L
�
'̂A; @�'̂

A; @�@�'̂
A
�
+O

�
�2
�
; (3.2.2)

Et ainsi la variation de la densité scalaire sous la transformation de jauge in�nitésimale dans

l�équation (3.2.1) se lit comme suit:

�̂L =�̂'̂A @L
@'̂A

+ �̂
�
@�'̂

A
� @L
@
�
@�'̂

A
� + �̂ �@�@�'̂A� @L

@
�
@�@�'̂

A
� +O ��2� : (3.2.3)

On peut voir que mettre la variation de l�action à zéro conduit aux équations de champ

modi�ées [?]:

�̂L
�̂'̂A

� @L
@'̂A

� @�
@L

@
�
@�'̂

A
� + @�@� @L

@
�
@�@�'̂

A
� +O ��2� = 0: (3.2.4)

3.3 L�action dans un espace-temps courbé non com-

mutatif

Pour l�action non-commutative dans un espace-temps courbé non-commutatif, où la gravité

est traitée comme une théorie de jauge, nous proposons l�action suivante:

S =
1

2k2

Z
d4x (LG + LM) ; (3.3.1)
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3.4. L�equation de Dirac généralisée et processus de création des particules

Où LG et LM sont respectivement les densités pures de la gravité et de la matière dans

l�espace-temps courbé non-commutatif, et sont données dans les coordonnées par

LG = ê � R̂; (3.3.2)

LM = ê � 	̂ � ̂� � D̂� � 	̂; (3.3.3)

ê = det �
�
êa�
�
� 1

4!
�����"abcdê

a
� � êb� � êc� � êd�; (3.3.4)

R̂ = ê��a � ê��b � R̂ab�� : (3.3.5)

Dans ce qui suit, nous considérons une métrique symétrique ĝ�� tel que

ĝ�� =
1

2

�
êb� � ê�b + êb� � ê�b

�
: (3.3.6)

En conséquence, l�expansion du première ordre dans le paramètre non-commutatif ��� de

la courbure scalaire R̂ s�annule (par opposition au second ordre et plus haut).

3.4 L�equation de Dirac généralisée et processus de

création des particules

Au cours des dernières années, un grand e¤ort a été fait pour comprendre les processus

quantiques dans les champs forts, où l�instabilité du vide associée conduit à une source

supplémentaire de processus quantiques et pourrait améliorer le mécanisme de création de

particules et produire des écarts par rapport au spectre thermique.Un scénario intéressant

pour discuter du processus de création de particules est la version non commutative de

l�univers de Sitter à deux dimensions (2D). Dans la limite ��2 � 1, la métrique est donnée

par

ds2 = �dt2 + e2Htdx2; (3.4.1)

Qui est le même que l�univers classique (1 + 1) D de de Sitter.

En ce qui concerne l�équation de Dirac dans un espace-temps non commutatif courbé,

nous utilisons les équations de champ modi�ées dans l�équation (3.2.3), avec le champ

générique 	̂tel que
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3.4. L�equation de Dirac généralisée et processus de création des particules

�̂	̂ =
�
�̂
a
@a + �̂L

�
� 	̂: (3.4.2)

L�équation de Dirac écrit comme suit

(i� (@� � ��)�m)	

�1
2
���

"
(@�

�) (@�@�	)� @� (���) (@�	)
� i
2
���@� (ln

p�g) @� [(i� (@� � ��)�m)]

#
	 = 0: (3.4.3)

�� : connection de spin est

�� =
�1
4
ĝ���

�
��S

�� ; (3.4.4)

et

S�� =
1

2
[�; � ] ; ::::::::::::::ĝ�� =

 
�1 0

0 e2Ht

!
; (3.4.5)

ensuite, après le calcul, nous trouvons

�00� = 0 et �0�0 = 0 :::8�; (3.4.6)

�011 = �1
2
g00@0g11 = He

2Ht, (3.4.7)

�001 =
1

2
g11@0g11 = H, (3.4.8)

et

�0 =
�1
4
ĝ�1�

1
10S

�1 = 0; (3.4.9)

�1 =
�1
4
ĝ�1�

1
01S

�0 +
�1
4
ĝ00�

0
11S

�00 =
�1
4
ĝ11�

1
01S

10 =
�1
4
He2HtS10; (3.4.10)

S10 =
1

2

�
1; 0

�
=
1

2

�
10 � 01

�
;
�
0; 1

�
� = 2g

01 = 0) S10 =
2

2
10;(3.4.11)

) �1 =
�1
4
He2Ht10: (3.4.12)

 c�est une matrice (dans un espace courbé).Et � = e�a~
a (espace plant), alors que e�a =p

g�� :

�1 =
�1
4
He2Ht10 =

�1
4
HeHt�3; (3.4.13)

! 1 = e1a~
a = e10~

0 + e11~
1 = e�Ht�3: (3.4.14)

Avec 0 = ~0 = i�3et ~1 = �1. où �1 et �3 sont les matrices de Pauli.
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3.4. L�equation de Dirac généralisée et processus de création des particules

En substituant les eqs. (3.4.6); (3.4.7); (3.4.8), (3.4.12),(3.4.14),(3.4.13),(??),(3.4.9),dans

l�éq de Dirac modiféé (3.4.3), Nous trouvons que

(i� (@� � ��)�m) 	̂ =
�
��3@0 + i�1@1

�1
4
HeHt�3 �m

�
	̂; (3.4.15)

�1
2
���
h
(@�

�)
�
@�@�	̂

�i
= �1

2
�01
�
�He�Ht�3

�
@21	̂; (3.4.16)

1

2
���@� (

���)
�
@�	̂

�
= 0; (3.4.17)

et

� 1
2
���@�

�
ln
p
�g
�
@� [i

� (@� � ��)�m] 	̂ =
�
1

2
�@0 (Ht)

+
1

2
�H

�
��3@0 + i�1@1 �

1

4
HeHt�3 �m

�
@1

�
	̂; (3.4.18)

et

)
�
��3@0 + i�1@1

�1
4
HeHt�3 �m� 1

2
�01
�
�He�Ht�3

�
@21

+
1

2
�H

�
��3@0 + i�1@1 �

1

4
HeHt�3 �m

�
@1 +

1

2
�@0 (Ht)

�
	̂ = 0: (3.4.19)

En utilisant le temps conforme � dé�ni comme

� = � 1
H
e�Ht; (3.4.20)

alors l�équation de Dirac modi�ée se réduit (jusqu�à O
�
�2
�
)

�
iH��3@� +

�
H��1 +

i

2
�Hm

�
~@1 +

i

2
�H2��1 ~@21 + i

�
H

2
�3 + im

��
	̂ = 0: (3.4.21)

)
�
iH�

@

@�
�3 +

�
ikxH��

1 � kx
2
�Hm

�
� i
2
�H2k2x��

1 + i

�
H

2
�3 + im

��
	̂ = 0; (3.4.22)

en multipliant l�équation(3.4.22) par �3

�
iH�

@

@�
� kxH��2 �

kx
2
�Hm�3 +

�

2
H2k2x��

2 + i
H

2
�m�3

�
	̂ = 0: (3.4.23)

Si nous faisons la transformation
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3.4. L�equation de Dirac généralisée et processus de création des particules

	̂ = ��1=2eikxx'̂; (3.4.24)

nous trouvons que l�équation (3.4.23) prend la forme

"
�i
2
H��1=2'̂+ iH�1=2 @'̂

@�
� kxH�1=2�2'̂� kx

2
�Hm��1=2�3'̂

+ �
2
H2k2x�

1=2�2'̂+ i
2
H��1=2'̂�m�3��1=2'̂

#
= 0; (3.4.25)

avec

'̂ =
�
�1
�2

�
: (3.4.26)

Dans ce cas on peut écrire

)
�
iH�1=2

@'̂1
@�
� kxH�1=2'̂2 �

kx
2
�Hm��1=2'̂1 +

�

2
H2k2x�

1=2'̂2 �m��1=2'̂1
�
= 0;

(3.4.27)

et
�
iH�1=2

@'̂2
@�

+ kxH�
1=2'̂1 +

kx
2
�Hm��1=2'̂2 �

�

2
H2k2x�

1=2'̂1 +m�
�1=2'̂2

�
= 0:

(3.4.28)

Alors

)
�
iH
@'̂1
@�
� m
�

�
1 +

�

2
kxH

�
'̂1 � kxH

�
1� �

2
Hkx

�
'̂2

�
= 0::::::::::(1); (3.4.29)

�
iH
@'̂2
@�

+
m

�

�
1 +

�

2
kxH

�
'̂2 + kxH

�
1� �

2
Hkx

�
'̂1

�
= 0::::::::::(2): (3.4.30)

Divisons les équations (3.4.29) et (3.4.30) par iH

�
@'̂1
@�

+
im

�H

�
1 +

�

2
kxH

�
'̂1 + ikx

�
1� �

2
Hkx

�
'̂2

�
= 0::::::::::(1); (3.4.31)

�
@'̂2
@�
� i m
�H

�
1 +

�

2
kxH

�
'̂2 � ikx

�
1� �

2
Hkx

�
'̂1

�
= 0::::::::::(2): (3.4.32)

Où

~m = m

�
1 +

1

2
�Hkx

�
; (3.4.33)
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3.4. L�equation de Dirac généralisée et processus de création des particules

et
~kx = kx

�
1� 1

2
�Hkx

�
: (3.4.34)

Qui peut être représente par le système de deux équations di¤érentielles de premier ordre:�
d

d�
+ i

~m

H�

�
�1 + ~kx�2 = 0::::::::::::::(1); (3.4.35)

�
d

d�
� i ~m
H�

�
�2 � ~kx�1 = 0:::::::::::::::(2); (3.4.36)

en utilisant les équations (3.4.35) et (3.4.36) et le changement de variable:

� = ~kx�: (3.4.37)

Alors
@

@�
=
@�

@�

@

@�
= k̂x

@

@�
; (3.4.38)

En substituant la relation (3.4.38) dans (3.4.35) et (3.4.36) nous trouvons�
k̂x
@

@�
+ i
m̂

H
k̂x
1

�

�
�1 +

~kx�2 = 0::::::::::::(1); (3.4.39)

et �
k̂x
@

@�
� i m̂
H
k̂x
1

�

�
�2 � ~kx�1 = 0::::::::::::::(2): (3.4.40)

Donc

(1))
�
@

@�
+ i
m̂

H

1

�

�
�1 + �2 = 0) �2 = �

�
@

@�
+ i
m̂

H

1

�

�
�1; (3.4.41)

et

(2))
�
@

@�
� i m̂
H

1

�

�
�2 � �1 = 0) �1 =

�
@

@�
� i m̂
H

1

�

�
�2: (3.4.42)

Ainsi que les transformations:

�1;2 (�) = ��1=2Z1;2 (�) ; (3.4.43)

donc

(1)) �2 = �
�
@

@�

�
�1=2Z1 (�)

�
+ i
m̂

H

1

�

�
�1=2Z1 (�)

��
; (3.4.44)

et

(2)) �1 =

�
@

@�

�
��1=2Z2 (�)

�
� i m̂
H

1

�

�
��1=2Z2 (�)

��
: (3.4.45)

Donc
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3.5. Conclusion

(1)) �2 (�) = �
�
1

2
��1=2Z1 (�) + �

1=2 @

@�
Z1 (�) + i

m̂

H

1

�

�
�1=2Z1 (�)

��
; (3.4.46)

(2)) �1 (�) =

�
�1
2
��1=2Z2 (�)� �1=2

@

@�
Z2 (�) + i

m̂

H

1

�

�
��1=2Z2 (�)

��
; (3.4.47)

on peut écrire aussi que:

�2 (�) = ��1=2
�
1

2
��1Z1 (�) +

@

@�
Z1 (�) + i

m̂

H

1

�
Z1 (�)

�
;

) �2 (�) = ��1=2
�
@

@�
Z1 (�) +

�
1

2
��1 + i

m̂

H

1

�

�
Z1 (�)

�
: (3.4.48)

Et

�1 (�) = �
1=2

�
�1
2
��1Z2 (�)�

@

@�
Z2 (�) + i

m̂

H

1

�
Z2 (�)

�
; (3.4.49)

) �1 (�) = �
1=2

�
� @
@�
Z2 (�) +

�
i
m̂

H

1

�
� 1
2
��1
�
Z2 (�)

�
; (3.4.50)

nous obtenons l�équation du second ordre suivante:�
d2

d�2
+
1

�

d

d�
+

�
1� (1=4� 
1;2)

�2

��
Z1;2 = 0: (3.4.51)

Où


1;2 =
~m2

H2
� i ~m
H
: (3.4.52)

L�équation (3.4.51) est une forme d�équation de Henkel et sa solution est connue.

3.5 Conclusion

Utilisant les champs de Seiberg-Witten et le produit Moyal, nous avons généralisé.l�équation

de Dirac. Nous avons résolu sette équation et nous avons montré que ces solution coincident

avec celle de Dirac en présence d�un champ électrique. Nous avons montré que la non-

commutativité joue le même rôle que le champ électrique qui contribue au processus de la

créarion des particules ou la gravité pour le processus de création de particules. Nous avons

obtenu une distribution de type Fermi-Dirac avec un potentiel chimique proportionnel au �

parametre de non-commutativité.
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4

L�équation de Klein-Gordon dans un

espace de anti de sitter

4.1 Introdution

L�espace de Anti-de Sitter AdSd+1 (d � 2) est la solution maximalement symétrique aux
équations du vide d�Einstein avec une constante cosmologique négative � � 0.
Il est dé�ni comme l�hypersurface dans Rd+2 avec l�élément de ligne

ds2 = �dX2
0 � dX2

1 +
d+1X
i=2

dX2
i ; (4.1.1)

donné par la relation

�dX2
0 � dX2

1 +
d+1X
i=2

dX2
i = �`2; ` =

d (d� 1)
�

: (4.1.2)

L�espace-temps Anti-de-Sitter n�est pas globalement hyperbolique: il possède une limite

temporelle à l�in�ni spatial.

4.2 L�équation de KGmodi�éé dans un espace de Anti

de Sitter

L�équation de KG dans un espace-temps courbe non-commutatif dans les coordonnées (en

l�absence du potentiel vecteur Â�) s�écrit comme suit
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4.2. L�équation de KG modi�éé dans un espace de Anti de Sitter

�
�g��@�@� �

1p�g@�
�p
�gg��

�
@� +m

2

�
'̂

� i

2
p�g�

��@�
�
@�
p
�g@�g��@�'̂

�
+

1

8
p�g�

�����@�

�
��
@�@�
p
�gg��

�
@�@�@�'̂+ @�

�
@�
p
�g@�g��@�@�'̂

�
+
�
@�@�
p
�g@�@�g��@�'̂

��
+

i

2
p�g�

��@�

�
�
@�
�p
�gg��

�
@�@�'̂

�
+m2 i

2
p�g�

��

�
�
@�
p
�g@�'̂+

i

4
���@�@�

p
�g@�@�'̂

�
= 0: (4.2.1)

On considère un espace-temps de anti de sitter à (2+1) dimensions dé�ni par la métrique.

Avec � est la constante cosmologique.

g�� =

0BB@
(1 + ��2) 0 0

0 � (1 + ��2)�1 0

0 0 ��2

1CCA ; et p�g = �: (4.2.2)

Et

g�� =

0BB@
(1 + ��2)

�1
0 0

0 � (1 + ��2) 0

0 0 ���2

1CCA : (4.2.3)

On a (x0 = t) ; (x1 = �) et (x2 = �).

Maintenant calculons l�équation (4.2.1) dans l�espace de Anti de-Sitter:

(�g��@�@�) '̂ = �g00@20 � g11@21 � g22@22 (4.2.4)

=
h
�
�
1 + ��2

��1
@20 �

�
1 + ��2

�
@21 � ��2@22

i
'̂: (4.2.5)

Et

�
� 1p�g@�

�p
�gg��

�
@� +m

2

�
'̂ = �1

�

��
@0
�
�g00

�
@0
�
+
�
@1
�
�g11

�
@1
�

+
�
@2
�
�g22

�
@2
�
+m2

�
'̂: (4.2.6)

Et

� i

2
p�g�

��@�
�
@�
p
�g@�g��@�'̂

�
= � i

2�
�12
�
@0
�
@1�@2g

00@0
�

+@1
�
@1�@2g

11@1
�
+ @2

�
@1�@2g

22@2
��
'̂: (4.2.7)
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4.2. L�équation de KG modi�éé dans un espace de Anti de Sitter

Et

i

2
p�g�

��@�
�
@�
�p
�gg��

�
@�@�'̂

�
=
i

2�
�12
�
@0
�
@1
�
�g00

�
@2@0

�
+@1

�
@1
�
�g11

�
@2@1

�
+ @2

�
@1
�
�g22

�
@2@2

��
'̂: (4.2.8)

Et

m2 i

2
p�g�

��
�
@�
p
�g@�'̂

�
= m2 i

2�
�12 (@1�@2'̂) : (4.2.9)

Avec

��� =

0BB@
0 �� 0

� 0 0

0 0 0

1CCA : (4.2.10)

L�équation (4.2.1) devient comme suit

�
�
�
1� ��2

��1
@20 �

�
1� ��2

��1
@21 � ��2@22 +m2 +

1

�
@1 + 3��@1

� i

2�
�
�
@2@

2
0 � 6��@2@1 + @22

�
+
i

2�
�
�
@21 �m2@2

��
'̂ = 0: (4.2.11)

Où

'̂ = e�iEteik�: (4.2.12)

On multiplie l�équation (4.2.11) par (1� ��2), et on obtient

�
E2 �

�
1 + ��2

�2 @2
@�2

+
k2

�2
�
1 + ��2

�
+m2

�
1� ��2

�
+

�
(1� ��2)

�
+ 3��

�
1� ��2

�� @

@�

� i�
2�

�
1 + ��2

��
�ikE2 � i6��k @

@�
� ik3

�
+
i�

2�

�
1 + ��2

�� @2
@�2
� im2 @

@�

��
�̂ = 0:

(4.2.13)

On pose le changement de la variable

P =
1p
�
aractg

�p
��
�
: (4.2.14)
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4.2. L�équation de KG modi�éé dans un espace de Anti de Sitter

Alors

@

@�
=

@P

@�
:
@

@P
=
�
1 + ��2

��1 @
@P
; (4.2.15)

avec ��2 = tg2
�p
�P
�
; et
p
�� = tg

�p
�P
�
: (4.2.16)

Et
@2

@�2
=

�2��
(1 + ��2)2

@

@P
+

1

(1 + ��2)

@P

@�

@2

@P 2
: (4.2.17)

Alors

)
��
1� i�

p
�cos2(

p
�P)

2tg(
p
�P)

�
@2

@P 2
+

�
5�tg(

p
�P)p
�

+
p
�

tg(
p
�P)

+ 3i��k + m2�
p
�

2tg(
p
�P)
� i��

�
@

@P

+

�
k2�

tg2(
p
�P)
� �

p
�

2tg(
p
�P)

kE2 � �
p
�

2tg(
p
�P)

k +m2

�
1

cos2
p
�P
+ E2

�
�̂ = 0: (4.2.18)

Dans le cas ordinare l�équation (4.2.18) devient

24 @2

@P 2
+

0@5p�tg �p�P�+ p
�

tg
�p
�P
�
1A @

@P
+

0@ k2�

sin2
�p
�P
� +m2

1A35 �̂ = 0: (4.2.19)
Rest à trouver les solutions de cette équation di¤erentielle.

27



5

Conclution générale

Dans ce mémoire on a présenté le formalisme de la géométrie non-commutative et on a

montré que pour coder la non commutativité de l�espace-temps nous pouvons utiliser deux

méthodes, que ce soit en utilisant un produit ordinaire avec des opérateurs de Weyl ou on

doit déformer le produit ordinaire en un produit star et utiliser des fonctions ordinaires

dé�nies sur un espace-temps commutatif. En utilisant les applications de Seiberg-Witten

et le produit star de Moyal, on a dérivé l�équation de KG modi�ée en présence d�un champ

coulombien et en utilisant la théorie des perturbations, on a trouvé les corrections de l�énergie

jusqu�au deuxième ordre de �. nous avons trouvés la dégénérescence est complètement

enlevée car l�énergie dépend de m`: Et avec l�utilisation les champs de Seiberg-Witten et

le produit Moyal, nous avons généralisé.l�équation de Dirac. Puis nous avons résolu sette

équation et nous avons montré que ces solution coincident avec celle de Dirac en présence

d�un champ électrique. Nous avons montré que la non-commutativité joue le même rôle que

le champ électrique qui contribue au processus de la créarion des particules ou la gravité

pour le processus de création de particules. Nous avons obtenu une distribution de type

Fermi-Dirac avec un potentiel chimique proportionnel au � parametre de non-commutativité.

Et on l�appliqué sur des équations relativiste, en l�occurrence: Dirac et Klein-Gordon,

et on a montré que la non commutativité joue deux rôle:

1. Spin.

2. champ électromagnétique.
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 الكلمات المفتاحية:

جوردن وديراك، حقل الثقالة.-كلينالهندسة اللاتبادلية، معادلة   

Résumé 

Dans ce mémoire, on a présenté le formalisme de la géométrie non-

commutative, et on l'appliqué sur quelques équations relativistes, en l'occurrence 

les équations de K.G et de Dirac, et on a montré que la non-commutativité joue 

le rôle du spin et du champ électromagnétique qui responsable de la création 

des particules. 

 

Abstract                                                         

In this  work we have presented the geometry non commutative formalism, and 

we apply it on some relativistic equations, in the equations of KG and Dirac, it 

has been shown that non-commutativity plays the role of spin and the 

electromagnetic field that is responsible for the creation of particles. 

 التلخيص

الهندسة اللاتبادلية، كما قمنا بتطبيقها على بعض المعادلات التفاضلية النسبية، مثل عرضنا في هذه المذكرة مفهوم 

 جوردن وديراك.-معادلة كلين

 وقد أثبتنا أن الهندسة اللاتبادلية تلعب دور السبين والحقل الكهرومغناطيسي المسؤول على خلق الجسيمات.



 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


