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Notations

ä E. D. S Equation différentielle stochastique.

ä |.| la norme euclidienne sur Rm .

ä ‖ :‖ la norme euclidienne sur Rm,p.

ä p. s. Presque sûrement.

ä < x, y > produit scalaire de x et de y

ä vT ,MT transpose d’un vecteur, d’une matrice

ä Tr(M) trace d’une matrice .

ä B = (Bt)t ≥ 0 mouvement brownien standard
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Introduction

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une généralisation de la notion d’équation différen-

tielle tenant en compte un terme de bruit blanc. Les EDS permettent de modéliser des trajectoires aléatoires,

tels des cours de bourse ou les mouvements de particules soumises à des phénomènes de diffusion. Elles per-

mettent aussi de traiter théoriquement ou numériquement des problèmes issus de la théorie des équations aux

dérivées partielles.

Les domaines d’application des EDS sont vastes :

-La modélisation de phénomènes de diffusion en physique ( mécanique des fluides ,

géophysique, ...)

- Les mathématiques financières : modélisation des cours de bourse.

– Les systèmes dynamiques aléatoires.

– Les modèles d’écoulements de polymères multi-échelles.1

problematique

Comment etudier les equations différentilles stochastiques multidimensionnelles ?

de cette problematique découle les question suiventes :

1.Quelles sont les conditions necessaires de l’éxistence de la solution .

2.Quelles sont les conditions necessaires de l’únicite de cette solution.

Les hypothèses :

1. L’équations différentielles stochastiques multidimensionnelles admet une solution forte si l’équation vérifié les

conditions du théoreme d’itô.

2. L’équations différentielles stochastiques multidimensionnelles admet une solution forte unique Si l’equation

vérifié les conditions du théoreme d’itô.

Ce mémoire est partagé comme suit :

Le premier chapitre est consacré à la revue de littérature

le deuxième chapitre est consacré aux rappeles et compléments théorique.

Dans le troisième chapitre on presente la résolution des E.D.S unidemonsionelle multiplcatif et la résolution des
1oksendal,B.(1995), Stochastic differential equations : An introduction with Applications.
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E.D.S.multidimensionnelles multiplicatif,avec etude de cas.

3



Chapitre 1

Revue de littérature.

thése : Auteur :Rebiha Zeghdane

Théme :Dynamique de structures soumises á des sollicitations aléatoires : analyse mathématique et résolution

numérique des équations differentielles stochastiques.chapitre 1

Mots clé :Équation differentielle stochastique,bruit ,stabilite.

Résume :Cette thése traite des techniques numériques pour la résolution des équations différentielles stochas-

tiques .

bouafiabenezech.pdf le thème est :Equations diffrensielles stochastiques en dimension finie et infinie.

-l’auteur :Vincent Bénézech.

- le résume : résolution des equations différentielles stochastiques et résultat d’existence et d’unicitée pour les

E.D.S

mémoire. le théme :inference statistique dans les modeles lineaires a temps continu applications aux mo-

deles CARMA .chapitre 3

-l’auteur : safia leulmi

- Mots clé :E.D.S,solution forte et faible

- le résume :Ce travail a pour objectif d’étudier et d’analyser la structure du second ordre et les conditions

nécessaires et suffisantes assurant l’existence des solutions .

Mémoire le théme :processus aléatoires et applications en finance

- l’auteur :Cheikh Bécaye Ndongo

-Mots clé :E.D.S ,Black- Scholes,Euler .

-le résume :Dans ce mémoire l’auteur introduit les notions de base relatives aux processus et aux équations
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1.1. ANALYSE DES DOCUMENTS :

différentielles stochastiques en s’efforçant de présenter les éléments théoriques les plus importants. Il propose

pour, cette étude en examinant une application en finance le modèle de Black- Scholes. Il présente ensuite les

schémas numériques d’Euler et de Milstein.

1.1 ANALYSE DES DOCUMENTS :

Après la lecture des documents de la revue de litterature on remarque que les documents on générales

,aborde la résolution des equations différentielles stochastiques,en étudiant le théoreme d’existence et d’unicité

de solution.

l’objectif principale est le même mais on remarque la difference sur :

les outils utilisée pour argumenter les travaux comme le semi-implicite ,equation de Kolmogorov,le schéma de

Euler...etc

et les problèmes qui resument l’etude des le E.D.S et d’autres présentant le problème d’existence et d’unicité

de leur solution. ?
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Chapitre 2

Rappels et Compléments

Dans ce premier chapiter nous présentons quelques notions fondamentales lieés aux processus sto-

chastiques.

2.1 Processus Stochastique

Definition :

Un processus stochastique á valeur dans un espace E muni d’une tribu ξ est un famille X = {Xt} de variables

aléatoires définies sur un espace de probabilite (Ω,F ,P) a valeurs dans (E, ξ)

2.2 Mouvement Brownien

Definition :

Le mouvement Brownien standard ou processus de Wiener standard est le processus stochastique {Bt}t>0

dépendant du temps t et vérifiant :

1. B0 = 0.

2. l’indépendants : pour tout t > s > 0, Bt −Bs est indépendant de {Bu}u6s.

3. accroissements gaussiens : pour tout t > s > 0, Bt−Bs suit une loi normale N(0, t−s). En effet E[Bt−Bs] =

E[Bt]− E[Bs] = 0 et

Var(Bt −Bs) = Cov(Bt −Bs, Bt −Bs)

= Cov(Bt, Bt)− 2Cov(Bt, Bs) + Cov(Bs, Bs)

= t− 2s+ s = t− s

4.∀ω ∈ Ω Bt(ω) a trajectoire continue.

6



2.3. LE MOUVEMENT BROWNIEN GÉOMÉTRIQUE

2.3 Le mouvement brownien géométrique

Un mouvement brownien géométrique de paramétres (µ, σ) est un processus S = (St)t∈[0,T ] tel que pour tout

t ∈ [0, T ],

St = S0e
(µ−σ22 )t+σBt

avec B un mouvement brownien, µ ∈ R et σ > 0.

2.4 Filtration

Definition :

Une filtration est un famille croissante {Ft , t ≥0} de sous tribus de F . le quadruplé (Ω,F ,{Ft : t ≥ 0},P)est

appelé espace de probabilite filtré .

Etant donné un processus X defini sur (Ω,F ,P).

la filtration naturelle noté {Fxt : t ≥ 0}.est définie par Fxt = σ(Xs)(s≤t).

2.5 Temps d’arrét

Definition :

Soit {Xn}n ∈ N un processus stochastique et soit Fn = σ(X0, . . . , Xn) la filtration canonique. Une variable

aléatoire N à valeurs dans N̄ =N ∪ {∞} est un temps d’arrét si {N = n} ∈ Fn pour tout n ∈ N.

2.6 Martingeles

Definition :

Soit (Ω,F , {Fn}n,P) un espace probabilisé filtré .Une martingle par rapport à le filtration naturelle

{Fn}n est un processus stochastique {Xn}n∈N tel que .

1/E(/Xn/) <∞ pour tout n ∈ N

2/ {Xn}n est adapté à la filtration naturelle {Fn}n
3/ E(Xn+1/Fn) = Xn pour tout n ∈ N

Si la derniére condition est remplaçée par E(Xn+1/Fn) 6 Xn on dit que {Xn}n est une sur-martingale,et si

elle est remplaçée par E(Xn+1/Fn) > Xn on dit que c’est une sous-martingale.

7



2.7. FORMULE D’ITÔ

2.7 Formule d’itô

On define un processus d’ito comme un processus de la forme

Xt = X0 +

∫ t

0

bs(xs)ds+

∫ t

0

σs(xs)dBs

la forme differentielle equivalente :

dXt = btdt+ σtdBt

bt s’applle la coefficient de derive .

σt s’applle la coefficient de diffusion .

Thoréme :(Formule d’Itô)

Pour un processus d’Itô de la forme :

Xt = X0 +

∫ t

0

bs(xs)ds+

∫ t

0

σs(xs)dBs

,avec

dXt = btdt+ σtdBt (2.1)

et g ∈ C2,le processus Y = (yt)t>0 defini par Yt = g(t,Xt) est un processus d’itô qui verife .

dYt =
∂g(t,Xt)

∂t
dt+

∂g(t,Xt)

∂Xt
dXt +

1

2

∂2g(t,Xt)

∂X2
t

(dXt)
2 (2.2)

avec (dXt)
2 = dXt.dXt = σ2dt, dt.dt = 0, dt.dBt = dBt.dt = 0, et dBt.dBt = dt

On peut encoure écrire

dYt =

(
∂g(t,Xt)

∂t
+
∂g(t,Xt)

∂Xt
bt +

1

2

∂2g(t,Xt)

∂X2
t

(σt)
2

)
dt+

∂g(t,Xt)

∂Xt
σtdBt (2.3)

Formule d’itô multidimensionnelle

dX(t, ω) = f(t, ω)dt+G(t, ω)dW (t, ω) pour a < t < b (2.4)

X(t, ω) = [X1(t, ω), X2(t, ω), . . . , Xn(t, ω)]T ,

f(t, ω) = [f1(t, ω), f2(t, ω), . . . , fn(t, ω)]T ,

W (t, ω) = [W1(t, ω),W2(t, ω), . . . ,Wm(t, ω)]T , et

(G(t, ω))ij = gij(t, ω) où G(t, ω) est une matrice n×m.

En particulier, notez que W(t) est un processus de Wiener m-dimensionnel où le les éléments Wi(t) et Wj(t)

8



2.8. CALCUL MATRICIEL

sont indépendants si i 6= j L’équation (2.4)peut être sous forme de composantes comme

dXi(t, ω) = fi(t, ω)dt+

m∑
j=1

gij(t, ω)dWj(t, ω) (2.5)

pour i = 1, 2, . . . , n, et, par conséquent,

Xi(t, ω) = Xi(a, ω) +

∫ t

a

fi(s, ω)ds+

∫ t

a

m∑
j=1

gij(s, ω)dWj(s, ω). (2.6)

pour i = 1, 2, . . . , n. Soit maintenant F (t,X) une fonction lisse de Xt. Autrement dit, F : [a, b] ×Hn
SP −→ R.

Alors, la formule d’Itô peut être généralisée dans ce multidimensionnel pour donner le différentiel stochastique

pour F de la forme

dF (t,X) =

∂F
∂t

+

n∑
i=1

∂F

∂xi
fi+

n∑
i=1

n∑
j=1

m∑
k=1

1

2

∂2F

∂xi∂xj
gikgjk

 dt+

n∑
i=1

m∑
j=1

∂F

∂xi
gijdWj(t). (2.7)

2.8 Calcul matriciel

2.8.1 Définition

• Une matrice A est un tableau rectangulaire d’éléments de K.

• Elle est dite de taille n× p si le tableau possède n lignes et p colonnes.

• Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A.

• Le coefficient situé à la i-ème ligne et à la j-ème colonne est noté ai,j .

Un tel tableau est représenté de la manière suivante :

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,j · · · a1,p
a2,1 a2,2 · · · a2,j · · · a2,p
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ai,1 ai,2 · · · ai,j · · · ai,p
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an,1 an,2 · · · an,j · · · an,p

 ou A = (ai,j)

2.8.2 Matrices particulières

Voici quelques types de matrices intéressantes :

• Si n = p (même nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite matrice carrée. On note Mn(K) au lieu

de Mn,n(K).


a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
an,1 an,2 · · · an,n


Les éléments a1,1, a2,2, ..., an,n forment la diagonale principale de la matrice.

9



2.8. CALCUL MATRICIEL

• Une matrice qui n’a qu’une seule ligne (n = 1) est appelée matrice ligne . On la note A = (a1,1a1,2...a1,p)

• De même, une matrice qui n’a qu’une seule colonne (p = 1) est appelée matrice colonne ou vecteur colonne.

• La matrice (de taille n × p) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la matrice nulle et est notée

0n,p ou plus simplement 0. Dans le calcul matriciel, la matrice nulle joue le rôle du nombre 0 pour les réels.

2.8.3 Matrice de Wigner

definition

SoitWij,1≤i≤j des variables aléatoires indépendantes telles que E(Wij) = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ j et E(|Wij |2) = 1

pour tout 1 ≤ i ≤ j On suppose de plus que

∀k, sup
i,j

E(|Wij |k) = C(k) < +∞

La matrice WN est une matrice N ×N symétrique telle que (WN )ij = Wij est définit par

WN =

{
Wi,i si i = j

Wi,j si i 6= j

2.8.4 La matrice identité

La matrice carrée suivante s’appelle la matrice identité :

Ses éléments diagonaux sont égaux à 1 et tous ses autres éléments sont égaux à 0.

Elle se note In.

In =


1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . .
0 · · · 0 1


Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un rôle analogue à celui du nombre 1 pour les réels. C’est

l’élément neutre pour la multiplication.

2.8.5 Puissances d’une matrice carrée

Notation : Puissances d’une matrice carrée

Soit n ∈ N∗et A une matrice carré d’ordre n. Pour p ∈ N∗ , on note :

Ap = A×A× ...×A︸ ︷︷ ︸
p termes

et on convient que pour p = 0, A0 = In.

10



2.9. TRACE DE LA MATRICE

2.8.6 Matrices inversibles

Définition

Soit n ∈ N∗ et A une matrice carré d’ordre n. On dit que A est inversible, s’il existe une matrice B carrée d’ordre

n telle que AB = BA = In.

Dans ce cas, on note A−1 et on appelle inverse de A la matrice A−1 = B.

2.8.7 Formulaire de dérivation matricielle

Proposition 1 : Soit v ∈Rk et a ∈ Rk

∂(υTa)

∂υ
=
∂(aTυ)

∂υ
= 0

Proposition 2 : Soit un vecteur v ∈ Rk et une matrice M ∈ Rk×k :

∂(υTMυ)

∂υ
=
(
M +MT

)
υ

En particulier, si M est symétrique,MT = M et

∂(υTMυ)

∂υ
= 2Mυ

Proposition 3 : Soit M ∈ Rk×k :

∂(log(det(M)))

∂M
=M−1

Proposition 4 : Soit M ∈ Rk×k et A ∈ Rk×k symétrique :

∂(Tr(AM))

∂M
= A

Proposition 5 : Soit un vecteur v ∈ Rk et une matrice M ∈ Rk×k :

∂

∂υ
(Mυ)T (Mυ) = 2MTMυ 2

2.9 Trace de la matrice

On rappelle que la trace d’une matrice carré

2Marc Weber.2009,Formulaire de dérivation matricielle
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2.10. NORMES DE VECTEURS ET DE MATRICES

A=

a1,1 . . . a1,n
...

. . .
...

an,1 · · · an,n


est la somme de ses coefficients diagonaux

trA = a1,1 + a2,2 + · · ·+ an,n

Proposition

Pour toute paire A,B de matrice carrée de même taille, la trace vérifie :

tr(AB) = tr(BA)

2.10 Normes de vecteurs et de matrices

Une sémi-norme sur un espace vectoriel E est la donnée d’une application N : E −→ R vérifiant deux axiomes

(X, Y vecteurs de E, λ scalaire) :

•1 N(λX) = |λ|N(X).

•2 N(X + Y ) ≤ N(X) +N(Y ).

12



2.11. MATRICES EXPONENTIELLES

Normes de matrices

Par exemple, la norme de Frobenius ‖A‖F = (

m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2)
1
2 est une norme de matrice

Definition : On appelle norme matricielle une norme définie pour des matrices carrées qui vérifie la relation

‖AB‖ ≤‖ A ‖‖ B ‖ . Si on considére A comme représentant un opérateur linéaire, la norme de l’application

linéaire A ∈ Rn×n,induite par le choix d’une norme ‖ . ‖ sur Rn, est une norme matricielle. Celle-ci est définie

par :

‖ A ‖ =max
x6=0

‖ Ax ‖
‖ x ‖

= max
x 6=0
‖ A x

‖ x ‖
‖= max
‖x‖=0

‖ Ax ‖= max
x 6=0
‖x‖<1

‖ Ax ‖

Ces notions se généralisent aisément aux matrices rectangulaires. On définit par exemple ainsi, pour A ∈ Rm×n,

‖ A ‖2 =max
x 6=0

‖ Ax ‖2
‖ x ‖2

2.11 Matrices Exponentielles

le serie eA =
∑∞
n=0

An

n!
converge normalement sur tout .Mn(K) et sa somme est appeleé l’expo-

nentielle de A .

Propriete :

Soient AetB ∈Mn(K) et P matrice de passage .

• exp(0) = In

• ∀(λ1, . . . , λn)

exp(diag(λ1, . . . , λn)) = diag(eλ1 , . . . , eλn)

• (trig(λ1, . . . , λn)) = trig(eλ1 , . . . , eλn)

•siA = PBP−1 .alors expA = p(expB)p−1

• det(expA) = etr(A)

• spc(exp(A)) = exp(spc(A))
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Chapitre 3

Equations Differentielles
Stochastiques Multidimensionnelles

L’objectif essentiel de ce chapitre est de diffuser les principes de bases pour la résolution des équations différen-

tielles stochastiques et d’étudier le problème d’existence et d’unicité de leur solution.

3.1 Equations Differentielles Stochastiques

Equation Differentielle Stochastique unidimensionnelle

3.1.1 introduction et définitions

De maniére informelle, on appelle équation différentielle stochastique une équation différentielle ordinaire per-

turbée par un terme stochastique. Plus précisément, c’est une équation du type suivant :

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt , X0 = x0 (3.1)

Dans cette équation , dWt est la différentielle d’un mouvement brownien standard Wt, b et σ sont les coeffi-

cients de l’équation (ce sont des fonctions de(R+ × R dans R), et x0 ∈ R est la valeur initiale. Tous ces termes

sont donnés. La notation (3.1) est la plus usuelle.

Définition

Rechercher une solution de l’équation ( 3.1) consistera à rechercher un processus {Xt, t ≥ 0} satisfaisant l’équa-

tion intégrale :

Xt = X0 +

∫ t

0

b(s, xs)ds+

∫ t

0

σ(s, xs)dWs (3.2)

14



3.2. THÉORÈME D’EXISTENCE ET D’UNICITÉ

où la seconde intégrale est une intégrale stochastique.

Le coefficient b est appelé le coefficient de dérive, σ est le coefficient de diffusion.1

3.2 Théorème d’existence et d’unicité

Soit(W (t))t ∈ [0;T ] un processus de Wiener sur l’espace de probabilité (Ω;F ;P) équipé par la

filtration (Ft)t ∈ [0;T ] :

En outre, soient a(t;x) et b(t;x) deux fonctions mesurables définies sur [0;T ] dans R et (X(t))t ∈ [0;T ] un

processus stochastique. On dit que X(t) est la solution de l’équation différentielle stochastique :

dX(t) = a(t, x(t))dt+ b(t, x(t))dW (t) (3.3)

avec la condition initiale :

X(0) = x0 p.s (x0 une variable aléatoire) ; Si :

1. x0 est F0 −mesurable ;

2. Le processus (X(t))t ∈ [0;T ] est différentiable ,

et dX(t) = a(t;x(t))dt+ b(t;x(t))dW (t). Cependant :

X(t) = x(0) +

∫ t

0

a(s, x(s))ds+

∫ t

0

b(s, x(s))dBs

Théorèmes et propriétés

Si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Pour tout t ∈ [0;T ] et tout (x; y) ∈ R ∗R : |a(t;x)− a(t; y)|+ |b(t;x)− b(t; y)| ≤ K|x− y| .

2.Pour tous t∈ [0;T ] et tout x ∈ R : |a(t;x)| ≤K1(1 + |x|), |b(t;x)| ≤ K2(1 + |x|) : (K1,K2 sont des constantes).

3. E[|x0|2] <∞.

4.x0 est indépendant de Ft(i.e, x0 est F0 −mesurable). alors, il existe une unique solution (x(t))t ∈ [0;T ] de

(3.3) avec la condition initiale, telles que :

•(x(t))t∈[0;T ] est continue .

•(x(t))t∈[0;T ] ∈ C([0;T ]).

Unicité de la solution Si les coefficients a(t;x) et b(t;x) de l’équation (3 :3) sont définis et mesurables

sur [0;T ] ∗R, et s’ils satisfont une condition de Lipchitz globale, i.e , qu’il existe une constante K tels que pour

tous t ∈ [0;T ] et tout(x; y) ∈ R ∗R :
1Estimation d’un retard d’une équation différentielle stochastique,chapitre 1-p15
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3.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES MULTIDIMENSIONNELLES Á BRUIT
MULTIPLICATIF

|a(t;x)− a(t; y)|+ |b(t;x)− b(t; y)| ≤ K2|x− y| alors est une solution de l’équation(3 :3). Si elle existe, elle est

unique au sens que si x1(t) et x2(t) sont 2 solutions de l’équation (3 :3), alors :

P ( sup
0≤t≤T

|x1(t)− x2(t)| = 0) = 1.

Le caractère aléatoire des E. D. S. impose plusieurs notions d’existence et d’unicité. Cependant, deux types de

solutions s’imposent :

(solutions fortes et solutions faibles)

3.2.1 Solutions fortes

Une solution (x(t))t∈[0;T ] de l’E. D. S. est dite une solution forte sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) relati-

vement au mouvement brownien standard (W (t))t∈[0;T ] et la condition initiale x0 si :

1.( x(t))t∈[0;T ] est indépendant du mouvement brownien (W (t))t∈[0;T ].

2. (x(t))t∈[0;T ] a des trajectoires continues p.s

3.F x0 est la filtration générée par x0(t) et (W (t))t∈[0;T ] ,Fx0
= σ(W,x0)

3.2.2 Solutions faibles

Une solution (x(t))t∈[0;T ] de l’E. D. S est dite faible sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) relative-

ment au mouvement brownien standard si (x(t))t∈[0;T ] est continue et F est adaptée et les processus a(t;x) et

b(t;x) sont des paires du processus (x(t))t∈[0;T ] qui satisfont :

a ∈ L1 et b ∈ L2 :

3.3 Equations Differentielles Stochastiques Multidimensionnelles á
bruit multiplicatif

les différences entre les solutions des differents équations différentielles stochastiques reside dans la forme du

bruit (bruit additif et bruit multiplicatif).

dXt = a(t)Xtdt+ b(t)XtdWt X0 = x (3.4)

Ou sous la forme d’une matrice dX1
t

...
dXn

t

 =

 a1,1 . . . a1,n
...

. . .
...

an,1 · · · an,n


 X1

t
...
Xn
t

 dt+

 b1,1 . . . b1,n
...

. . .
...

bn,1 · · · bn,n


 X1

t
...
Xn
t

 dWt

 X1
0
...
Xn

0

 =

 x10
...
xn0

 .
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3.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES MULTIDIMENSIONNELLES Á BRUIT
MULTIPLICATIF

avec a et b des fonctions déterministes. Nous pouvons alors ècrire

dXt

Xt
= a(t)dt+ b(t)dBt (3.5)
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3.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES MULTIDIMENSIONNELLES Á BRUIT
MULTIPLICATIF

les solutions explicites des Equations Differentielles Stochastiques

bruit multiplicatif

Soit g(t, xt) = ln(Xt) , on a
∂g(t,Xt)

∂Xt
=

1

Xt
,
∂2g(t,Xt)

∂Xt
2 = − 1

Xt
2

L’équation homogéene avec coefficient constant :

dXt = aXtdt+ bXtdWt (3.6)

soit g un fonction de classe C 2(R+ × R)alors :

Yt = g(t, xt) est un processus d’itô et tel que :

dYt =
∂g(t,Xt)

∂t
dt+

∂g(t,Xt)

∂Xt
dXt +

1

2

∂2g(t,Xt)

∂X2
t

(dXt)
2

dYt =

[
∂g(t,Xt)

∂t
+ a

∂g(t,Xt)

∂Xt
+

1

2

∂2g(t,Xt)

∂X2
t

(bt)
2

]
dt+

∂g(t,Xt)

∂Xt
btdBt

dYt = 1
Xt

(aXtdt+ bXtdWt) + 1
2

1
Xt2

(b2Xt
2dt)

Yt − Y0 = (a− b2

2 )t+ bWt

lnXt − lnX0 = (a− b2

2 )t+ bWt

donc la solution générale est donnée par :

Xt = X0exp

(
(a− 1

2
b2)t+ bWt

)
(3.7)

Equation non homogéne avec coefficient constant

Cette équation s’écrit sous la forme :

dXt = (aXt + c)dt+ (bXt + d)dWt (3.8)

equation homogéne de (3, 8) c = d = 0

dXt = aXtdt+ bXtdWt

Xt = x0.exp((a− b2

2 )t+ bWt)

on pose φt=exp((a− b2

2 )t+ bWt)

donc Xt = x0.φt solution homogene

on pose :x0 = Yt

Xt = Yt.φt =⇒ Yt = Xt.φ
−1
t

φ−1t =exp(−(a− b2

2 )t− bWt)

dYt = φ−1dXt +Xtdφ
−1 + dXtdφ

−1

dφ−1 = φ−1
[
(−a+ b2

2 )dt− bdWt

]
dYt = φ−1t [(c− bd)dt+ ddWt]
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3.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES MULTIDIMENSIONNELLES Á BRUIT
MULTIPLICATIF

Yt − Y0 = (c− bd)
∫ t
0
φ−1ds+ d

∫ t
0
φ−1dWs

Xt.φ
−1 = x0 + (c− bd)

∫ t
0
φ−1ds+ d

∫ t
0
φ−1dWs

donc :

X(t) = Φt

(
X0 + (c− bd)

∫ t

0

Φ−1ds+ d

∫ t

0

Φ−1dWs

)
(3.9)

avec la solution fondamentale

Φt = exp((a− 1

2
b2)t+ bWt) (3.10)

équation homogéne à coefficients variables

dXt = a(t)Xtdt+ b(t)XtdWt (3.11)

d’apres la formule d’itô

La solution de cette équation est :

Xt = X0(exp

∫ t

0

(a(s)− 1

2
b2(s))ds+

∫ t

0

b(s)dWs) (3.12)

Equation non homogéne à cofficients variables

dXt = (a(t)Xt + c(t))dt+ (b(t)Xt+ d(t))dWt (3.13)

Xt = X0exp
(∫ t

0
(a(s)− 1

2b
2(s))ds+

∫ t
0
b(s)dWs

)
Xt = X0.φ(t,Wt)

Φ(t,t0) = exp
(∫ t

t0
(a(s)− 1

2b
2(s))ds+

∫ t
t0
b(s)dWs

)
on pose :X0 = Yt

Xt = Yt.Φ(t,t0) Yt = Xt.Φ
−1
(t,t0)

dYt = φ−1t,Wt
dXt +Xtdφ

−1
t,Wt

+ dXtdφ
−1
t,Wt

d(φ−1(t,Wt)
) =

(
(−a(t) + b2(t))dt− b(t)dWt

)
φ−1t,Wt

dyt = [(c(t)− b(t)d(t))dt+ d(t)dWt]φ
−1
(t,wt)

Xt.φ
−1
(t,Wt)

= X0 +
∫ t
0
c(s)− b(s)d(s)φ−1ds+

∫ t
0
d(s)φ−1dWs

X(t) = Φ(t, t0)

(
Xt0 +

∫ t

t0

Φ−1(c(s)− b(s)d(s))ds+

∫ t

t0

Φ−1d(s)dWs

)
(3.14)

La solution fondamentale Φ est donnée par :

Φ(t,t0) = exp

(∫ t

t0

(a(s))− 1

2
b2(s))ds+

∫ t

t0

b(s)dWs

)
(3.15)
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3.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES MULTIDIMENSIONNELLES Á BRUIT
MULTIPLICATIF

Equation Differentielle Stochastique multidimensionnelle

3.3.1 Théorème d’existence et d’unicité

Soit f et g deux fonctions :

f :[0,T]×Rn → Rn ,g : [0, T ]× Rn → Rn

f(t,Xt) = (A(t)Xt + C(t))

g(t,Xt) = (B(t)Xt + F (t))

1- ∃k > 0 tel que ∀t ∈ [t0, T ],∀x ∈ Rd,∀y ∈ Rd

‖ f(t, x)− f(t, y) ‖ + ‖ g(t, x)− g(t, y) ‖ ≤ k ‖ x− y ‖(condition de Lipschitz)

2- ∀L > 0 tel que ∀t ∈ [t0, T ],∀x ∈ Rd :

‖ f(t, xt) ‖ + ‖ g(t, xt) ‖≤ L(1+ ‖ x ‖)(condition de la croissance)

preuve :

dXt = (A(t)Xt + C(t))dt+ (B(t)Xt + F (t))dWt

‖f(t,X)− f(t, Y )‖F + ‖g(t,X)− g(t, Y )‖F = ‖A(t)(X − Y )‖F + ‖B(t)(X − Y )‖F

≤ ‖A(t)‖2 ‖(X − Y )‖F + ‖B(t)‖2 ‖(X − Y )‖F

≤ (‖A(t)‖+ ‖B(t)‖2) ‖(X − Y )‖F

≤ 2 sup(‖A(t)‖ , ‖B(t)‖2) ‖(X − Y )‖F

donc : ≤ k ‖ x− y ‖

∃L ∈ R

√√√√ n∑
i,j=1

sup
t∈[0,T ]

|aij(t)|2 ≤ L

‖f(t,X)− f(t, Y )‖F + ‖g(t,X)− g(t, Y )‖F ≤ L ‖(X − Y )‖F

‖f(t,X)‖ = ‖A(t)X + C(t)‖

≤ ‖A(t)‖ ‖X‖+ ‖C(t)‖

≤ L′(1 + ‖X‖)

et

‖g(t,X)‖ = ‖B(t)X + F (t)‖

≤
√∑

i,j

( sup
t∈[0,T ]

|bi,j(t)|2)

‖g(t,X)‖ ≤ L′′(1 + ‖X‖)
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3.4. SOLUTIONS DE L’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE STOCHASTIQUE À BRUIT MULTIPLICATIF
MULTIDIMENSIONNEL

3.4 Solutions de l’équation différentielle stochastique à bruit multi-
plicatif multidimensionnel

L’équation homogéene avec coefficient constant :

dXt = AXtdt+BXtdWt (3.16)

D’aprés la formule d’itô :

ln(Xt) = ln(X0) +

∫ t

0

1

Xs
dXs −

1

2

∫ t

0

1

X2
s

(dXs)
2

ln(Xt) = ln(X0) +

∫ t

0

Xs

Xs
(Adt+BdWt)−

1

2

∫ t

0

X2
s

X2
s

B2dt

lnXt − lnX0 = (A− 1
2B)t+BWt

donc la solution générale est donnée par :

Xt = exp

(
(A− 1

2
B2)t+BWt

)
X0 (3.17)

Equation non homogéne à cofficients constant

dXt = (AXt + C)dt+ (BXt+D)dWt (3.18)

C=D=0

dXt = AXtdt+BXtdWt

Xt = X0(exp(A− 1
2B

2)t+BWt)X0

on pose :X0 = Yt

Xt = Yt.Φ(t,t0) Yt = Xt.Φ
−1
(t,t0)

φ−1 = (exp(A− 1
2B

2)t+BWt)

dYt = φ−1t,Wt
dXt +Xtdφ

−1
t,Wt

+ dXtdφ
−1
t,Wt

d(φ−1(t,Wt)
) = [(C −BD))dt+DdWt]

X(t) = Φ(t,t0)(X(t0) +

∫ t

t0

Φ−1(C −BD)ds+

∫ t

t0

Φ−1DdWs) (3.19)

La solution fondamentale Φ est donnée par :

Φ(t,t0) = exp(

∫ t

t0

(A))− 1

2
B2)ds+

∫ t

t0

BdWs) (3.20)

Equation non homogéne à cofficients variable

dXt = (A(t)Xt + C(t)dt+ (B(t)Xt+D(t)dWt (3.21)
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3.4. SOLUTIONS DE L’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE STOCHASTIQUE À BRUIT MULTIPLICATIF
MULTIDIMENSIONNEL

C=D=0

dXt = A(t)Xtdt+B(t)XtdWt

Xt =
(
exp(A(s)− 1

2B
2(s))t+B(s)Wt

)
X0

on pose :X0 = Yt

Xt = Yt.Φ(t,t0) Yt = Xt.Φ
−1
(t,t0)

φ−1 = (exp(A(t)− 1
2B

2(t))t+B(t)Wt)

dyt = φ−1t,Wt
dXt +Xtdφ

−1
t,Wt

+ dXtdφ
−1
t,Wt

X(t) = Φ(t,wt)Xt0 +

∫ t

t0

Φ−1(C(s)−B(s)D(s)ds+

∫ t

t0

Φ−1D(s)dWs (3.22)

La solution fondamentale Φ est donnée par :

Φ(t,wt) = exp

(∫ t

t0

(A(s)− 1

2
B2(s))ds+

∫ t

t0

B(s)dWs

)
(3.23)
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3.5. EXEMPLE DE SOLUTION D’UNE EQUATION DIFFÉRENTIELLE STOCHASTIQUE

3.5 exemple de Solution d’une equation différentielle stochastique

le modèle de Black-Scholes

Considérons le modèle classique de Black-Scholes

Définition : St est un processus continu adapté défini par l’équation stochastique :

dSt = µStdt+ σStdWt S0 = s0 > 0. (3.24)

Maintenant nous tenterons de résoudre l’équation (3.24). Pour ce faire définissons le processus Zt = ln(St) , et

appliquons la formule d’Itô au processus Zt. Nous avons

dZt = 1
St
dSt + 1

2 (− 1
S2
t
)dSt × dSt

= 1
St

(µStdt+ σStdWt)+ 1
2 (− 1

S2
t
)(µStdt+ σStdWt)× (µStdt+ σStdWt)

= 1
St

(µStdt+ σStdWt) + 1
2 (− 1

S2
t
)(σ2S2

t dt)

= (µ− σ2

2 )dt+ σdWt

Après intégration nous déduisons que

Zt − Z0 =
(
µ− σ2

2

)
t+ σWt

Puisque St = exp(Zt), nous obtenons

St = s0exp

[(
µ− σ2

2

)
t+ σWt

]
(3.25)

3.6 Modèle Black-Scholes multidimensionnel

Nous allons maintenant décrire le modèle multi-dimensionnel Black-Scholes, qui est le modèle standard du prix

des actifs en finance ,Ce modèle émerge par :

dXt = (AtXt + αt)dt+

m∑
i=1

(BitXt + βit)dW
i
t

en supposant que α et βi sont égaux à zéro pour tout i ∈ {1, 2, . . . ,m} Notons par St une matrice diagonale

avec jième élément diagonal Sjt , j ∈ {1, 2, . . . , d}, représentant le prix du jième actif à l’instant t ∈ [0,∞). Puis

le SDE pour le prix des actifs de Black-Scholes t est défini par :

dSjt = Sjt (a
j
tdt+

d∑
k=1

bj,kt dW k
t ) (3.26)

pour t ∈ [0,∞) et j ∈ 1, 2, . . . , d, où aj et bj,k sont des fonctions déterministes de temps .IciW k, k ∈ {1, 2, . . . , d},

dénote la processus standard de Wiener indépendant. Pour représenter cette SDE sous forme de matrice nous

introduisons la matrice diagonale At = [Ai,jt ]di,j=1avec :

Ai,jt =

{
ajt i = j
0 i 6= j

et la matrice diagonale Bkt = [Bk,i,jt ]di,j=1avec
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3.7. EXEMPLE

BK,i,jt =

{
bj,kt i = j
0 i 6= j

pour k, i, j ∈ {1, 2, . . . , d et t ∈ [0,∞). Donc écrire le SDE (3.26) comme matrice SDE.

dSt = AtStdt+

d∑
k=1

Bkt StdW
k
t

la solution est :

St = S0 exp

{∫ t

0

(
As −

1

2

d∑
k=1

(Bks )2

)
ds+

d∑
k=1

∫ t

0

Bks dW
k
s

}

3.7 Exemple dX1t

dX2t

dX3t

 =

 8 0 9
−3 −1 −3
−6 0 −7

 X1t

X2t

X3t

 dt+

 2 0 1
2 1 2
0 0 1

 X1t

X2t

X3t

 dWt

on pose

A =

 8 0 9
−3 −1 −3
−6 0 −7

 et B =

 2 0 1
2 1 2
0 0 1


équation différentielle homogène

dXt = AXtdt+BXtdWt

Xt = exp((A− 1

2
B2)t+BWt)X0

on pose C = A− 1/2B2

C =

 6 0 15/2
−6 −3/2 −6
−6 0 −15/2


les valeurs propres de C

det(C − λI) =

∣∣∣∣∣∣
6− λ 0 15/2
−6 −3/2− λ −6
−6 0 −15/2− λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ3 − 3λ2 − 9

4
λ

= −1

4
λ(4λ2 + 12λ+ 9)

= 4(−1

4
)× λ× (λ+

3

2
)× (λ+

3

2
)

les valeurs propres sont λ1 = 0 λ2 = −3/2 et λ3 = −3/2

les vecteurs propres

pour λ = 0

(A)X = 0⇔ (A)

 x
y
z

⇔


6x+ 15/2z = 0

−6x− 3/2y − 6z = 0

−6x− 15/2z = 0
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3.7. EXEMPLE

⇒ 6x+ 15/2z = 0x = −5/4z

alors

v1 =

 −5/4
1
1

 pour

λ = −3/2

(A+ 3/2I)

 x
y
z

 = 0⇔

{
15/2x+ 15/2z = 0

−6x− 6z = 0

⇔ x = −z, y = 0

v2 =

 1
0
−1

 et v3 =

 0
1
0



alors

P =

 −5/4 0 −1
1 1 0
1 0 1

 , D =

 0 0 0
0 −3/2 0
0 0 −3/2

 et P−1 =

 −4 0 −4
4 1 4
4 0 5


 6 0 15/2
−6 −3/2 −6
−6 0 −15/2

 =

 −5/4 0 −1
1 1 0
1 0 1

 0 0 0
0 −3/2 0
0 0 −3/2

 −4 0 −4
4 1 4
4 0 5


exp(C · t) = P exp(D · t)P−1

exp

 6 0 15/2
−6 −3/2 −6
−6 0 −15/2

 · t
 =

 −5/4 0 −1
1 1 0
1 0 1

 e(0) 0 0
0 e(−3/2t) 0
0 0 e(−3/2t)

 −4 0 −4
4 1 4
4 0 5



exp

 6 0 15/2
−6 −3/2 −6
−6 0 −15/2

 · t
 =

 5− 4e−3/2t 0 5− 5e−3/2t

−4 + 4e−3/2t e−3/2t −4 + 4e−3/2t

−4 + 4e−3/2t 0 −4 + 5e−3/2t


les valeurs propres de B

det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 1

2 1− λ 2
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ3 + 4λ2 − 5λ+ 2

= −(λ− 1)(λ− 1)(λ− 2)

λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = 2

les vecteurs propres

pour λ = 1

(A− λI)X = 0⇔ (A− I)

 x
y
z

⇔ {
x+ z = 0

2x+ 2z = 0

⇒ x = −z, y = 1

25



3.7. EXEMPLE

alors

v1 =

 0
1
0

 et v2 =

 −1
0
1
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3.7. EXEMPLE

pourλ = 2

(A− 2I)

 x
y
z

 = 0⇔

{
z = 0

2x− y + 2z = 0

⇔ 2x = y, z = 0

v3 =

 1/2
1
0


alors

P =

 0 −1 1/2
1 0 1
0 1 0

 , D =

 1 0 0
0 1 0
0 0 2

 et P−1 =

 −2 1 −2
0 0 1
2 0 2


 2 0 1

2 1 2
0 0 1

 =

 0 −1 1/2
1 0 1
0 1 0

 1 0 0
0 1 0
0 0 2

 −2 1 −2
0 0 1
2 0 2


exp(B ·Wt) = P exp(D ·Wt)P−1

exp

 2 0 1
2 1 2
0 0 1

 ·Wt

 =

 0 −1 1/2
1 0 1
0 1 0

 e(Wt) 0 0
0 e(Wt) 0
0 0 e(2Wt)

 −2 1 −2
0 0 1
2 0 2



exp

 2 0 1
2 1 2
0 0 1

 ·Wt

 =

 e2Wt 0 −eWt + 2e2Wt

−2eWt + 2e2Wt eWt −2eWt + 2e2Wt

0 0 eWt


 X1t

X2t

X3t

 =

 5e2Wt − 4e(−3/2)t+2Wt 0 −8e(−3/2)t+2Wt − e(−3/2)t+Wt + 10e2Wt

−4e2Wt + 6e(−3/2)t+2Wt − e(−3/2)t+Wt e(−3/2)t+Wt 9e−3t+2Wt − 8e2Wt

−4e2Wt + 4e(−3/2)t+2Wt 0 8e−3t+2Wt + e(−3/2)t+Wt − 8e2Wt

 ·
 x10

x20
x30


 X1t

X2t

X3t

 =

 (5e2Wt − 4e(−3/2)t+2Wt)x10 + (−8e(−3/2)t+2Wt − e(−3/2)t+Wt + 10e2Wt)x30
(−4e2Wt + 6e(−3/2)t+2Wt − e(−3/2)t+Wt)x10 + (e(−3/2)t+Wt)x20 + (9e−3t+2Wt − 8e2Wt)x30

(−4e2Wt + 4e(−3/2)t+2Wt)x10 + (8e−3t+2Wt + e(−3/2)t+Wt − 8e2Wt)x30
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Conclusion

Dans ce mémoire , je prouvé la théorie d’éxistence et d’uncité de solution . et je donne la forme de la solution

générale d’equations differntielles stochastiques multidimensionelle à bruit multiplicatif.en dernier chapitre on

dveloppe un cas comme exemple de la résolution des E.D.S.
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