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Introduction

Les équations différentielles fractionnaires ont joué un rôle important en raison de
leurs vastes applications en physique, chimie, ingénierie, économie et plusieurs d’autres
domaines. De nombreux livres et documents sur le calcul fractionnaire, les équations dif-
férentielles fractionnaires et les équations intégrales fractionnaires sont apparus voir par
exemple [10, 11, 15, 4].

Récemment, de nombreux auteurs ont étudié l’existence et l’unicité de solutions pour
des équations différentielles fractionnaires, voir [2, 6, 1, 13]. L’étude des problèmes aux
limites pour les équations différentielles fractionnaires semble y avoir un nouvel intérêt.

Zhang [16] a considéré l’existence et la multiplicité de solutions positives du problème
aux limites fractionnaire non linéaire suivant :


CDα

0+u(t) = f(t, u(t)), 0 < t < 1

u(0) + u′(0) = 0, u(1) + u′(1) = 0,

où α est un nombre réel tel que 1 < α ≤ 2, f : [0, 1] × [0,+∞) −→ R est une fonction
continue et CDα

0+ désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. L’auteur a obtenu
des résultats d’existence et de multiplicité de solutions positives en utilisant les théorèmes
de point fixe de Krasnoselskii et de Leggett-Williams.

Yu et Jiang [14] on discuté le problème aux limites à deux points pour une équation
différentielle suivant :

RLDα
0+u(t) + f(t, u(t)) = 0, 0 < t < 1

u(0) = u(1) = u′(0) = 0,

où α est un nombre réel vérifiant 2 < α ≤ 3, f : [0, 1] × [0,+∞) −→ R est une fonction
continue et RLDα

0+ désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville. Il ont donné
quelques résultats d’existence de solutions positives multiples pour des problèmes aux
limites fractionnaires en utilisant les propriétés de la fonction de Green et en se basant sur
l’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Dans [8], Kelley et Peterson ont établis le résultat suivant :

Théorème 0.0.1. Supposons que f : [a, b] × R −→ R une fonction continue qui satisfait à une
condition de Lipschitz uniforme par rapport à la deuxième variable sur [a, b]×R avec une constante
de Lipschitz L, c’est-à-dire

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ L|x− y|, (1)
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pour tout (t, x)(t, y) ∈ [a, b]× R. Si

b− a < 2
√

2√
L
,

alors, le problème aux limites
u′′(t) = −f(t, u(t)), a < t < b

u(a) = A, u(b) = B, A,B ∈ R,

admet une solution unique.

Dans ce travail, nous généralisons le problème ordinaire précédent au cas fraction-
naire :
Premièrement, nous étendrons le résultat prouvé dans le théorème 0.0.1, en considérant
une dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville. Nous étudions donc l’existence
et l’unicité de solutions du problème aux limites fractionnaire suivant :


RLDα

0 u(t) = −f(t, u(t)), a < t < b

u(a) = A, u(b) = B, A,B ∈ R,

avec 1 < α ≤ 2.
D’un autre côté, nous traitons le problème aux limites fractionnaire non linéaire suivant :

RLDα
0 u(t) = −f(t, u(t)), a < t < b

u(a) = A, u(b) = B, B ≥ A ≥ 0,

où 1 < α ≤ 2 et RLDα
0 désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

Quelques résultats d’existence de solutions positives du problème précédent sont ob-
tenus en utilisant les notions de sous-solution et sur-solution et des théorèmes de point
fixe.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Un aperçu historique sur la dérivation fractionnaire

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul clas-
sique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent à la fin du 17ème

siècle, l’époque ou Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel
et intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole dn

dxn
pour désigne la nème dérivée

d’une fonction f . Quand il a annoncé dans une lettre à l’Hôspital (apparemment avec l’hy-
pothèse implicite que n ∈ N), l’Hòpital a répondu : Qui sinifie dn

dxn
f si n = 1

2
?.

Cette lettre de l’Hôspital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier
incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que l’Hôspital a
demandé spécifiquement pour n = 1

2
, c’est à dire une fraction (nombre rationnel) a en fait

donné lieu au nom de cette partie des Mathématique. Une liste de mathématiciens qui
ont fournit des contributions importantes au calcul fractionnaire jusqu’au milieu du 20ème

siècle, inclut :

P.S.Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J.Liouville (1832-1873),
B. Riemann(1847), H.Holomgren (1865-1867), A.K. Grunwald (1867,1872), A.V. Letnikov
(1868-1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A.Krug (1890), J.Hadamard (1892),
O.Heaviside (1892-1912), S.Pincherle (1902), G.H.Hardy et J.E.Littlewood (1917-1928), H.
Weyl (1917), P.L’evy (1923), A.Marchaud (1927), H.T.Davis (1924-1936), A.Zygmund (1935-
1945), E.R.Amour (1938-1996), A.Erdélyi (1939-1965), H.Kober (1940), D.V.Widder (1941),
M.Riesz (1949).

Cependant, cette théorie peut être considérée comme un sujet nouveau aussi, depuis
seulement un peu plus de trente années elle a été objet de conférences spécialisées. Pour la
première conférence, le mérite est attribué à B. Ross qui a organisé la première conférence
sur les calculs fractionnaires et ses applications à l’université de New Haven en juin 1974,
et il a édité les débats. Pour la première monographie le mérite est attribué à K.B. Oldham
et J. Spanier, qui ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974 après une
collaboration commune, commencé en 1968.
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1.2 Fonctions spéciales

Dans cette section nous présentons des définitions et quelques propriétés pour les fonc-
tions : Gamma, Bêta et Mittag-Leffler.

1.2.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma est fonction de base définie par l’intégrale suivante :

Γ(α) =

∫ ∞
0

tα−1e−tdt, Re(α) > 0. (1.1)

avec Γ(1) = 1,Γ(0+) = +∞,Γ(α) est une fonction monotone et strictement décroissante
pour
0 < α < 1.

Propriétés 1.2.1.

Γ(α + 1) = αΓ(α). (1.2)

Pour démonter cette propriétés on utilise l’intégration par parties

Γ(α + 1) =

∫ ∞
0

t(α+1)−1e−tdt =

∫ ∞
0

tαe−tdt =
[
−tαe−t

]t=∞
t=0

+ α

∫ ∞
0

tα−1e−tdt = αΓ(α).

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car Γ(n+ 1) = n!,∀n ∈ N, en effet
Γ(1) = 1, et en utilisant (1.2) nous obtenons :

Γ(2) = 1.Γ(1) = 1!

Γ(3) = 2.Γ(2) = 2!

... ... ...

Γ(n+ 1) = n.Γ(n) = n(n− 1)! = n! (1.3)

Nous montrons maintenant que Γ(1
2
) =
√
π.

D’aprés (1.1) nous avons

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

t
1
2
−1e−tdt.

Si nous posons t = y2, alors dt = 2ydy, et nous obtenons maintenant

Γ

(
1

2

)
= 2

∫ +∞

0

e−y
2

dy. (1.4)

De façon équivalente, on peut écrire :

Γ

(
1

2

)
= 2

∫ +∞

0

e−x
2

dx, (1.5)
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si nous multiplions (1.4) et (1.5) nous obtenons :[
Γ

(
1

2

)]2

= 4

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x2+y2)dxdy. (1.6)

L’équation (1.2) est une intégrale double, qui peut être évaluée en coordonnées polaires
pour obtenir [

Γ

(
1

2

)]2

= 4

∫ π
2

0

∫ +∞

0

e−r
2

rdrdθ = π.

Ainsi, Γ(1
2
) =
√
π.

FIGURE 1.1 – Courbe représentative de la fonction Gamma

L’équation fonctionnelle (1.2) entraine pour les entiers relatifs positifs n :

Γ

(
n+

1

2

)
=

1.3.5...(2n− 1)

2n
√
π,

Γ

(
n+

1

3

)
=

1.4.7...(3n− 2)

3n
Γ

(
1

3

)
,

Γ

(
n+

1

4

)
=

1.5.9...(4n− 3)

4n
Γ

(
1

4

)
,
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et pour les valeurs négatives,

Γ

(
−n+

1

2

)
=

(−1)2n

1.3.5...(2n− 1)

√
π.

1.2.2 La fonction Bêta

La fonction Bêta définie par :

B(α, β) =

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1dt, α, β ∈ R+.

Proposition 1.2.1.

La fonction Bêta est reliée à la fonction Gamma par la relation suivante :

∀α, β ∈ R+, ona : B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

Preuve :

Γ(α)Γ(β) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

tα−1
1 tβ−1

2 e−t1e−t2dt1dt2

=

∫ +∞

0

tα−1
1

(∫ +∞

0

tβ−1
2 e−|t1+t2|dt2

)
dt1.

En effectuant le changement de variables

t3 = t1 + t2.

On trouve

Γ(α)Γ(β) =

∫ +∞

0

tα−1
1 dt1

∫ +∞

t1

(t3 − t1)β−1e−t3dt3

=

∫ +∞

0

e−t3dt3

∫ t1

0

(t3 − t1)β−1tα−1
1 dt1,

si on pose t4 =
t1
t3
, on arrive à

Γ(α)Γ(β) =

∫ +∞

0

e−t3dt3

(∫ 1

0

(t3 − t4t3)β−1(t4t3)α−1t3dt4

)
=

∫ +∞

0

e−t3dt3

(∫ 1

0

(t3(1− t4))β−1tα−1
4 tα3dt4

)
=

∫ +∞

0

e−t3dt3

(∫ 1

0

(1− t4)β−1tα−1
4 tα+β−1

3 dt4

)
=

∫ +∞

0

tα+β−1
3 e−t3dt3

(∫ 1

0

(1− t4)β−1tα−1
4 dt4

)
= B(α, β)

∫ +∞

0

tα+β−1
3 e−t3dt3

= B(α, β)Γ(α + β).
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Donc

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

Propriétés 1.2.2. (voir[3])
1. B(α, β) = B(β, α).
2. αB(α, β + 1) = B(α + 1, β).

3. Si α=m et β=n, on obtient : B(m,n) =
(m− 1)(n− 1)!

(m+ n− 1)!
.

4. B(α, 1) =
1

α
.

1.2.3 La fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler est nommée d’après un mathématicien suédois qui l’a dé-
fini en 1903(voir[11]). Cette fonction est une généralisation directe de la fonction exponen-
tielle, ex, et il joue un rôle majeur dans le calcul fractionnaire.

1) La représentation de la fonction Mittag-Leffler à un seul paramètre est définie par la
fonction suivante :

Eα(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1)
(1.7)

2) La représentation de la fonction Mittag-Leffler à deux paramètres est définie par le
développement en série suivante :

Eα,β(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
, α > 0, β > 0. (1.8)

D’après la définition (1.8), il en résulte que :

Eα,β(x) =
1

Γ(β)
+ xEα,α+β(x).

En effet, par (1.8) on a,

Eα,β(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)

=
∞∑

k=−1

xk+1

Γ(α(k + 1) + β)

=
∞∑

k=−1

xxk

Γ(αk + (α + β))

=
1

Γ(β)
+ x

∞∑
k=0

xk

Γ(αk + (α + β))

=
1

Γ(β)
+ xEα,α+β(x).
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Cas particulier pour α = 0, 1, 2 et β = 2 alore :

E0,1(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(1)
=
∞∑
k=0

xk =
1

1− x
.

E1,1(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1)
=
∞∑
k=0

xk

k!
= ex.

E2,1(x) =
∞∑
k=0

x2k

Γ(2k + 1)
=
∞∑
k=0

x2k

(2k)!
= cosh(x).

E1,2(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(k + 2)
=

1

x

∞∑
k=0

xk+1

(k + 1)!
=
ex − 1

x
.

FIGURE 1.2 – Courbe représentative de la fonction de Mittag-Leffler à un seul paramètre

FIGURE 1.3 – Courbe représentative de la fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres
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1.3 Théorèmes fondamentaux

1.3.1 Quelques théorèmes du point fixe

On considère E et F des espaces de Banach muni des normes ‖.‖E et ‖.‖F respective-
ment,
C(E,F) l’espace des fonctions continues de E dans F muni de la norme uniforme :

‖f‖∞ = sup
x∈E
‖f(x)‖F .

Définition 1.3.1.

Soit M un sous ensemble de C(E,F )

1. On dit queM est équicontinue en x ∈M si :

∀ε > 0,∃η > 0,∀y ∈ E, ‖x− y‖E < η =⇒ ‖f(x)− f(y)‖F < ε,∀f ∈M.

2. On dit que M est équicontinue sur E, si M est équicontinue en tout x ∈ E.

Cas particulier

Dans le cas où E = [a, b] et F = R muni de la norme usuelle, une partie M de C(E,F ) est dite
équicontinue si :

∀ε > 0,∃η > 0,∀y ∈ [a, b] : |x− y| < η =⇒ |f(x)− f(y)| < ε,∀f ∈M.

Définition 1.3.2.

Soit M un sous ensemble de C(E,F ). On dit que M est uniformément borné, s’il existe
une constante C > 0 tel que :

‖f‖∞ ≤ C ∀f ∈M

Définition 1.3.3.

Soit A : E −→ F , s’il existe L tel que :

∀(x, y) ∈ E : ‖A(x)− A(y)‖F ≤ L ‖x− y‖E
1. On dit que A est un opérateur Lipschitizienne si L ≥ 0.

2. On dit que A est un opérateur contractant si L < 1.

Définition 1.3.4.

Soit A : E −→ F . On dit que x ∈ E est un point fixe de A si : A(x) = x.
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1.3.2 Théorème du point fixe de Banach

Théorème 1.3.1. (Théorème du point fixe de Banach)

Soit (E, d) un espace métrique complet et soit A : E −→ E une application contractante avec
la constante
de contraction L, alors A admet un unique point fixe x ∈ E.

1.3.3 Théorème du point fixe de Schauder

Théorème 1.3.2. (Théorème du point fixe de Schauder)

SoientK un sous ensemble non vide, compact et convexe d’un espace de BanachE etA : K −→ K
une application continue.
Alors A admet un point fixe.

1.3.4 Théorème d’Arzèla-Ascoli

Théorème 1.3.3. (Théorème d’Arzèla-Ascoli)

Soit M une partie de C([a, b]) muni de la norme uniforme. M est relativement compact dans
C([a, b]) si et seulement si :

1. M est uniformément borné.

2. M est équicontinu.
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Chapitre 2

Dérivées et intégrales fractionnaires

2.1 Dérivée et intégrale fractionnaire de Grünwald-Letnikov

2.1.1 Dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov

L’idée de cette dérivée est de généralisation la définition classique de la dérivation en-
tière d’une fonction à des ordres de dérivée arbitraires.

Soit f la fonction continue sur [a, b], la dérivée première de la fonction f est définie par :

f ′(t) = D(1)f(x) =
d

dx
f(x) = lim

h→0

f(x)− f(x− h)

h
,

et la dérivée seconde :

f ′′(x) = D(2)f(x) =
d2

dx2
f(x) = lim

h→0

f ′(x)− f ′(x− h)

h
,

= lim
h→0

f(x)− 2f(x− h) + f(x− 2h)

h2
.

Et, par récurrence, la dérivée d’ordre entier n si n est un nombre entier positif ou nul :

D(n)f(x) =
dn

dxn
f(x) = lim

h→0

1

hn

n∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)
f(x− rh). (2.1)

Cette formule représente la dérivée d’ordre entier n si n est positif, et l’intégrale répétée-n
fois si n est négatif.

Où (
n

r

)
=
n(n− 1)...(n− r + 1)

r!
=

n!

(n− r)!r!
.

Ceci peut être remplacé par des fonctions gamma telles que
Γ(n+ 1)

r!Γ(n− r + 1)
pour un nombre

non entier n, c’est-à-dire, α.
Par conséquent, on définie la dérivée d’ordre non entier α

Dα
a f(x) = lim

h→0

1

hα

n∑
r=0

(−1)r
Γ(α + 1)

r!Γ(α− r + 1)
f(x− rh). (2.2)
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Et pour α négative,(
−n
r

)
=
−n(−n− 1)...(−n− r + 1)

r!

= (−1)r
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)...(n+ r − 1)

r!

= (−1)r
(n+ r − 1)!

r!(n− 1)!
−→ (−1)r

Γ(n+ r)

r!Γ(n)
.

Cette formule représente la dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Grünwald-Letnikov
de la fonction f .

GLDα
a f(x) = lim

h→0

1

hα

n∑
r=0

(−1)r
Γ(α + 1)

r!Γ(α− r + 1)
f(x− rh). (2.3)

Et la dérivée fractionnaire d’ordre−α au sens de Grünwald-Letnikov de la fonction f est :

GLD−αa f(x) = lim
h→+0

1

hα

n∑
r=0

Γ(n+ r)

r!Γ(n)
f(x− rh). (2.4)

Donc, Si la fonction f est de classe Cn, on obtient :

GLDα
a f(x) =

n−1∑
r=0

f (r)(a)(x− a)r−α

Γ(r − α + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1fn(t)dt, (2.5)

et
GLD−αa f(x) =

n−1∑
r=0

f (r)(a)(x− a)r+α

Γ(r + α + 1)
+

1

Γ(n+ α)

∫ x

a

(x− t)n+α−1fn(t)dt.

Propriétés 2.1.1.
1. Composition avec l’intégrale fractionnaire

Soit m,n deux nombre entiers et α, β non entier.

• Si β < 0, α ∈ R, alors :
GLDα

a (GLDβ
af(x)) = GLDα+β

a f(x).

• Si 0 ≤ m − 1 < β < m, 0 ≤ n − 1 < α < n et fk(a) = 0 pour k = 1, 2, ..., r − 2
avec r = max(m,n) alors :

GLDα
a (GLDβ

af(x)) = GLDβ
a (GLDα

a f(x)) = GLDα+β
a f(x).

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier

Pour m entier positif et α non entier on a :

dm

dxm
(GLDα

a f(x)) = GLDm+α
a f(x),

et
dm

dxm
(GLDα

a f(x)) = GLDm+α
a f(x)−

m−1∑
k=0

f (k)(a)(x−a)k−α−m

Γ(k − α−m+ 1)
.
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Exemple 2.1.1.

1. La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Grünwald-Letnikov

La dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov d’une fonction constante f(x) = C est
non nulle :
Si f (x) = c et α non entier positif on a :

f (k)(x) = 0 pour k = 1, 2, ..., n,

d’après (2.5) on a :

GLDα
a f(x) =

C

Γ(1− α)
(x− α)−α +

n−1∑
k=1

f (k)(a)(x− a)k−α

Γ(k − α + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1fn(t)dt

=
C

Γ(1− α)
(x− α)−α.

2. La dérivée fractionnaire de f(x) = (x− a)β au sens de Grünwald-Letnikov

Si α non entier et Pour 0 < n− 1 < β < n, alors on a :

f (k)(x) = 0 pour k = 1, 2, ..., n− 1,

et
f (n)(x) =

Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)
(x− a)β−n,

d’où

GLDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

∫ x

a

(x− s)n−α−1(s− a)β−nds

en effectuant le changement de variables s = a+ t(x− a) on obtient :

GLDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

∫ x

a

(x− s)n−α−1(s− a)β−nds

=
Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

∫ x

a

[(x− a)(1− t)]n−α−1 tβ−n(x− a)β−n+1dt

=
Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)
(x− a)β−α

∫ 1

0

(1− t)n−α−1tβ−ndt

=
Γ(β + 1)B(n− α, β − n+ 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)
(x− a)β−α

=
Γ(β + 1)Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α.
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2.1.2 Intégrale fractionnaire de Grünwald-Letnikov

Définition 2.1.1.

Soit α > 0, et f est une fonction continue, l’intégrale fractionnaire de Grünwald-Letnikov est
définie par :

GLIαa f(x) =GL D−αa f(x) = lim
h→0

hα
n∑
r=0

(
α

r

)
f(x− rh),

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt.

Si la fonction f est de classe Cn, on obtient :

GLIαa f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)(x− a)α+k

Γ(α + k + 1)
+

1

Γ(α + n)

∫ x

a

(x− t)α+n−1f (n)(t)dt.

2.2 Dérivée et intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f une fonction réelle, a appartient au domaine de défnition de f et α un nombre
réel strictement positif.

2.2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

soit f une fonction continue l’intervalle [a, b]. On considère l’intégrale

I1
af(x) =

∫ x

a

f(t)dt.

La primitive seconde de f définit comm suite

I2
af(x) =

∫ x

a

(∫ u

a

f(t)dt

)
du.

Permutant l’ordre d’intégration, on obtient

I2
af(x) =

∫ x

a

(∫ x

t

du

)
f(t)dt,

I2
af(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t)dt.

Le nieme itéré de l’opérateur I peut s’écrire

I(n)
a f(x) =

∫ x

a

dx1

∫ x1

a

dx2...

∫ xn−1

a

f(xn)dxn =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt.

Pour tout entier n.

Depuis (1.3)

I(n)
a f(x) =

1

Γ(n)

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt. (2.6)
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Cette formulle (2.6) a un sens même quand n prenant une valeur non-entier, on définit
l’intégrale fractionnaire de la manière suivante :

Définition 2.2.1.

Soit f ∈ C([a, b]), l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonctin f d’ordre α est
définie par :

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt,

où Γ(α) est la fonction Gamma donnée par :

Γ(α) =

∫ ∞
0

tα−1e−tdt.

Exemple 2.2.1.

Nous considérons la fonction f(x) = (x − a)β , on calcule l’intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1f(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1(s− a)βds.

On effectue de changement de variables s = a+ (x− a)t on obtient,

on a ds = (x− a)dt.

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(x− (a+ (x− a)t))α−1(a+ (x− a)t− a)β(x− a)dt

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(x− a− (x− a)t)α−1(x− a)β+1tβdt

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

[(x− a)(1− t)]α−1(x− a)β+1tβdt

=
(x− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− t)α−1tβdt,

où B est la fonction Bêta d’Euler définie par :

B(β + 1, α) =

∫ 1

0

(1− t)α−1tβdt,
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et comme

B(β + 1, α) =
Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
.

Alors

Iαa f(x) = B(β + 1, α)
(x− a)α+β

Γ(α)

=
Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)

(x− a)α+β

Γ(α)
.

D’ou

Iαa f(x) =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)β+α.

Propriétés 2.2.1.

soit h ∈ C[a, b] alors :

1. I0
ah(x) = h(x).

2. l’opérateur intégral I0
a est linéaire.

Proposition 2.2.1.

Soient f une fonction intégrable et bornée, et α,β deux nombres réels strictement positifs. Alors :

Iβa I
α
a f(x) = Iα+β

a f(x).

d

dx
(Iαa f(x)) = Iα−1

a f(x), (α > 1).

Preuve :

1. On montre la premiére égalité :

Iβa I
α
a f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1(Iβa f)(s)ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(x− s)α−1

∫ s

a

(s− t)β−1f(t)dtds,

en utilisant le théorème de Fubini, on pourra permuter l’ordre d’intégration et on
obtient :

Iαa I
β
a f(x) =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)

[∫ x

t

(x− s)α−1(s− t)β−1ds

]
dt.
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En effectuant le changement de variables s = t+ (x− t)y

Iαa I
β
a f(x) =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)

∫ 1

0

[(x− t)(1− y)]α−1 [y(x− t)]β−1 (x− t)dydt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β−1

∫ 1

0

(1− y)α−1yβ−1dydt.

D’aprés la définition de la fonction Bôta, on
∫ 1

0
(1−y)α−1yβdy = B(β, α) =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
et par la suite on aura :

Iαa I
β
a f(x) =

1

Γ(α + β)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β−1dt = Iα+β
a f(x).

2. On montre maintenant la deuxiéme égalité :

d

dx
(Iαa f(x)) =

d

dx

(
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

)
=

1

Γ(α)

d

dx

(∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

)
,

puisque f(t) et (x− t)α−1 sont continues donc l’application :

t −→ (x− t)α−1f(t)

est continue, et on a Alors :

d

dx
(Iαa f(x)) =

1

Γ(α)

∫ x

a

d

dx
((x− t)α−1f(t)dt)

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(α− 1)(x− t)α−2f(t)dt

=
(α− 1)

(α− 1)Γ(α− 1)

∫ x

a

(x− t)α−2f(t)dt

=
1

Γ(α− 1)

∫ x

a

(x− t)α−2f(t)dt

= Iα−1
a f(x).

D’oû le résultat.

Théorème 2.2.1.

Si f ∈ L1([a, b]), alors Iαa f existe pour presque tout x ∈ [a, b] et de plus Iαa f ∈ L1([a, b]).

Preuve :
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En introduisant la définition 2.2.1 puis an utilisant le théorème de Fubini, on trouve :∫ b

a

|(Iαa f)(x)| dx ≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ x

a

(x− t)α−1 |f(t)| dtdx

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
∫ b

t

(x− t)α−1dxdt

≤ 1

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)| (b− t)αdt

≤ (b− a)α

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)| dt.

Puisque f ∈ L1([a, b]), la dernière quantité est fini, ce qui établit le résultat désiré.

2.2.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.2.2.

Soit f une fonction intégrable sur [a, b], alors la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
de la fonction f d’ordre α notée RLDα

a est définie par :

RLDα
a f(x) =

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt

avec n un entier naturel supérieur strictement à α.

En particulier, pour α=0 et α=m ∈ N, on a

(RLD0
af)(x) =

1

Γ(1)

(
d

dx

)∫ x

a

f(t)dt = f(x) (2.7)

(RLDm
a f)(x) =

1

Γ(1)

(
d

dx

)m+1 ∫ x

a

f(t)dt =

(
d

dx

)m
f(x) (2.8)

Remarque 2.2.1.

RLDα
a f(x) =

(
d

dx

)n
(In−αa f(x)),

avec n− 1 ≤ α < n.

Propriétés 2.2.2. (voir [9, 11])

1. Composition avec l’intégrale fractionnaire

• L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse
gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire,

RLDα
a (Iαa f(x)) = f(x).

18



En général on a

RLDβ
a (Iαa f)(x) =RL Dα−β

a f(x).

Et si α− β < 0, alors :

RLDα−β
a f(x) = Iβ−αf(x).

• En général la dérivation et l’intégration fractionnaire ne commutent pas

RLD−αa (RLDβ
af(x)) =RL Dβ−α

a f(x)−
n∑
k=1

[RLDβ−k
a f(x)]

(x− a)α−k

Γ(α− k + 1)

avec n− 1 ≤ β < n.

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier

Pour n un nombre entier et α non entier.

La dérivation fractionnaire et la dérivation d’ordre entiere ne commutent que si :
f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, ..., n− 1.

dn

dxn
(RLDα

a f(x)) =RL Dn+α
a f(x),

mais

RLDα
a (

dn

dxn
f(x)) =RL Dn+α

a f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(x− a)k−α−n

Γ(k − α− n+ 1)

3. Composition avec les dérivés fractionnaires

Soit n− 1 ≤ α < n et m− 1 ≤ β < m, alors

RLDα
a (RLDβ

af(x)) =RL Dα+β
a f(x)−

m∑
k=1

[RLDβ−k
a f(x)]

(x− a)−α−k

Γ(−α− k + 1)

et

RLDβ
a (RLDα

a f(x)) =RL Dα+β
a f(x)−

n∑
k=1

[RLDα−k
a f(x)]

(x− a)−β−k

Γ(−β − k + 1)
.

Par la suite les deux opérateurs de dérivation fractionnaire ne commutent que si α = β et

[RLDβ−k
a f(x)] = 0

pour tout k = 1, 2, ...m, et

[RLDα−k
a f(x)] = 0

pour tout k = 1, 2, ...n.
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Exemple 2.2.2.

1. La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction constante f(x) = C est non
nulle, sa valeur est :

RLDα
aC =

C

Γ(1− α)
(x− a)−α.

2. La dérivée de f(x) = (x− a)β au sens de Riemann-Liouville

Soit 0 ≤ n− 1 < α < n et β > −1 alors on a :

RLDα
a (x− a)β =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ x

a

(x− t)n−α−1(t− a)βdt.

En effectuant le changement de variable t = a+ s(x− a) on obtient

RLDα
a (x− a)β =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ 1

0

(x− a− s(x− a))n−α−1s(x− a)β(x− a)ds

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn
(x− a)n+β−α

∫ 1

0

(1− s)n−α−1sβds

=
Γ(n+ β − α + 1)B(n− α, β + 1)

Γ(n− α)
(x− a)β−α

=
Γ(n+ β − α + 1)Γ(n− α)Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − α + 1)Γ(n+ β − α + 1)
(x− a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α

Proposition 2.2.2.

Si la dérivée RLDα
a a existe en un point x0, il en est de même de RLDα

b , quel que soit b < x0,
et on a

1. In−αa f(x) = In−αb f(x) +
1

Γ(n− α)

∫ b
a
(x− t)n−α−1f(t)dt.

2. RLDα
a f(x) =RL Dα

b f(x) +
1

Γ(−α)

∫ b
a
(x− t)α−1f(t)dt.

3. Iβa (1) =
(x− a)β

Γ(β + 1)
, (β ≥ 0).

4. RLDα
a

(x− a)β

Γ(β + 1)
=

(x− a)β−α

Γ(β − α + 1)
.

Preuve :
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1. On a

In−αa f(x) =
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt

=
1

Γ(n− α)

(∫ b

a

(x− t)n−α−1f(t)dt+

∫ x

b

(x− t)n−α−1f(t)dt

)
=

1

Γ(n− α)

∫ x

b

(x− t)n−α−1f(t)dt+
1

Γ(n− α)

∫ b

a

(x− t)n−α−1f(t)dt

= In−αb f(x) +
1

Γ(n− α)

∫ b

a

(x− t)n−α−1f(t)dt.

2. D’aprés 1), on a

RLDα
a f(x) = DnIn−αa f(x)

= DnIn−αb f(x) +Dn 1

Γ(n− α)

∫ b

a

(x− t)n−α−1f(t)dt

=RL Dα
b f(x) +

1

Γ(−α)

∫ b

a

(x− t)α−1f(t)dt.

3. Un calcul immédiat donne

Iβa (1) =
1

Γ(β)

∫ x

a

(x− t)β−1dt

=
1

βΓ(β)

[
−(x− t)β

]x
a

=
(x− a)β

βΓ(β)
,

Comme

βΓ(β) = Γ(β + 1).

Alors, il résulte que

Iβa (1) =
(x− a)β

Γ(β + 1)
, (β ≥ 0).

4. On a

RLDα
a

(x− a)β

Γ(β + 1)
= DnI(n−α)

a Iβa (1) = DnI(n+β−α)
a (1) = Dn (x− a)n+β−α

Γ(n+ β − α + 1)
.

Par suite

RLDα
a

(x− a)β

Γ(β + 1)
=

(x− a)β−α

Γ(β − α + 1)

Remarque 2.2.2.

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est est non-commutative i.e :

RLDmRLDαf(x) =RL Dm+αf(x) 6=RL DαRLDmf(x).
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Théorème 2.2.2. (voir[7])

Soit f et g deux fonctions définies sur [a, b] telles que RLDα
a f etRLDα

a g existe. Alors pour λ,µ
∈ R, RLDα

a (λf + µg) existe et on a :
RLDα

a (λf + µg)(x) = λ(RLDα
a f)(x) + µ(RLDα

a g)(x).

Preuve :

RLDα
a (λf + µg)(x) =

1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ x

a

(x− t)n−t−1(λf(t) + µg(t))dt

=
λ

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ x

a

(x− t)n−t−1f(t)dt

+
µ

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ x

a

(x− t)n−t−1f(t)dt

= λ(RLDα
a f)(x) + µ(RLDα

a g)(x).

2.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 2.3.1.

Soit f une fonction intégrable sur [a, b], alors la dérivée fractionnaire au sens Caputo de la fonction
f d’ordre α notée CDα

a est définie par :

CDα
a f(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f (n)(t)dt

= In−αDnf(x),

avec n un entier naturel supérieur strictement à α.

Propriétés 2.3.1.

1. La relation avec la dérivée de Caputo et Riemann-Liouville
Soit α ≥ 0, n ∈ N∗ avec n− 1 ≤ α < n, Si CDα

a f(x) et RLDα
a f(x) existe alors :

CDα
a f(x) =RL Dα

a f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(x− a)k−α

Γ(k − α + 1)
, (2.9)

d’ápre (2.9), On déduit que
cDα

a f(x) =RL Dα
a f(x).

Si f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, 2, ..., n− 1.

2. Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire

Si f est une fonction continue on a

CDα
a I

α
a f = f et Iαa

CDα
a f(x) = f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(x−a)k

k!
.
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Donc l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur d’intégration
fractionnaire mais il n’est pas un inverse à droite.

Exemple 2.3.1.

1. La dérivée de f(x) = (x− a)β au sens de Caputo
Pour 0 < n− 1 < β < n , on a :

f (n)(x) =
Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)
(x− a)β−n,

d’où

CDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

∫ x

a

(x− s)n−α−1(s− a)β−nds.

En effectuant le changement de variables s = a+ t(x− a) on obtient :

CDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

∫ x

a

(x− s)n−α−1(s− a)β−nds

=
Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

∫ x

a

[(x− a)(1− t)]n−α−1 tβ−n(x− a)β−n+1dt

=
Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)
(x− a)β−α

∫ 1

0

(1− t)n−α−1tβ−ndt

=
Γ(β + 1)B(n− α, β − n+ 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)
(x− a)β−α

=
Γ(β + 1)Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α.

2. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante est nulle

CDα
aC = 0.

2.4 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

1. Linéarité
La dérivation fractionnaire est une opérateur linéaire :

Dα
a (λf(x) + µg(x)) = λDα

a f(x) + µDα
a g(x),

où Dα
a désigne n’importe quelle approche de dérivation considérée dans ce mé-

moire.
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2. Régle de Leibniz
Pour n entier on a :

dn

dxn
(f(x).g(x)) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(x)g(n−k)(x).

La généralisation de cette formule nous donne :

Dα
a (f(x).g(x)) =

n∑
k=0

(
α

k

)
f (k)(x)Dα−k

a g(x)−Rα
n(x),

où n ≥ α + 1 et

Rα
n(x) =

1

n!Γ(−α)

∫ x

a

(x− t)−α−1g(t)dt

∫ x

t

f (n+1)(y)(t− y)dy, ( lim
n→∞

Rα
n(x) = 0).

Si f et g avec toutes ses dérivées sont continues sur [a, x] , la formule devient :

Dα
a (f(x).g(x)) =

n∑
k=0

(
p

k

)
f (k)(x)Dα−k

a g(x).

Dα
a est la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov et au sens de Riemann-

Liouville.
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Chapitre 3

Résultats d’existence de solutions
positives

3.1 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous considérons le problème aux limites fractionnaire suivant :
RLDα

0+u(t) = −f(t, u(t)), a < t < b

u(a) = A, u(b) = B, A,B ∈ R,
(3.1)

avec 1 < α ≤ 2.

Avant d’énoncer nos résultats nous avons besoin des lemmes auxiliaires suivants :

Lemme 3.1.1. [9, 4] Pour tout α > 0, la solution générale de l’équation homogène RLDα
au(t) = 0

dans C(a, b) ∩ L1(a, b) est donnée par

u(t) = c0t
α−n + c1t

α−n−1 + ....+ cn−2t
α−2 + cn−1t

α−1,

où ci sont des constantes réelles (i = 0, 1, ..., n− 1).

Lemme 3.1.2. [9, 4] Supposons que u ∈ C(a, b) ∩ L1(a, b) telle que RLDα
au ∈ C(a, b) ∩ L1(a, b).

Alors,
IαaD

α
au(t) = u(t) + c0t

α−n + c1t
α−n−1 + ....+ cn−2t

α−2 + cn−1t
α−1,

pour certaine constante ci ∈ R, (i = 0, 1, ..., n− 1).

Lemme 3.1.3. Supposons que 1 < α ≤ 2 et h : [a, b] −→ R une fonction continue. Alors le
problème fractionnaire aux limites :{

Dα
au(t) = −h(t), a < t < b

u(a) = A, u(b) = B,

(3.2)
(3.3)

admet une solution unique définie par :

u(t) = θ(t) +

∫ b

a

G(t, s)h(s)ds,
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avec
θ(t) = A+

B − A
b− a

(t− a),

et

G(t, s) =
1

Γ(α)


−(t− s)α−1 + t−a

b−a(b− s)α−1, a < s ≤ t < b

t−a
b−a(b− s)α−1, a < t ≤ s < b

Preuve :
Supposons que u est solution du problème (3.2)-(3.3). Alors le Lemma 3.1.2 nous donne :

u(t) = −Iαa h(t)− c0 − c1t,

en utilisant la première condition aux limites, nous obtenons :

−c0 − c1a = A,

d’autre part, la seconde condition aux limites implique que :

−c0 − c1b = B +
1

Γ(α)

∫ b

a

(b− s)α−1h(s)ds,

après quelques manipulations, on arrive à :

c1 =
A−B
b− a

− 1

(b− a)Γ(α)

∫ b

a

(b− s)α−1h(s)ds,

et

c0 = −A+
a(B − A)

b− a
+

a

(b− a)Γ(α)

∫ b

a

(b− s)α−1h(s)ds.

Par conséquent,

u(t) = A+
B − A
b− a

(t− a) +
1

Γ(α)

[
−
∫ t

a

[
(t− s)α−1 +

t− a
b− a

(b− s)α−1
]
h(s)ds

+
t− a
b− a

∫ b

t

(b− s)α−1h(s)ds

]
.

�
Par le Lemme 3.1.3, on en déduit immédiatement le résultat suivant :

Lemme 3.1.4. Supposons que f est une fonction continue sur [a, b]. Si u ∈ C([a, b],R) est une
solution du problème aux limites (3.1), alors u vérifie l’équation intégrale suivante :

u(t) = A+
B − A
b− a

(t− a) +

∫ b

a

G(t, s)f(s, u(s))ds,

où G(t, s) est la fonction de Green définie au Lemme 3.1.3.

Lemme 3.1.5. La fonction de Green G définie précédemment vérifie la condition suivante :

G(t, s) ≥ 0, pour tout a < t, s < b.
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Preuve :

On définit deux fonctions G1 et G2 par :

G1(t, s) = −(t− s)α−1 +
t− a
b− a

(b− s)α−1, a < s ≤ t < b

G2(t, s) =
t− a
b− a

(b− s)α−1, a < t ≤ s < b

Premièrement, il est clair que : G2(t, s) ≥ 0. Voyons maintenant G1(t, s).
Pour tout t ∈]a, b[, nous avons : 0 ≤ t−a

b−a ≤ 1. Alors, on a :

0 ≤ t− a
b− a

≤ 1 ⇐⇒ 0 ≤ (t− a)α−1

(b− a)α−1
≤ t− a
b− a

≤ 1

⇐⇒ (t− a)α−1

(b− a)α−1
(b− s)α−1 ≤ t− a

b− a
(b− s)α−1

⇐⇒ −(t− s)α−1 +
(t− a)α−1

(b− a)α−1
(b− s)α−1 ≤ G1(t, s).

Donc,il suffit de montrer que :

h1(t, s) = −(t− s)α−1 +
(t− a)α−1

(b− a)α−1
(b− s)α−1 ≥ 0.

On peut écrire h1(t, s) sous la forme :

h1(t, s) = − (t− a)α−1

(b− a)α−1

[
b−

(
a+

(s− a)(b− a)

t− a
)]α−1

+
(t− a)α−1

(b− a)α−1
(b− s)α−1.

Maintenant, notez que :

a+
(s− a)(b− a)

t− a
≥ s ⇐⇒ a(t− a) + (s− a)(b− a)

t− a
≥ s

⇐⇒ a(t− a) + (s− a)(b− a)− s(t− a) ≥ 0

⇐⇒ (s− a)(b− t) ≥ 0

⇐⇒ s ≥ a,

par conséquent, h1(t, s) ≥ 0 ce qui implique que G1(t, s) ≥ 0. Ce qui termine la preuve.

�

Lemme 3.1.6. La fonction de Green G vérifie :∫ b

a

|G(t, s)|ds ≤ 1

Γ(α)
.
α− 1

α2α−1/α−1
(b− a)α.
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Preuve :
Comme G(t, s) ≥ 0 pour tout a < t, s < b, alors nous avons :∫ b

a

|G(t, s)|ds =

∫ b

a

G(t, s)ds

=
1

Γ(α)

[ ∫ t

a

(
t− a
b− a

(b− s)α−1 − (t− s)α−1

)
ds+

∫ b

t

t− a
b− a

(b− s)α−1ds

]
=

1

Γ(α)

[
− t− a
b− a

.
(b− t)α

α
+
t− a
b− a

(b− a)α

α
− (t− a)α

α
+
t− a
b− a

.
(b− t)α

α

]
=

1

Γ(α)

[
(t− a)(b− a)α−1 − (t− a)α

α

]
.

Définissons une fonction ψ : [a, b] −→ R par :

ψ(t) =
(t− a)(b− a)α−1 − (t− a)α

α
,

alors,

ψ′(t) =
(t− a)α−1

α

[(
b− a
t− a

)α−1

− α
]
.

Par conséquent, nous constatons immédiatement que le maximum de la fonction ψ est
atteint au point

t1 =
b− a
α1/α−1

+ a,

et on a :
ψ(t1) =

α− 1

α2α−1/α−1
(b− a)α,

ce qui donne directement∫ b

a

|G(t, s)|ds ≤ 1

Γ(α)
.
α− 1

α2α−1/α−1
(b− a)α.

�

Théorème 3.1.1. Supposons que f : [a, b] × R −→ R soit continu et satisfasse une condition de
Lipschitz uniforme par rapport à la deuxième variable sur [a, b]×R avec une constante de Lipschitz
L c’est-à-dire que :

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ L|x− y|,
pour tous (t, x), (t, y) ∈ [a, b]× R. Si

b− a < Γ1/α(α).α2α−1/α(α−1)

L1/α.(α− 1)1/α
, (3.4)

alors, le problème aux limites fractionnaire (3.1) possède une solution unique.

Preuve :
Soit B = C([a, b],R) l’espace de Banach muni de la norme :

‖u‖ = sup
t∈[a,b]

|u(t)|.
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Il suit du Lemme 3.1.4 que, si u ∈ C([a, b],R) est solution du problème (3.1) alors, u
vérifie l’équation intégrale suivante :

u(t) = A+
B − A
b− a

(t− a) +

∫ b

a

G(t, s)f(s, u(s))ds.

Maintenant, nous définissons l’opérateur F : B −→ B par :

Fu(t) = A+
B − A
b− a

(t− a) +

∫ b

a

G(t, s)f(s, u(s))ds.

On montre que pour tout t ∈]a, b[ l’opérateur F : B −→ B admet un unique point fixe.

Pour tous x, y ∈ B, nous avons :

|Fx(t)− Fy(t)| ≤
∫ b

a

|G(t, s)||f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

≤
∫ b

a

|G(t, s)|L|x(s)− y(s)|ds

≤ L‖x− y‖
∫ b

a

|G(t, s)|ds.

En utilisant le Lemme 3.1.6, nous obtenons :

‖Fx− Fy‖ ≤ L

Γ(α)
.
α− 1

α2α−1/α−1
(b− a)α‖x− y‖.

Par l’hypothèse (3.4), on conclut que F soit une contraction sur B. Toutes les hypo-
thèses du théorème du point fixe de Banach sont satisfaites et par conséquent notre pro-
blème (3.1) admet une solution unique.

�

Remarque 3.1.1. Notez que les résultats du Théorème 0.0.1 peut être obtenus par le Théo-
rème 3.1.1 en prenant α = 2.

Exemple 3.1.1. On considère le problème aux limites suivant :D3/2
0 u(t) = − e−t

1 + et
u(t), 0 ≤ t ≤ 1

u(0) = 1, u(1) = 2,

(3.5)

(3.6)

Dans cet exemple, nous avons :

α = 3/2, f(t, u(t)) =
e−t

1 + et
u(t).

Alors,
|f(t, x(t))− f(t, y(t))| ≤ 1

2
|x(t)− y(t)|

et
Γ1/α(α).α2α−1/α(α−1)

L1/α(α− 1)1/α
=
π1/3.38/3

4
> 1.

L’inégalité (3.4) est vérifiée, donc par le Théorème 3.1.1 on conclut que le problème aux limites
(3.5)-(3.6) possède une solution unique.
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3.2 Existence de solution positive

Dans cette section, nous établissons l’existence de solution positive d’un problème aux
limites fractionnaire en utilisant la notions de sous-solution et sur-solution.{

Dα
au(t) = −f(t, u(t)), a < t < b, 1 < α ≤ 2

u(a) = A, u(b) = B, B ≥ A ≥ 0,

(3.7)
(3.8)

où f ∈ C([a, b]× R+,R+).

Lemme 3.2.1. Si h ∈ C[a, b] et h(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [a, b], alors le problème aux limites
fractionnaire {

Dα
au(t) = −h(t), a < t < b, 1 < α ≤ 2

u(a) = A, u(b) = B, B ≥ A ≥ 0.

(3.9)
(3.10)

admet une solution unique positive u définie par :

u(t) = A+
B − A
b− a

(t− a) +

∫ b

a

G(t, s)h(s)ds,

où G(t, s) est la fonction de Green définie au Lemme 3.1.3.

Lemme 3.2.2. Si u ∈ C([a, b],R+) une solution positive du problème (3.7)-(3.8), alors il existe
deux constantes réels m et M telle que :

θ(t) +mσ(t) ≤ u(t) ≤ θ(t) +Mσ(t),

où

σ(t) =
1

Γ(α)

[
(t− a)(b− a)α−1 − (t− a)α

α

]
,

et
θ(t) = A+

B − A
b− a

(t− a).

Preuve :
Puisque u ∈ C[a, b], alors il existe une constante positive M? telle que |u(t)| ≤ M?, pour
tout t ∈ [a, b]. Prenons

m = min
(t,u)∈[a,b]×[0,M?]

f(t, u(t)), M = max
(t,u)∈[a,b]×[0,M?]

f(t, u(t)).

Donc, nous avons :

m

∫ b

a

G(t, s)ds ≤
∫ b

a

G(t, s)f(s, u(s))ds ≤M

∫ b

a

G(t, s)ds,

ce qui donne en vue du Lemme 3.2.1

θ(t)+
m

Γ(α)

[
(t− a)(b− a)α−1 − (t− a)α

α

]
≤ u(t) ≤ θ(t)+

M

Γ(α)

[
(t− a)(b− a)α−1 − (t− a)α

α

]
.

Alors
θ(t) +mσ(t) ≤ u(t) ≤ θ(t) +Mσ(t).
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�
Maintenant, nous introduisons les définitions de la sous-solution et la sur-solution du

problème aux limites fractionnaire (3.7)-(3.8).

Définition 3.2.1. Une fonction α est dite sous-solution du problème (3.7)-(3.8) si α ∈ C[a, b] et
vérifie les hypothèses suivantes :{−Dα

aα(t) ≤ f(t, α(t)), a < t < b, 1 < α ≤ 2

α(a) ≤ A, α(b) ≤ B, B ≥ A ≥ 0.

(3.11)
(3.12)

Définition 3.2.2. Une fonction β est appelée sur-solution du problème (3.7)-(3.8) si β ∈ C[a, b]
et vérifie les hypothèses suivantes :{−Dα

aβ(t) ≥ f(t, β(t)), a < t < b, 1 < α ≤ 2

β(a) ≥ A, β(b) ≥ B, B ≥ A ≥ 0.

(3.13)
(3.14)

Théorème 3.2.1. Si les hypothèses suivantes sont satisfaites
(H1) : f(t, u) ∈ C([a, b] × R+,R+) est non décroissante par rapport à u, f(t, σ(t)) 6≡ 0 pou tout
t ∈]a, b[.
(H2) : Il existe une constante réelle positive µ < 1 telle que :

kµf(t, u) ≤ f(t, ku), ∀0 ≤ k ≤ 1,

alors, le problème aux limites fractionnaire (3.7)-(3.8) une solution positive u.

Preuve :
Premièrement, nous montrerons que les fonctions α(t) = k1h(t) et β(t) = k2h(t) sont
respectivement sous-solution et sur-solution du problème (3.7)-(3.8), où

0 < k1 ≤ min
{
a−1

2 , a
µ

1−µ
1

}
, k2 ≥ max

{
a−1

1 , a
µ

1−µ
2

}
,

a1 = min
{

1, inf
t∈[a,b]

f(t, σ(t))
}
, a2 = max

{
1, sup

t∈[a,b]

f(t, σ(t))
}
,

et on a

h(t) = θ(t) +

∫ b

a

G(t, s)f(s, σ(s))ds.

Il est clair par le Lemme 3.2.1, que la fonction h est une solution positive du problème{
Dα
au(t) = −f(t, σ(t)), a < t < b, 1 < α ≤ 2

u(a) = A, u(b) = B, B ≥ A ≥ 0.

D’après le Lemme 3.2.2 et d’après simplifications, nous avons :

a1σ(t) ≤ h(t) ≤ a2σ(t), t ∈]a, b[. (3.15)

En utilisant les hypothèses du Théorème 3.2.1 et l’inégalité (3.15), on trouve :

k1a1 ≤
α(t)

σ(t)
≤ k1a2 ≤ 1,

1

k2a2

≤ σ(t)

β(t)
≤ 1

k2a1

≤ 1
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et par l’hypothèse,

k1 ≤ a
µ

1−µ
1 , k2 ≥ a

µ
1−µ
2

nous arrivons à :
(k1a1)µ ≥ k1, (k2a2)µ ≤ k2.

Donc, nous pouvons écrire :

f(t, α(t)) = f
(
t,
α(t)

σ(t)
σ(t)

)
≥

(
α(t)

σ(t)

)µ
f(t, σ(t))

≥ (k1a1)µf(t, σ(t))

≥ k1f(t, σ(t)), (3.16)

et

f(t, σ(t)) = f
(
t,
σ(t)

β(t)
β(t)

)
≥

(
σ(t)

β(t)

)µ
f(t, β(t))

≥ 1

(k2a2)µ
f(t, β(t))

≥ 1

k2

f(t, β(t)),

ce qui veut dire que :

f(t, β(t)) ≤ k2f(t, σ(t)). (3.17)

D’où, (3.16) et (3.17) impliquent que :

−Dα
aα(t) = k1f(t, σ(t)) ≤ f(t, α(t)), a < t < b, 1 < α ≤ 2,

et
−Dα

aβ(t) = k2f(t, σ(t)) ≥ f(t, β(t)), a < t < b, 1 < α ≤ 2.

Il reste à montrer que : α(a) ≤ A, α(b) ≤ B, β(a) ≥ A et β(b) ≥ B.

En vue des hypothèses du Théorème 3.2.1, il est clair que, k1 ≤ 1 et k2 ≥ 1 donc nous
avons :

α(a) = k1h(a) = k1A ≤ A, α(b) = k1h(b) = k1B ≤ B

et
β(a) = k2h(a) = k2A ≥ A, β(b) = k2h(b) = k2B ≥ B.

Par conséquent, les fonctions α et β sont respectivement sous-solution et sur-solution du
problème (3.7)-(3.8).
Maintenant, on montre que le problème aux limites fractionnaire
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{−Dα
au(t) = h(t, u(t)), a < t < b, 1 < α ≤ 2

u(a) = A, u(b) = B, B ≥ A ≥ 0.

(3.18)
(3.19)

a une solution

h(t, u(t)) =


f(t, α(t)), u(t) ≤ α(t),

f(t, u(t)), α(t) ≤ u(t) ≤ β(t),

f(t, β(t)), β(t) ≤ u(t).

Pour ce fait, nous définissons l’opérateur T : C([a, b],R) −→ C([a, b],R) as :

Tu(t) = θ(t) +

∫ b

a

G(t, s)h(s, u(s))ds,

où G(t, s) et θ(t) sont les fonctions définies au Lemme 3.1.3. Puisque f(t, u) est non dé-
croissante par rapport à u alors, pour tout u ∈ C[a, b] nous avons :

f(t, α(t)) ≤ h(t, u(t)) ≤ f(t, β(t)), t ∈]a, b[.

Alors, il existe une constante positive M1 telle que |h(t, u(t))| ≤ M1, ceci veut dire que T
est uniformément borné.
Pour tous u ∈ C[a, b] et a < t1 ≤ t2 < b, donc on a :

|Tu(t1)− Tu(t2)| ≤
∫ b

a

|G(t1, s)−G(t2, s)|h(s, u(s))ds

≤
[(

B − A
b− a

+
(b− a)α−1

Γ(α + 1)

)
|t1 − t2|

+
1

α
|(t1 − a)α − (t2 − a)α|

] ∫ b

a

f(s, β(s))ds. (3.20)

Le second membre de (3.20) est indépendant de u et tend vers zéro quand t1 −→ t2,
Donc T est équicontinu. En utilisant le théorème d’Arzèla-Ascoli on en déduit que T est
compact. Par conséquent, par le théorème du point fixe de Schauder [5], l’opérateur T ad-
met un point fixe, ce qui veut dire que le problème aux limites fractionnaire (3.18)-(3.19)
possède une solution.

Finalement, nous monrerons que le problème (3.7)-(3.8) admet une solution positive.
Supposons que u? soit solution du problème (3.18)-(3.19). On sait que la fonction f(t, u)
est non décroissante en u, et

f(t, α(t)) ≤ h(t, u?(t)) ≤ f(t, β(t)), ∀ t ∈]a, b[.

Donc, {−Dα
aw(t) ≥ f(t, β(t))− h(t, u?(t)), a < t < b, 1 < α ≤ 2

w(a) ≥ 0, w(b) ≥ 0, ,

où w(t) = β(t)− u?(t).
Par le Lemme 3.2.1, on en déduit que w(t) ≥ 0, alors u?(t) ≤ β(t), pour t ∈]a, b[. De même,
α(t) ≤ u?(t), pour t ∈ [a, b], par conséquent, u?(t) est une solution positive du problème
(3.7)-(3.8).
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Exemple 3.2.1. Nous considérons le problème suivant :

{−Dα
0+u(t)(t) = f(t, u(t)), 0 ≤ t ≤ 1,

u(0) = 0, u(1) = 1, ,

(3.21)
(3.22)

avec f(t, u) = t2 + u+ uµ, 0 < µ < 1.
nous avons kµ ≤ 1 pour 0 < µ < 1 et 0 ≤ k ≤ 1. alors

kµf(t, u) = kµt2 + kµu+ (ku)µ

≤ t2 + ku+ (ku)µ, parceque kµ ≤ 1.

= f(t, ku).

Le Théorème 3.2.1 affirme que le problème (3.21)-(3.22) admet une solution positive u.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons établi l’existence et l’unicité de solutions positives d’un
problème aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville. Nos résultats ont été obtenus en appliquant quelques théorèmes de

point fixe, en particulier on a exploité les théorèmes de point fixe de Banach et de
Schauder.
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