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Résumé

L’objectif principal de ce travail, est d’étudier la stabilité de la solution d’un système différentiel
fractionnaire non linéaire á dérivée fractionnaire de Caputo .
Mots Clés : stabilité de la solution, Dérivée fractionnaire de Caputo, fonction de Lyapunov.

1. Introduction

On considère le système suivant pour une équation différentielle fractionnaire avec dérivée
fractionnaire de Caputo .

c
t0D

α
t x(t) = f (t, x(t)), t ≥ t0 (1.1)

oú 0 < α < 1 et f ∈ C(R+ × Rn,Rn) Nous supposerons que pour toute donné initiale
(t0, x0) ∈ R+ × Rn, le système (1.1) avec la condition initiale x(t0) = x0 admet une solution
x(t; t0, x0) ∈ Cα ([t0,+∞]), le put de ce travail est d’étudier la stabilité du système (1.1), pour
ce fait nous supposerons dans la suite que l’origine x=0 soit un point d’équilibre du système
d’ordre fractionnaire (1.1) c’est-á-dire que f(t, 0) ≡ 0.

2. Préliminaires

pour l’étude de nos problèmes nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.1 Soit x(t) ∈ R une fonction continue et dérivable. Alors pour tout instant t> t0
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2(t) ≤ x(t)t0

cDα
t x(t), ∀α ∈]0, 1[ (2.1)

Lemme 2.2 [1] Si x(t) ∈ Rn, (2.1) reste toujours applicable et on a pour tout α ∈]0, 1[ et t ≥ t0
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t(t).x(t) ≤ xt(t).t0

cDα
t x(t) (2.2)

Lemme 2.3 Soit le probléme est donnée aux limite
c
t0
Dα
t Y (t)− λY (t) = h(t), t ≥ t0

Y (t0) = Y0

oú 0 < α < 1
la solution de ce problème est donnée par

Y (t) = Y0Eα,1(λ(t− t0)α) +

∫ t

t0
(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)h(s)ds

ou Eα,β est la fonction Mittag-Leffler á deux paramètres.

Définition 2.4 [2] Étant donné un intervalle [a, b] de R, la dérivée fractionnelle de Caputo
d’une fonction x d’ordre α > 0 est définie par.

c
aD

α
t x(t) = Im−αa x(m)(t), t ∈ [a, b],

ou 0 < m− 1 < α ≤ m
quand 0 < α < 1, alors la dérivée partielle de Caputo d’ordre α d’une fonction absolument
continue x on [a, b ] réduit á.

t0
cDα

t x(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

t0

x′(τ )

(t− τ )α
dτ , t ∈ [a, b]. (2.3)

Définition 2.5 [3] la fonction Mittag-Leffler á deux paramètres, est définit par :

Eα,β(z) =

+∞∑
k=0

zk

Γ(kα + β)
α > 0, β > 0. (2.4)

De la définition (2.4) ,il en résulte que :

Eα,β(z) =
1

Γ(β)
+ zEα,α + β(z).

En effet,par définition on a,

Eα,β(z) =

+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)

=

+∞∑
k=−1

zk+1

Γ(α(k + 1) + β)

=

+∞∑
k=−1

zzk

Γ(αk + (α + β))

=
1

Γ(β)
+ z

+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + (α + β))

=
1

Γ(β)
+ zEα,α + β(z).

Par exemple ,

E1,1(z) =

+∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

+∞∑
k=0

zk

k!
= ek

Eα,1(z) = Eα(z)

Définition des fonction de classe K et K∞
Définition 2.6 On dit qu’une fonction continue ϕ : R+ → R+ appartient á la classe K si elle
est strictement croissante et ϕ(0) = 0. Si en plus ϕ(t)

t7−→+∞−−−−−→ +∞, on dit que ϕ appartient á
la classe K∞.

Remarque 2.7 Si ϕ1, ϕ2 : R+ → R+ sont deux fonctions de classe K(respectivement de
classe K∞) , alors les functions ϕ−1

1 , ϕ−1
2 , ϕ1 ◦ ϕ2 et ϕ2 ◦ ϕ1 sont aussi de classe K (resp. de

classe K∞).

3. Énoncé des résultats

Théorème 3.1 Supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov V∈ (R+×Rn,R+) qui admet
une dérivée de Caputo d’ordre α pour tout t ≥ t0 telle que V(t,0)≡ 0 et une fonction α1 de
classe K vérifiant :

α1(‖x‖) ≤ V (t, x(t)), ∀t ≥ 0, ∀x ∈ Rn (3.1)

t0
cDα

t V (t, x(t; t0, x0)) ≤ 0, ∀t ≥ t0,∀t0 ≥ 0 (3.2)

Alors le point x=0 est Stable .
Si, de plus pour certaine fonction α2 ∈ K

V (t, x) ≤ α2(‖x‖), ∀t ≥ 0, ∀x ∈ Rn, (3.3)

Alors x=0 est uniformément Stable .

Théorème 3.2 Supposons qu’il existe une fonction de lyapunov V∈ (R+×Rn,R+) qui admet
une dérivée de Caputo d’ordre α pour tout t ≥ t0 et deux fonctions α1, α2 ∈ K qui vérifient :

α1(‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ α2(‖x‖), ∀t ≥ 0,∀x ∈ Rn (3.4)

t0
cDα

t V (t, x(t; t0, x0)) ≤ −cα2(‖x‖), ∀t ≥ t0,∀t0 ≥ 0 (3.5)

alors x = 0 est uniformément asymptotiquement stable.
αi de plus, α1, α2 ∈ K∞, alors x = 0 globalement uniformément asymptotiquement, stable.
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