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Résumé

Dans ce mémoire, on va étudier l’existence et l’unicité de solution du problème aux limites
pour une équation différentielle fractionnaire avec des conditions non locales et intégrales.
Mots Clés : Dérivée fractionnaire, inclusion différentielle fractionnaire,point fixe.

1. Introduction

Premièrement, on va discuter l’existence et l’unicité de solution du problème aux limites pour
une équation différentielle semi-linéaire fractionnaire d’ordre α ∈]1, 2].

cDαx(t) = f (t, x(t)), 0 < t < 1, 1 < α ≤ 2

x(0) = x0, x(1) = aIpx(η), 0 < η < 1

(1.1)

cDα désigne la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α , f : [0, 1]×R −→ R , a ∈ R qui vérifie
certaine condition qui sera déterminée ultérieurement et IP désigne l’intégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville.

Deuximement, nous étendons les résultats où nous considérons le problème suivant :
cDαx(t) ∈ F (t, x(t)), 0 < t < 1, 1 < α ≤ 2

x(0) = x0, x(1) = aIpx(η), 0 < η < 1

(1.2)

F : [0, 1] × R −→ P (R) est une fonction multivoque ,P (x) est la famille de tous les sous
ensembles de R.

2. Préliminaires

Dans cette section, nous présentons quelques fonctions de base du calcul fractionnaire .
Définition 2.1 Soit x ∈ R+

∗ la fonction Gamma est donnée par :

Γ(x) =

∫ +∞

0
e−ttx−1dt (2.1)

La relation de récurrence
Γ(x + 1) = xΓ(x) (2.2)

Définition 2.2 Soit x, y > 0 la fonction Bêta est donnée par :

B(x, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt

Un autre définition
B(x, y) =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
x, y ∈ R+ (2.3)

Définition 2.3 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α > 0 est définie par :

Iαf (t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

f (s)

(t− s)1−αds

Définition 2.4 La Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α > 0 d’une fonction
continue
f :]0,∞[−→ R est définie par :

Dαf (t) =
1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

0

f (s)

(t− s)q−n+1
ds

Définition 2.5 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α > 0 est définie par :

cDαf (t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

0
(t− s)n−α−1fn(s)ds, n− 1 < q < n, n = [α] + 1

Lemme 2.6 pour α > 0 , la solution générale de l’équation différentielle fractionnaire ho-
mogène cDαg(t) = 0 est donnée par

g(t) = c0 + c1t + c2t
2 + ... + cn−1t

n−1

où ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ...n− 1 (n = [α] + 1).

Lemme 2.7 Soit α > 0 alors

IαDαg(t) = g(t) + c0 + c1t + c2t
2 + ... + cn−1t

n−1 (2.4)

où ci ∈ R , i = 0, 1, ..., n− 1 (n = [α] + 1).

Lemme 2.8 (Théorème du point fixe de Banach) Soit (U, d) un espace métrique non vide
complet et T : U −→ U une application contractante.Alors,il existe un point unique u ∈ U tel
que T (u) = u.

Lemme 2.9

3. Énoncé des résultats

Lemme 3.1 Pour a 6= Γ(p + 2)

ηp+1
la solution unique du problème aux limites

cDαx(t) = y(t), 0 < t < 1, 1 < α ≤ 2

x(0) = x0, x(1) = aIp(η), 0 < η < 1

(3.1)

est donnée par

x(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1y(s)ds

− Γ(p + 2)t

Γ(α)[Γ(p + 2)− aηp+1]

∫ 1

0
(1− s)α−1y(s)ds (3.2)

+
ap(p + 1)t

Γ(α)[Γ(p + 2)− aηp+1]

η∫
0

s∫
0

(η − s)p−1(s− r)α−1y(r)drds

+

[
1− Γ(p + 2)− a(p + 1)ηp

Γ(p + 2)− aηp+1
t

]
x0

Théorème 3.2 Soit f : [0, 1] −→ R une fonction continue vérifiant l’hypothèse
(H1) : |f (t, x)− f (t, y)| ≤ L|x− y|, ∀t ∈ [0, 1], ∀x, y ∈ R.
Si LA < 1 telque

A =
1

Γ(α + 1)
+

Γ(p + 2)

Γ(α + 1)|Γ(p + 2)− aηp+1|
+

|a|ηp+αΓ(p + 2)

Γ(p + α + 1)|Γ(p + 2)− aηp+1|

+
|Γ(p + 2)− a(p + 1)ηp|
|Γ(p + 2)− aηp+1|

+ 1

alors le problème 1.1 admet une solution unique
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