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Notations et conventions

o 1 — D : unidimensionnelles

o 8(f,z) : La dérivée Schwartzienne
o B(A) : Le bassin d’attraction

o Of : L’orbite négative

o Oﬂcr : Lorbite positif



Introduction générale

L’anti-contréle du chaos est un processus inverse de suppression des comportements
chaotiques dans un systéme dynamique. L’objectif principal de ce processus est de créer
ou d’améliorer la complexité du systéme pour certaines applications spéciales du monde
réel telles que les circuits et les dispositifs hautes performances, le mélange de liquides, les
réactions chimiques, les systémes biologiques, la gestion de crise, le traitement sécurisé
des informations et la prise de décisions critiques, fabrication dans les domaines politique,
économique et militaire. En d’autres termes, le chaos anti-controleur consiste a générer
des comportements chaotiques a partir d’un systéme donné, pas nécessairement chaotique
a lorigine.

Il existe de nombreuses méthodes de chaotique utilisées pour générer le chaos dans
les systémes & temps continu, par exemple le controle dit de la géométrie différentielle
introduit [Tang, et al., (2001), Wang, et al., (2000), Wang & Chen (2000(a))], rétroaction
différée donnée [Wang, et al.,(2000)], et commutation du controle linéaire par morceaux
décrite [Lu, et al., (2002)], et une stratégie efficace de chaos anticontroleur dans les
systémes & temps continu a été discutée [Ruoting, et al., (2005)], & partir d’une approche
basée sur ’homogénéité utilisant les formes p-normales de systémes non linéaires. [Lu, et
al., (2002)], un controleur de commutation linéaire par morceaux a été présenté comme un
générateur de chaos pouvant créer un chaos a partir d’un systéme linéaire tridimensionnel
dans une large gamme de valeurs de paramétres.

Il existe également de nombreuses méthodes de chaotification utilisées pour générer
le chaos dans des systémes a temps discret, par exemple, [ Li, (2004), Lai & Chen (2003),
Chen & Lai (1997-1998), Chen, et al., (1998), Lin , et al., (2002), Wang & Chen, (1999-
2000(b)), Li, et al., (2002(a-b-c-d))]. Par exemple, ces schémas de chaotification ont été
présentés pour des applications discrétes utilisant des exposants de Lyapunov ou plusieurs
versions modifiées du théoréme de Marotto [Marotto, (2005), Chen & Lai (1997), Li &
Yorke, (1975), Li, et al., (2002(b))], ou par 'utilisation de la définition de chaos de Li-
Yorke [Li, et al., (2002(d))]. [Li, (2004)] a donné un schéma d’hyper-chaotique en rendant



tous les exposants de Lyapunov d’un systéme dynamique controélé positifs via le controleur
d’une fonction triangulaire simple.

L’objectif principal de ce mémoire est de présenter une nouvelle méthode de chaotifi-
cation d’applications discrétes en 1-D utilisant S-unimodalité. Ce méthode n’est valable
que pour les applications discrétes unidimensionnelles. Ce travail apporte une réponse
pertinente au débat problémes ouvert présentés [Zeraoulia & Sprott, (2011(a))].

Ce travail réalisé dans le cadre de ce mémoire porte "Chaotification des
systémes discrets par les applications S-unimodales". Et notre mémoire est or-
ganisée a travers trois chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre : Dans ce chapitre nous présentons quelques définitions
et notions générales et spécifiques aux systémes discrets, utilisés tout au long de ce ma-
nuscrit (mémoire) concernant, les points fixes et les points périodiques et leurs stabilités,
bifurcation, diagramme de bifurcation, attracteurs, attracteurs chaotiques, bassin d’at-
traction, exposants de Lyapunov.

Dans le deuxiéme chapitre : On parle sur les fonctions réelles, les applications
unimodales et S-unimodales, la dérivée Schwarzienne. Ensuite, on présente un exemple
sur 'application S-unimodale (’application logistique), Quelques propriétés d’application
S-unimodale, Caractéristique du phénomeéne chaotique et le chaos robuste.

Dans le troisiéme chapitre : Toujours au cceur du l'objectif principal du travail
réalisé, nous avons présenté dans ce chapitre des théorémes et des propositions pour

chaotification d’applications discrétes en 1-D utilisant S-unimodalité.



Chapitre 1

Application discrétes en 1-D

1.1 Définition et représentation

L’étude de la stabilité des solutions périodiques, grace a ’application de Poincaré
aux multiplicateurs caractéristiques, permet d’entrevoir I'importance des applications
discretes, ou, dans un langage plus prosaique, des suites récurrentes. Une application

discréte est de la forme :

i1 = f (1) (1.1)

Ou f est une application réguliére d’'un ouvert U de R™ dans lui méme. f* désigne la

kime itérée de f, c’est-a-dire :

foa) =, f1(x) = [(2), 2 (2) = F(f (@), .../ (2) = F(fF (@)

Dans la pratique g, 1 = f(xo), ¥2 = f*(xo),...représentent les valeurs d’une certaine
quantité au temps 0, 1, 2...
Ainsi la valeur de la quantité aux temps k + 1 est en fonction de sa valeur au temps

k. L’application f est couramment appelée "systéme dynamique discret". [E. Zeraoulia]

Exemple 1.1 Soit g un capital placé a un tauzx d’interet r composé annuellement et



pour n > 1 désignons par x,, le capital aprés n années. Alors on a :

Ty =Tg+Trxg = (]. +7’)I0

Ty =z + 1wy = (14 7)%20

Ty = (14 7)"xg
on obtient le systéme dynamique discret

RxN—R
(z,n) = (1+7r)"x

1l est obtenu en itérant la fonction

f:R—R
r— (1+nr)x

1.2 Notion d’orbites (ou trajectoire)

1.2.1 Orbite positive

L’orbite positive de = par le systéme dynamique f est définie par :

0L = {f*(x).k € N}

Si f est bijective, on définit 'orbite de = par :

Of = {f*(x).k € Z}
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1.2.2  Orbite négative

Of ={f ™M),k e 2}
1.2.3 Représentation graphique de l’orbite de x

Dans R, on représente couramment ’orbite issue d’un point zy par la figure (Fig. 1-1)
suivant :
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Exemple 1.2 Soit
f:R—R

r— flx)=2%—-1

1—\/5$_1—\/5
2 2T T

On a deux points fixes : x1 =

Les orbites d’ordre 2 :

)= (*-1>2-1=u

S+D)(z+1)(z—-1)2-1)=0

Qui a des solutions :

{1—\/371—\/37_170}
2 2

Donc on a {—1,0} orbite d’ordre 2.

1.3 Points fixes et points périodiques

Définition 1.1 Soit (R, N, f) un systéme dynamique. On appelle "point fize " d’une

application discréte tout point x,, tel que

fzn) = 2,

Parfois, ces points sont appelés aussi points stationnaires ou points d’équilibre.

En général, on trouve les points fixes en résolvant [’équation :

flz) =

L’étude de ces points se raméne donc a la théorie des points fixes des fonctions numé-

TIQUES.

Ezxemple 1.3 Soit f : R — R définie par f(x) = 2% alors 0,1, —1 sont des points fives
de f.

12



Définition 1.2 Une orbite O(xg) s’appelle périodique s’il existe un p > 0 t.q.

z(n+p) = x(n),Yn (1.2)

Une orbite est dite éventuellement périodique s’il existe un p > 0 et un N > 0 tels que
Uégalité (1.2) est vérifiée pour tout n > N. Une orbite périodique O(xq) est toujours
une suite de points périodique. Tous les points périodiques de période p sont solutions de
I’équation

@) =

fP@) = [UUU-f())-)
p— fois

Tous ces points s appellent point périodique de période p du systéme. Le plus petit nombre

p qui vérifie (1.2) s’appelle "période fondamentale " de 'orbite O(zy).
Dans la suite nous utiliserons souvent le terme abrégé "période" au lieu de "période
fondamentale".
1.4 Point critique :
Définition 1.3 Soit f(x), une fonction qui est bien définie sur l'intervalle I. Le point

c € I est appelé point critique si la dérivée de f est nul en ce point, c¢’est & dire f'(c) =0

1.5 Stabilité

[A. Chenciner| et [A. Lyapunov-Based Approach]. Puisque les solutions de la plupart

des applications ne s’expriment, pas au moyen des fonctions élémentaires ou par des
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quadratiques on recourt également & des méthodes d’intégrations approchées. Le défaut
de ces méthodes, c’est qu’elles ne donnent qu’une solution particuliére, il faut refaire
tous les calculs. Connaissant une solution particuliére, on ne peut pas se prononcer sur
le caractére des autres solutions.

La question de la stabilité d’une solution ou des positions d’équilibre est une des
questions fondamentales de la théorie qualitative des applications, la réponse de cette
question a été étudiée en détail par I’éminent mathématicien russe.

Un point d’équilibre d’application continue correspond & ce que 'on appelle aussi un
régime stationnaire. La question de la stabilité expose alors des termes trés simples : si
I’'on écarte 'application de 1’équilibre, y reviendra-t-il? Ou encore une petite perturba-
tion, qui éloigne légerement ’application de son régime stationnaire, peut-elle avoir des

conséquences importantes et étre amplifiée au cours du temps.

1.6 Stabilité locale

De maniere générale, la notion de stabilité joue également un roéle en mathématiques
et en mécanique, dans les modeéles économiques, les algorithmes numériques, la mécanique

quantique, la physique nucléaire, etc.

1.6.1 Stabilité du point fixe

Soit f : R — R dérivable, il existe un intervalle J contenu dans I pour lequel la suite
(U,,) définie par :
UpeJ
Up+1 = f(Uy,) pour tout n € N

et la pente m = f’(a) de la tangente au point fixe o qui détermine le type du point

fixe :

Théoréme 1.1 Soit f : R — R le point fixe o est :

14



1-Attractif (ou stable) si |m| < 1, alors pour tout entier naturel n, U,11 = f(U,)
converge vers «.

2- Super attractif (super stable) si m =0, la convergence de U,y = f(U,) vers a est
trés rapide, ce phénomeéne est appelé convergence quadratique,

3- Répulsif (ou instable) si |m| > 1, alors pour tout Uy # o, Uy € J, la suite récurrente
associée a f de premier terme Uy ne converge pas vers « .

4-Neutre (indifférent) si |m| =1, car il peut étre attractif ou répulsif (ou les deuz, de
part et d’autre)

m s’appelle le multiplicateur de f au un point c.

1.6.2 Stabilité des points périodiques

Définition 1.4 Les points p périodiques d’ordre p sont des points fixes de fP

Théoréme 1.2 Si {x,x1,%a,...,Tp_1} est un cycle d’ordre p, les dérivées fP(x;) pour
t = 0,1,2,.., p— 1 sont égales. Et puisque xvog = x,. On en déduit que les dérivées

(fp)/(mi)ai = O, 1,2, .p— 1 -

my = (f'(p-1)-(f'(@p2).... [ (1) (o)
= (fp)' (@) = ... = fi(zp-1)

Cette valeur commune m,, est appelée le multiplicateur du cycle {xg,x1, %2, ..., Tp_1},

cette derniere détermine le type du cycle.

Théoréme 1.3 Soit f: R — R, le cycle {xg,x1,%2,...,xp_1} est :
(1)-Super stable, sim, =0 ;
(2)-Stable, si 0 < |m,| < 1;
(3)-Neutre, si |my| =1;
(4)-Instable si |m| > 1;

15



1.7 Sensibilité aux conditions initiales

La plupart des systéemes chaotiques exhibent la sensibilité aux conditions initiales,
pour deux conditions initiales arbitraires trés voisines initialement ; les deux trajectoires
correspondantes a ces données initiales divergent exponentiellement, par suite les deux

trajectoires sont incomparables. (Fig. 1-2)

1.0 - .ﬁ ,-ﬂ; i ."1; x T T
:r:E R A/ \ \ , Ill.ll II|I II_"rI’r '-,Illl IIII:'[}II ’._-..l I:": I| { "IIII III|I |:||||
- o.a- & SR NN, 1
:zzx :_.-i_f‘,ﬁ'- ! II / II_.__J-'IIII .Il

mn

Fic. 1-2 — Diagramme explique la sensibilité aux conditions initiales.

1.8 Bifurcation (Route vers le chaos)

La théorie de la bifurcation étudie le changement que subit une application sous
la variation d’un parameétre ou plus donc la bifurcation signi...e un changement dans
le comportement qualitatif d’une application (un systéme), suite a une variation d’'un
parameétre de l'application. Ce changement se produit & des points particuliers appelés
points de bifurcation. Par exemple déstabilisation d’un point fixe stable, apparition ou
disparition d’un cycle ou d’un attracteur.

La valeur pour laquelle la bifurcation se produit est nommeée le point de bifurcation.
Notons que la transition vers le chaos s’opére selon des bifurcations, il existe plusieurs

scénarios qui décrivent le passage du point fixe au chaos. On constate dans tous les cas que
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I’évolution du point fixe vers le chaos n’est progressive, mais marquée des changements

discontinus qu’on a déja appelés bifurcation. [G. Chen |

1.8.1 Différents types de bifurcations réguliéres

Dans cette section, on considére trois types de bifurcations locales : La bifurcation
de doublement de période, la bifurcation point selle (ou nceud-col) et la bifurcation de
Neimark. Ces bifurcations sont locales car elles peuvent étre analysées par la linéarisa-
tion de ’application au voisinage d’un point fixe ou d’un cycle limite. Tous les types de
bifurcations étudiées correspondent toujours a | A; |= 1 (ou A; représente les multiplica-
teurs).[Avila, A.]

Bifurcation flip ou doublement de période (A = —1)

Cette bifurcation a lieu lorsqu’un des multiplicateurs est égales & —1. Un cycle d’ordre
k qui subie cette bifurcation va changer de nature et créer un cycle d’ordre 2k de la méme
nature. C’est-a-dire, un point fixe stable d’ordre 1, par exemple, devient instable en méme
temps que I'apparition d’un cycle d’ordre 2 stable.

Bifurcation fould ou noeud-col (A = 1)

La bifurcation A = +1 correspond & la situation ot 'un des multiplicateurs est égale
a +1. Ce type de bifurcation donne naissance & deux cycles d’ordre £ en méme temps,
I'un est attractif et 'autre est instable.

Bifurcation de Neimark (\ = exp +if)

Cette bifurcation se produit lorsque la matrice Jacobienne posséde deux multiplica-

teurs complexes conjuguées A\; = Ay et de plus | Aiz12 |= 1.

1.8.2 Diagramme de bifurcation

Le diagramme de bifurcation est un tracé des points de ’état stationnaire du systéme
en fonction du parameétre du controdle (ou bifurcation). Les graphiques qui explicitent
ces bifurcations, sont logiquement appelés diagrammes de bifurcation. Typiquement, on

choisit un état variable et on trace la valeur limite de celui-ci en fonction d’'un seul

17



parameétre de controle. Pour les systémes discontinus, on trace simplement les valeurs
successives d’'un état variable. Un diagramme de bifurcation résume l'information sur
I’espace d’état et la variation en fonction du parameétre peut étre visualisée. La transition

d’un état stationnaire vers le chaos peut étre observée. Voir (Fig. 1.3)

RN

08

07

0B

05

n2F

01f

F1G. 1-3 — Diagramme de bifurcation de la fonction f définie par f(z) = Az(1 —x) et
2.4<A<4

1.8.3 Ensembles limites d’une trajectoire :

L’ensemble w-limite d’une trajectoire (ou d’une condition initiale) est ’ensemble des

points d’accumulation de cette trajectoire quand le temps tend vers +oo.

1.8.4 Ensemble positivement invariant :

Soit (R, N, f) un systéme dynamique discret, ’ensemble w-limite d’une trajectoire

(ou d’une condition initiale) est 1’ensemble des points de sous-ensemble A de R est dit

18



positivement invariant ( resp. strictement positivement invariant ) si et seulement si
F(A) C A (resp. f(A)=A).

Si A est un ensemble positivement invariant alors on a évidemment :

Vn € N, f"(4) C A

1.9 Attracteurs

1.9.1 Définitions d’attracteur

Dans la littérature on trouve plusieurs définitions d’attracteurs. En général, un attrac-
teur est défini comme une sous-partie fermée de I’espace des phases qui "attire" toutes

les autres orbites vers elle. On donne une seul définition possible d’attracteur :

Définition 1.5 Soit (R, f) un systéme discret, une sous-partie A de R est appelée at-
tracteur si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

1. A est fermée;

2. A est positivement invariante ;

3. A est attractive, c’est- a- dire, il existe un voisinage ouvert U de A tel que :

(a) U est positivement invariant ;

(b) U est attiré par A :Vu € U, lim;_o d(f*(u), A) = 0.

1.10 Différents types d’attracteurs

Comment distinguer un phénomeéne chaotique d’un phénomeéne aléatoire? C’est la
question que se posent les physiciens lorsqu’ils sont confrontés au comportement chaotique

d’un systéme. Il existe deux types d’attracteurs :

19



1.10.1 Attracteurs réguliers :

caractérisent 1’évolution de systémes non chaotiques, et ils peuvent étre de trois
sortes : Les points fixes, les cycles limites (orbites périodiques) et les cycles limites (quasi-

périodiques).

( i
\/ A

N
\[
A=200(C

\ - r
Vo=
Neud sl Foye bl - :
' Crele limite [ore
Points fixes attracteurs Cycle limite priodique et pseudo-priodique

1.10.2 Attracteurs chaotiques :

Jusqu’en 1963 on ne connaissait que trois types d’attracteurs : le point fixe, le cycle li-
mite et le tore. Le tracé représentant I’évolution d’un systéme chaotique dans I’espace des
phases en fonction du temps se comporte de maniére «étrange» par rapport aux attrac-
teurs des systémes simples comme nous l'avons vu plus haut. C’est pourquoi D. Ruelle
I’a nommé «attracteur étrange». Un attracteur est dit étrange ou chaotique lorsque les
points le constituant génerent des trajectoires sensibles aux conditions initiales. Un at-

tracteur chaotique est généralement associé a l’existence d’une infinité de trajectoires

20



instables de tous ordres. (Fig. 1-4) présente quelques attracteurs étranges

Définition 1.6 Soit A est un attracteur de R, on dit que A est un attracteur étrange
s’il est chaotique (A vérifié la notion de sensibilité aux conditions initiales), un lecteur

intéressé pourra consulter.

Définition 1.7 Un attracteur étrange est caractérisé par la non linéarité de systéme et

la sensibilité auzr conditions initiales.
[J. D. Farmer, and J. J. Sidorowich] défini un attracteur étrange comme suit :

Définition 1.8 Un attracteur étrange est un attracteur possédant un exposant de Lya-

punov strictement positif ( A\, > 0).

Attractewr efrange de Rissler Attraciewr éfrange de Chua

F1G. 1-4 — Quelques attracteurs étranges
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Caractéristique d’attracteur étrange :

1. Sensibilité aux conditions initiales (deux trajectoires de l'attracteur initialement

voisines finissent toujours par s’éloigner 'une de 'autre, ceci traduit un comportement
chaotique)

2. La dimension de l'attracteur est fractale et non entiére (ce qui justifie adjectif
étrange).

3. L’attracteur est de volume nul dans ’espace des phases.

1.11 Caractéristique du phénoméne chaotique

Caractériser le chaos est un sujet vaste, et les tests les plus utiles pour ce type de
comportement sont les suivants :

1. Les mouvements chaotiques sont plus compliqués que stationnaire, périodique ou
quasi-périodique, et ils ont des formes trés complexes, appelés attracteurs étranges

2. Il existe une dépendance sensible aux conditions initiales, c’est a dire, les solutions
proches divergent exponentiellement vite.

3. Il y a un phénomeéne de coexistence, c’est a dire, les orbites chaotiques coexistent
avec une infinité des orbites périodiques instables(cycles répulsifs).

4. L’absence de cycles attractifs(stables) d’ordre fni.

5. La dimension fractale.

6. La non linéarité du systeme.

1.12 Bassin d’attraction

On rappelle que tout voisinage ouvert qui satisfait les conditions 3.a et 3.b dans la
définition (1.4) est appelée voisinage attiré par A. Il faut remarquer que bien qu’il existe
un voisinage attiré U, on ne peut pas affirmer qu’il est unique : en effet A peut admettre

plusieurs voisinages attires par lui-méme.
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1.12.1 Définitions :

On donne quelques définitions du bassin d’attraction :

Définition 1.9 On appelle bassin d’attraction B(A) de A le plus grand des tels voisi-
nages attirés, c’est a dire B(A) = U{U € P(R) : U est un voisinage attiré A}.

Définition 1.10 [Zeraoulia et Sprott] Le bassin d’attraction B(A) d’un attracteur A est
lensemble des conditions initiales (I’ensemble des tous états initiaux des orbites) est a

long-temps un comportement approche vers A :

1.12.2 Notes et remarques :

Voici quelque notes et remarques intéressant sur le bassin d’attraction [E. Zeraoulia
and J. C. Sprott] :

e Le comportement qualitatif d'un systéme dynamique dépend fondamentalement du
bassin d’attraction.

e La frontiére du bassin peut étre lisse ou fractale, la fractalité est une conséquence
du mouvement chaotique des orbites sur la frontiére.

e Les frontiéres du bassin peut avoir de types qualitativement différents. Par exemple
la nature d’un bassin peut changer a partir d'une courbe simple lisse & une fractale. Ce

phénomeéne est appelé la métamorphose.

1.13 Exposant de L’yapunov

[J. P. Eckmann, and D. Ruelle (1985), M. Mammeri (2015), G. Chen, and D. Lai
(1997), D. Lai, and G. Chen (2003), I. Shimada, and T. Nagashima (1979)].

L’étude formelle de la théorie du chaos met & notre disposition différente outils permet-
tant d’identifier sans ambigiiité si la dynamique d’une application est chaotique ou non.
Parmi ces outils, on peut citer les exposants de Lyapunov qui constituent une approche

trés naturelle de la mesure de I’état de chaos d’une application. Le chaos déterministe se
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reconnait essentiellement par la maniére dont il est apparu. Mais, une fois établi, sa si-
gnature consiste en un objet de I’espace de phases que ’on appelle un attracteur étrange.
Ce non d’attracteur provient du fait que I'objet en question "attire" les trajectoires de
I’espace de phases, en imposant deux conditions initiales différentes, on obtient deux tra-
jectoires produisant des figures ayant méme allure générale mais ou la répartition exacte
des points est différente.

Les trajectoires de I'attracteur vérifient la notion de sensibilité aux conditions initiales
(S.C.I). C’est dans ce sens qu’elles sont chaotiques. On peut quantifier la sensibilité aux
conditions initiales par le degré de divergence. L’exposant de Lyapunov mesure ’attrac-
tion exponentielle ou la séparation dans le temps de deux trajectoires adjacentes, dans

I’espace de phases, ayant des conditions initiales différentes.

1.13.1 Exposant de L’yapunov d’une application en temps dis-

cret

f un’application unidimensionnelle, f : R — R tell que x,.1 = f (x,), xo et o + &

deux point initiaux poroches aprés n itérations on aura :

Z_:en)\(:vo) _ |fn(l’0 + 6) _ fn(l’o)| (13)

Quand n tend vers l'infini et € aussi

Ao = Jim_ i tog 70— 0
Notons z; = fi(xg) et on sait que
f(wo) = F(f" " (x0)) (1.5)

Par la regle de chaine on obtient :
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df" (o)
dx

= f'(@n-1)f (@n-2)...f (x1) (w0) (1.6)

Alors I'exposant de Lyapunov égale a

1 n—1
A=A =lim—) 1 (2 1.7
() =t 3 g (1) (17)
Exemple 1.4 L’exposant Lyapunouv de l'application ¢, = —21}:1:2—1—(_711)— %) est montré

a la figure suivante . Nous prenons ici a:%l, b= %et v=MXE€[Ll52)

{15 -

an et il R m

_ U S
L5+ \(

20
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15 156 1.7 14 14 24

L’exposant Lyapunouv de l’application

¢, = —2v2® + (Stv — 1) pour v € [1.5,2)

Dans ce cas, cet exposant de Lyapunov est strictement positif dans une large gamme

de parameétres de bifurcation v.
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Chapitre 2

Applications unimodales et

S-unimodales

Introduction
Dans cette partie, On rappellera les principales définitions et notions générales et spé-
cifiques aux fonctions réelle et applications unimodales et S-unimodales. En plus nous étu-

dions quelques propriétés des applications S-unimodales

2.1 Fonctions réelles

2.1.1 Définitions

Définition 2.1 On appelle fonction numérique de variable réelle toute application f :
I — R, ou I est un sous-ensemble de R. On notera plus souvent I = D(f), appelé le
domaine (ou l’ensemble) de définition de f.

Si A C D(f), on appellera image de A par f Uensemble {y € R\ Jx € A,y = f(x)}.
Exemple 2.1 Par exemple, on notera v — 3x

ou f: R — R telle que f(z) = 3z la fonction qui & un réel x associe 3 fois ce réel.
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2.1.2 Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition 2.2 Soient f: I — R et g: I — R sont deux fonctions. Alors :
of ZgsiVrel f(x)=g(x);
of >0siVeel f(r)>0;
of >0siVeel f(xr)>0;
of est dite constante sur [ siFJa € RVr el f(x)=a;
of est dite nulle sur I siVx € I f(x)=0.

Définition 2.3 Soit f : I — R est une fonction. On dit que :
of est majorée sur [ si3 M e RVr el f(z) < M;
of est minorée sur I siameRVr el f(x)>m;

of est bornée sur I si f est a la fois majorée et minorée sur I, c’est-a-dire si :

AMeRVzel |flz)|<M

2.1.3 Fonctions croissantes, décroissantes

Définition 2.4 Soit f : I — R est une fonction. On dit que :
o [ est croissante sur I siVr,y €l x <y = f(z) < f(y)
o [ est strictement croissante sur I siVr,y € I x <y = f(z) < f(y)
of est décroissante sur I siVr,y € [ v <y = f(x) > f(y)
o [ est strictement décroissante sur I siVx,y € I x<y = f(z) > f(y)
e [ est monotone (resp. strictement monotone) sur I si f est croissante ou décrois-

sante (resp.strictement croissante ou strictement décroissante) sur I.

2.1.4 Fonction périodique

Définition 2.5 Soit f : R — R est une fonction et T un nombre réel, T > 0.
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La fonction f est dite périodique de période T si :

VeeR f(x+T)=f(x)

2.1.5 Optimum locaux d’une fonction

e Maximum local

Définition 2.6 Soit f(z) une fonction. Le point ¢ est appelé mazximum local si et seule-

ment s’il existe I, un intervalle ouvert contenant c, tel que f(c) < f(x) pour tout x dans

I.
e Minimum local

Définition 2.7 Soit f(z) une fonction. Le point c est appelé minimum local si et seule-

ment s’il existe I, un intervalle ouvert contenant c, tel que f(c) > f(z) pour tout x dans

L

Exemple 2.2 Le graphique suivant (Fig. 2-1 —), présente une fonction qui posséde un

maximum local ainsi qu’un minimum local
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Fic. 2-1 —.

Au point © = —1 se trouve un maximum local puisqu’il existe un intervalle ouvert Iy
contenant v = —1 sur lequel f(—1) > f(x) pour tout x dans I.
Au point x = 2 se trouve un minimum local puisqu’il existe un intervalle ouvert Iy

contenant x = 2 sur lequel f(2) < f(x) pour tout x dans Is.

2.2 Applications unimodales et S-unimodales :

Nous présentons quelques définitions et résultats utiles concernant les applications

unidimensionnelles :

ou f : [a,b] — [a,b],tell que [a,b] est un intervalle fermé.

Définition 2.8 Un point z est un périodique avec de période p si fP(x) = x et p est le

plus petit entier positif de cette propriété.
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2.2.1 Applications unimodales

Définition 2.9 Une application continue f : [a,b] — [a,b] est unimodale sur l'intervalle
la,b] si:
(1)- a est un point fizé avec b, c’est-a-dire que f(a) = f(b) =a
(2)- il existe un mazimum unique en c € (a,b), tel que :
of(x) est strictement croissante sur x € |a,c)

o f(x) strictement décroissante sur x € (c,b|.

Dans ce cas, la seule valeur maximale de f(z) est f(c). Et il n'y a pas des autres
valeurs maximums locaux. Si ¢ est un point périodique pour l'application f, alors elle

attire un soi-disant super attracteur.

2.2.2 Application réguliére :

On dit que l'application f : [a,b] — [a,b] est réguliére si I’ensemble w-Limite de son
point critique ¢ ne contient pas de points périodiques neutres ou que I’ensemble w-Limit

de ¢ coincide avec 'orbite d’un point périodique neutre

2.2.3 Dérivée Schwarzienne

La dérivée Schwarzienne de la fonction f est définie par :

- J;:/g)) - ; (J;fg )

Cette dérivée a été formulée pour la premiére fois par H.A. Schwarzian. Elle a trouvé

S(f,z)

une application importante dans étude de la bifurcation d’application dans I’étude de
la bifurcation d’orbites périodiques, la dérivée Schwarzienne est utilisée pour étudier le
comportement limitant des systémes dynamique [G., Denny] .

Si un’application f : [0,1] — [0,1] a une dérivée Schwarzienne négative sur [0, 1],

alors elle tourne il doit y avoir un nombre ¢ dans (0, 1) tel que f'(c) = 0, c’est-a-dire que
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f a un point critique. Nous disons que f est un’application S-unimodale [Collet,P. and

Eckmann, D. Sands].

2.2.4 Applications S-unimodales

Définition 2.10 Une application f : |a,b] — |a,b] est S-unimodale sur l’intervalle [a, b]
81 :

(a) la fonction f(x) est de la classe C3,

(b) Le point a est un point fixé avec b, c-a-d, f(a) = f(b) = a,

(c) 1l existe un mazimum unique en c € (a,b) tel que f(x) strictement croissante sur
x € [a,c) et strictement décroissante

sur z € (c, b,

(d) La fonction f a une dérivée Schwarzienne négative, c’est-a-dire

. _ f’”($> _§ f”(.ﬁ) 2
s =T -3 (7)< 22

pour tout = € I —{y, f'(y) = 0}. On peut utiliser le produit :

S(f.w) = 2f'(2) f"(x) = 3(f"(x))* <0 (2.3)

2.2.5 Chaos robuste et chaos fragile

Certains systémes dynamiques chaotiques donnent deux types d’attracteurs chao-
tiques.

Le premier est appelé le chaos fragile, les attracteurs disparaissent avec des pertur-
bations d’un parameétre, ou coexister avec d’autres attracteurs.

La seconde est appelée le chaos robuste, ce type se caractérise par ’absence d’orbites
périodiques et ne accepte coexistence dans le voisinage de 1’espace des parameétres.

L’existence de ces orbites dans certaines régions chaotiques signi. . . e qu’un petit chan-

gement dans les paramétres détruire le chaos, ce qu’implique la fragilité de ce type de
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chaos.

On sait cependant que pour les systémes chaotiques les plus lisses, il ya un ensemble
dense de fenétres périodiques pour tout intervalle de valeurs de parameétres. Par consé-
quent, dans des systémes pratiques de travail en mode chaotique, de faibles fluctuations
accidentelles d’'un paramétre peut prendre le systéme a partir du chaos.

Nous disons un attracteur chaotique est robuste si, par ses valeurs de parameétres, il
existe un voisinage dans I’espace des parameétres sans attracteur périodique et I'attracteur
chaotique est unique dans ce voisinage.

Le chaos robuste a plusieurs applications dans le monde réel, comme les applications
d’ingénierie, le chiffrement d’image, le cryptage,...un chaos robuste a été introduit dans

la littérature actuelle comme suit :

Définition 2.11 Le chaos robuste est défini par ’absence de fenétres périodiques et d’at-
tracteurs coexistant dans un voisinage de l’espace paramétrique .

La raison principale de cette définition est que l'existence de ces fenétres dans cer-
taines régions chaotiques implique que de petits changements des paramétres détruiraient

le comportement chaotique. Voir plus de détails sur le chaos robuste [Wang, X., Chen,

G., Yu, X].

2.2.6 Quelques propriétés de ’application S-unimodale :

Les applications S-unimodales ont une importance dans la théorie du chaos en rai-
son du théoreme donné [Singer, (1978)], selon lequel chaque orbite périodique attractif
(stable) attire au moins un point critique ou une point limite. Ainsi, une application

S-unimodale peut avoir au plus un attracteur périodique qui attirera le point critique.

Théoréme 2.1 Soit f : [ — I une application S-unimodale sur lintervalle I = [a, ],
puis chacune orbite périodique attractif (stable) attire au moins un point critique ou une

point limite. De plus, chaque orbite périodique neutre est attractif.
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Corollaire 2.2 Un’application S-unimodale peut avoir au plus un attracteur périodique

qut attire le point critique.

Les conditions d’apparition d’un chaos robuste dans un systéme unidimensionnel sont

données [Andrecut, M. & and Ali, M. K] comme suit :

Théoréme 2.3 Soit
o, () I =la,b] — 1

une application paramétrique S-unimodale avec le mazimum unique en ¢ € (a,b) et

v, () = b, YU € (Unmin, Umax), alors o, (x) génére le chaos robuste pendant v € (Unin, Umax ) -

Ici, Umin et Umax sont définis comme étant les valeurs minimales et maximales du
parameétre v dans lequel ¢, () génére le chaos robuste.
Une procédure générale pour la construction d’ applications S-unimodales générant

le chaos robuste a été réalisée sur la base [Andrecut & Ali, (2001)].

2.2.7 Exemple sur Papplication S-unimodale

On présente ici un modele de classe de systémes dynamiques non linéaires & temps
discret. Ce modele est appelé application quadratique (ou logistique). Nous allons suivre
la démarche de [Feigenbaum], qui s’est intéressé tout particuliérement & la cascade de
doublement de période, dans le cadre des itérations d’une fonction mathématique f a

valeurs réelle :

f(z) =Xx(1 —x),z €0,1]

est une application S-unimodale sur lintervalle [0, 1],puisque vérifiant les hypotheses
suivantes :

e f:]0,1] — [0,1] est continue et différentiable.

e f a un maximum ¢ = ; avec f'(c) # 0.

e f est monotone dans [0, ¢ et [c, 1].
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e [ a une dérivée Schwartzienne S(f,z) < 0 pour tout z € [0,1].

Il peut exister au plus une orbite périodique attractif avec le point critique dans
son bassin d’attraction, pour tout A € [2.4,4]. Si A = 4, l'orbite de valeur initiale
xo = c correspond en deux itérations au point fixé de z = 0, ce qui est instable car
|f1(0)] = 4 > 1. Alors fy(x) n’a pas d’orbite périodique stable et il y a un attracteur
chaotique unique.

Cependant, si le paramétre A = 4 est légérement modifié, des orbites périodiques
stables apparaissent. Par conséquent, nous disons que cette application génére le chaos.

voir (Fig. 1-3).
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Chapitre 3

Chaotification d’applications
discrétes en 1-D utilisant

S-unimodalité

3.1 Chaotification d’applications discrétes en 1-D uti-
lisant S-unimodalité

Introduction
Il existe nombreuses méthodes de chaotification utilisées pour générer le chaos dans
des applications a temps discret. Nous avons choisie une nouvelle méthode de chaotifica-

tion d’applications discrétes unidimensionnelles & I’aide de la notion S-unimodalité :

Condition 3.1 Soit a < b deur nombres réels. Considérons une fonction g, qu’est un’
application de lintervalle |a,b] a lui-méme, c’est-a-dire g, : [a,b] — [a,b] tell que g, est
de classe C3.

Considérons les applications discrétes unidimensionnel (1-D) arbitraires (pas néces-

sairement chaotiques) donnés par :
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Tk+1 = gv(zk)v v € (Umin7vmm) (31)

Considérons 'application unidimensionnel controlée donnée par :
Tk41 = gv(l'k) + U(Jfk) = QO(ZL‘k), v € (Umina Umax) (32)

ol

u: [a,b] — [a,b]

est le controleur inconnu a choisir afin de créer le chaos robuste dans le systéme

(3.1).
Définir le contréoleur :

w: [a,b] — [a,b]

Par les conditions suivantes :
(1) Le controleur u(z) de la classe C°.

(2) Le controleur u(x) a les valeurs spéciales suivantes :

u(a) = a — gu(a)
u(®) = a— g,(b) (3.3)

/

Il eziste un point ¢ € (a,b) : u/'(c) = —g.(c)

(3)

a— gp(r) <ulx) <b-— gy(r) (3.4)

pour tout x € [a, b].

(4)
u'(z) > —g,(z) (3-5)

pour tout x € [a,c).
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(5)
u'(z) < —g,(z) (3-6)

pour tout x € (c, b]
(6)
2(g, () + v/ (2))(g) + v () = 3(gy(x) + " (2))* <0 (3.7)

pour tout x € [a, b].

Nous avons prouvé le résultat suivant :

3.1.1 Le chaos robuste

Théoréme 3.2 L’application controlée (3.2) géneére le chaos robuste pour tous les v €
(Vmin, Umaz )-

Proof. Nous allons prouver que ¢, (z) est une application S-unimodale.

En effet, la condition (3.4) implique que g,(z)+u(x) sont des applications l'intervalle
la,b] & lui-méme.

Comme indiqué, la fonction :

est de la classe C3.

Selon la premiére et la deuziéme condition de (3.3), le point a est un point fixé avec

b son autre préimage, c’est-a-dire :

pola) = ¢, (b) = a.
Les conditions (3.5) et (3.6) impliquent

0, (1) < @, (c), pour tout x € [a, b
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ce qui signifie que ¢ est un maximum global de ¢, dans Uintervalle [a,].
La troisiéme équation de (3.3) résulte du fait que tout minimum est un point critique.

La dérivée schwarzienne de @, est donné par :
S(pos ) = 20, ()¢ () — 3(¢(2))?

pour tout  x € [a,b] — {y, ¥, (y) = 0}.

Selon la condition (3.7), nous avons :

A

S(py, ) <0

Généralement, le controleur v dépend de la fonction g, et de ses dérivées. Il n’a pas
de formule explicite. Mais son existence garantit que ’application controlée (3.2) génére

le chaos robuste pour tous les v € (Umin, Umax)-

3.1.2 Ensemble des controleurs

Proposition 3.1 L’ensemble des controleurs u vérifiant les conditions 1-6 n’est pas vide.
Proof. Le premier cas :

En prenant

gu(z) = v

avec v,z € [0,1], ainsi, g,(x) € [0,1].

On définie le controleur :
u(z) = —vx

Par conséquent

oo(x) = va(l — )
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Les conditions 1-6 pour le contréleur u sont les suivantes :

(1) Le controleur

u(zr) = —vx

est de classe C3.

(2) Les conditions (3.3) sont : 0=0-0,—v=0-vw et  —2vc = —v

impliquant que ¢ = % est le seul élément point critique.

(3) Nous avons

—vr < —vx?<1—wz
pour tout x € [0, 1] ,puisque

—vz +vr? =vz(r —1) <0

et
(4) Nous avons

pour tout x € [0, %), parce que

—2vz+v=v(1-2z)>0

pour tout € [0, 3).
(5) Nous avons
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pour tout = € (3,1] , parce que
—2vr+v=0v(1-22)<0

pour tout = € (3,1].

(6) La dérivée Schwarzienne est :
S(p,, ) = —120% < 0.

Ict, Vppin = 0 et Upae = 1.
Alors, 'ensemble des controleurs u vérifiant les conditions 1-6 n’est pas vide
Le deuxiéme cas :

Plus généralement, en prenant
go(z) = v

avec v, x € [0,1], ainsi, g,(x) € [0,1].

Définir le contréleur :

u(r) = —(v+ B +7)a’ + B + vz

o
( 1
0 S v < B
0<v<y<l—w
(3.8)
v+pB+y<1
| # < min {1 — (7 +), $/1302 4 300y + 2172 — 1y — gv}
Par conséquent
eu(z) = (—v—B—7)2° + B2* + (v+ )z (3.9)
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Les conditions 1-6 pour le contréleur u sont les suivantes :
(1) Le controleur u(z) de la classe C3.

(2) Les conditions (3.3) sont :0 =0 et0 =0 et

B+ \/3uﬁ+6m+62 + 372 + 38y + 3v2)

0<c= <1
3(v+B+7)
est le seul point critique. L’autre point critique est
6—\/3vﬁ+6v7+52+372+357+3v2) .
¢t = <

3(v+6+7)

Les deux points ¢ et c* existent depuis

(308 + 6vy + 5% + 37> 4+ 36y + 3v?) > 0

(3.10)

les conditions 0 <c<1 et ¢* <0 sont vérifiées, c’est-a-dire que ¢ donné par (3.10)

est le seul point critique de la intervalle [0, 1].

(3) Nous avons :
—vx < —(v+ B+ + B2 +yr <1 —wx

pour tout x € [0,1]

depuis
x>0> %
car
v>0,v>0
et

—(wH+ B+ + PP yr <1 —vx
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car

—(v+ B+7)a’ + B + (v + )z — 1

IN

Br+(v+7y)r—1

IN

b+v+~v—1<0

parce que

2 <z

pour tout x € [0,1] et v+v>0 et v+F+y<L
(4) Nous avons

u'(z) = v+ 206 — 3va® — 3226 — 32y > —g/ (z) = —v

pour tout x € [0, c)

parce que
(=3v =38 —=3y)2*> +2Bx+ (v+7) >0

pour tout x € (c*,c) et [0,¢) C (c*,c) puisque c* <O0.
(5) Nous avons

u' (1) = v+ 226 — 3vr® — 322 — 3%y < —g. (v) = —v
pour tout x € (¢, 1], car
(=3v—38—=3y)2> + 2Bz + (v+7) <0

pour tout x € (c, 1].
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(6) La dérivée Schwarzienne est donnée par :

A

< A8B(v+ B4 7)(1) +12(vf = 52 =72 + =By +17)

< 12(38° + (5v +37)8 + (v¥ —4?)) < 0

depuis

36° + (5v+37)8 +v? — %) < 0

St

1 1 )
0<p< 6\/1302+301}7+2172 — 57 g

Ceci est possible si

1\/13v2+301) 2P — = 2y s
5 Y2y -y —¢ ;

c’est-a-dire

—12(v —y)(v+7) >0

c’est v <y puisque les trois premiers conditions de (3.8).

Ici Umin = 0 ; Umax = mzn{%777 11— (6 + 7)}

S(pyx) = =T2w+B+7)°2* +488(v+ B+ 7)z + 12(vB — B2 —+* — By +v?)

Alors, ’ensemble des contréleurs u vérifiant les conditions 1-6 n’est pas vide. W

Remarque 3.1 Dans certains cas, les controleurs n’ont pas de formules explicites. Mais

leur existence est régie par un ensemble de conditions réalisables.
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Conclusion général

Nous avons présenté dans ce mémoire une nouvelle méthode de chaotification d’ap-
plications discrétes unidimensionnelles & 'aide de la notion de S-unimodalité.
Pour les perspectives, il serait intéressant d’étudier la chaotification d’applications

discrétes unidimensionnelles a 'aide de la condition de Collet-Eckmann .
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Résnmé:

Ce mémoire a powr but de chaotificabon des systemes discrets umdimensiomnels par les
applications S-ummodales. An debut, nous avons fait quelque prélimimare (Defimtions, notion
generales et specifiques aux les applications discrétes) comme: stabilité, bifircation etc. Ensuite,
on presente les fonctions reelleset les applicabons ummodales et S-ummodales. Pus le chaos
robuste et les caracténstiques du phénomene chactique. Enfin, nous avons presente des theéoremes
et des propositions pour chaohfication des applications discretes enl-D uthisant S-umimodalits.

Mois-clés : Systeme discret, attracteur, orbite, chaos, apphications S-umimodales.

Abstract:

The aim of this these 1s tochaotfy one -dimensional discrete mappmgs using S-ummeodality.
Furstly, we presented some prelminary (Defimtions, general concept and specific to the precewise
maps) like: stability and bifircation ... Then we presented the real fimetions and ummodal and 5-
ummodal maps, also the robust chaos and the charactenstcs of the chaofic phenomenon. Finally.
we presented theorems and proposibons for chactfying one-dimensional discrete mappmgs using
S-umimodality.

Key words: piecewise map, attractor, orbit, chaos, S5-nmmodal maps.
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