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Résumé

Le but de ce travail est la recherche des conditions nécessaires de non-existence globale de
solutions d’un problème de Cauchy pour une équation différentielle fractionnaire non linéaire
en utilisant des formulations variationnelles basées sur les fonctions tests. .
Mots Clés : Dérivée fractionnaire de Caputo, Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.
formulation variationnelle, fonction test.

1. Introduction

Kirane et al. [1] ont considéré le problème de Cauchy suivant :
Dα1

0|tu + (−∆)β1/2u = |v|q1, (t, x) ∈ R+ × RN

Dα2

0|tv + (−∆)β2/2v = |u|p2, (t, x) ∈ R+ × RN ,
u(0, x) = u0(x) ≥ 0, 6≡ 0, x ∈ RN ,
v(0, x) = v0(x) ≥ 0, 6≡ 0, x ∈ RN ,

(1.1)

avec 0 < αi < 1 et 1 ≤ βi ≤ 2 .
ils ont prouve que, si q1 > 1, p2 > 1, q1q

′

1 = q1 + q
′

1, p2p
′

2 = p2 + p
′

2 et

1 ≤ N ≤ max

{
α2
p2

+α1−(1− 1
p2q1

)
α2

β2p2q
′
1
+

α1
β1p
′
2

,
α1
q1

+α2−(1− 1
q1p2

)
α1

β1q1p
′
2
+

α2
β2q
′
1

}
, où q

′

1 et p
′

2 sont les exposants conjugués de q1

et p2, respectivement, alors le problème (1.1) n’admit pas de solution globale non négative.

Dans [4], Rebiai et Haouam ont établi des résultats de non-existence plus généraux que le
résultat intéressant obtenu dans [1].

Dans ce travail, nous considérons le problème :
Dα1

0|tu + (−∆)β1/2u = |u|p1|v|q1+f (t, x), (t, x) ∈ R+ × RN ,
Dα2

0|tv + (−∆)β2/2v = |u|p2|v|q2+g(t, x), (t, x) ∈ R+ × RN ,
u(0, x) = u0(x) ≥ 0, 6≡ 0, x ∈ RN ,
v(0, x) = v0(x) ≥ 0, 6≡ 0, x ∈ RN ,

(1.2)

avec pi, qi, βi, i = 1, 2 sont des constantes telles que :
p1 ≥ 0, q2 ≥ 0, p2 ≥ 1, q1 > 1, 0 < αi < 1, 1 ≤ βi ≤ 2,
Dα1

0|t (resp. Dα2

0|t) désigne la dérivée fractionnaire en temps d’ordre α1 (resp. α2) au sens de
Caputo

(−∆)β1/2 (resp. (−∆)β2/2) sont les Laplaciens fractionnaires d’ordre β1
2 (resp. β22 )

pour cela nous utilisons :

2. Préliminaires

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions de base sur le calcul fractionnaire
qui peuvent être trouvés dans [5] [1] [4]

Définition 2.1 La dérivée fractionnaire à gauche et la dérivée à droite au sens de Riemann-
Liouville pour φ ∈ L1(0, T ) et 0 < α < 1 sont définies respectivement par :

Dα
0|tφ(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

φ(σ)

(t− σ)α
dσ,

et

Dα
t|Tφ(t) = − 1

Γ(1− α)

d

dt

∫ T

t

φ(σ)

(σ − t)α
dσ,

où Γ désigne la fonction Gamma d’Euler

Définition 2.2 La dérivée fractionnaire à gauche et la dérivée à droite au sens de Caputo
pour φ

′ ∈ L1(0, T ) et 0 < α < 1 sont définies respectivement par :

Dα0|tφ(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

φ
′
(σ)

(t− σ)α
dσ,

et

Dαt|Tφ(t) = − 1

Γ(1− α)

∫ T

t

φ
′
(σ)

(σ − t)α
dσ,

La relation entre les dérivés de Caputo et de Riemann-Liouville s’écrit comme suit :

Dα0|tu(t) = Dα
0|t[u(t)− u(0)]. (2.1)

La formule d’intégration par parties pour les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville est
donnée par : ∫ T

0
ϕ(t)(Dα

0|tu(t))(t)dt =

∫ T

0
(Dα

t|Tϕ)(t)u(t)dt (2.2)

3. Énoncé des résultats

Dans cette section, on établit des conditions nécessaires de non-existence globale de solu-
tions de problème de Cauchy (1.2)

Théorème 3.1 Soit p1, q1 ≥ 0 et p2, q1 ≥ 1. Supposons que
∫
R+×RN

f (t, x)dtdx > 0 et∫
R+×RN

g(t, x)dtdx > 0. Si

N ≤ max

{α2
p2

+ α1 −
(
1− 1

p2q1

)
α2

β2p2q′1
+ α1

β1p′2

,

α1
p1

+ α2 −
(
1− 1

p2q1

)
α1

β1p′2q1
+ α2

β2p′1

}
,

alors le problème (1.2) n’admit pas de solution globale faible.
Idée de la démonstration :

• La démonstration se fait par contradiction

• Grâce aux formules (2.1) et (2.2), et pour toutes fonctions tests ϕi ∈ C
1,2
t,x(QT ) telles que

ϕi(T, x) = 0, i = 1, 2, et après intégrations sur QT avec quelques manipulations on trouve les
formulations variationnelles suivantes :

∫
QT

u0(x)Dα1

t|Tϕ1(t, x)dtdx +

∫
QT

|u|p1|v|q1ϕ1(x, t)dtdx +

∫
QT

ϕ1(x, t)f (t, x)dtdx

=

∫
QT

uϕ1(−∆)β1/2dtdx +

∫
QT

uDα1

t|Tϕ1(t, x)dtdx, (3.1)

et ∫
QT

v0(x)Dα2

t|Tϕ2(t, x)dtdx +

∫
QT

|v|p1|u|q1ϕ2(x, t)dtdx +

∫
QT

ϕ2(x, t)g(t, x)dtdx

=

∫
QT

vϕ2(−∆)β1/2dtdx +

∫
QT

vDα2

t|Tϕ2(t, x)dtdx. (3.2)

• En utilisant des changements de variables sur les fonctions ϕi on trouve un exposant cri-
tique N?, ceci nous permet de distinguer deux cas : N = N? et N < N?.

• Finalement, on arrive à une contradiction dans chaque cas ce qui nous permet de conclure
notre résultat de non-existence.
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