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RÉSUMÉ:
Nous présentons dans ce mémoire les méthodes et théories principales de factorisation
d’une classe d’opérateurs sous linéaires p – sommants par certains espaces de Banach.
Nous avons commencé par les théorèmes principaux de Maurey de factorisations dans
le cas linéaire et après un bref rappel sur les opérateurs sous linéaires p-convexes et
q-concaves on a annoncé les conditions nécessaires et suffisantes de factorisation des
opérateurs sous-linéaires et opérateurs sous-linéaires p-sommant.
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3-DÉFINITION:
Espace de Köthe
Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré complet σ − fini, un espace de Banach L ⊂ L0 (Ω,Σ, µ)
de fonctions localement intégrables sur Ω à valeurs réelles est un espace de Köthe si :
1) Pour f ∈ L0 (Ω,Σ, µ) et g ∈ L telle que |f (ω)| ≤ |g (ω)| pp pour tout ω ∈ Ω On a f ∈ L et
‖f‖L ≤ ‖g‖L
2) Pour chaque A ∈ Σ (ie: µ(A) < +∞) la fonction caractéristique χA ∈ L.

THÉORÈME

Soient X un espace de Banach, (Ω, µ) un espace mesuré p, q et s tels que 1 ≤ p ≤ q < +∞
et s defini par 1

s = 1
p −

1
q .

Soit T : X −→ Lp (Ω, µ) un opérateur sous linéaire et continu Alors les propriétés suiv-
antes sont équivalentes:

1)– Il existe une constante positive finie C > 0 telle que pour toute suite finie (xi)1<i<n

dans X on a T est q-convexe .

2)– Il existe une fonction g ∈ B+
Ls(Ω,µ)telle que pour tout x ∈ X , on a:

(∫
Ω

∣∣∣∣T (x)

g

∣∣∣∣qdµ)
1
q

≤ C ‖X‖X

3)– Ils existent une fonction g ∈ B+
Ls(Ω,µ) et S : X −→ Lq (Ω, µ) un opérateur sous linéaire

tels que: ‖S‖ ≤ C et T = Tg ◦ S.

X
T→ Lp (Ω, µ)

S ↘ ↑ Tg

Lq (Ω, µ)

PROPOSITION

Soient X un espace de Banach , L un espace de Köthe sur un espace mesuré σ −
fini (Ω,

∑
, µ). 1 ≤ p ≤ q < +∞ et s tel que 1

s = 1
p −

1
q .

soit T : X −→ Lp (Ω, µ) un opérateur sous linéaire et continu si les deux conditions suiv-
antes sont vérifiées:

1) T est q-convexe

2) L est q-convexe et p-concave

Alors il existe une fonction h ∈ B+
Ls(Ω,µ) et R : X −→ L un opérateur sous linéaire et

continu tels que ‖R‖ ≤ C et T = Th ◦R.

X
T→ Lp (Ω, µ)

R↘ ↑ Th
L
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INTRODUCTION

Les fondements de la théorie des opérateurs p – sommants reposent sur les travaux en-
trepris par Alexandre Grothendieck dans les années 1950. En 1967 Albrecht Pietsch a
clairement isolé cette classe d’opérateurs et a établi un nombre important de leurs pro-
priétés fondamentales.
Dans ce mémoire Nous présentons les méthodes et théories principales de factorisation
de cette classe d’opérateurs sous linéaires p – sommants par certains espaces de Banach.
Notre travail est subdivisé en quatre chapitres
Le chapitre 1 : Généralités sur les espaces normes , espaces de Banach, espaces réticules,
espace de Köthe et espaces de Riesz.
Chapitre 2 : Opérateurs linaires et théorèmes fondamentaux : Opérateurs linéaires sur un
espaces normé, opérateurs linéaires continu sur un espaces normé, opérateurs réguliers
(inversibles) et opérateurs linéaires compacts.
Chapitre 3 : Opérateurs sous-linéaires et opérateurs sous-linéaires p–sommants.
Chapitre 4 : Factorisations des opérateurs et on termine par une conclusion.

1-OPÉRATEUR SOUS LINÉAIRE

Définition 1: Ensemble Réticulé
Un ensemble réticulé est un ensemble ordonné dans lequel deux éléments quelconques x
et y admettent une borne supérieure sup {x, y} et une borne inférieure inf {x, y}.
Un espace vectoriel ordonné dans lequel toute paire d’éléments a un borne supérieure est
appelé espace vectoriel réticulé.
Définition 2: Espace de Riesz
Un espace vectoriel réelX est un espace de Riesz s’il est un ensemble réticulé sur lequel la
structure d’espace vectoriel et la structure d’ordre sont compatibles c’est-à-dire satisfont
aux axiomes suivants:
1) x ≤ y =⇒ x+ z ≤ y + z quel que soit z ∈ X
2) x ≥ 0 =⇒ λ x ≥ 0 pour tout scalaire λ ≥ 0.
Définition 3: Opérateur sous linéaire
Soient X et Y deux espace vectoriels tel que Y réticulé,
Une application T : X −→ Y est un opérateur sous linéaire si :
1) ∀ x, y ∈ X, T (x+ y) ≤ T (x) + T (y)
2) ∀ λ ∈ R+ et ∀ x ∈ X T (λx) = λT (x)

2-DÉFINITION:
Opérateur sous-linéaire P–sommant
Soient X et Y deux espaces de Banach dont Y est réticulé et T ∈ SB (X,Y ) (ie T : X −→
Y opérateur sous linéaire borné). On dira que T est p-sommant pour 0 < p <∞ :
∃ C > 0 tq ∀ n ∈ N et ∀ {x1, x2, . . . . . . xn} ⊂ X( n∑

1

‖T (xi)‖p
) 1

p

≤ C sup

{( n∑
1

|< xi , ξ >|p
)1/p

, ξ ∈ BX∗

}

On note par:

πp (X,Y ) = {T verifiant la definition} et
πp (T ) = inf {C > 0 verifiant la definition}

4-DÉFINITION:
Factorisation d’un opérateur sous linéaire par un espace de Köthe
a - On dit qu’un opérateur sous linéaire T : X −→ E est factorisable à droite par un espace
de Köthe s’ils existent un espace de Köthe L, un opérateur sous-linéaire S : X −→ L et
un opérateur linéaire positif υ : L −→ E tel que T = υ ◦ S

L : espace de Köthe
X

T→ Y T : X −→ E opérateur sous linéaire
S ↘ ↑ υ S : L −→ E opérateur sous linéaire

L υ : X −→ L opérateur linéaire positif
T = υ ◦ S

Pour un tel T on pose:
ρ (T ) = inf ‖S‖ ‖υ‖ , T = υ ◦ S avec S : X −→ L et υ : L −→ E, L espace de Köthe.
b - On dit qu’un opérateur sous linéaire T : X −→ E est factorisable à gauche par un
espace de Köthe si ils existent un espace de Köthe L, un opérateur linéaire ω : X −→ L
-et un opérateur sous linéaire R : L −→ E tel que T = R ◦ ω

L : espace de Köthe
X

T→ Y T : X −→ E opérateur sous linéaire
ω ↘ ↑ R R : L −→ E opérateur sous linéaire

L ω : X −→ L opérateur linéaire positif
T = R ◦ S

Pour un tel T on pose :
ρ (T ) = inf ‖R‖ ‖ω‖ , T = υ ◦ S avec ω : X −→ L et r : L −→ E, L espace de Köthe.

THÉORÈME DE PIETSCH

Soit T : X −→ Y un opérateur sous-linéaire p-sommants avec 1 ≤ p < ∞ Alors il existe
une probabilité de Radon λ sur (BX∗ , σ (X∗, X)) telle que:

∀ x ∈ X ‖T (x)‖ ≤ πp (T )

(∫
BX∗

|< x, ξ >|p dλ (ξ)

) 1
p

Inversement s’il existe une une probabilité de Radon λ sur(BX∗ , σ (X∗, X)) et C > 0
vérifiant la relation sus citée Alors : L’opérateur T est p-sommant et πp (T ) < C.

THÉORÈME

Soit L un espace de Köthe sur un espace mesuré σ − fini (Ω,
∑
µ)

Théorème de factorisation de Reisner
Soient 1 ≤ p ≤ q < ∞ et s défini par 1

s = 1
p −

1
q L est p-convexe et q-concave si et

seulement si, il existe k > 0 tel que pour tout g ∈ Ls (µ)
l’opérateur de multiplication Tg (ie: Tg (f) = gf admet une factorisation comme
composition de deux opérateurs de multiplication Th1 Th2 de la forme:

Lq (µ)
Tg→ Lp (µ)

Th1 ↘ ↑ Th2

L

Avec ‖Th1‖ ‖Th2‖ ≤ k. En plus si Ccavp (L) et Cvexp (L) sont donnés on peut choisir K =
(1 + ε) Ccavp (L) Cvexp tel que ε > 0 arbitrairement petit.Si d’autre part K est donné alors
Ccavp (L)Cvexp < k2.


