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Notations

- E : Champ électrique (Volt/m)

- D : Induction électrique (Coulomb/m?)
- H : Champ magnétique (Ampre/m)

- B : Induction magnétique (Webber /m?)
- J : Densité de courant de conduction (Ampére/m?)
- Jy : Densité de courant de déplacement
- p. : Densité de Charge (kg/m?)

- 0 : Conductivité électrique (Siemens/m)
- 1 : Perméabilité magnétique (Henry/m)
- € : Permittivité électrique (Faraday/m)
- e : force électromotrice d’induction

- po : la masse linéique (kg-m™)

- F : tension mécanique (kg -m - s72)

- L : longueur d’onde (m)

- T : la période

- p :la pression

- ¢ : la vitesse

- div : Opérateur divergence V = (Vi,...,V,) une fonction de R™ dansR" div V' est

: ovy oV,
de(az)—a—xl%—---—l-axn

—
- Rot(.) : L’opérateur Rotationnel



Introduction

La propagation d’ondes de toutes natures est I'un des phénoménes physiques les plus
simples et les plus usuels auxquels nous sommes confrontés. Depuis la vie courante (sons,
vibrations, vagues, télécommunications, radar) jusqu’a I’échelle de I'univers (ondes élec-
tromagnétiques, de gravité) et a celle de 'atome (émission spontanée ou stimulée, inter-
férences entre particules).

Les formules mathématiques de phénomeéne ondulatoire ont été élaborées au cours de
la période s’étalant entre le XVIle siécle et le milieu du XVIIle siécle. La découverte des
propriétés quantiques de la matiére et du rayonnement au XXe siécle ont abouti a de
nouveaux développements.

Les premiéres études ont porté sur les ondes sonores et la corde élastique. C’est au
17éme siécle que, pour la premiére fois, Descartes et Galilée ont associé la hauteur d’un
son a la fréquence d’oscillation dans le milieu traversé et relié cette fréquence a celle de la
corde a I’origine du son. Les harmoniques et les points stationnaires ont été découverts a la
suite. Le modéle développé par Newton au début du XVIle siécle pour la propagation du
son dans l'air a permis d’établir une expression pour la vitesse du son. Au siécle suivant,
on découvre que le son est souvent constitué de plusieurs harmoniques, mais on ne congoit
pas encore que l'oscillation d’une corde puisse se faire simultanément suivant un mode
fondamental et plusieurs harmoniques.

Au début du Xllle, les recherches sur le probléme des cordes vibrantes n’ont pas
encore 'ambition qu’elles vont atteindre avec la premiére intervention de D’Alembert dans
lannée 1747. Avant 1713, les recherches concernent essentiellement le calcul du temps de
vibration d’une corde tendue fixe en ses deux extrémités. Cette année-la, Brook Taylor

tente le premier de déterminer a l'aide de fonctions la courbe que forme une telle corde
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au cours de ses oscillations. Il fait appel au calcul différentiel, mais n’utilise alors que
des fonctions d’une seule variable. Dans leurs travaux qui suivront, Jean Bernoulli et
Euler s’approcheront, sans toutefois y parvenir, de ’équation aux dérivées partielles que
D’Alembert établit et résout dans ses recherches de HAB année 1747. Rappelons que,
dans cette période, plusieurs questions non sans lien avec les cordes vibrantes suscitent
un intérét certain chez les scientifiques. On peut citer notamment le probléme de la courbe
¢élastique, celui des lames vibrantes, celui d’'une corde chargée de poids sus-pendue par une
des extrémités, D’Alembert lui-méme s’intéresse d’ailleurs a cette derniére question dans
le Probléeme V de son Traité de Dynamique publié en 1743, avant ses premiers mémoires
sur les cordes vibrantes [6].

Le principe de superposition et de la coexistence des petites oscillations a été énoncé
par Bernoulli en 1748. Euler, un peu plus tard (1753) a prouvé le principe de superposition
des ondes en montrant qu’il résulte de la linéarité de I’équation d’onde.

Prévue théoriquement des 1'établissement des équations de Maxwell en 1876, la pro-
pagation des ondes électromagnétiques n’a été étudiée expérimentalement qu’en 1888 par
H.Hertz [4].

Nous posons maintenant des problémes dans ce mémoire :

Problémes des ondes dans différents milieux (électromagnétique en espace libre, acoustique
dans fluide, élastique dans solide).

Nous avons mis quelques hypothéses pour les problémes :

Le probleme, est-il admissible & I’étude ou non ?

Comment trouver la modélisation ?

Quel est le phénomeéne physique & partir duquel la modélisation mathématique a été ex-
traite ?

Ce mémoire se compose de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous avons présenté les différents types d’ondes et leurs équations
avec une description de I’équation générale de la propagation pour touts les problémes.
(des ondes acoustique, élastique et électromagnétique)

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté le cas général pour la propagation des
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ondes élastiques dans les milieux isotropes, ensuite présente ’équation de d’Alembert,
équation classique qui régit les phénomeénes de propagation sans dispersion ni absorption.
L’exemple choisi seront d’onde mécanique est un vibration d’une corde vibrante, ensuite
on trouve le solution général de cette probléme, expose la méthode des différences finies
pour la modélisation de la propagation d'une onde, nous appliquons cette méthode en
deux dimensions (2D), ensuite nous présentons la condition numérique du schéma, ainsi
que l'algorithme principal de la méthode.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons quelques rappels sur les ondes électromagné-
tiques et ses propriétés, nous rappellerons ensuite les équations de Maxwell et trouver la
solution générale de cette équation, expose la méthode des différences finies pour la mo-
délisation de la propagation d’une onde électromagnétique dans le vide, nous appliquons
cette méthode en deux dimensions (2D), ensuite nous présentons la condition numérique
du schéma, ainsi que 'algorithme principal de la base de Maxwell.

Dans le quatrieme chapitre, nous présentons quelques rappels sur les ondes acoustiques
et ses propriétés, nous rappellerons ensuite les équations de base des ondes acoustique
(’équation de conservation de la masse, I’équation de conservation de la quantité de mou-
vement et relation thermodynamique), ensuite trouver la solution générale de cette équa-
tion, nous utilisons la méthode des différences finies pour la modélisation de la propagation
d’une onde acoustique dans un fluide, ensuite nous présentons la condition numérique du
schéma, ainsi que ’algorithme principal de la méthode.

Ce mémoire se termine par une conclusion.



1 Généralités

Le phénoméne de propagation d’ondes est un phénomeéne trés général. Son importance
pratique est considérable, car il est a la base de nombreux cas de transmission d’informa-
tions (propagation du son, de la lumiére, d’ondes radios, ...)

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques caractéristiques d’'un phénoméne ondulatoire

et trouver la description de quelques types des ondes.

1.1 Caractéristiques d’un phénoméne ondulatoire

Une onde correspond a un flux d’énergie. On y observe éventuellement un mouvement,
cela se traduit par un déplacement d’impulsion ou de signal, mais pas de matiere. Pour la
décrire, il faut donner des informations sur la quantité d’énergie ainsi que son évolution

spatiale et temporelle.

e L’énergie : Une onde étant un transport d’énergie, il convient d’identifier la source
de cette énergie. La source transforme de I’énergie d’une forme particuliére (méca-
nique, électrique, atomique, moléculaire, ...) en une vibration qui se déplace dans le
milieu environnant. Une premiére caractéristique est 1'énergie émise par la source
(joules), ou si le phénoméne dure, I’énergie fournie par unité de temps, c-a-d la

puissance (watts).

e La célérité : La caractéristique suivante a considérer, est la vitesse a laquelle
I’énergie va se déplacer dans le milieu, on parle aussi de célérité de I'onde. Cette
vitesse dépend de la nature de la vibration dans le milieu et peut dépendre de la

fréquence de la vibration créée.



CHAPITRE 1. GENERALITES

e La dimension : L’énergie émise, en se déplagant peut rester confinée autour d'un
seul axe, c’est le cas pour une perturbation sur une corde tendue ou un signal
¢électrique dans un cable. L’onde est dite a une dimension. Une seule coordonnée
spatiale suffit a la décrire. Si I’énergie ou la perturbation se répand sur une surface,
on a une onde a 2 dimensions (les vagues sur un plan d’eau). Dans le cas général,
I'onde est tridimensionnelle, c¢’est le cas pour le son dans un espace libre ou la

lumiére.

1.2 Types d’ondes

Une onde correspond a un déplacement d’énergie qui se manifeste par des oscillations cor-
rélées entre elles, dans I'espace traversé. Une premiére classification permet de distinguer

des ondes mécaniques et des ondes électromagnétiques.

e Les ondes mécaniques : sont celles pour lesquelles I’énergie se manifeste dans les
mouvements de matiére (énergie cinétique liée a la vitesse du mouvement et énergie
potentielle liée aux déformations subies par le milieu matériel). C’est le cas des ondes

sur une corde élastique, ou dans un milieu étendu, dans un solide ou un fluide.

e Les ondes électromagnétiques : se manifestent sous la forme de variations des
champs (électriques et magnétiques) générés par des charges électriques en mouve-
ment. La propagation des signaux électriques dans les circuits et les cables est un

cas particulier d’ondes électromagnétiques qu’on qualifiera d’ondes électriques.

1.3 Description des ondes

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de Stokes).[7] Soit S C R3 un esurface et C' - une courbe,
qui est son bord. Alors pour tout champs de vecteurs F de classe C' : F(x,y,2) =
(P(z,y,2),Q(z,y,2)) on ale théoreme de Stokes (appelle aussi le théoreme du rotationnel)

qui relie Uintegrale de surface sur lintégrale curviligne

]{CFdl://S(V/\F)-dS



CHAPITRE 1. GENERALITES

Ou
i j k
OR 0Q OP ORY. oQ OP
- |2 9 2 X z =z
VAE= ‘?_i,” ‘Zi/ % (3y 32) +(8z 89&)J+(ax 3y>k

Théoréme 1.3.2 (Gauss-Ostrogradski). Soit G un domaine de R® borné par une surface

fermée S. Soit
F(z,y,2) = (P(z,y,2),Q(z,y, 2), R(z,y,2))

un champs de vecteurs de classe C'. La formule d’Ostrogradski-Gauss (aussi appelé la

formule de divergence) donne un lien entre l'intégrale triple sur D et l’intégrale de surface

oP 8@ OR
// -dS = ///VFdV ou V - F_ax ay 5

Théoréme 1.3.3 (Green — Ostrogradski). [7] Soit V un volume dans R?® et S sa surface,

sur S :

si A est un champ vectoriel a dérivées continues en tout point de V alors :

///Vdivfde://SfT-dg

Ce qui revient a dire que la divergence d’un champ de vecteurs A est égale au flux extérieur

de ce champ de vecteurs.

Théoréme 1.3.4 (Théoreme du transport de Reynolds). [1] soit V (t) un volume matériel

et G(z,t) une fonction scalaire, vectorielle ou tensorielle quelconque. Alors

d D
— GdV:/ (—G—l—GV v) av

1.3.1 Description des lois fondamentales de I’électromagnétisme

On pose la notation pour faciliter :
E : Champ électrique

D : Induction électrique

H : Champ magnétique
B

: Induction magnétique
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J : Densité de courant de conduction
Jy : Densité de courant de déplacement
pe : Densité de Charge électrique

On ajoute les lois constitutives du milieu :

J=0oF_
— 0D
Jg = —
S
D=cFE
B=uH
Tels que :

o : Conductivité électrique
1 : Perméabilité magnétique

¢ : Permittivité électrique
Loi de faraday

La loi de faraday s’énonce ainsi : un circuit fermé c¢ traversé par un flux magnétique ¢
variable est le siége d'une force électromotrice d’induction [4, 7] :

_9
dt

e= avec e : force électromotrice (1.1)

La variation du flux a travers le circuit peut également étre produit par un circuit fixe
avec un champ magnétique variable dans le temps
La force électromotrice d’induction peut étre définie comme la circulation sur le circuit

fermé ¢ d’un champ électrique E:
e= 7{ E.dl (1.2)

Reprenons la loi de faraday :

_, do
Bodl = -2 1.3
# i (1.3
On peut écrire, on utilisant le théoréme de stokes :

fﬁﬁ:/ﬁ%ﬁ-% (1.4)
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Nous utilisons la loi de flux magnétiques :

qﬁ:/sB-dS

B} d
/T_JtE-

-~ [ B.ds (1.5)
s étant une surface quelconque s’appuyant sur le circuit ¢ , si le circuit est fixe, B induction

Donc :

oyl

Cdt ),

magnétique, il vient

S — OB —»
/Fo?ﬂds: 92 (1.6)
s s Ot
Finalement on peut écrire :
— = 0B
th = —— 1.7
ro oy (1.7)

Loi d’Ampére

Considérons dans le vide, une courbe fermée orientée c et une surface s’appuyant sur cette
courbe. L’orientation de la courbe ¢ définit, conformément a la régle d’orientation positive
de I'espace, une normale positive en tout point de la surface s. la circulation du vecteur
induction magnétique divisée par pg est égale au courant I traversant algébriquement la

surface s [8] :

B
Bdi=1 (1.8)
c Mo

Remarque 1.3.5 Le courant I, qui traverse la surface s’appuyant sur le contour fermé,

peut étre la résultante de plusieurs courants indépendants
Dans ce cas, I sera pris égal a leur somme algébrique. On a :

[= / T ds (1.9)
D’aprés (1.8), alors :

B .
f--ﬁ:/J-% (1.10)
c Mo s

D’apres le théoréme de stocks :

B B
—-d7:/r_o%—-£ (1.11)
¢ Mo s Ho
9
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Avec : .
- B
H=—" (1.12)
Ho
Donc :
o= S =
/E%H-ds:/J ds (1.13)
on obtient :
rotl = J (1.14)
Deuxiéme loi du courant :
d
]——d—f avec o= v,oc dv
On trouve :
d e d .
s _AUype-dv) [ Ope,
dt , Ot
D’apres (1.9), alors :
- 0pe
J-ds=— d
/s T o
d’apres le théoreme de Gauss-Ostrogradski :
Lo 9p.
V- J)dv = d
T [
Dans le cas général, on a :
- o 0pe
V-J=- 1.15
5 (1.15)
On suppose :
__)

On applique l'opérateur de V :

=

comme V('Fo_%ﬁ) =0

D’apres (1.15), alors :




CHAPITRE 1. GENERALITES

On a:
div D = p. (1.16)
Donc : . - ~
- - OVD - oD . 9D -
G =V OV == =i

Par la supposition :

A G=J;,=—
vec d 8t

Alors on trouve [7] :

Avec :
J : Densité de courant de conduction

Jy @ Densité de courant de déplacement

Théoréme de conservation de flux

Soit une surface fermée s, prise dans une région ou régne un champ magnétique B , le

flux magnétique a travers cette surface est nul [7] :

]{E-Js:o (1.17)

Soit un volume v limité par la surface fermé s, d’aprés le théoreme de Green-Ostrogradski

j[é-%:/dwé-dv:o (1.18)

v

Finalement, la conservation du flux se traduit donc par 1’équation :
divB =0 (1.19)
Théoréme de gauss

Soit une surface s fermée, enveloppant un certain volume, orientée vers l’extérieur

Le flux électrique sortant a travers cette surface, un flux du vecteur champ électrique que

11



CHAPITRE 1. GENERALITES

multiplie la permittivité, est égale a la charge totale contenue a I'intérieur de cette surface

fg(]E_' : % = Qint

(1.20)

Remarque 1.3.6 La charge Qi est la somme de toutes les charges ponctuelles ou conti-

nues situ€ a lintérieur de la surface, c’est-a-dire dans le volume délimité par la surface

fermée.

Si les charges sont réparties uniformément selon une densité p. le théoréme de Gauss

devient [7] :

- 1
%E-%z—/pc~dv
S € v

D’apres le théoréme d’Ostrogradski-gauss, on a :

fﬁ-%z/divﬁ-dv
= 1
/dwE-dv—g/pc'dv

Donc :

Alors on trouve :

divE = ¢
£
Donc, le systéme de Maxwell est :
(o OB
rotk = 5 ( Loi de faraday )
- 0D -
rot H = v +J ( Loi d’Ampére )
divB = (Théoréme de la conservation)
divE = (Théoréme de Gauss)
\ €

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

Nous utilisons ce systéme (1.25) dans le troisiéme chapitre pour modéliser des ondes

électromagnétiques.

12
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1.3.2 Description la corde vibrante

La corde tendue AB de longueur L forme, comme la figure (1.1). On choisit un systéme de
coordonnées cartésiennes ou la corde au repos coincide avec le segment [0, L] de axe Oz .
Le point matériel M, situé en x lorsque la corde est au repos, se déplace en M’ & 'instant.
L’onde est décrite par la fonction vectorielle §(z,t) (le signal) qui donne le déplacement

MM’ de chaque point & chaque instant [5].

corde au repos

FIGURE 1.1 — La corde vibrante

1.3.3 Description des ondes acoustique

Le comportement d’'un fluide en mouvement est décrit par un ensemble de 3 variables :
un champ de vecteur vitesse, un champ de pression et un champ de masse volumique.

Dans un espace a 3 dimensions, le vecteur vitesse a trois composantes.

Conservation de la masse

La premiére équation liant ¥ & p s’obtient en considérant un volume V' délimité par une
surface S fermée immobile. On écrit simplement que la variation de la masse contenue

dans V' est égale au flux massique vers l'intérieur du volume & travers S . Cela s’écrit [1] :

% (///V pdv) - —/jépﬁﬁdS (1.26)

13
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On 77 est un vecteur normal a la surface orienté vers I'extérieur de V. Le signe — provient
du fait qu’un flux sortant provoque une diminution de la masse.

En utilisant le théoréme de Gauss, I'Eq (1.26). On peut se réécrire

%(///Vpdv) :_///Vﬁ(pﬁ)dv (1.27)

0v, n % n ov,
or 0Oy 0z

Comme l’équation (1.27) est vérifiée quel que soit le volume V| les deux intégrales sont

avec V - U =

partout égaux et l'on a :

ap = S
—_V- 1.2

C’est ce que 'on appelle ’équation de conservation de la masse.

I’équation de conservation de la quantité de mouvement

La seconde équation, qui lie p, v et p provient de ’application de la relation fondamentale
de la dynamique. On considére un volume V' délimite par une surface .S fermée se déplacant
avec le fluide (c’est-a-dire tel que les molécules contenues dans V' a I'instant ¢ sont celles

qui occupaient V' a un instant ¢ précédent). La relation fondamentale de la dynamique

B ) o

O le terme —pri est la force exercée par la pression extérieure par unité de surface, f est

permet d’écrire.

une densité volumique de force et D/Dt désigne le dérivé particulaire.

On fait appel au théoréme de transport de Reynolds.

> ) v ) = [[[ o Bhav (130)

V() est un volume se déplacant avec le fluide, () est une quantité quelconque.

La dérivée particulaire s’obtient simplement par la régle de dérivation chainée :

DQ  0Q S
Do Ve
Avec
L0909 0Q
(V-U)Q—vxam—i-vyayjtvzaz

14



CHAPITRE 1. GENERALITES

Si on applique ce théoréme a I’équation (1.29), on obtient :

///V (pg—? +p(V .17)0) dV = —/]ipﬁds (1.31)

Le second membre peut étre réécrit par 'utilisation du théoréme de Gauss (en projetant

I'Eq. (1.31) sur les trois coordonnées)

///V(P%’ﬂLP(ﬁ-U)v)dV:—//VﬁpdV (1.32)

Comme I'Eq. (1.32) est vérifié quel que soit le volume V) les deux intégrales sont partout

égaux et l'on a :

p% +p(V - 0)7 = —Vp

Cette équation est un d’équation d’Euler.
équation de comportement du fluide

Ecrire que le comportement du fluide est régi par une loi générale liant la pression a la
densiteé [1] :
P=f(p)

15



2 Modélisation et résolution des ondes
élastiques

Le premier probléme physique pour lequel nous allons rencontrer 1’équation d’onde est
celui des vibrations transverses d'une corde. Il s’agit de ’exemple le plus simple & décrire
afin d’illustrer la physique des ondes.

Dans ce chapitre, nous verrons que dans I’hypothése de petites perturbations, le prin-
cipe fondamental de la dynamique pour le déplacement transverse d’un élément de la

corde est régi par I’équation d’onde.

2.1 L’équation d’ondes

L’équation d’ondes est une équation aux dérivées partielles hyperbolique, elle fut étudiée

la premiére moitie de XV I1I¢ siécle par d’Alembert? :

Pu 0%

o2 = ox2
2.1.1 Propagation des ondes élastiques

Considérons une membrane élastique de surface €2, plane au repos et fixée sur son bord.
Lors de petites vibrations transversales, le déplacement normal au plan d’équilibre en tout

point = de €2 et a chaque instant ¢ est une fonction u(x,t) qui vérifié I’équation :
0%u
ot?

c désigne la vitesse des ondes

=cAu VreQ vtelo,T)

La détermination de la solution nécessite de fixer deux conditions initiales en temps

Id’Alembert est un philosophe, écrivain et mathématicien, un des hommes les plus illustres du XV IIT¢
siécle
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CHAPITRE 2. MODELISATION ET RESOLUTION DES ONDES ELASTIQUES

La valeur du déplacement transversal u et de sa dérivée partielle en temps, au temps O :

u(z,0) = ug(x)
ou

§|t=o = u1(x)
On considére un petit bout de corde, d'une longueur infinitésimale Az, qui peut se déplacer
seulement dans la direction verticale, la corde étant bien tendue. La corde est parfaitement
flexible les deux tensions, tirant a chaque extrémité de notre élément de longueur Ax, ne
seront donc pas nécessairement paralléles. La fonction u(x,t) décrit la position verticale

de la corde en fonction de la coordonnée x et du temps ¢ .

Y

FIGURE 2.1 — Etablissement de 1’équation d’onde.

Faisons la somme de forces verticales qui agissent sur I’élément de longueur de la corde.

ZFZ' = ma;

Avec :
m : La messe

a; : L’Accélération
0*u
ot?

La masse de 1’élément de longueur Ax est donnée par pgAx et son accélération est la

Fysinfy — Fysinfy = pgAzx (2.1)

dérivée seconde de sa position en y par rapport au temps. En appliquant la méme loi aux

mouvements de 1’élément selon x, on peut trouver le lien entre FetFs5.

ZFm:()

17



CHAPITRE 2. MODELISATION ET RESOLUTION DES ONDES ELASTIQUES

Donc

FicosO; = Fycosty = F

Ou F et la tension dans la corde. En remplacant F} par F/ cosf; et F» par F'/ cosf, dans

I’équation en (2.1), on obtient :

0?u
F (tanf, — tan ) = poAxW

Si 'on se souvient maintenant que @ représente la pente de la fonction (la ponte de la
. Ou . .
corde) et I'expression — représente elle aussi la pente, on peut écrire :

ox
. {<z—z>2— <z—z>1} o

= Mo

u
Maintenant, si on remplace la dérivée partielle Iz par une fonction f(x) et que 'on pousse
x

a la limite quand Az tend vers zéro, alors la fraction entre les accolades deviendra :

i, { 5= 521}

Ax

Ce qui, par définition, nous donne la dérivée de f(z), donc la dérivée seconde de u par

rapport a x :
Pu  u N O’u  F 0%u
az2 ~ Mo otz py0x?
Donc I'équation des ondes est :

Pu 0% )

— = — avec ¢ = —
ot? Ox? £o

F

Ou :
po : masse linéique

F' : tension mécanique

2.1.2 Reésolution de I’équation d’onde

Résolution de I’équation d’onde par séparation des variables :

On pose I'équation de la corde vibrante :
Pu  10%
0 Eor (2.2)

18



CHAPITRE 2. MODELISATION ET RESOLUTION DES ONDES ELASTIQUES

Avec les conditions aux limites :

u(0,t) =0 Wt
u(l,t) =0 Vt
Et la condition initiale :
u(,0) = f(z)
ou(z,t)

ot li=0 = g(z)
1. Fonction a variables séparées :
Nous posons la solution comme étant le produit de deux fonctions & variables sépa-
rées :

u(z,t) = v(x).w(t)

Ce qui donne les dérivées partielles suivantes :

Pu 0%
o2~ g ) = v

2.3
0%u d*w 23

:'U.wtt

ae — ') g
On remplace 'équation (2.3) dans I'équation (2.2)

9%u 1 o*u 1 Ve 1wy
92 o e T @t T T ey

Comme il s’agit de deux variables x et ¢ qui sont indépendantes, les expressions dans

chaque membre de droite et de gauche ne peuvent étre en tous temps égaux que si

elles sont égales a un constant arbitraire £ :

Vze 1 Wy

=k

v 2w

Ce qui nous ameéne a deux équations séparées.
Vgw — kv =10
wy — kv =0

Cela nous raméne a la résolution de deux équations différentielles ordinaires du

second ordre.
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CHAPITRE 2. MODELISATION ET RESOLUTION DES ONDES ELASTIQUES

2. Satisfaire les conditions aux limites :
L’équation en v(x) :

Vgw — kv =10

La solution sous forme :

v(z) =cx+co, sik=0 (2.3.1)
v(x) = cretVE 4 e VR sk >0 (2.3.2)
v(z) = Acos Vkx + BsinvVkz,sik < 0 (2.3.3)

Or l'introduction des conditions aux limites pour x :

u(0,t) = v(0)w(t) =0,V v(0)=0
=
u(l,t) = v(Dw(t) =0,Vt v(l)=0

Nous démontrons que les deux premiéres forme ne peuvent exister, parce que :

U(O):Cl‘O+CQZ>COIO o B
puis v(l) = el + o= 0= ¢1-1 =0 =c¢=c=0=v(r)=0Vz
On remplacer, les conditions aux limites dans une équation (2.3.2), on trouve :

0(0) = c1etVEO 4 e VRO =0 = ¢ + ¢, = 0

=a=06=0= =0V
puis v(l) = cretVRL _ oo VR — 0 = ¢ = 0 } c1 = Co v(x) x

Remplacé les conditions aux limites dans une équation (2.3.3), on trouve :
v(0) = Acos VE.O+ BsinvVk0=0= A=0

v(l) = 0.cos Vk.l+ BsinVk.l=0= B=0ou sinVk.l=0

Maintenant nous calculons dans le cas B # 0 :

sin VL= 0= Vk = nm — k:?

Dong, la forme de solution de v(z) est :

vp(z) = sin?m, n=123,...
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CHAPITRE 2. MODELISATION ET RESOLUTION DES ONDES ELASTIQUES

3. Solution de temps :
L’équation en w(t) :

wy — Ckw =0

Par un raisonnement semblable que pour x, on aurait trois possibilités :

w(t) = cit + g, si k=0

w(t) = ceVER L eemVERE gi Pk > 0

w(t) = AcosVc2k.t + Bsin Vck.t, si ¢k <0

Or, seule la troisieme forme solution est a retenir puisqu’on avait déja restreint :

= () =2 () <

Et qu’en conséquence, nous avons également :

2
Ak = —c (kTW) <0

Puisque c la constante physique de propagation, ne peut étre imaginaire. En consé-

quence, nous avons également ensemble de solutions pour w(t) :

w(t) ZAnCOSmTﬂtJansianﬂt, n=123,...

On en déduit qu’il y a ’ensemble de solutions dans la forme générale :

Un(z,t) = v, (x)w,(t) = sin ?:L’ . <An cos ?t + B, sin ?t) , n=1,23...

Avec
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CHAPITRE 2. MODELISATION ET RESOLUTION DES ONDES ELASTIQUES

Interpretation

\

g
C

Pour chaque z fixé le mode sin 2% (A cos "%t + B, sin “7* ) est juste un temps
constant cos *7*t plus un temps constant sin “*¢, Lorsque t augmente d’une seconde,
’I'LCTF nc

largument “*¢ des deux cos "¢ et sin **t augmente de **, lequel est 37 cycles

(c’est-a-dire périodes). Donc, le fondamental oscille & 55 le premier harmonique

2

oscille a 25 la deuxiéme harmonique oscille & 35> etc. Si la chaine a une densité p ,

tension F' et ¢ = ,/l
PO

. Solution compléte de I’équation d’onde :
On pose :

un (2, 1) = vy (z)wy(t) = <An cos ?t + B, sin ?t) sin nl—ﬂx, n=123,...

La solution générale sera donc une combinaison linéaire de toutes les formes solu-
tions :

Zunxt :Z<A Cos—t+B smm;mt> sin?m

n=1

. Introduire les conditions initiales :

Par introduction de la 1 condition initiale u(z,0) = f(z).

u(z,0) = Z (An cos #0 + By, sin #0) sin ?m

n=1
Aprés calculer :

Sll’l —I

Mg

n=1
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CHAPITRE 2. MODELISATION ET RESOLUTION DES ONDES ELASTIQUES

Nous permettons de calculer les coefficients A,, selon les formules connues d’Euler

pour les fonctions périodiques p = 21 :

1 +l ) l
A, = 7 f(z)sin nTﬂ-:BdZB = 7/ f(x)sin nTﬂxda:
I 0

- : .
Avec f(r)sin “Fz une fonction paire.

. Ou(z,t
Par introduction de la 2 °™° condition initiale ugfg >|t:0 =g(x) :

ou(x, t)| i Apent T, o Bpcenm enm L o CT |
0= — sin COs sin —x | =
N e l l l l T

= g(v)

Donc

>, /Byent\ . nrw
g(x)zZ( l )sme

n=1

Il s’agit, une fois encore, de calculer les coefficients B,, selon les formules d’Euler

pour des fonctions périodiques p = 2[ :

Bn 1 +1
;mr = 7/ g(x)sin nl—ﬂazda:
-1

2 t nmw

!
2
= 7/0 g(x)sin ?dem = B, = o ), g(x)sin dem

Avec g(x) une fonction impaire.

Donc la solution générale est :

ug(x,t) = Z (7/0 f(z)sin ?mdw - cOoS #t
n=1

n ! (2) si nTo cmr) . N7
— x)sin —zxdz - sin — ) sin —x
enT Jo g l l l

Résolution de I’équation d’onde par la méthode de caractéristique :

On pose 'équation de onde pour u(x,t) :

,0%u  9%u
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CHAPITRE 2. MODELISATION ET RESOLUTION DES ONDES ELASTIQUES

On considére le probléme de Cauchy en domaine ouvert avec les conditions initiales :

En utilise le changement de variables £ = x + ct et n = x — ct.
L’équation d’onde se transforme en :

0*u B
ocom

0

En effet :
Ju _ Oudf  Oudn _. <8u 8u)

o oo aqor \ag oy

S oy (o o
Pu 9§ dn) 9 N 9§ on) on

Cc

o o€ ot on ot
(2.5)
, [(0%u Pu  u
=c — 2 +
og2 9gon o
u_0udE oudn 0w ou
oxr  0£0x  Ondx 0 On
ou Ou ou  Ou
a%:aﬁ%+%)g+a&%+%>@
ox? o0& ox an ox (2.6)

B 0%u 4o 0%u N 0%u
082 Tocon  on?

On remplace (2.5) et (2.6) dans (2.4), on trouve :

202 0*u 0*u

685877:0:>3§87]:O

24



CHAPITRE 2. MODELISATION ET RESOLUTION DES ONDES ELASTIQUES

0 (0ou
8_£<0_77):0

ouw
a—n—G(”)

En intégrant maintenant par rapport a n avec £ fixe, on obtient :

D’une autre maniére :

On a:

u(z,t) = G(n) + F(£)

u(z,t) = G(x — ct) + F(z + ct)
Calculer maintenant :

ou  Oudg 8u@

7> - — F/ - !
o oo tagar OG0
) ou . .
En ¢t = 0, en soit que u(x,0) = f(z) et %(m,O) = g(x), on l'exprime en fonction des

résultats précédents

F(z) + G(z) = f(z)
F'(z) — G (z) = —@

On résoudre pour G’ et F' comme suite :

Et

En intégrant, on trouve :

G(x):%f(x)%—%c/:g(x’)dx'jLC
Et
F() = 35(@) — - / g (&) ds' - C



CHAPITRE 2. MODELISATION ET RESOLUTION DES ONDES ELASTIQUES

On a donc :

u(z,t) = G(x — ct) — F(x — ct)

e ferd) L [

g (z) da’

(flx —ct)+ f(x +ct)) 1 [+
2 " 2_C/a;—ct

2.2 Modélisation des ondes élastique par la méthode

des différences finies et simulation sous le programme
Matlab

2.2.1 Principe de la méthode des différences finies

La méthode des différences finies consiste a approximer les dérivées des équations de la
physique au moyen des développements de Taylor et se déduit directement de la définition
de la dérivée.

Soit u(z,y,t) une fonction de 'espace et du temps. Par définition de la dérivée, on a :

ou . u(x + Az, y,t) —u(x,y,t)
— = lim
oxr  Az—0 Ax

Si Az est petit, un développement de Taylor de u(z 4+ Az, y, z) au voisinage de = donne :

A 2 22
w(e + Az, y,t) = ulwy 1) + Ar2 ey t) + 2T 0y )t
A Py ox 2 Oz
T%($7y,t)+ ......

Remarque 2.2.1 La puissance de Ax avec laquelle 'erreur de troncature tend vers zéro

est appelée ordre de la méthode

2.2.2 Schéma centré pour I’équation des ondes :

Considérer 1’équation d’onde avec la région libre de la source f :

Pu ,0%u 0%
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L’approximation des dérivées partielles de u par la différence finie centrée est donnée par :

() S

x> ), AmQ
D*u" Ui = 2u
— == I+ O (Ay?

(8?;2 )J Ay (Ay?) (2.8)
92y ultt — 2ul + ul;

= + O (At?
(%), s )
On remplacer (2.8) sur (2.7), on obtient :
n+1 n—1 n n+1 n—1
ugg ' —2u ( )+u( ) _ C2uz(+)1] ~ QU( )+U§ )1,3 _i_CQuz(,jil) - QU( )+UEJ 1) +f(n)
At2 A:z:z Agﬂ !

On pose Az = Ay :

2
(nt1) _ o () (n—1) At (n) (n) (n) (n 2 ¢(n)
U; j 2ui,j — Uy + {CE} < Z+1]+u 1,5 _4uia( )+u”+1+u” 1>+Atf

2.2.3 Conditions aux limites des ondes :

Les équations précédentes ne sont pas suffisantes pour décrire complétement la propaga-

tion de l'onde, il faut les compléter de conditions initiales, ainsi que des conditions au

bord.
w(0,y,t) =0 et w(Llz,y,t)=0
u(z,0,t) =0 et wu(x,Ly,t)=0

Pour I'absorption a travers, la frontiére, les conditions aux limites d’absorption est :

| O Ou| — e u
Oxlz=0 = Otlz=0 Oxlz=L, Ot lo=L,
u| . 0u du — o u
oy y=0 ot ly=0 oy Y=L ot y=L,

Qui peut étre discrétisé.

(i) _ ), CFL—1 |:u(n‘+1 B (n):|

U1 CFL+ 1 LJ
(nt1) _ (n) CFL—-17T (ni1 (n)
unz,j — unz—l,j CFL +1 unz—l,j - U’nz,j

LD ) CFL—1 [u('n—i-l (n):|
11 1,2 CFL+ 1 U; 1
n n CFL—-171 n
LD, ) + [u( +1 ()}

imyg  — Win,—1 OFL + 1 Y17 Yiny
Avec
CFL =c. ﬁ
dx
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2.2.4 Résultat sur Matlab :

Dans cette partie, nous représentons les résultats numériques dans le programme MAT-
LAB, et nous avons également créé un code pour I'onde élastique.

Temps d’exécution du programme : 0.10 s

FIGURE 2.2 — La forme d’ondes & 'instant t=0.10 s

Temps d’exécution du programme : 0.21 s

FIGURE 2.3 — La forme d’ondes & 'instant t=0.21 s

Temps d’exécution du programme : 2.1 s

FIGURE 2.4 — La forme d’ondes & 'instant t=2.1 s
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3 Modélisation et résolution des ondes
électromagnétiques

Les ondes électromagnétiques regroupent un large spectre de phénoménes physiques et
d’applications : les ondes radio, la lumiére visible, les rayons X, etc. Toutes ces ondes sont
décrites par le méme formalisme : la propagation conjointe d’'un champ électrique et d’un
champ magnétique. A la suite de nombreux travaux sur les phénoménes électriques ou
magnétiques, la fin du X7.X°¢ siécle a vu naitre la théorie puis les applications des ondes
électromagnétiques.

Dans ce chapitre, nous présentons quelques rappels sur les ondes électromagnétiques,

ses propriétés et les équations de Maxwell.

3.1 Quelques propriétés des ondes électromagnétiques :

Nous rappelons dans cette partie quelques propriétés associées a la propagation des ondes

électromagnétiques en espace libre :

e Fréquence : La fréquence d’une onde électromagnétique est la fréquence des champs

et qui la composent.

e Longueur d’onde : La longueur d’onde L est le trajet parcouru par ’onde durant
une période T :
c

L=-=T
f

e Front d’onde : Le front d’onde est défini comme un ensemble d’ondes observées

. , . g , L.
sur un plan finie placée a une distance r d’une source électromagnétique.
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3.2 Classification des ondes électromagnétiques :

Les ondes électromagnétiques sont classées selon leur fréquence et leur longueur d’onde

dans le vide comme ci-dessous (3.1) :

3102 310 300 7AI0M 3704 gpou 30 310
L | | | | | | |
vl i | | | | I I
Fréquence(Hz) ! | | | | |
rayons v :i rayons X i ultra:violeti visible i infrarouge im-icm—ondesio-ndes radio

| L

| | | | | | | N
10716 101 10°* 0,410% 0,810 10-3 1 10*Alm)

FIGURE 3.1 — Les différentes radiations du spectre électromagnétique

3.3 Propagation des ondes électromagnétiques en es-
pace libre :

3.3.1 Equations de Maxwell :

Ces équations sont la base de tout probléme électromagnétique, elles aboutissent au calcul
de la valeur des champs en tout point de I’espace 7 et a tout instant t.

A la fin du 19e siécle que MAXWELL a propose quatre équations en regroupant les
équations de Faraday, Ampére et Gauss. Ces équations relient le champ électrique E ou
I'induction électrique D et le champ magnétique H ou linduction magnétique B a leurs
sources densité de charge p. et densité de courant J

Les quatre équations de Maxwell peuvent s’écrire sous la forme différentielle :

e Equation de Maxwell-Faraday : L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit :
roth = —— (3.1)

Elle décrit comment la variation d'un champ magnétique peut engendrer un champ

électrique.

30



CHAPITRE 3. MODELISATION ET RESOLUTION DES ONDES
ELECTROMAGNETIQUES

e Equation de Maxwell-Ampére : L’équation de Maxwell-Ampére s’écrit :

tH=—+J 3.2
r0 T + (3.2)

Cette équation énonce que les champs magnétiques peuvent étre générés de deux
manieéres : par les courant électriques et par la variation du champ électrique.
e Loi de Gauss pour le champ électrique : Elle s’écrit sous la forme :

Pe
Eor

DivE = (3.3)
Elle décrit comment un champ électrique est généré par des charges électriques.
e Loi de Gauss pour le champ magnétique : Elle s’écrit sous la forme :

DivB =0 (3.4)

Cette équation montre que le flux magnétique total a travers n’importe quelle surface

de Gauss est nul.

Pour un milieu linéaire, isotrope et homogeéne, les relations liante les champs électroma-

gnétiques aux inductions sont données par :

1 et €, sont respectivement la perméabilité et permittivité relative du milieu.
o et ¢ sont respectivement la perméabilité et permittivité du vide elle sont reliées a la

vitesse de la lumiére ¢ par la relation :
,u05002 =1
Avec

c=3.10%m/s,e0 = 8,854 - 107 2F -m ™ g =47 -107"H -m™"
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3.3.2 Equation de propagation :

Maintenant, on va rechercher ’équation de propagation.

Partons de la Loi de Maxwell-Faraday :

.~ OB
F=_2=
ro 5
En prenant le rotationnelle, on obtient :
rot(rot ) = grad(div E) — AE (3.5)
- - = - aé
t(rotE) = —rot | — 3.6
rot(rotF) ro <8t> (3.6)
. o - -
rot(rotE) = —g(rotB) (3.7)

Par Loi de Maxwell-Ampére transformé le deuxiéme membre de (3.7) en :
ot(rotE) 0 7+ €0t oF
rot(rotE) = —— . P oy~
ar \ HoHr] T €0Er foftr oy

En regroupant, et avec Loi de Gauss—électrique :

DivE = Pe
EQr
Il vient finalement : ~
— PE 1 - a7
AE — cy—— = —gradp, —= 3.8
elgm = Z9radpe + ps, (3.8)
De la méme maniére, nous écrirons :
rot(rotB) = grad(divB) — AB (3.9)
rot(rotB) = —AB (3.10)
- - = — = 8E
rot(rotB) = rot | pop.J + 5057“;;0;;7"5 (3.11)
— - = g, a - =
rot(rotB) = urotJ + gug('r’otE). (3.12)
rot(rotB) = protJ + Elis <_E> . (3.13)
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Il vient finalement : .
AB 0°B otJ (3.14)
— Ell—= = —uro .
H o M
Nous prenons, dans un milieu diélectrique parfait le charges p. = 0 et courants J =0

donc I'équation (3.8) et (3.14) on obtient :

. PE
- O’B

3.4 Solution générale de I’équation d’onde :

Maintenant, nous trouvons une solution générale le pour les équations d’ondes électroma-
gnétiques [9] .

Et d’une autre maniére, nous prouvons que la solution générale le de 1’équation :

0’F 1 0°F _0
or2 2 o2
Est :
E(z,t) = F(x — ct) + G(z + ct)
Posons :
X =x—ct
Y =x+ct
Et
r==-(X+Y)
t 1(X Y)
ct = - —
2

On a, quelle que soit la fonction E(z,t) = E(X,Y) :
0F_0E 0X 0B ov _op o8
dr 90X Odx 9Y Oxr 0X OY

PE_0F (0 08
0x? or \0X 9Y
:i(a_E) .5’_X+i(@_E> .5_Y+i(3_E) .8_X+i<5’_E) oY
0X \0X or 0Y \0X or 0X \9Y or 0Y \oY ox
B ’E  O’°FE 0’F

~axz Tave T lax oy
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De la méme maniére :

V0B (L 0B\ _0E OX 0B v _ 0B oE
c Ot olct)y) 90X O(ct)  9Y Oct) 0X oY

L @®E__ [0 (0E\ 90X 0 (OE\ oY
2 o2 |0X \0X) 9(ct) 9Y \9X) 0O(ct)

o (o) o *av (o)

_82E n 0*E 5 0*E
0X?2 0Y? 0X -0Y
L’équation
0’E 10°E B
ox2 2o
Peut donc se récrire :
_i@Q—E =0 soit OE =0
2 0XoY 0XoY

Soit :
0 (OF OF

L’intégration par rapport a Y donne :

B(X,Y) = / g(X)dX + G(Y) = F(X) + G(Y)

en intégrant par rapport a X. Ainsi, la solution générale de I’équation d’onde plane a pour

expression :

E(X,)Y)=F(z—ct)+ G (x+ct)

F et G étant deux fonctions quelconques des variables (z — ct) et (z + ct) respectivement.

3.5 Modélisation des ondes électromagnétiques par la
méthode des différences finies et simulation sous le

programme Matlab

Nous présentons dans cette partie la méthode des différences finies dans le domaine tem-

porel pour le systéme de Maxwell redimensionné en deux dimensions d’espace.
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Le probléme a résoudre est :
O°F . O*E O’E
—_— —_— 5 [
a2z Mor
o*H . O?H O*H
— &
a2 a2 Hop

=0

=0

Et
PE,(x,y,t) N O?E,(x,y,t) OPE.(z,y,t)

D2 oz M 0

3.5.1 Conditions aux limites et conditions initiales :

Les équations précédentes ne sont pas suffisantes pour décrire complétement la propaga-
tion de I'onde électromagnétique, il faut les compléter de conditions initiales, ainsi que
des conditions au bord.

Les conditions sont :

( E(:U7y70) = U(x7y)7 V(aj,y) < Q
M = ﬁr(‘ray)7 V(I’y) €0

ot
E0,y,t) = G(y,t), Vt>0,Vy e 0N
( E(x,0,t) = G(x,t), Vt>0,Vze o

Les fonctions U, U, U , G étant des données du probléme. On va résoudre numérique-

ment sous Matlab la propagation d’une onde, dans le cas de deux dimensions (2D).

3.5.2 Equations de propagation aux différences finies centrées :

Si on pose u(z,y,t) une composante du champ électrique E ou magnétique H alors la

valeur de u au noeud (7, j) au temps nAt est noté par :

7/7]

Ou Az, Ay sont les pas de la grille du maillage suivant les directions z,y, et At = ¢, le

pas de temps. = € [0, L,],y € [0,L,],t € [0,T7].
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3.5.3 Présentation du schéma :

Nous proposons d’approcher les champs E et H de la manicre suivante :

n n n n mn n n+1 n n—1
Ez’+1,j - 2Ei,j + Ei—l,j I Ez’,j+1 - 2Ez‘,j + Lz’,j—l _ guEi,j - 2Ei,j + Ei,j 0
Ax? Ay? At?
Donc :
A2 () (Efiry — 2B + By ) + AP (en) (Bl —2E7; + E7; )
_ n+1 n n—1
= (E7f" —2E); + BT} )
Donec :
At? At?
n+1 __ m n n n n n
Ei,j _—A:L,Q({_:N) (Ei—l-l,j - 2Ei,j + Ei—l,j) + —Ayg(gﬂ) (Ez‘,j+1 - 2Ei,j + Ei,j—l) +
2E7; - BV
Et
At? At? At?
Erfl—_—_— (Egr L ET =  (E™. En. 201 - —
,J A:C2(5,u) ( i+1,5 + 1—173) + Ay2(8u) ( 3,5+1 + m—l) + ( A:C2(5,u)
2
A—tEZﬂ, — B
AyPe)

Les conditions initiales :

Pour n=0
El. = At? (EO + E° ) + At? (E0 + E? ) +2(1 At?
M Ag(ep) N TR Ay (ep) VT T Ax?(ep)

At?
= EO _ g1
AyQ(gu) ] 2, )

OE" El; - E} 0 —1_ g 0
On a: (7> ' = T = Ezl,j et EZJ = E,L’j - 2Ath,,]
%,

Donc :

1 AtQ 0

At?
Ax?(ep)

At
0 0 0
TR T (Bl + Bilag) + A () (Bl + EVjo1) +2 (1

A E). — E! . +2At (E")
AU2(€M) 2y 7 7

1 AtQ At2 At2
B = | — (EY., +EY — _(E°. E°. e
] 2 AI2(€/L) ( i+1,5 + 1714) + A?ﬁ(&“) ( 4,J+1 + ml)} + < Ax2(6u)
A—tzEQ, + At (E{O.)
AyQ(em i,7 1,7
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VAP VAP 0PAR
Azz  Ay? k2

1
Onpose:v?= — Az =Ay=h A=
(ep)

Efft = A (B + Bl + Bl + Bl y) + 2B - B

Ej; = B (BYpry+ EY o+ EY g+ EY ) + B+ At (E])

Donc :

O*H . O*H O*H
— &
a2 oz Fop

= 0, on trouve :

La méme maniére avec équation

n+1 n n n n n n—1
sz+ =A (Hi+1,j +H G+ HY g+ Hi,j—l) +2H; — H;;
Hij =5 (Hg+ Hyg o+ Higpy + Hiyoy) + Hi + At (H)
3.5.4 Reésultat sur Matlab

Dans cette partie, on réalisera la simulation la base de Maxwell.

FIGURE 3.2 — Représentation graphique de 1'équation Maxwell
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4 Modélisation et résolution des ondes
acoustiques

Le son correspond & une vibration d’un milieu mécanique (fluide, solide) qui se propage
dans le temps et dans l’espace avec une célérité c, dépendant du milieu de propagation.
Il est produit par une source sonore (membrane de haut-parleur, voix, instrument de
musique, frottement, etc...) et sa propagation nécessite un milieu matériel.

Dans cette partie, nous allons étudier les ondes acoustiques (sonores).

4.1 Quelques propriétés des ondes acoustiques :

Nous rappelons dans cette partie quelques propriétés associées a la propagation des ondes

acoustiques dans un fluide.

e Fréquence : C’est le nombre de fois qu'un phénomeéne se reproduit dans une seconde
(dans notre cas, le nombre d’oscillations par seconde). La fréquence s’exprime en

Hertz (Hz).

e Période : L’inverse de la fréquence est la période T (durée aprés laquelle le signal

se reproduit identique & lui-méme a une position donnée). Elle s’exprime en secondes

(s)-

e Longueur d’onde )\ : C’est la distance au bout de laquelle le signal se reproduit

identique a lui-méme & un instant donné. Elle s’exprime en métres (m).

e Amplitude : On caractérise 'amplitude du son par une valeur efficace de pression.
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4.2

Equations de base :

L’équation de base comprend trois équations, cette équation est :

I’équation de conservation de la masse : Cette équation relie la variation de
la masse volumique locale a la variation de matiére contenue dans un volume de
controle autour du point considéré :

% + div(p.7) = 0 (4.1)

Quand la masse volumique diminue (dp/dt < 0), ’équation de conservation de la
masse s’écrit.
dp

0
% + g (pvz) =0 (4.2)

I’équation de conservation de la quantité de mouvement : C’est une forme

locale de la loi de Newton appliquée & un petit volume de fluide.

U 1
% + (U - grad)v = - gradp + g (4.3)

Ici, les deux forcent les prises en compte sont la force de pression (le terme en grad
p) et la force de gravité. On se limite & un systéme & une dimension. La conservation

de la quantité de mouvement est alors.

v, 0y 10p
= — 25 4.4
ot v ox p Ox (44)
Relation thermodynamique : qui relie la pression a la masse volumique :
d 1
b (4.5)
dp  px

Le coefficient x est la compressibilité adiabatique, c¢’est-a-dire que l'on s’intéresse a
des variations de pression et de masse volumique, mais sans changement de tempé-

rature.

Ces trois équations de base (4.2), (4.4) et (4.5) sont non linéaires et montrent des

couplages entre la vitesse locale, la masse volumique locale et la pression locale.
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4.2.1 Hypothéses de ’acoustique linéaire :

e La fluctuation de pression induite par une onde acoustique est négligeable par rap-

port & la pression du fluide au repos.

e La fluctuation de masse volumique induite par une onde acoustique est négligeable

par rapport a la masse volumique du fluide au repos

e La fluctuation de vitesse du fluide est petite.

4.2.2 Linéarisation des équations de base :

Pour rendre les équations de base linéaires, on considére que le systéme s’écarte faiblement
de I'état d’équilibre. La méthode des perturbations consiste a introduire les développe-
ments avec le petit parameétre ) dans les équations de base, puis a développer les équations
comme des polynémes du paramétre numérique . Pour I’équation de conservation de la
masse (4.2), cela donne :

T

TV TV TV
ordre 0 ordre 1 ortre 2

Le terme d’ordre 0 est nul, car la masse volumique dans 1’état de base py ne dépend pas
du temps, sa dérivée par rapport a t est donc nulle. Comme le paramétre 1) est petit, son
carré est encore plus petit, la linéarisation consiste donc a négliger les termes en 1)2. Avec
cette hypothése, I'équation de conservation de la masse se réduit a :

(9p1 81}1

E + poa—x =0 (46)

La méme méthode appliquée a la conservation de la quantité de mouvement et a la relation

thermodynamique donne :
ovy op1
"ot T oa

XPop1 = p1 (4.8)

=0 (4.7)
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Donc, les équations linéaires de la base sont écrites sous la forme :

0 0

ﬂ + et =0
avl gpl —0
ot 8:6

XPoP1 = P1

4.2.3 Propagation des ondes acoustiques :

Maintenant, on va rechercher ’équation de propagation.

En injectant la relation (4.8) dans la relation (4.6), on obtient.

op1 o,
+ =0 4.9
XPog + Pog (4.9)
Qui avec (4.7) forme un systéme de deux équations pour les variables p; et v;. Enfin, en
dérivant la relation (4.9) par rapport au temps et en dérivant la relation (4.7) par rapport

a la variable d’espace = , on a :

0*p 0%,
4.1
XPogy + Py =0 (4.10)
821]1 (92}?1

Poovor T oz Y (4.11)

La différence entre ces deux derniéres relations permet d’éliminer le terme en vitesse pour
, . ) . . . Co
n’obtenir qu’une relation pour la perturbation de pression p; qui s’écrit sous la forme
d’une équation d’onde :
Ppr 10y

o2 o "

/1
c=4/—
XPo

Avec une vitesse de propagation :

Avec

po : la masse linéique.

Et :

=
I
by

E est module élastique
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4.3 Résolution de I’équation d’onde

4.3.1 Solution en onde plane :

L’équation d’onde s’écrit simplement dans ce cas :

Pp  10%
PR T (4.12)

Soit
{a:x—ct ot {x:(ﬁ+a)/2

B=x+ct t=o(8—a)
En considérant que p dépend de x et ¢ par 'intermédiaire des nouvelles variables « et f3,
et en appliquant la dérivation des fonctions composées, on peut exprimer ses dérivées par

rapport aux variables de départ (z et ¢ ) & partir des dérivées par rapport aux nouvelles

variables.
En effet :
9p _0Opda  0OpdB _0Op Op
or Oadxr 0B0r Oa 0B
De méme :

op _Opda  OpO5 __ Op  Op_ (Op _ Op
ot oot 9t oa 98 \9B  da

En répétant cette opération, on obtient les dérivées secondes :

Pp_ 0 (op Op\Oa O (Op Op\OB _Fp , &p  OFp
0x2  Oa\da 0p) 0r 08 \0a 0B) 0xr  Oa? oadp 02
Et :
Op_ O (Op _Op\)Oa O (Op 0Op\|OB_ (0% , & O
o2 da B O« ot  0p Jf O« ot oa? dadf 02
2
e P
En remplagant dans (4.12) il vient immédiatement 4 9008 0 soit :
0%p
9008 0 (4.13)
) : L 0 [0dp -
On peut mettre I'équation précédente (4.13) sous la forme : % 2l = 0 indiquant par

lui-méme que dp/Oa ne dépend pas de 3, et donc qu’elle n’est une fonction que de .
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En posant 2—2 = f(«), on obtient, en intégrant :

pla, B) = fg—ida = [ f(a)da + pa(B) o po(B) est une fonction arbitraire de f§ (la
constante lors de l'intégration par rapport a o dépend a priori de ). Par ailleurs, on peut
poser :

[ f(a)da = pi(a) ot pi(a) est une fonction arbitraire de «

Il vient alors : p(a, 8) = p1(a) + p2(B)

sois encore, en revenant aux variables primitives x et ¢ :
p(z,t) = p1(x — ct) + po(x + ct)

Ainsi, la solution générale de I’équation d’onde est donnée par la somme de deux fonctions
arbitraires, 'une de z—ct et I'autre de z+-ct, qui seront en pratique déterminées en pratique

par la condition initiale aux limites du probléme considéré.

4.3.2 Solution en ondes sphériques :

Considérons 1a encore une fonction g de 'espace et du temps (p = g(%,t)), représentatif

d’une quantité acoustique. La fonction p(Z,t) satisfait a I’équation des ondes :

1 0%p

O le laplacien s’écrit, en coordonnées sphériques :

2
Le champ acoustique est indépendant de 6 et ¢ et donc ne dépend que de la coordonnée
radiale r :

g=g(rt)
Dans ce cas, le laplacien se réduit a :

10 (L0 _ 200 0% _ 10%m)
r2 Or rar Crdr o orz2  r or?

Ap =

L’équation d’onde s’écrit alors :

19(rp)  1&p

r Or? 2ot
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La relation précédente indique donc que la fonction (rp) satisfait & une équation similaire
al’onde plane (& condition bien stir de remplacer x par r), et donc que la solution générale

pour 'onde sphérique s’écrit simplement :

1 1
p(r,t) = ;pl (r—ct)+ ;pg(r + ct)

La seule différence avec 'onde plane tient au terme en 1/r . La fonction p;, de méme que
pour 'onde plane, décrit la propagation selon les r croissants, la fonction p, décrivant la
propagation selon les r décroissants.

Il est a noter qu’en champ libre, la propagation ne se fait que selon les r croissants, et

p2(r — ct) est identiquement nulle. La solution générale (p) se réduit alors a' :
1
p(Ta t) = ;pl(r - Ct)
4.4 Modélisation des ondes acoustiques par la méthode

des différences finies et simulation sous un pro-
gramme Matlab

Le but de cette partie est de représentation courbe de la propagation d’ondes acoustiques

dans des fluides. La perturbation de pression p satisfait une équation d’ondes :

(1 0%
292 Ap = f(z,t) dans Q
p(z,t) = 0 sur 0
%(:E,O) = g(z)
P _
| 2(2.0) = hi)

Ou c est la vitesse du son, €2 le domaine de calcul.

On propose un schéma numérique pour approcher la solution p aux points :

ri=x0+ (@G —1DAz,i=1...N,, yj=v+ G —1)Ay,j=1...N,

! Cette solution vérifie la condition de rayonnement de Sommerfeld :lim,_, [r (% + %%)} =0
la condition de rayonnement de Sommerfeld : a défini en 1912 une condition de rayonnement comme suit :
"Les sources doivent étre des sources, pas des puits (sink) d’énergie. L’énergie rayonnée des sources doit
se disperser & l'infini; aucune énergie ne peut étre rayonnée de 'infini vers le domaine étudié."
Une solution de I’équation de Helmholtz dont le support inclut I'extérieur d’une sphére quelconque est

appelée "rayonnante" si elle satisfait la condition de rayonnement de Sommerfeld
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On note N, et N, le nombre de points selon chaque direction, les pas d’espaces valent

alors :

TN — Xo YN — Yo
Ar = —— Ay = ZF— 2
TN -1 YT N, -

avec Ny x N, la taille de matrice Aux instants

t,=nAt, neN

4.4.1 Présentation du schéma :

On définit le schéma centré pour I’équation par :

n+1 n 7 n n el
b - 2p7 +pi 4 B Cgpj+1 —2p} + 1 .

At? Ax?

Avec les données initiales :

C’est un schéma explicite :

n+1_2n_ n71+C2At2(n — 9ph +n)
I A Az Pir1 T AP T P

Les données initiales sont construites sur la base du développement de Taylor p de 'ordre
1 ent = 0, mais pour approcher la donnée initiale p! & 'ordre 2, on peut préférer définir :

At?
pi =)+ Aty (;) + CQW (P01 — 209 + Y1)

4.4.2 Reésultat sur Matlab :

Dans cette partie, nous représentons les résultats numériques dans le programme MAT-

LAB, et nous avons également créé un code pour 'onde acoustique.
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0.5 1 1.5 2

FIGURE 4.1 — Simulation dans la premiére étape

Snapshot of Acoustic Waves

X (km)

FIGURE 4.2 — Simulation de derniére étape
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons modélisé et simulé la propagation des quelques problémes des
ondes dans les différents milieux (électromagnétiques dans vide, acoustique dans un fluide
et élastique dans un solide) en utilisant la méthode des différences finies pour trouver la
simulation. Aprés avoir introduit les notions générales sur les ondes, nous avons présenté
la méthode de modélisation.

Le but de cette analyse mathématique est la recherche de la solution exacte des équa-
tions de 'onde.

Dans la premiére partie contiennent les lois fondamentales de 1’électromagnétisme qui
sont décrites par les équations de Maxwell, et trouver la description des ondes acoustique et
des ondes élastique pour utiliser cette description pour trouver 1’équation de propagation
pour chaque probléme.

En perspective, on propose d’appliquer la méthode des différences finies dans le do-
maine temporel. De méme, il serait intéressant d’étudier la propagation des ondes (élec-

tromagnétiques, acoustique, élastique) dans les différents guides d’ondes.
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Annexes

Des ondes dans la deuxiéme dimension :

Code Matlab

clear ;

Lx=10;

Ly=10;

dx=0.1;

dy=dx;
nx=fix(Lx/dx) ;
ny=fix(Ly/dy);
x=linspace(0, Lx, nx);

y=linspace(0, Ly, ny) ;

T=100;

wn=zeros(nx,ny) ;
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wnml=wn; “ow at time n-1
wnpl=wn; 0 w at time n—1
% paramaters

CFL=0.5; % CFL— c.dt/dx
c=1;

dt=CFL*dx/c;

% intial conditions

% time stepping loop
t=0;
while(t < T)
%reflecting bourdary conditions
wn( :,[1 end])=0;
wn([1 end], :)=0;
%Absorbing boundary condtion
Y%wnpl(1, :)=wn(2, :)+((CFL-1))/(CFL+1))*(wnpl(2, :)-wn(1, :));
Y%wnpl(end, :)=wn(end-1, :)+((CFL-1)/(CFL+1))*(wnpl(end-1, :)-wn(end, :));
Y%ownpl( :,1)=wn( :,2)+((CFL-1)/(CFL+1)*(wnpl( :,2)-wn( :,1));
Y%wnpl( :,end)=wn( :,end-1)+((CFL-1)/(CFL+1))*(wnpl( :,end-1)-wn( :,end));
%solution
t—t+dt;
wnml=wn; wn=wnpl; 0 save current and previous arrays
%source
wn(50,50)=dt A 2 % 20 x sin(30 * pi * £/20) ;
fori=2:nx—1,forj=2:ny—1
wnpl(i, j) =2 xwn(i,j) — wnml(i,j)...
+CFLA2x%(wn(i+1, j)+wn(i, j+1) —4xwn(i, j) +wn(i—1, ) +wn(i, j—1));
end, end

%check convergence
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clf;

subplot(2,2,1);

imagesc(x,y,wn’) ; colorbar ; caxis(|-0.02 0.02|)
set(gef, Position’,[20 50 1500 800]) ;
title(sprintf('t—%.2f",t)) ;

whitebg('black’) ;

grid off

subplot(2,1,2) ;

mesh(x,y,wn’) ; colorbar ; caxis(|-0.02 0.02])
axis([0 Lx 0 Ly -0.05 0.05]) ;

shg ; pause(0.01) ;

end

Des ondes électromagnétiques :

Code Matlab

x=linspace(-4,4,100) ;
y=linspace(-4,4,100) ;
z=linspace(-4,4,100) ;
[(X,Y, Z] = meshgrid(z,y, z) ;

Ex=sin(2*pi*Z/3);

Ey=sin(2*pi*Z/3);

Ez=0*X;

[Bx, By, Bz] = curl(X,Y, Z, Ex, By, Ez) ;

for k=1 :100
E(k)=mean(mean(Ex( :, : k),1),2);
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B(k)=mean(mean(Ey( :, :k),1),2);
end
plot3(0*x,y,E,r’ "linewidth’,1) ;
hold on
quiver3(0*x(1:3:100),y(1 :3:100),0*z(1 :3 :100),0*x(1 :3 :100),0*y(1 :3 :100),E(1 :3 :100),0
,17) linewidth’,1) ;
hold on
plot3(B, y,0*z,’g’ 'linewidth’,1) ;
quiver3(0*x(1 :3:100),y(1 :3:100),0*z(1 :3 :100),B(1 :3 :100),0*y(1 :3 :100),0*z(1 :3 :100),0
g, linewidth’,1);
grid off, axis square
set(gca, fontsize’, 10, 'linewidth’, 2);
xlabel ('x")
ylabel(’y’)
zlabel(’z")
whitebg(’black’) ;

legend(’electric field’, ’electric vector’, 'megnetic field’ , 'megnetic field vector’);

Des ondes acoustiques :

Code matlab

clear

close

cle

% %% %

% (NX,NZ,NT) - input- (Horizontal,Vertical) gridpt dimens. of vel
% model & Time Steps

% FR - input- Peak frequency of Ricker wavelet

% BVEL - input- NXxNZ matrix of background velocity model
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% (dx,dt) - input- (space, time) sample intervals

% (xs,zs) - input- (x,z) coordinates of line source

% RICKER/(NT) - input- NT vector of source time histories

% (p2,p1,p0) -calcul- (future,present,past) NXxNZ matrices of
% modeled pressure field

% (p0,pl) -output- Old and present pressure panels at time NT.
% REALDATA (NX,NT) -output- CSG seismograms at z—2

% %% %% %

c¢=4.0;FRE=20;

NX=300;NZ=NX; dx=c/FRE/20 ;dt=.5*dx/c;
xs=round(NX/2.3) ; zs=round(NX/2) ;NT=600;

t=[0 :1 :NT-1]*dt-0.95/FRE ;RICKER=zeros(length(t)) ;
RICKER= (1-t .*t * FREA2 *piA2 ) *exp(- t.A2 * piA2 * FREA2 );
plot([0 :NT-1]*dt,RICKER) ;

title('Ricker Wavelet’) ;xlabel(’Time (s)’)
BVEL=ones(NX,NZ)*c;

BVEL(NX-round(NX/2) :NX, :)= BVEL(NX-round(NX/2) :NX, :)*1.2;
REALDATA=zeros(NX,NT);

p0=zeros(NX,NZ) ;p1=p0 ;p2=p0;

cns=(dt/dx*BVEL).A2;

NX=200;NZ=NX;

for it=1 :1 :NT

p2 = 2*pl - p0 + cns.*del2(pl);

p2(xs,zs) = p2(xs,zs) + RICKER(it);

REALDATA( :it) = p2(xs, :);

p0=pl;pl=p2;

if round(it/20)*20==it ;p00=p0/max(abs(p0( :))-+.001);
imagesc([1 :NX|*dx,[1 :NX]*dx,(p00+BVEL)) ; colorbar;
pause(.1);
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end

end ;

pl=p0:;p0=p2;

title(’Snapshot of Acoustic Waves’)
xlabel("X (km)")

ylabel("Z (km)”)
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Abstract

In this research paper, we study some problems that are concerned to the wave, we have
been worked to find the modelisation of each problem and give a general overview about it
as its concepts and its properties.

This problem appear as wave vibration forms like acoustics waves, electromagnetism wave,
elastic waves.

In this study we work for finding numerical solution, because of that we used some numerical
characteristics for finding the perfect simulation and representing it on MATLAB program
for clarifying the research target and the differences between the types of waves.

In this study we used the difference method finite as study instrument.

Keywords: electromagnetism wave, acoustics waves, elastic waves, Modeling, differences

method finie.

Résumé

Dans ce mémoire, nous avons discuté de 1’étude de certains problémes d’ondes ou nous
avons fait a trouver une équation modélisation pour chaque probleme et donné une vue
général de certains concepts et caractéristiques liés a chaque probléeme.

Ces problemes apparaissent sur la forme de vibrations des ondes comme des ondes acous-
tique, électromagnétiques et des ondes élastique, etc. Aussi, nous avons fait a trouver des
solutions numériques, tous les problemes.

Nous avons utilisé des méthode numériques pour trouver les simulateurs idéaux et les
représenter dans le programme Matlab afin d’illustrer I'idée et la différence entre les types
d’ondes dans cette mémoire nous avons utilisé la méthode des différences finies pour arriver
a l'idée.

Mots-clés: ondes acoustiques, ondes électromagnétiques, ondes vibrations, modélisation,

la méthode différences finies.



